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Resumen

Multitud de funciones especiales de la fisica aparecen en problemas de mecénica
cuantica como solucién de ciertas ecuaciones diferenciales. N%uchas de estas funciones

admiten una representacién integral de la forma F(z) = / e~ g(t) dt, donde

representa algin parametro fisico de la teoria en consideracién. La evaluacién de estas
integrales no resulta sencilla en general, pero en muchas ocasiones, ese parametro x
toma valores elevados. Por ello, resulta interesante disponer de métodos de evaluacion
aproximada de este tipo de integrales para valores grandes de la variable z.

El método maés utilizado es el de Laplace. La principal dificultad en dicho método
para la obtencién de desarrollos asintdticos de este tipo de integrales la origina un
cambio de variable. Para suavizar esto, proponemos una factorizacién del integrando
que evita dicho cambio de variable, simplificando enormemente las operaciones.

Por un lado, el calculo de los coeficientes del desarrollo asintético es muy sencillo.
Por otro lado, la secuencia asintética obtenida con nuestro método es tan sencilla
como en el método estandar de Laplace: funciones gamma completas o incompletas.
Ademids, obtenemos una férmula explicita para los coeficientes de dicho desarrollo, a
diferencia de lo que sucede en el método de Laplace, donde rara vez es posible obtener
férmulas explicitas. Més todavia, mediante una reagrupacién de términos podemos
obtener férmulas explicitas para los coeficientes del desarrollo de Laplace estandar.

1. Introduccion

Consideremos integrales de la forma
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donde (a,b) es un intervalo real finito 6 infinito, x es un pardmetro grande y f(t)
y ¢g(t) son funciones derivables en (a,b). Laplace hizo la observacién de que la mayor
contribucién de (1) se obtiene de las cercanias de los puntos donde f(t) tiene su valor
minimo. Basdndonos en esta idea podemos conseguir un desarrollo asintético , que puede
obtenerse de la siguiente forma [[7], Chap. 2, Sec. 1],haciendo el cambio de varable t — u
dado por f(t) — f(to) = u*:

_ b)—
F(z) = e~/ (t0) / o e U)o g (2)
Fla)—1(t0) J(t(w)

Si la funcién h(u) = 2u ?() tiene desarrollo de Taylor en ug = 0,

o0

h(u) = chu" (3)

n=0

podemos aplicar el Lema de Watson reemplazando (3) en la parte derecha de la integral(2)
e intercambiando suma por integral [[7], Chap. 2,Theorem 1]:

F(z) ~ e @ft0) Z con®n(x), T — 00 (4)
n=0

siendo ¢, los coeficientes del desarrollo de Taylor de la funcién A(u) en u = 0 y la secuencia
asintotica @, (x):

o om I'(n+1/2
b = [ eetina= T 5)

—00

Tomando el primer término del desarrollo (4), aparece la conocida férmula de Laplace:

F(x) ~ g(to) f”i:;)xe—a:f(to)’ z — o0 (6)

Se puede observar que con el método estdndar de Laplace, el calculo de los ®,,(z) es
sencillo pero el cdlculo de los coeficientes ¢, es, en general, bastante complicado ya que
la funcién h(u) no estd dada en forma explicita, sino que viene dada de forma implicita
a través del cambio de variable f(t) — f(tg) = u®. En general, se pueden obtener pocos
términos del desarrollo asintético (4). En [4] proponemos una primera simplificacién del
método de Laplace, la cual simplifica el calculo de los coeficientes ¢, del desarrollo, pero
por el contrario, complica el célculo de la secuencia asintética @, (z). Demostramos que no
es necesario el cambio de variable f(t) — f(to) = u? para obtener un desarrollo asintético
de (1) sino que es suficiente con desarrollar ¢g(t) en el punto critico tg de f(¢) e intercambiar
en (1) suma por integral:

(e}
Si g(t) tiene desarrollo de Taylor en t =ty :  g(t) ~ Zgn(t — to)", entonces se
n=0

reemplaza este desarrollo en (1) y se intercambia suma por integral, obteniendo
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0 B B [e's)
T)~ Y gn®p(z) si w00, con  By(z)= / e O (¢ —to)ymdt.  (7)
n=0 -

Podemos observar que mientras con esta modificacién del método de Laplace que
proponemos en [4] se mejora el célculo de los coeficientes g, (frente a la dificultad de los
¢n, en el metodo estandar),también se paga el precio en el calculo de la secuencia asintética
®,,(x) que ahora no tienen una forma universal como tenian los ®,(z) del método estandar
(eran gammas de Euler), con lo cual la obtencion de una expresion explicita para ellos se
complica. Adn asi, esto ha permitido calcular algunos desarrollos asintéticos de la funcién
Gamma [2] y de la funcion hipergeométrica de Gauss [3]. Lo que proponemos en este
articulo es una 3* manera de aplicar la idea original de Laplace que simplifique el calculo
de los coeficientes ¢, pero que no empeore el célculo de la secuencia asintética @, ().

2. El método de Laplace modificado

Subdividiendo el intervalo de integracion, si es necesario, podemos suponer que f(t)
tiene un unico minimo en ¢ = ¢y en (a,b). Supongamos también que f(t) y g(t) tienen
desarrollo de Taylor en tg con un mismo radio de convergencia r. Si tg = a permitiremos
tambien que g(t) tenga un polo de orden s € (—1,0]. Distingamos dos casos:

= f(t) tiene su minimo en ty € (a,b). En este caso f'(to) = f"(to) = --- = fmD(ty) =
0y f™(tg) > 0 con m par.

= f(t) tiene su minimo en ty = a 6 top = b. En este caso f'(tg) = f"(to) = -+ =
Fm=D(tg) =0y fM(tg) > 0sityg=a 6 f0™(ty) < 0sity=0b.

F (to)
m!

En cualquier caso, consideremos la funcién f,,,(t) = f(t) — f(to) — (t—to)™

(m)
Las funciones fp(t) y e ®fm®) = ¢t (t0) =l (O +o I (t—to)™

Taylor en t = tg:

tienen desarrollo de

—Z‘f(t) > n xM(t_t )m > .%'n f(m) (to) " nm
e = Z An(z)(t—to)",  |t=to| <r, " m = Z o\ T (t—to)
n=0 n=0 ’

[e.e]
La funcién (t —a)~%g(t) tiene desarrollo en t = to: ¢(t) = Z B(t —to)", |t —to| <,

con s € (—1,0] sito =ay s=0sity € (a,b]. Entonces,

ht,z) = e Fm® g( Zan )(t —to)" e, It —to| <, (8)

f(t)Ln/mJ " f(m)(to) k n—mk
con ap(z) =) Y 0 T | ) D Ai(@) B (9)

m! ,
k=0 7=0
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Obsérvese que a, () son polinomios en x de grado como mucho n. Esta es un férmula
explicita para los coeficientes ay(x) del desarrollo de Taylor de h(z,t) en ty, aunque de
aqui no se desprende de forma muy clara su comportamiento asintdtico.

Hemos podido probar que a,(x) = O(x[%]) siendo p > m + 1 y tal que

o /™ (to) n
fm(t) = ZT(t—to) ;o lt=tol <,

n=p
Con estos preliminares podemos escribir la integral (1) de la forma:

b f('m)(to) m
F(z) = e~*/0) / e ) Bt ) dt. (10)

La serie de Taylor en (8) converge absolutamente y uniformemente a la funcién h(t,z) en
el disco | t —to |< r. Por tanto, si el intervalo (a, b) esta contenido en este disco, podemos
reemplazar esta expresion en (10) e intercambiar suma por integral:

F(z) = e 00N " a, (2)®p () (11)
n=0

Ademas, sabemos por [2] el comportamiento asintético de @, (z):

!
to)x

g, (x)= THCEVB|_m s lim (st
T m Fm(

)—i—términos exponencialmente pequenos,

m
_J1 it to € la,b) _J1 it to € (a,b]
con 7_{0 it tg=b ° ﬁ_{o if ty=a

Podemos observar que @,,(x) = O (x_("+5+1)/m) cuando  — oo y por tanto, los términos
del desarrollo (11) satisfacen a, (z)®,(z) = O(zl*/PI=(v+s+1)/m) Entoces (11) es un desa-
rrollo asintético de la integral (1), pero no es un desarrollo asintético genuino de Poincaré.
Por ello, podemos agrupar los terminos de (11):

[n/(p—m)]
Z Qp4+mk (x)q)n—i-mk (:B) (12)

k=[(n—m)/(p—m)]

F(z) = e ®ft0) Z U,(z) con W,(x)
n=0

para que sea un desarrollo genuino de Poincaré, pues ahora ¥, (x) = O (:U*(

Finalmente, si el intervalo de integracién no esté contenido en el disco D = {¢, |t — to| < r}
de convergencia de la serie de Taylor de (t —a) *h(t,x) at t = tg, no podemos reemplazar
dicha serie en (10) para obtener el desarrollo (11). Lo que ocurre en este caso es que la
serie (11) no seria entonces convergente, pero si seguirfa siendo asintdtica. Para ver esto,
basta con dividir el intervalo de integracion (a,b) en dos partes,una contenida en el disco
D: Djy, = (a,b) () D y su complementario no contenido en D: Dy = (a,b) \ D;y. Podemos
escribir (1) :

n+s+1)/m) )

F(z) = { /D e O gt)dt + /D e‘xf(t)g(t)dt.} (13)

Se puede probar que la integral sobre D,y es de orden O(1) cuando x — oo y que es
exponencialmente pequena comparada con la integral sobre D;,. Ahora procedemos con
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la integral sobre D;, como hicimos en el caso del intervalo (a,b) cuando estaba contenido
en D obteniendo de nuevo la férmula (12).

Observacion: Los términos a,(x) son polinomios de grado [n/p]. Entonces de (12)
que la secuencia asintotica @, (x) es suma de [n/(p—m)] —[(n—m)/(p—m)]+ 1 potencias
negativas de x. Por tanto, las series (11) 6 (12) son reagrupamientos de la serie estdndar
de Laplace y vice-versa. Esto significa que los coeficientes de la serie estandar de Laplace
pueden ser obtenidos de manera explicita de los coeficientes de (11) después de un apro-
piado reagrupamiento. Para ilustrar todo esto, mostramos el ejemplo de la funcién gamma
I'(z), obteniendo una férmula explicita para los coeficientes de la férmula de Stirling.

3. Ejemplos

3.1. La funcion I'(x) para x grande
De [[7], p. 60, eq. (1.27)] tenemos
D(z+1)=e "zt / e W at,  with  f(t) =t — log(1 + t).
-1

Esta integral tiene la forma (1) con la f(¢) anteriormente mencionada y g(t) = 1. Conside-
remos = > 0 grande. Las funciones f(t) y g(t) son derivables en (—1,00). El tnico punto
critico to de f(t) es tg = 0. Tenemos f(0) =0, f”(0) =1 and f”’(0) # 0. Con la notacién
de la anterior seccién tenemos m =2 y p = 3.

La funcién e~*/2(!) tiene desarrollo de Taylor en t = 0 (con s = 0):

(0.)
e 2f2(t) = ext2/26_“”t(1 +1)* = Z an(x)t".
n=0

De la ecuacién (9):

/2 2k
B N T (—x)nf%*j
an(@) =D D D it~ 2k - )

k=0 ;=0 (14)
\_n/ZJ xk(_fp)n_Qk

Sabemos que a,(z) es un polinomio de grado [n/3] en x. Para ver esto de forma explicita,

escribamos:
n

(—2)n =Y (=1)" "SI (—a)™,

m=0

donde S{™ son los ntimeros de Stirling de primera clase [[1], eq. 24.1.3 (B)],y reemplazando
esto en (14):

[n/2] n—2k n—2k—j

a (ZL’) = karj (_1)m5(n_2k_j_m)(_;U)N—?k—j—m
=2 2 2Fkljl(n — 2k — )] 2. n—2k—j .
k=0 j=0 )
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Si intercambiamos el orden de las sumas en j y m y hacemos un cambio de variables de
sumatorio (j,m) — (j, k +m) conseguimos

[n/3] n—mm— ) S(mQ: )

_ n,m . _ n j
an(z) = E Apx™, with = E E kk"j 2k )
k=0 j=0

m=0

La secuencia asintética @, (z) queda
2(n=1)/2 n n+1 e (nt1l x

Por tanto, salvo términos exponencialmente pequenos, ®o,41(x) =0y

b= (2) (o 1)

De (12) obtenemos el siguiente desarrollo asintético para la I'(z) para grandes valores de
x:

o 2n n n+k
Mot )~ e eV Y. S o) U EE (2) )

n=0 k=2n—2 F(I/Q)

Los términos a,(z) son polinomios de grado |n/3| en x y por tanto, este desarrolo es una
reorganizacién de la férmula de Stirling [[1], eq. 6.1.37]:

1 139
D(z+1) ~ e %2"V2rz |1+ —— -
(@+1)~ere [ * +288x2 5184027 ]

Agrupando las potencias de = con el mismo grado de (15) obtenemos una férmula explicita
para los coeficientes de la formula de Stirling :

oo
-, X Cn
(x4 1) ~e 2"V 2z g g
n=0

with (ki)
B 2"+mr(n +m+1/2) i”: 1 mz’“ —1) S5 om0k
cp =
19k 1l _ _
— I'(1/2) k:0k2 = J1(2n 4+ 2m — 2k — j)!

3.2. La funcion hipergeométrica de Gauss 2F(a,b,c; z) para by ¢ grandes
La funcién hipergeométrica de Gauss puede ser escrita de la forma [[6],p.110,eq(5.4)]

1
oFi(a,b;c;z) = b)/ Q=) A —t2) e dt, e > RNb > 0.
—0) Jo

Definimos x =b—1y a = (¢—b—1)/(b— 1). Entonces, esta integral podemos escribirla
de la forma (1):

T 1
2F1(a,b;c;2) = (c)b)/ e " Wg(t) dt,
—b) Jo
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con f(t) = —logt — alog(l —1t) y g(t) = (1 —zt)™ .

Consideremos « > 0 fija y « > 0 grande, lo cual significa que b y ¢ son grandes y del mismo
orden, con ¢ > b. Las funciones f(t) y g(¢) son derivables en (0, 1) para todo z € C\ [1, 00).
El tnico punto critico ¢y de f(t) es

1

to = € (0,1).
0 a+1 ( )

Las funciones e /() y ¢(t) tienen desarrollo de Taylor en t =ty (con s = 0):

e~ 2/ (1) ——xf(to) <1 + t;t()) <1 + t_t0> =

. to— 1
o~/ (t0) i (a+1)" zn: (_1)']((_T)J('_i‘f])n—] (t —to)",
ot = Il e
(16)
g(t)_nzo nl ~ [1 a—i—l} <t a+1> ’ ’t a+1'<r’

donde el radio de convergencia comun a ambas funciones r depende de o y z. Tenemos
f(to) = —aloga+ (a+ 1) log(a + 1), f"(to) = (a+1)3/ay f"(tp) # 0. Con la notacién
de la seccién anterior, tenemos m = 2 and p = 3. La ecuacién (9) queda:

J xk(—a:)l(—ax)j_z(a 4 1)k+a+n(a 41— Z)j+2k—a—n(a)n_2k_j
an(z) = Z Z (=DHUE(G — D) (n — 2k — j)12kak+i—ly2k+i—n

. (7

La secuencia asintética @, (x) es

n+1

@ () = (m j‘i)%)Q {fy (” e *21)36‘3;) (1) <”;1 %Z%)} N

() ) )

Por tanto, de (12) obtenemos este desarrollo asintético de oFj(a,b;c;z) para by ¢
grandes

az 0 2n

I'(c) o'
F b:e: 2) ~ "
PO i) oy e O | D aeanle) s

20 ntk+1/2 1
(@itms)  T(eres)

Y
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conx=b—1,a=(c—=b—1)/(b—1) y ax(x) dados en (17). La expresién entre corchetes
es U, (z). Los primeros términos del desarrollo son:

V2rl(e) (¢c—b—1)cb-1/2 - c—2 ‘
2F1(a, b; C; Z) NF(b)F(C(—)b) ( (C o 2)21/2 (b - 1)b 1z (z—bz—}—c—2> %

{1 N [(a)gzzb(c —b) N <3(3b2 +c2—3be)  az(2b— c)) N

2(c —b2)? 4b(b — ¢) (zb —¢)
5(4btc — 8b3c? + 5b%c® — bet) ] 1 1
-+0|=5 )¢
6b2¢(b — ¢)? c c?
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