XX CONGRESO DE ECUACIONES DIFERENCIALES Y APLICACIONES
X CONGRESO DE MATEMATICA APLICADA

Sevilla, 24-28 septiembre 2007

(pp. 1-8)

Equilibrio de Nash para un problema de control
multiobjetivo relacionado con la depuracion de aguas
residuales

N. Garcia-Cuan !, R. MuNoz-Sora !, M. E.
VAZQUEZ-MENDEZ, 2

1 Dpto. Matemdtica Aplicada, Facultad de Matemdticas, Universidad de Santiago de Compostela, 15782

Santiago de Compostela. E-mails: netog_g@hotmail.com, rafams@usc.es.
2 Dpto. Matemdtica Aplicada, E.P.S., Universidad de Santiago de Compostela, 27002 Lugo. E-mail:
ernesto@usc.es.

Palabras clave: control éptimo, equilibrio de Nash, gestién de aguas residuales

Resumen

En este trabajo, formulamos, estudiamos y resolvemos numéricamente un problema
de control multiobjetivo relacionado con la gestién de la depuracién de un sistema de
aguas residuales. Planteamos el problema de la gestién 6ptima como la busqueda de
un equilibrio de Nash. Analizamos este problema, probamos un resultado de existencia
de un equilibrio de Nash y establecemos un sistema de optimalidad de primer orden
que caracteriza los equilibrios de Nash, para lo cual introducimos el estado adjunto.
Finalmente, presentamos los resultados numéricos obtenidos en una situacién realista
planteada en la ria de Vigo.

1. Introduccion

El tratamiento, gestion y eliminacion de aguas residuales es uno de los problemas
medioambientales més importantes. La solucién méas comun es tratar las aguas residuales
en plantas de depuracién y posteriormente descargarlas en rios o directamente en el mar.
Estos tratamientos pueden ser necesario pero también muy costosos, y su gestién involucra
aspectos medioambientales y econémicos. El problema de la gestion se complica ain mas
cuando varias plantas depuradoras vierten en el mismo dominio. En los 1ltimos anos, se
han usado modelos matematicos y técnicas de control éptimo para resolver este tipo de
problemas (ver, p. e. [2], [9], [11]). En el caso en que todas las plantas depuradoras estdn
gestionadas por un unico organismo, el problema de la gestién fue tratado en [9] como un
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problema de control éptimo con restricciones puntuales sobre el estado y sobre el control.
El objetivo de este trabajo es el disenio de la estrategia adecuada cuando cada planta
esta gestionada por un organismo diferente. En este caso, el problema ha de ser formulado
como un problema de control multiobjetivo.

2. Formulacion del problema

Consideramos un dominio acotado @ C R? ocupado por aguas poco profundas, en
el que se vierten, a través de emisarios submarinos (ubicados en los puntos P; € €2,
j =1,..., Ng), aguas residuales procedentes de un nimero Ng de plantas depuradoras. En
el dominio €2, existen ademé&s unas determinadas zonas sensibles (4; C Q,1=1,...,Ny),
de manera que, para un determinado indicador, se busca que la concentracién en la j-ésima
zona sea inferior a un valor prefijado o;. Para ello, a la i-ésima planta depuradora se le
asignan n; zonas (de modo que Z;ZVIE n; = Nz) y se le impone una multa cada vez que la
concentracién del indicador en una zona a su cargo supera el valor maximo fijado para esa
zona (siendo la cuantia de la multa funcién creciente del ezceso del indicador en esa zona).
Suponemos que cada una de las Ng plantas estd gestionada por un organismo diferente,
que buscara la estrategia de depuracién que minimice la suma de las multas y del gasto
de depuracion (que estd en funcién de la depuracién realizada). Dentro de este problema,
claramente no cooperativo, nuestro objetivo sera encontrar un equilibrio de Nash que, en
cierta medida, suponga una estrategia aceptada por los gestores de todas las plantas.
Suponemos que los vertidos realizados son de tipo doméstico y escogemos como indicador
de la calidad del agua los coliformes fecales (CF), ya que son una de las bacterias con mayor
presencia en ese tipo de vertidos. El siguiente modelo proporciona la concentracion de CF
en un dominio ocupado por aguas poco profundas, en funcién de los vertidos realizados

(ver, p.e. [2])

Ng
00 - Yp— Bptp = H;mj(t)a(x—zaj)] en Qx (0,7) (1)
p(x,0) = po(x) en (2)
gz =0 en 90 x (0,7) (3)

donde p es la concentracién de CF promediada en altura, h € C(Q x [0,T]) es la al-
tura del agua, que se supone minorada por una constante estrictamente positiva, @ €
[L>(0, T; WH>°(Q))]? es la velocidad horizontal del agua promediada en altura, 3 > 0 es
un coeficiente de viscosidad horizontal, que tiene en cuenta efectos turbulentos y disper-
sién vertical, k € R es un coeficiente experimental relacionado con la mortalidad de CF,
mj € L>(0,T) es el flujo masico de CF vertido en el punto Pj, 6(x — P;) representa la

medida de Dirac en el punto Pj y pg € C(2) es la concentracién inicial de CF.
En este modelo (sistema (1)-(3)), a la planta depuradora j-ésima se le asocia un con-
trol: la funcién m;(t) que describe el flujo méasico de CF vertido por esa planta. Gestionar

la depuracién en la planta j-ésima equivale a determinar la funcién m;(t).

El funcional que debe minimizar el gestor de la planta j-ésima es la suma de:
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» ¢l coste propio de la depuracion, que es funcién del flujo masico de CF que final-
mente se vierte. Denotamos por m; el flujo masico de CF con el que llegan las aguas
residuales a la planta j-ésima. La funcién f; :]0,00 — R que describe el coste de la
depuracién en la planta j-ésima tiene estas propiedades: f; es estrictamente decre-
ciente y estrictamente convexa en ]0,m;[, lims_.o1 fj(s) = 400, fj(s) = f;(m;) para
todo s > m;, y f;(mj) = 0. Denotamos por m; el minimo flujo mésico de CF que
se puede verter en el punto P; (que se corresponde con la méxima depuracién en
esa planta). En lo sucesivo suponemos que f; € C? [mj,m;] y que es estrictamente
convexa en ese intervalo.

» Coste debido a una depuracion insuficiente. Consideramos en cada planta los gastos
provocados por las penalizaciones (pago de multas).

Si definimos ng = 0 y numeramos las zonas a proteger de manera que, para j =

- . ’T'LJ ., . . o .

1,2,..., Ng, la planta j-ésima tenga a su cargo Uz’:n(]-_l)ﬂAiv la funcién objetivo a mini-
mizar correspondiente a la planta j-ésima vendra dada por

T nj 1
Jj(ml,mz,...,mNE):/ fitmi@)dt+ / V(p(a,t) — o;)dzdt  (4)
0 i:n(jfl) 41 67; AiX(O,T)

donde ¢, > 0,1 =1,2,..., Nz, es un parametro de penalizacién y, para § > 0 predefinido,
Y (y) viene dada por

0 si y <0
3 .

V) =19 & s i 0<y<9d (5)
S —y+%) si 6<y

La funcién v es creciente, convexa y de clase C?(R); ademds v(y) > 0 si, y solo si y > 0,
es decir, cuando hay un exceso de concentracién del indicador.

Si para j = 1,2,..., Ng denotamos por M; = {m € L*(0,7); 0 < m; < m(t) <
m;j, c.p.d. en (0,7')}, el problema de la gestién 6ptima del sistema de depuracién de aguas

residuales se formula como el siguiente problema de control multiobjetivo:

Problema (P): Para j = 1,..., Ng, encontrar la funcién m;(t) € M; que minimice el
funcional J;(m1,ma,...,my,) dado por (4), siendo p(z,t) la solucién del sistema (1)-(3).

Buscamos una estrategia de depuracion para cada planta tal que ningin gestor pueda
variarla unilateralmente sin que ello le implique un mayor gasto. Por tanto, buscamos un
equilibrio de Nash del problema (), esto es, un conjunto de controles (mj,....my, ) €

ijzEl M; tal que, para i =1,2,..., N,

* * * * * _ ’ ) * * ) * *
Ji(mi, omj_y,mi,mi . my,) = min Ji(mi,omi_y,my,mi g, omy,)  (6)
J J

3. Analisis matematico del problema

La solucién del sistema (1)-(3) puede definirse mediante técnicas de transposicién (ver
[4], [7], [9]) en el siguiente sentido:
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2 2
Definicién 1 Dados 7,5 € [1,2), = + = > 3 se dice que p € L"(0,T; W15(Q)) es una
ros

solucién del problema (1)-(3) si para cada ® € CH(Q x [0,T]) tal que ®(.,T) = 0 se
verifica:

/ /< P+5VCI) Vp+ ®u - V,o—i-/ffb,o)d:ndt:

Z/ Pj,t Pj7t)mj(t)dt—|-/ (I)(x,O)po(x)dx (7)

Q

Denotamos por A* el operador diferencial definido por

AP = —BAD — div(® @) + KD, (8)

0P
y por 5=
Suponemos en lo sucesivo que el dominio acotado € tiene frontera suficientemente regular
y que existen constantes o € (0,1) y ro > 0 tales que para todo g € I y para todo
r € (0,79] se cumple que med(B(zo,7) N Q) < (1 — a*)7r?. Se tiene entonces el siguiente
resultado (ver [9]) :

el operador derivada conormal asociado a A*.
.

Teorema 1 Eziste un tinico p € L™(0,T; Wh(Q)) N L2(0,T; L*(2)) con

gﬁ: e L"(0,T; W (Q))) que es solucién de (1)-(3) y satisface

T oo Ng T 1
< ——— AP p> dt = / —® P-’tm-tdt—l-/@x,()p x)dr VO e B,
/0 ot ; h(Pj,t) (J ) J() 0 ( )0()

0P

con B={® ¢ L*(0,T; H*(Q)) n H*(0,T; L*(Q)); o
A*

=0 en 02 x (0,7), ®(.,T) =0}.

Definimos el operador lineal K : [L>°(0, T)]V2xC(Q) +— L"(0,T; W15(Q))NL2(0, T; L*(Q))
mediante K(m, pg) = p, donde m = (my,...,myy,) y p es la solucién del problema (1)-(3).

Teorema 2 Para cualesquiera r,s € [1,2) con % + % > 3, el operador

K € L([L%(0,T)|Ve x C(Q), L™(0, T; Wh5(Q) N L2(0,T; L*(2)) . Ademds, fijado cualquier
po € C(Q), el operador K(-,po) es continuo de [L>(0,T))Ne débil-* en L?(0,T; L*(Q))
débil y en L™(0,T; W15(Q)) débil.

Ademds, si existe E C Q conjunto cerrado tal que Q\E es un dominio suficientemente
regular, {Py, Pa,...,Pny,} CE y UNZA C (Q\FE), entonces:

1. fijado cualquier pg € C(Q), la aplicacion

Fom € L0, T)NF — F(m) = p) . € C(U44; x [0,T)),

Z A;x[0,T]

estd bien definida y es afin, continua y Gateaux diferenciable.
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2. si la condicion inicial pg = 0 entonces p € C*(U :Zlf_l x [0,T]) para un exponente
€(0,1), y F € L0, T)]Y%, C* (U Ai x [0, T])).

3. fijado cualquier po € C(S), la aplicacion F es continua de [L°°(0,T)|NE débil-* en
C(Ufizlfii x [0,T]) fuerte.

La demostracién de que K € L([L>°(0, T)|VExC(Q), L"(0, T; WHs(Q)NL2(0, T; L?(£2))
y del apartado 1 puede verse en [9]. El apartado 2 resulta de aplicar el teorema 10.1 del
capitulo IIT de [8]. El resto del enunciado se demuestra ficilmente.

Teorema 3 El problema (P) tiene un equilibrio de Nash.

Demostracion: gracias a los teoremas 1 y 2, el funcional de coste introducido formal-
mente en (4) estd bien definido sobre H;V:E1 M;. Se demuestra facilmente que el funcional

m; € Mj — Jj<m1, ey =1, TN T4 1, ...,mNE) € R, (9)

es continuo, Gateux diferenciable y estrictamente convexo. Como M; es convexo, cerrado
en L?(0,T) y no vacfo, fijado cualquier (my,...,mj_1,mj41,...,mny) € HNE M; existe
]

un tinico m; € M; que minimiza el funcional (9) en M;. Sea Sj la aplicacién de 15 M; en
Z#J

M; definida por S;(mi,...,mj_1,mjq1,...,mn,) = m; y sea S : H \ M; — H

dada por S(mi,ma,...,mn,) = (Si(ma,ms,... mNE), ) SNE(ml, ma, ..., MNy— 1))

Gracias al teorema 2, la aplicaciéon S; (y por tanto S) es continua para la topologia

débil-*. Como ademaés el conjunto HjV:EI M; es convexo y es compacto para esta topologia,

el teorema del punto fijo de Kakutani ([1]) garantiza la existencia de un punto fijo de S,

que es un equilibrio de Nash.

4. Condiciones de optimalidad

Condicién necesaria y suficiente para que se satisfaga (6) es que

0J;
8mi

(m1,...,mj_,m;,mi q, ...,m*NE)(mZ- —m;) >0, Vm; € M;. (10)

Por tanto, un punto m* = (mfj, ... mNE) € H 1 M es un equilibrio de Nash del problema

(P) si, y solo si, m* cumple (10) para todo i = 1,...,Ng. Efectuando unos célculos
similares a los realizados en [12], obtenemos que
0J; , 1
2 (m) = fi(my) + ————pi(P;,t 11
amj(m) fj(m])—'—h(f)j,t)p]( 7 ) ( )

donde, para j = 1,2, p; es la solucién débil del problema adjunto

Op; S
_% — BAp; — div(p;d) + kp; = Z o XA (p—0i) enQx(0,T) (12)
i=n(;_1)+1 ¢
Opj I
ﬂai +pj(u-1n) = 0 endQdx(0,7) (13)
pj(x,T) = 0 en{, (14)
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donde x7z, denota la funcién caracteristica del conjunto A;. El problema (12)-(14) tiene
una tnica solucién débil p;. Ademas p; € L*(0,T; H*(Q) (" H(0,T; L*(Q)) (ver, p.e. [5]
para la existencia y unicidad, y el teorema 9.1 del capitulo IV de [8] para la regularidad.)

Teorema 4 (Condiciones de optimalidad) (mj,m3,...,my, ) € H;V:El M; es un equi-

librio de Nash para el problema (P) si, y solo si, existe una funcion p € L"(0,T; W15(Q))N
2 2

L%(0,T; L*(?)) para todo r,s € [1,2) con =+ = > 3 y Ng funciones p1,p2,...,PNy €
ros

C([0,T); L2(Q2)) N L2([0,T); HYX(Y)) , tales que: p es la solucion del sistema de estado (1)-
(8) con m; = m} para todo j = 1,...,Ng, p; es la solucion débil del problema adjunto
(12)-(14) para todo j =1,...,Ng, y

T
/O[fj'-(mj)—l—h(Pjt)pj(Pj,t)](mj—mj)dtZ() Vm;eM; j=1,2....Ng (15)

5. Discretizacién del problema.

En lo sucesivo suponemos Ng =2, Ny =2, ny = 1 y ng = 2. Suponemos ademds que
el minimo en (6) se alcanza en el interior de M; para i = 1,2, con lo que la condicién de
optimalidad (15) se convierte en

fi(m3) + Pj,t)=0, j=12. (16)

il
—
h(P J ’t) !
Para discretizar el sistema de estado (1)-(3) y el problema adjunto (12)-(14) combinamos
una discretizacién en tiempo mediante caracteristicas con una discretizacion en espacio
mediante elementos finitos de Lagrange P;. Este método es convergente para el sistema
adjunto (véase [10]) y también para el sistema de estado (véase [2]).
Sea 7 — X (z,t;7) la solucién del problema de valor inicial

ax :ﬁ(X(:U,t;T),T> (17)

dt
X(x,t;t) == (18)

Tomamos N € N, At = L y definimos ¢, = nAt. Denotamos X"(z) = X (z,t"";t") e
Y™ (2) = X (z,#%;¢"*1). Efectuamos las aproximaciones:

p | pr (@) — p" (X" ()
ope @) -yt =)
o u - Vpp =~ AL , k=12 (20)

Consideramos una aproximacién poligonal €2 de ) y elegimos una triangulacién admisible
7, de Qp, con tridngulos de didmetro menor o igual que h y vértices {z;, j = 1,..., Ny}
de modo que los vértices de la frontera de €0, pertenezcan también a la frontera de 2.
Sea Vi, = {vn, € C(), vnlr € P1, T € T} y sea p% € Vj una aproximacién de pg.
La discretizacién completa del sistema de estado (1)-(3) y el problema adjunto (12)-(14)

son estandar. Denotamos por pZH € Vi ¥y v, € Vi las aproximaciones respectivas de
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p y pi en el instante t,. Introduciendo la base nodal de V}, la discretizacién completa
del problema constituido por el sistema de estado, el problema adjunto y la condicién de
optimalidad se escribe en la forma siguiente: dados g5 = (ppo(x1), pro(x2), - - -, pro(zn,))"
y phy = pY = (0,0,...,0)!, para k = 1,2 y n = 0,1,..., N — 1, encontrar mZ“ € R,
ﬁZ“ e RNe, Dy, € RNv que satisfagan:

At - B = T, (21)
1hph lhph - hn+1(P1) 1h hn+1(P2) 2h
Ay b, — By ot = Bis (22)
/ 1
1 ~ 1
frmpth) = _7hn+1(Pk)CkhpZ; , (23)

donde g = (ppt (1), oo o T @n, )Y B = O (@), ()Y Ay B, Y

11 . . . . .y . -
Ay, By,™ son las matrices propias de la discretizacién de elementos finitos, (bxy )i = 0;(FPr),
siendo 7; la funcién de base asociada al vértice x;,

1 all
(Ben)i = Ek/QXAki// (Z(ﬁﬁ)l@z - Uk) v; dx

=1
y Cip es la matriz de orden 1 x N,, que cumple pz}fl(Pk) = Ckhﬁz}fl

El sistema discreto (21)-(23) es no lineal y, a primera vista, su dimensién es 3NN, + 2N.
Para resolverlo, lo hemos reescrito en la forma F(mm) = 0, donde m = (g, ms)! € R2V,
siendo my = (m,lc, - m]k,V )t, k = 1,2 los valores de los controles en los puntos de la malla
temporal, y hemos aplicado un método de tipo Newton. Una descripcion detallada puede
verse en [6].

6. Resultados numéricos

A continuacién presentamos algunos resultados obtenidos al resolver el problema an-
terior en una situacion realista planteada en la ria de Vigo. La malla usada consta de 1241
tridngulos y 738 vértices. Tomamos como intervalo de simulacién un ciclo completo de
marea que, en esta latitud, equivale a elegir T' = 12,4 horas. La altura de agua y el campo
de velocidades han sido obtenidos resolviendo las ecuaciones de las aguas someras sobre
la malla elegida (ver [3] para una descripcién detallada de esas ecuaciones y del método
numérico empleado para resolverlas). Suponemos que inicialmente no hay CF en ningiin
punto de la rfa (pp = 0) y consideramos diferentes cotas para los CF en cada una de las
zonas, o1 = 0,0003484, o9 = 0,0005. Tomamos el mismo coste de depuracion para las dos

plantas:
100(150)3
23—3(150)z2+3(150)2x’

z < 150
fi(z) = foz) =
100, z > 150

Hemos realizado distintos experimentos para diferentes valores de €1 y €2, tanto con €; =
€2 (penalizaciones iguales) como con ez < € (penalizaciéon mas fuerte en la planta 2).
Los resultados obtenidos para los vertidos 6ptimos y el cumplimiento de las restricciones
impuestas son acordes con los esperados. Para €; = €5 = 1075, la estrategia de vertidos
obtenida y las concentraciones de CF en el ltimo instante de tiempo en la vecindad de
las zonas a proteger se muestran en la figura 1.



N. Garcia-Chan, R. Munoz-Sola , M. E. Vazquez-Méndez

mitilde(t)

3.5000E-03
3.3000E-03
3.1000E-03
2.9000E-03
2.7000E-03
2.5000E-03
2.3000E-03
2.1000E-03
1.9000E-03
1.7000E-03
1.5000E-03
1.3000E-03
1.1000E-03
9.0000E-04
7.0000E-04
5.0000E-04 =07
3.0000E-04 =gy
1.0000E-04

6
Tiempo t

Figura 1: Izquierda: vertidos 6ptimos mj(t) (xx) y m5(t) (0o) (ordenadas) frente al tiempo

(abs

€ =

cisas); derecha: concentraciones de CF en el tltimo instante de la simulacién para
-5
€ =10
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