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Resumen

En este trabajo se aborda la aproximacién numérica del problema de Cauchy para
sistemas hiperbdlicos no conservativos en dimensién uno. El concepto de solucién débil
de dichos sistemas se define utilizando la teoria de Dal Maso, Le Floch y Murat, basada
en la eleccion de una familia de caminos en el espacio de estados. En primer lugar,
establecemos hipdtesis para la eleccién de esta familia de caminos y estudiamos sus
implicaciones, en particular, la obtencién de una expresién del método de Godunov
que generaliza su expresién clasica para sistemas de leyes de conservacién. A continua-
cién se estudian las propiedades de buen equilibrado de estos métodos. Finalmente,
probamos la consistencia del esquema numérico obtenido con la definicién de soluciones
débiles. En concreto, probamos que, bajo la hipétesis de variacion total acotada, si las
aproximaciones obtenidas mediante un método de Godunov basado en una familia de
caminos converge uniformemente a alguna funcién cuando la malla se refina, entonces
esta funcién es una solucién débil del sistema no conservativo, relativa a esa familia de
caminos. Este resultado se extiende a los esquemas numéricos basados en Resolvedores
de Riemann Aproximados.

1. Introduccion

En este trabajo se estudia la aproximacién numérica de sistemas hiperbdlicos no con-
servativos: S S

— +AW)—=—=0, zeR, t>0, 1

ot (W) ox (1)

donde W (z,t) toma valores en un subconjunto abierto y convexo 2 de RV y A es una

funcién regular y localmente acotada de 2 en My (R). Suponemos que este sistema es
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estrictamente hiperbdlico y que los campos caracteristicos asociados son o bien genuina-
mente no lineales o bien linealmente degenerados.
En particular, los sistemas de E.D.P. de la forma

ow  oOF ow do
W#—%(W):B(W)E—FS(W)%, (2)

donde W pertenece a un subconjunto abierto y convexo Q de RY, F' es una funcién regular
de Q en RY, B es una funcién regular de Q en My (R), S es una funcién de  en RV y
o es una funcién conocida de R en R se pueden reescribir bajo la forma cuasilineal (1)
anadiendo a (2) la ecuacién

0o

— =0.

ot

El sistema (2) incluye como casos particulares: sistemas de leyes de conservacién (B =

0, S = 0); sistemas de leyes de conservacién con término fuente o leyes de equilibrio
(B = 0); y sistemas acoplados de leyes de conservacién como los del tipo definido en [1].

2. Soluciones débiles

Consideramos el problema en formulacién no conservativa (1), bajo las hipdtesis es-
tablecidas en la seccién anterior.

En el caso en que una solucién W es discontinua, el producto no conservativo A(W)W,,
no tiene sentido en el marco de las distribuciones. Sin embargo, haciendo uso de la teoria
desarrollada por Dal Maso, LeFloch y Murat [2], se puede dar una definicién rigurosa de
soluciones débiles, definicién asociada a la eleccién de una familia de caminos en 2, es
decir, una aplicacién ®: [0,1] x Q x Q — Q localmente lipschitziana que verifica

QO; W, Wr)=Wr vy O, W, Wg)=Wg, VW, Wge.

Bajo ciertas hipétesis de regularidad sobre ®, dada una funcién W € (L®°(R x R*T) N
BV (R x R*))N el producto no conservativo A(W)W, puede ser interpretado como una
medida de Borel, que denotaremos por [A(W)W,]s. Si W es regular a trozos, esta medida
de Borel asociada al producto no conservativo viene dada, en un tiempo fijado ¢, por

(JawemGren] o) = [ Awen e e d

' _ b
+; </0 A(q)(s;Wmanjz))g(s;Wm,W,fl) ds)gp(xm(t)), Vo € Co(R). (3)

La expresién W, de la primera integral representa la derivada puntual de W (-, t); 2, (t)
representan la posicién de las discontinuidades de W en el tiempo t; W, y W.F son los
limites de W a izquierda y derecha, respectivamente, de la discontinuidad m-ésima en el
tiempo t; y Co(R) es el conjunto de aplicaciones continuas con soporte compacto.

Una funcién W € (L®°(R x RT) N BV (R x R*))Y C! a trozos es una solucién débil
de (1) si satisface la igualdad

ow

o+ [A(W)%Z/L 0,

2
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Se dird que W es una ®-solucién de (1) si es una solucién débil asociada a la familia
de caminos ®. Cuando no haya lugar a confusion, se omitird la dependencia de ® en la
notacion.

A lo largo de una discontinuidad, una solucién débil debe satisfacer la condicién de
Rankine-Hugoniot generalizada:

1
/ (€T — A(®(s: W™, W*)))(?;:(s; W W) ds = 0, (@)
0
donde £ es la velocidad de propagacién de la discontinuidad, Z es la matriz identidad, y
W= y W son, respectivamente, los limites a izquierda y derecha de la solucién a lo largo
de la discontinuidad.

En el caso particular de un sistema de leyes de conservacion, es decir, cuando A(W)
corresponde a la matriz jacobiana de una funcién de flujo F(W), la definicién de producto
no conservativo como una medida de Borel es independiente de la eleccién de caminos y la
condicion de Rankine-Hugoniot generalizada se reduce a la condicién de Rankine-Hugoniot
habitual.

Al igual que ocurre en el caso conservativo, no toda discontinuidad es admisible. Por
lo tanto, se hace necesario asumir un concepto de solucién entrépica, como el de Lax o
bien el siguiente, basado en un par de entropia (n,G) para (1), i.e. un par de funciones
regulares de 2 en R tal que

VGW)=Vn(W)- - AW), VIV e,
y segun el cual una solucién débil se dice que es entrépica si satisface la desigualdad

(W) n IG(W)

<
ot ox sV

en el sentido de las distribuciones.

3. Eleccion de caminos

La eleccién de la familia de caminos es importante ya que determina la velocidad de
propagacion de las discontinuidades. La elecciéon més simple es la dada por la familia de
segmentos, que corresponde la definicién de productos no conservativos introducida por
Volpert en [7]. En general, debe estar basada en los aspectos fisicos del problema; sin
embargo, desde el punto de vista matematico es natural exigir a esta familia que satisfaga
algunas hipdtesis concernientes a la relacién de los caminos con las curvas integrales de
los campos caracteristicos. En este trabajo asumiremos que la familia de caminos satisface
las siguientes hipdtesis:

(H1) Dados dos estados Wy y Wg pertenecientes a la misma curva integral v de un campo
linealmente degenerado, el camino ®(-; W, Wg) es una parametrizacién del arco de
v que une Wr y Wg.

(H2) Dados dos estados W, y Wg pertenecientes a la misma curva integral v de un campo
genuinamente no lineal, R;, y tal que \;(W) < X\i(Wg), el camino ®(-; W, Wg) es
una parametrizacién del arco de v que une Wy y Wg.
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(H3) Denotemos por RP C Q x € el conjunto de pares (W, Wg) tales que el problema
de Riemann

Wy + AW)W, =0,

Wi, 0) = W ifz <0, (5)
’ Wgr ifz >0,

tiene una tnica solucién débil autosimilar compuesta por a lo sumo N ondas sim-
ples (i.e. choques entrépicos, discontinuidades de contacto u ondas de rarefaccién)
conectando J + 1 estados intermedios constantes

W() == WL, Wl, .o .,Wj_l, WJ - Iﬂ/v]{7

con J < N. Entonces, dados (Wp,Wg) € RP, la curva descrita por el camino
O(-; W, Wg) en Q2 es igual a la unién de las correspondientes a los caminos ®(-; W;_1, W),
i=1,...J.

El establecimiento de estas hipdtesis nos permite probar las propiedades siguientes:

Proposicién Asumamos que el concepto de soluciones débiles de (1) estd definido en la
base de una familia de caminos que satisface las hipdtesis (H1)-(H3). Entonces:

(i) Dados dos estados W1, y Wg pertenecientes a la misma curva integral de un campo
linealmente degenerado, la discontinuidad de contacto dada por

W(a,t) Wi if x < ot,
xz,t) =
Wgr if x > ot,

donde o es el valor constante del autovalor correspondiente a lo largo de la curva
integral, es una solucion débil entrdpica de (1).

(ii) Sea un par de estados (W, Wr) de RP y sea W la solucion del problema de Rie-
mann (5). Se tiene, para cada t > 0, la desigualdad

! o
<A(W(-,t))WI(-,t),1>:/ A(®(s; Wi, W) S (55 W, W) ds.
0
Por tanto, la masa total de la medida de Borel AW (-,t))Wy(-,t) es independiente
de t.

(iii) Sea (Wr,Wg) un par de RP y sea W; cualquiera de los estados intermedios en la
solucidon del problema de Riemann (5). Entonces

! 0P
/ A(@(S;WL,WR))%(S;WL,WR) ds
0

! 0
= / A((I)(S;WL,W]'))%(S;WL,W]') ds
0

! O
+ / A(®(s; W, WR))%(S; W;, Wr) ds.
0
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Es posible dar un procedimiento general para construir una familia de caminos que sa-
tisfaga las hipétesis (H1)-(H3), al menos para la clase RP, extendiendo la teoria de ondas
simples de sistemas hiperbdlicos de leyes de conservacién y los resultados concernientes a
las soluciones de los problemas de Riemann al caso de sistemas hiperbdlicos no conserva-
tivos.

4. El método de Godunov para sistemas hiperbdlicos no
conservativos

Consideremos el sistema (1) bajo las condiciones establecidas en la seccién 1, con
condicién inicial

W(z,0) = Wy(x), z€R, (6)

y asumamos que la familia de caminos ® usada en la definicién del producto no conservativo
A(W)W,, satisface las hipétesis (H1)-(H3).

Para discretizar el sistema consideramos celdas I; = [z;_1 /2, Z;11/2] que supondremos,
por comodidad, de tamafo constante Az y definimos z,, 1= 1Az. Definimos también
x; = (i — 1/2)Ax, el centro de cada celda I;. Sea At el paso de tiempo y definamos
t" = nAt.

Denotamos por W;* a la aproximacién de las medias en cada celda de la solucién exacta
obtenida con el esquema numérico en t = t™:

12

n 1 Tit1/2 ( n)
W' — / W(z,t")dz.
A‘T i—1/2
Supongamos conocidos W)". Como es usual en los métodos de Godunov, aproximamos
la solucién en t = t"+! por

+1_ 1 o —1/2 1 T2 12 1
wr — / WimY2 (g, ") da +/ W2 (g ) da )
Az ) .
i—1/2 i
donde Wi+1/2 denota la solucién del problema de Riemann asociado a los estados W y
W/, en la intercelda = x; /5.
Asumiendo una condicién CFL 1/2 obtenemos la siguiente expresién para el método
de Godunov:

0P

Wt —M</O A(s, W35, WD) O (55 W W) s

n n 8 n n
/ A(®(s; Wi z+1/2))6 (s; W; 2+1/2)d> (7)
donde W} /2 €8 el valor (constante) de Wit1/2 en la intercelda z = +1/2- Nétese que

Wit1/2 puede ser discontinua en z = Tir1/2- En tal caso, la discontinuidad en x = ;12
es estacionaria, por lo que la masa asociada al salto correspondiente es cero. Por tanto,

en el esquema podemos reemplazar W} | /9 bien por el limite de Wit1/2 a 1a izquierda de
Tit1/2 Wﬁl_/z, o bien por el limite a la derecha, Wgr—f/z
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En el caso particular de un sistema de leyes de conservacién, en que A es la matriz
jacobiana de una funcién de flujo F', (7) coincide con la expresién habitual del método de
Godunov para sistemas de leyes de conservacion.

Este método es bien equilibrado. Recordemos que la propiedad de buen equilibrado
esta relacionada con la aproximacion numérica de las soluciones estacionarias. El sis-
tema (1) admite soluciones estacionarias no triviales sélo si tiene campos linealmente
degenerados: si W (z) es una solucién estacionaria regular, satisface

AW (x)) - W'(x) =0, VzeR.

Si W'(x) # 0, entonces 0 es un autovalor de A(W (x)) con W'(x) como autovector asociado.
Por tanto, esta solucién se puede interpretar como una parametrizacién de una curva
integral de un campo linealmente degenerado cuyo autovalor correspondiente toma el
valor 0 a lo largo de la curva. Si llamamos I' al conjunto de todas las curvas integrales
~ de un campo linealmente degenerado de A(W) tal que el autovalor correspondiente se
anula en I', dada una curva v € I', un esquema numérico se dice que es exactamente bien
equilibrado (o respectivamente bien equilibrado con orden k) para « si resuelve de modo
exacto (respectivamente con orden O(Az*)) soluciones regulares estacionarias W tales que
W (x) € v para cada x. Se dice que el esquema numérico es exactamente bien equilibrado
(o bien equilibrado con orden k) si estas propiedades se satisfacen para cada curva de I'
(véase [6] para més detalles).

5. Consistencia del método de Godunov

En [5] se conjetur6 un teorema de convergencia de tipo Lax-Wendroff para esque-
mas numéricos camino-conservativos: si las soluciones obtenidas con un esquema camino-
conservativo convergen a alguna funciéon cuando se refina la malla, entonces esta funcién
debe ser una solucién débil del sistema no conservativo si las definiciones de esquema
camino-conservativo y solucién débil hacen referencia a la misma familia de camios. El
resultado principal de esta secciéon apunta en ese sentido.

Asumimos que At/Az es una constante fija A cuando Az y At tienden a 0 y una
condicién CFL 1/2.

Como discretizacion de la condicion inicial elegimos las medias

o 1 /IM/2 Wo(z) d
Az Ti—1/2

Sea h = Ax y sea Wj(x,t) la funcién definida c.p.d. en R x [0, 00) por

Wi(z,0) =W, ze (Tim1/2, Tig1/2), (8)

Wi (x,t) = W2 (2 1),  (2,t) € (x5, zi01) x [t 7). (9)

La condicién CFL impuesta asegura que las soluciones de los problemas de Riemann
adyacentes no interfieren una con otra antes del instante de tiempo ¢"*1.
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Teorema Dado h > 0, sea W}, la aproximacion numérica (9) obtenida con el método de
Godunov, y sea Wy(x,0) dado por (8).
Supongamos que existe una funcion W € (L%°(R x [0,00)) N BV (R x [0,00)))V tal que

IWi(s8) = W) ooy 2 0 en L'([0,00)) (10)

y que existe una constante C tal que
TV (Wh(-,t)) <C Vte[0,00),h > 0. (11)
Entonces W es una solucion débil del problema (1) con condicion inicial (6).

La prueba de este teorema es una adaptacién del teorema de convergencia de Lax-
Wendroff para sistemas hiperbdlicos de leyes de conservacién, para la que hemos de usar
un resultado de estabilidad para productos no conservativos establecido en [2].

El resultado anterior no implica que la solucién débil obtenida al refinar la malla sea
una solucién entrépica. Si asumimos el concepto de solucién débil entrépica basado en un
par de entropia debemos probar que

/000 /ZU(W(m,t))%:(w,t) dxdt—/ooo /Z G<W(x’t))gi(x’t) ddt

<_ /+ n(Wola))ple,0) dz Vg € CLR x BY), o >0. (12)

—00

Para ello seria suficiente suponer que se tiene una desigualdad de entropia discreta de la
forma

n(Wi ™) < (W) - (G2 =Gl 2), (13)

donde
?4,1/2 - g(WfL,’iqy cety Wiﬁ»p)? (14)

siendo G una funcién Lipschitz continua de QPT9t! en Q. consistente con G en el sentido
de que
GW,....W)=G(W) YW €qQ. (15)

6. Algunas consideraciones

El teorema establecido en la seccién anterior no puede ser considerado como una ex-
tensién del teorema clasico de Lax-Wendroff para problemas no conseervativos, ya que
la convergencia uniforme aqui requerida es mucho mas fuerte que la exigida en dicho
resultado clasico. Ha de ser pues entendido tnicamente como un resultado de consisten-
cia del esquema numérico con el concepto de solucién débil elegido y, por tanto, con las
condiciones de Rankine-Hugoniot correspondientes.

Este teorema se puede extender al caso de una familia de esquemas numéricos basada
en la eleccién de un resolvedor de Riemann aproximado. En efecto, en [5] se introdujo
una generalizacién para el caso de sistemas no conservativos del concepto de resolvedor de
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Riemann aproximado, basada en la elecciéon de una familia de caminos, asi como la defini-
cion de esquema numérico camino-conservativo, que generaliza la de esquema numérico
conservativo para problemas conservativos. Este concepto de resolvedor de Riemann apro-
ximado para sistemas no conservativos permite la construccion de un esquema numeérico
que puede ser escrito bajo la forma de un esquema camino-conservativo. El esquema de
Godunov presentado es el caso particular correspondiente a la eleccién del resolvedor de
Riemann exacto.
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