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Resumen

We study here the order reduction that appears in the numerical integration
of second-order in time linear problems by means of Fractional Step Runge-Kutta-
Nystrom methods. This drawback takes it maximum relevance when the boundary
conditions are time dependent. This new kind of methods, introduced in [6], allows us
to combine the advantages of Fractional Step methods with the ones of Runge-Kutta-
Nystrom methods. We show that this order reduction can be completely avoided,
without increasing too much the computational cost, by taking a suitable modifica-
tion of the classical boundary conditions considered for the internal stages.

1. Introduccion

En [6], los autores proponen por primera vez un tipo de métodos denominados Runge-
Kutta-Nystrom de Pasos Fraccionarios (RKNPF). Estos métodos han mostrado ser espe-
cialmente interesantes cuando se usan para integrar numéricamente problemas evolutivos
multidimensionales lineales de segundo orden en tiempo, que pueden ser formulados ab-
stractamente como sigue:

Encontrar u(t) : [0,7] — H solucién de
up(t) = Aul(t) + f(t), 0<t<T< oo,

u(0) = uo, (1)
ut(0) = wo,
Bu(t) = g(t) € H°, 0<t<T< .
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Tipicamente, H es un espacio de Hilbert de funciones definidas en un dominio espacial
acotado 2 C R”, v entero, con frontera I'. A: D (A) C'H — H es un operador diferencial
lineal de orden d definido en un subconjunto D(A) denso en H. Este operador contiene las
derivadas respecto de las variables espaciales. f(t) es el término fuente y ug, uy son las
condiciones iniciales; supondremos que estos datos son suficientemente regulares. Asumire-
mos ademés que B : D (A) C H — HP es sobre, siendo Ker(B) = D (A) y H® un espacio
de Hilbert.

Las condiciones que aseguran que este tipo de problemas estan bien planteados vienen
dadas en [4]. Es necesario que Ay : D(Ag) = Ker(B) C H — H (restriccién del operador
A al Ker(B)), sea autoadjunto y definido negativo, ya que asi el operador Ay serd el
generador infinitesimal de una funcién coseno de tipo w = 0 sobre el espacio de Hilbert
‘H; esto implica que sera el generador infinitesimal de un semigrupo Cy de tipo @ < 0 lo
que nos permite asegurar que (ul — Ag)~! existe y es acotado para cada u con pu > @.

La integracién numérica de problemas del tipo (1) se puede realizar siguiendo diferentes
técnicas. Para la obtencion del esquema totalmente discreto se combinan los procesos de
discretizacién temporal y espacial. Dichos procesos se pueden realizar en cualquier orden.
En cuanto a la discretizacion temporal los métodos RKNPF han mostrado ser especial-
mente eficientes para problemas multidimensionales en los que el operador lineal admite
una adecuada descomposicién (ver [6]). Estos métodos surgen de la idea de juntar las
ventajas de los métodos Runge-Kutta-Nystrom (RKN) cuando son aplicados a problemas
generales de segundo orden en tiempo (ver [5]) con las ventajas de los métodos clésicos de
Pasos Fraccionarios desarrollados para problemas evolutivos multidimensionales de primer
orden en tiempo (ver [8]). Es bien conocido que la integracién temporal de problemas que
involucren a ecuaciones diferenciales de segundo orden en tiempo se ha realizado clasica-
mente utilizando, entre otros, métodos de tipo RK o RKN. En ambos casos este tipo de
métodos pueden ser elegidos de tipo explicito o implicito. Los métodos explicitos requieren
un bajo costo computacional por paso, sin embargo, cuando el problema es arbitraria-
mente rigido presentan problemas de estabilidad. Para evitar este problema se pueden
tomar métodos implicitos, pero en este caso el costo computacional de cada etapa sera el-
evado, sobre todo cuando se tienen problemas multidimensionales en espacio, que es el
caso que nos ocupa; estos inconvenientes se evitan utilizando métodos RKNPF tal y como
indicaremos posteriormente.

No obstante, al igual que sucede con los métodos RK, RKN o Runge-Kutta de Pasos
Fraccionarios (RKPF) cuando son aplicados para la resolucién numérica de ecuaciones en
derivadas parciales, puede aparecer el conocido problema de la reduccién de orden (ver
[2, 3] para RKN y [1] para RKPF). Este inconveniente suele presentarse em su méaxima
expresién cuando las condiciones de contorno varfan en el tiempo. En [1, 3] se demuestra
que en el caso de métodos RKN implicitos o RKPF se puede evitar dicha reduccion de
orden modificando adecuadamente los valores del contorno que aparecen en las etapas
intermedias. La técnica expuesta a continuacién tiene en cuenta estas ideas y ademés
presenta la ventaja de que el costo computacional adicional requerido es minimo.

La estructura de este trabajo es la siguiente: en las Secciones 2 y 3 describimos el
método de discretizacién temporal y espacial, respectivamente. La Secciéon 4 muestra los
resultados obtenidos en el error global tanto cuando se tiene reducciéon de orden como
cuando se evita. Finalmente, en la Secciéon 5 mostraremos un ensayo numeérico en el que
se puede observar la pérdida y recuperacién del orden.
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2. Discretizacion temporal

La discretizacion temporal se realiza aplicando un método de tipo RKNPF. Para
aplicar este clase de métodos suponemos que el operador eliptico A admite una descom-
posicién en m sumandos A = Y, Ay, donde Ay : D(Ay) CH — Hy (o, D(Ar) = D(A),
siendo cada uno de ellos més sencillo que el operador A en algin sentido. Ademas, defin-
imos los operadores de contorno suprayectivos By : D(A;) C H — 'HZ, {=1,....my
denotamos por Ay : D(Apo) = Ker(By) C H — H la restriccion de Ay a Ker(By); estas
restricciones verifican que Ker(B) = Nj»Ker(By) y Ker(B;) = D(Ay). Ao es autoad-
junto y definido negativo'. Con el fin de buscar una cierta simetria en la exposicién de
resultados, descomponemos el término fuente en m sumandos suficientemente regulares
() =374 fe(t). Asi, (1) se puede reescribir en la forma:

Encontrar u(t) : [0,7] — H solucién de

un(t) = 3 (Apu(t) + Ju(1), 0<t<T < oo,

—1 (2)
u(0) = up,
ut(0) = wo,

Bou(t) =ge(t) eHS, £=1,...,m, 0<t<T<o0.
Supondremos que existen wy € R tales que para cada p € R con p > Wy, el problema
(ud — Ap)u =0, Bou =,

posee, para cada v € ’HZ, una tnica solucién u = Sy(u)v, siendo I : H — H es el operador
identidad. Ademads esta solucién satisface: ||Se(p)v|| < Ly||v||, para una cierta constante
L; > 0 independientemente de p para p > wpg > wy.

Un método RKNPF es un integrador numérico que aplicado al problema (2) da la
aproximaciéon numérica a la solucién exacta en el instante t,41 = t, + 7 mediante un
algoritmo de la forma:

i
Kni = Un+crVo+7° Zazj,z’j (Ag, Knj+ fo,(tng)), i=1,...,s,

)

s j=1
Vn+1 = Vn + TZ bgjd' (AngnJ + fgj (th)) s (3)
7j=1 s
Uit = Un+ Vo +72> Br 5 (Ag Ky + fo,(tny))
j=1

donde t,, ; = t, +¢jTyt, =nrt,n=1,...,N, siendo 7 = T'/N el paso en tiempo y N
el nimero de pasos. K, ; se denominan etapas intermedias y (Up, V)T es la aproximacién
numérica de la solucién exacta (u(ty,), us(t,))?.

Completando con algunos coeficientes nulos siguiendo las ideas de los métodos RKPF,
agij =0, Be; =0, b5 =0para l #{; € {1,...,m}, 1 < j < s, podemos organizar los
coeficientes de estos métodos en una tabla de la forma:

'Notar que, bajo estas condiciones, Ag,o es el generador infinitesimal de un grupo Cy de tipo we < 0.
Asi, (uel — Ago) ™" existe y es acotado para cada pe con Re(pue) > Wy.
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C1 | ai,11 am,11
| Ar] ... | 4
51 ‘ ‘/Bm = s | ais1 v Qlss Umsi o Gmss
o[ b A R I SR
bii -+ bis || bma1 o+ bmys

En (3) puede verse que si la descomposicion realizada para el operador A es adecuada
(p. e., para un problema multidimensional se toma cada Ay conteniendo sélo derivadas
con respecto a la variable xy) y se combina con una discretizacién espacial adecuada, los
esquemas anteriores tienen un costo computacional por paso muy bajo si lo comparamos
con un método implicito clasico.

De la misma forma que para métodos RKN o RKPF, para completar la definicién
del esquema (3) es necesario anadir condiciones de contorno a las ecuaciones que definen
las etapas intermedias. La opcién que parece razonable (que es la usada cldsicamente) es
considerar la evaluacién de la condicién frontera de (1) en los tiempos intermedios, es decir,
Gimi = BiKpi = Bpu(tn,i) = ge(tn,i). Sin embargo, esta opcién no es la mas adecuada ya
que implica una reduccién de orden del método. La demostracion de que las etapas, una
vez fijadas las condiciones frontera, son resolubles y tienen una tnica solucién puede verse
en [7].

Introducimos ahora dos conceptos importantes asociados a los métodos RKNPF:

Definicién: Un método RKNPF dado por (3) se dice que tiene orden cldsico p cuando
es aplicado para resolver el problema (2) si ||pnii] = O(TPTY) y ||€nst| = O(7PHY), donde
1 = U(tpi1) — Uns1 ¥ &nv1 = Ut (tns1) — Vg1, siendo (Un+1,Vn+1)T la solucidon
numérica obtenida a partir de (u (ty) ,ug (tn))”

Definicion: Un método RKNPF se dice que tiene orden de etapas q cuando q =

min{p, ¢} siendo p el orden cldsico y q el mdximo valor tal que, para £ =1,...,m, c" =
r(r—1)Ac™ 2, r=2,...,G dondec" =1[c},....c"|T y P =e=11,...,1]T.

3. Discretizacién espacial

Veamos ahora una breve descripcion del tipo de discretizacion espacial que utilizamos.
Para ¢/ =1,...m supongamos que queremos resolver el siguiente problema

A = Fy, xe€q,
Biu = Gy, zely= B,

donde Fy, Gy € H? y u € D(Ay) N'H. Ay y By son los descritos al inicio de la Seccién 2.

Para la discretizacién de este problema se considera una malla ; en Q U T'. Esta
malla, asociada a un pardmetro natural J, relativo al nimero de nodos en ella, consta de
nodos interiores, €17, y nodos frontera, 2;;. Tras ello, tomamos H;, un espacio finito-
dimensional asociado a este pardmetro, considerando el subespacio (o espacio de menor
dimensién que H ) H o formado por los elementos de H; que se anulan en cierta forma en
la frontera I'. Ademads, definimos los operadores Rg Ju € Hjy, con BgRg Ju =0y ke 1pG
interpolando Gy en 27N B}, y anulandose en €2 ;N€). Notar que, Rg’ Ju+ry¢ Gy aproxima
uen Hj.
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Para encontrar los valores de u; en QN Q. (aquellos de Ry ju), debemos resolver
PrA¢Ry ju+ PyAre 15Ge = PrFy, (4)

donde P; se define como el operador proyeccién en H .

Ademss, se define Ry ; como el operador en H ;o que interpola Rg’ Ju en Q. Por lo
tanto, R&JU se puede expresar como R&Ju—{—ZZLLk# K]k;’{],ka;Rk’JU, y teniendo en cuenta
que PJAgKk7J7kaRk7JU =0paral,k=1,...mconk # £, se tiene que (4) se puede escribir
como Ay joReju + S¢yBeuw = PrAgu, donde A; jo : Hjo — Hyo (simétrico y definido
negativo) y S : H¢ — Hjp, (con H, cierto espacio de funciones en I'y), vienen dados
por A; ;o = PjAry Se.; = PjAyke,gp, respectivamente. Nétese que debido a su definicién,
Pju— Ry ju se anula en I' N €27 y coincide con Pyu — RE’JU en 2N Qy. Ademaés, también
se define Ry : D(A) — Hj como el operador satisfaciendo que AjoRju — Sy;9 = Psf,
con Ajg = PjAlg, y S; = PjAkrp, con kjpu interpolando v en Q; NI y anuldndose
en QN Q. Por dltimo, denotamos por || - ||; a la norma discreta considerada en H j,
que aproxima en cierto modo a la norma de H (]| - ||). Algunos métodos conocidos que se
pueden escribir de esta forma son las discretizaciones espectrales y algunos métodos de
elementos finitos y diferencias finitas.

Para nuestro andlisis supondremos que las siguientes hipétesis se satisfacen (ver [7]),
donde las correspondientes constantes no dependen de J.

(H1) Yu € C(Q) suficientemente regular y J suficientemente grande, ||Pyu|; = O(||ul]).

(H2) Existe & > 0 y una funcién decreciente? d : (&, 00) — (—00,0) tal que, si u €
H(Q) € D(Ag), con a > &y J es suficientemente grande,

1Re,yu— Prully = O |ullpai) v |Rsu— Prulls = O(T |lullya o).

(H3) Para U jo € Hyyo,l =1,...,m, existe d > 0tal que || A¢, 70U, 50l = O(JJHU[7J7OHJ).

(H4) El operador (Z® I; — Yyt Ar @ 72A4.70)"" estd uniformemente acotado en J.

4. Error global
[0]

ln,g
Byu(t, ;) (G[O] [Beu(tni), ..., Beu(tns)]', € = 1,...,m), se prueba que el error global
obtenido est4 relacionado con el orden de etapas, que para estos métodos suele ser muy
bajo. El error local puede verse como el error global tras un paso. Para evitar esta reduccién
de orden (sin elevar de manera importante el costo computacional) redefinimos el valor
de las condiciones de contorno de las etapas intermedias utilizando el siguiente proceso
recursivo:

Cuando los valores para el contorno son elegidos en la forma clasica, es decir, G

K[O] = u(tn,i)a

n,i

Kl = (e® Du(ty) +(c® DNuy(t ZAg@Ae K- 1]+TQZ A ® 1) fons
=1 =1

*En métodos espectrales J(a) es estrictamente decreciente cuando o crece. En diferencias finitas y
elementos finitos d(a) es usualmente constante y no depende de la regularidad de w.
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para r = 1,... entero, tomando entonces Gg)ll’i = BKKJSL = Bou(tp;) y G%” = BZKKL
parafl=1,....mi¢=1,...,syr=1,... entero.

Después de discretizar en tiempo y una vez que se han impuesto las condiciones frontera
Gl[ }1, l=1...,m,r > 0 entero, entonces, de forma tensorial, tenemos

Tl — 7Y A Az,J,o)KL]J = (e® 1)U !]o +7(c® IJ)VTET}],O +72y (A® Sl,J)Gl[ J
=1

+7 Z(Az ® Py)fi.7,

=1

v e = Vif}70+rZ(blT®Al,J,0)K[ JO+TZ b @ Si.y) G”+er ® Py) fim,

Uf,'[]/rj’-17(]70 = U'yEJT]{]O—I_ V[J0+722 ﬁT®AlJO)K[ J0+T2Z ﬁT®SlJ l[i‘i’TZ(ﬁljﬂ@PJ)fl,n,
=1 =1 =

con (U}LﬂJO, VTET}O) la aproximacién numérica a la solucién exacta (u(ty),u (ty)).
Entonces, los errores globales en la solucién y en la derivada vienen dados por

[T:lrl g = Prultni1) — Ur[il J,00 éﬂl,J = Pyug(tns1) — Vn[il,J,Oa
[r] _ 5]

donde supondremos que ¢; ; = €, ; = 0, 7 > 0 entero. En este caso se demuestra (ver [7])

||€ H - 0 (Tmin{(j—‘rQr,p} + 7_27"—}—1 JCZ(a—d(r+2)) + TJJ(a—d(r—l—l)) + T—lJJ(Oé—d))

10 (7_2r+1 Jd'(afd(r+1))+c7+ TJCZ(afdr)+d~+ Jﬁ(a)> 7

- 0 (Tmfn{é+2r—1,p—1} _|_7_2rJJ(a—d(7’+2)) + J(i(a—d(r—i—l)) +T—1JJ(a—d))

lesh ) =
+0 (TQTJJ(afd(r+1))+J+ JCZ(Q*dT‘)«Fd’) ’

donde se puede observar que la reduccién de orden puede ser completamente evitada si la
solucién es suficientemente regular y se realiza el nimero necesario de iteraciones.

5. Experimentos numéricos

En esta seccién mostramos un ensayo numeérico en el que se puede comprobar la pérdida
de orden de un método RKNPF cuando es aplicado en la integracién numérica de un
problema del tipo (1) en el que las condiciones de contorno dependen del tiempo, asi como
la recuperacion de ese orden perdido cuando se aplican las técnicas anteriormente indicadas
para evaluar las condiciones de contorno de las etapas intermedias. Hemos elegido para
ello un dominio Q x [0,7] = (—1,1) x (—=1,1) x [0, 1] en el que resolvemos:

utt(x Y, ) = —umm(x,y,t) - uyyyy(:v,y,t) + f(x7y7t)7 (x,y,t) €0 x [O,T],
Bu(z,y,t) = e~ tHe? 2y (x,y) eT =099, te]l0,1],
Bi (ug(x,y,t)) = 2xe W (zy)ely, telo,1],
By (uy(w,y.t) = 27 (zy) €Ty, te(0,1],
0)

U(l’,y, e:(}2+2y’ (x,y) € Q7 Ut(lﬂ,y,o) = _ex2+2y’ (l',y) € Q?
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Reduccién de orden || Evitando la reduccién de orden
T u(t) u'(t) u(t) u'(t)
1/80 - 1/160 2.10351 | 1.13384 3.79841 2.85849
1/160 - 1/320 || 2.14856 | 1.16897 3.88389 2.96564
1/320 - 1/640 || 2.18613 | 1.20035 3.94071 3.04479
1/640 - 1/1280 | 2.21926 | 1.22765 4.00462 3.16751

Tabla 1: Orden del error local

donde I'y = {—1,1} x (—=1,1) y 'y = (—1,1) x {—1,1}. La descomposicién del operador
A (con Au = —Uggzz — Uyyyy) la haremos de la forma A = Ay + Ay con Aju = —Ugzee Y
Aou = —uyyyy. La fuente f(z,y,t) ha sido elegida de tal forma que la solucién exacta sea
w(z,y,t) = e T2 y e ha descompuesto como f1(z,y,t) = w2, Y, t)/2 + Ugzze (T, Y, )
y fo(@,y,t) = un(z,y,t)/2 + Uyyyy(ﬂf, Y, t).

En primer lugar discretizamos en tiempo utilizando para ello el método RKNPF de-
scrito en [6]. Este método tiene orden clasico 3, pero su orden de etapas es s6lo uno. Con
el fin de que las cuatro etapas que aparecen en el algoritmo estén bien definidas y tengan
una unica soluciéon debemos anadir las condiciones de contorno correspondientes. Debido
a que en las etapas impares actia implicitamente s6lo el operador .., (en las pares sélo
Uyyyy) las condiciones de contorno para ellas deben ser impuestas en la frontera I'y (I'g).
Con el fin de recuperar el orden perdido introducimos las condiciones de contorno en la
forma GZ}%’ ¢ =1,2parar =0y r = 1. Notar que los problemas resultantes en cada
etapas son esencialmente unidimensionales.

Reduccién de orden || Evitando la reduccién de orden
T u(t) u'(t) u(t) u'(t)
1/80 - 1/160 2.12108 | 1.25245 2.96620 2.65720
1/160 - 1/320 || 2.14045 | 1.26605 2.98271 2.83957
1/320 - 1/640 || 2.17220 | 1.28081 2.97849 2.78291
1/640 - 1/1280 | 2.21213 | 1.28904 2.89219 2.78943

Tabla 2: Orden del error global, hasta T'=1

Para la obtencion del esquema totalmente discreto hemos utilizado en segundo lugar
un método espectral (ver [6]) tomando para ello 40 nodos en el intervalo (—1,1). Al hacerlo
solo debemos resolver 40 sistemas desacoplados de tamano 40 x 40 en cada etapa, lo que
supone una importante diferencia si lo comparamos con otros métodos. Por ejemplo, si
utilizdramos un RKN implicito, en cada etapa tendriamos que resolver un sistema de
dimensién (40 x 40) x (40 x 40).

En las Tablas 1 y 2 mostramos 6rdenes numéricos para el error local y el error global
cuando son calculados en una norma discreta asociada a la discretizacién espacial toma-
da. En la Figura 1 mostramos el error global evaluado en T' = 1 y el error local. Ambas
graficas han sido realizadas como funcién de 7 en una doble escala logaritmica; la pen-
diente de las lineas corresponde al orden numérico observado. En ambos casos, el orden
observado cuando aparece reduccién de orden se ha marcado con una linea continua. El
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ERRORES LOCALES Py ERRORES GLOBALES

ERROR
=
o,

; 10" o
107 o , 10° © s
107 = =y = -1 10° - 5 3 2 -1
10 10 10 10 10 . 10
TAMANO DE PASO EN TIEMPO TAMANO DE PASO EN TIEMPO
Figura 1: Errores locales Errores globales

orden observado cuando se evita la reduccion de orden con una iteracién se ha marcado
con trazo discontinuo. Se han utilizado ademds simbolos (o) para la solucién y (*) para
la derivada. En el error global se observa un orden més del esperado debido al fenémeno
conocido como sumacion por partes.
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