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Resumen

En este trabajo se estudia, desde el punto de vista numérico, un modelo de remo-
delacién 6sea. Este modelo se caracteriza por una ecuacién variacional eliptica para
el campo de desplazamientos y una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden en
tiempo para describir el proceso fisiologico de remodelado 6seo. Utilizando el método
de elementos finitos para aproximar la variable espacial y un esquema de Euler para
discretizar las derivadas temporales, obtenemos aproximaciones discretas de este pro-
blema variacional y probamos un resultado de estimacién del error. Bajo condiciones de
regularidad adecuadas, deducimos la convergencia lineal del algoritmo respecto de los
parametros de discretizacion. Finalmente, presentamos algunos resultados numéricos,
en un ejemplo bidimensional, para mostrar la validez del algoritmo.

1. Formulacién mecanica y variacional

Denotemos por - el producto interior en R? y su correspondiente norma por | - |. Sea
S? el espacio de los tensores simétricos de segundo orden en R?, o equivalentemente, el
espacio de las matrices simétricas de orden d, y sea : su producto interior y | - | su norma.
Sea Q C R% d = 1,2,3, un dominio abierto y acotado y sea I' = 9 su frontera,
que suponemos Lipschitz continua y dividida en dos partes disjuntas I'p y I'y. El cuerpo
esta sometido a una fuerza voltimica de densidad f, fijado en I'p y sometido a una fuerza
de traccion superficial de densidad g actuando en I'y. Finalmente, denotemos por v el
vector normal exterior unitario (véase la Figura 1). Denotamos por & = (z;)%_; un punto
genérico de Q y por t € [0,T], T > 0, un instante cualquiera en el intervalo de tiempo
[0,T]. Sea u = u(x, t) el campo de desplazamientos en el punto & y en el instante ¢, e(u) =
8ui + % )
813]' 61’1 '

1
(aj(u))g{ j—1 €l tensor de deformaciones linealizado dado por £;;(u) = 5 (
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Figura 1: Problema de remodelacién 6sea.

Denotamos por e = e(x,t) la medida del cambio en la fraccién volumica del hueso desde
la configuracién de referencia y que denominaremos funciéon de remodelacion dsea.

Denotamos por o = o(x,t) el tensor de tensiones en el punto  y en el instante ¢. El
modelo de remodelacién 6sea que consideramos aqui fue postulado en [2, 5]. Se trata de
un modelo no lineal con una ley constitutiva que se escribe como

& = (& + €)C(e)e(u),

donde ¢y representa la fraccién volumica de referencia y C(e) = (C’Z-jkl(e))z jki—1 l0s coefi-
cientes de elasticidad que dependen de e. Nétese que si §g = 1y e = 0, la ley constitutiva
corresponde a la ley de Hooke clasica.

La evolucién de la funcién de remodelacion 6sea se obtiene de la siguiente ecuacion
diferencial ordinaria donde é denota la derivada temporal:

é=ua(e)+ Ale) : e(u),

donde a(e) es una funcién constitutiva y A(e) = (Aij(e))gjzl incluye los coeficientes de
remodelacién ésea.

Observacién 1. Notemos que las funciones C(e), a(e) y A(e) caracterizan las propieda-
des del material y los datos experimentales determinan su forma. En algunos articulos, se
emplean aproximaciones polindmicas (véase, por ejemplo, [6]):

1
Ciji(€) = ——(&Ciip + Cijmie),
o+ e

a(e) = ag + are + age?,

Ajjle) = A + Alje,

donde Ciojklf Ciljkl, ap, a1, a9, A?j and Ailj son constantes que dependen de las propiedades

del material.
Definimos el siguiente operador de truncamiento @7, : R — [—L, L] por

—L si —L<r
Or(r)y=¢ r si —L<r<IL,
L si r> L.

Finalmente, suponemos que el proceso es cuasiestatico y, en consecuencia, los efectos de
inercia son ignorados. Ademas, denotamos por eg la funcién de remodelacién 6sea inicial.
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El problema mecéanico, obtenido de las leyes de la mecénica de medios continuos en el
caso de pequenas deformaciones, es el siguiente (véase [4, 6]):

Problema P. Encontrar el campo de desplazamientos u : Q x (0,T) — R<, el tensor
de tensiones o : Q2 x (0,T) — S% y la funcion de remodelacion dsea e : 2 x (0,T) — R tal
que e(0) = eg y para todo t € (0,T):

o(t) = (So +e(t))Cle(t))e(u(t)) en Qx(0,T),
ét) = ale(t)) + Ale(t)) = e(u(t)) en Qx(0,T),
—Dive(t) =v(&o + Pr(e(t))f(t) en Qx(0,T),
u(t)=0 en I'px(0,T),

o(t)v =g(t) en I'yx(0,T).

donde v > 0 es la densidad del material que ocupa ) (se considera constante para sim-
plificar).

Intentemos ahora obtener una formulacién variacional del problema P. Denotemos por
Y = L2(Q) y H = [L?(2)]? y definimos los siguientes espacios variacionales:

V={wec[HQ)Y; w=0 en Tp},
Q= {1 = ()} € LX) 7ij =75, 1<4,5 <d}.
Suponemos las siguientes hipdtesis sobre los datos:

= los coeficientes de elasticidad Cjj;(e) son continuamente diferenciables con respecto
a e y satisfacen las siguientes propiedades:

(a) Cijri(e) = Cjiri(e) = Cruj(e) para i, j, k,l=1,...,d. (1)
(b) Existe me > 0 tal que (& +e)C(e)T : T > me|T|?.

» La funcién constitutiva a(e) y los coeficientes de remodelacion 6sea A;j(e) son con-
tinuamente diferenciables con respecto a e.

» La fraccién volumica de referencia &y satisface las siguientes condiciones para algin
M :
&, &y <1

el (Q), 0<&l<&(x) <€ <1 para todo x € Q. (2)
» Las fuerzas de densidad tienen la siguiente regularidad:
feC(0,TC)Y), g€ (o, T][CTm, (3)

y el valor inicial de la funcién de remodelacién eq verifica que

ep € Cl(ﬁ). (4)



J.R. Fernandez, R. Martinez, J.M. Viano

Dado e € L*(9), definimos la siguiente forma bilineal c(e;-,-) : V x V — R:
cle;u,v) = /({0 +e)C(e)e(u) : e(v)de Yu,v €V,
Q
y la forma lineal L(e;-) : V — R dada por:

L(e;v)—/Q’y(&)+<I>L(e))f~'udac—i-/F g-vdl' YveV.

Mediante un procedimiento habitual, obtenemos la siguiente formulaciéon variacional
del problema mecanico P.

Problema PV. Encontrar el campo de desplazamientos w : [0,T] — V y la funcion
de remodelacion dsea e : [0,T] — L*°(Q) tales que:

cle(t);u(t),v) = L(e(t);v) YveV, cpt. te(0,T),
é(t) = ale(t)) + Ale(t)) : e(u(t)), en D'(0,T;L*Q)),

En [7] se demuestra el siguiente resultado de existencia y unicidad de solucién del
problema PV.

Teorema 1. Supongamos que se cumplen las hipdtesis (1)-(4) Entonces, existe una
unica solucion del problema PV con la siguiente regularidad:

we CH0, T [H*(Q)Y), eeCH([0,T];0(%).

2. Aproximaciones numéricas: estimaciones del error

Introducimos ahora un algoritmo basado en el método de elementos finitos para apro-
ximar las soluciones del problema PV y obtener una estimacién del error a partir de ellas.

La discretizacion del problema PV se hace como sigue. Primero, consideramos dos
espacios de dimensién finita V* c V' y B* ¢ L>(Q) C Y, aproximacién de los espacios V'
y L*°(Q), respectivamente.

Observaciéon 2. En las simulaciones numéricas que se presentan en la siguiente sec-
cion, VP y B" son espacios de funciones continuas afines a trozos y funciones constantes
a trozos, respectivamente; es decir:

V= {w" e [CQ)]"; w e [P(Tr)], TreT", w"=0 en Tp}, (5)
Bh = {¢h e L™(Q) ; g";r e Py(Tr), TreTh}, (6)
donde Q es un dominio poligonal, T" denota una triangulacion tipo elementos finitos de

Q, y Py(Tr), ¢ = 0,1, representa el espacio de los polinomios de grado menor o igual que
qenTr.
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Para discretizar las derivadas en tiempo, utilizamos una particién uniforme de [0, 77,
denotada por 0 =ty < t; < ... <ty =T,y seak el tamano del paso de tiempo, k = T/N.
Ademds, para una funcién continua f(t) sea f, = f(t,).

En esta seccién, ¢ denota una constante positiva que depende de los datos del problema,
pero es independiente de los parametros de discretizacién h y k.

Utilizando el esquema de Euler explicito, la discretizacién del problema variacional PV
resulta de la forma siguiente.

Problema PV" . Encontrar el campo de desplazamientos uh* = {u*}N_~c VI y

una funcion de remodelacion dsea discreta e = {el¥}N_ C B tales que ef* = el
ugk = ug son adecuadas aprorimaciones de ey y ug respectivamente y paran =1,...,N:

ul* eV, (e ulk o) = Ll o) ol e V

n n n
el oht

A L= a(eii’il) +A(€Zﬁl)) : E(Uzk—l)-

De las propiedades (1) es inmediato obtener la existencia y unicidad de la solucién
discreta como enunciamos a continuacién.

Teorema 2. Supongamos que se verifican las hipdtesis (1)-(4). Entonces, el problema
PV tiene una tnica solucion (u®, ") c VP x Bh.

El objetivo de esta seccién es obtener estimaciones del error para |w, — u?*|y y
len — el*|ly. Tenemos el siguiente resultado para la estimacién del error principal.

Teorema 3. Supongamos que se cumplen las hipétesis (1)-(4). Sean (u,e) y (u"*, %)
las respectivas soluciones de los problemas PV y PV . Bajo la condicion de regularidad
u € C([0,T]; [WL>(Q)]9), tenemos, para todo {vh}N_, c V’:

N
, h h .
mix {llen — eI+ lln — w3} < fleo — eI} + (kD 165 — (e — s 1)/
<n<N =

2 2 < h| 2 hk|2
S ] e L [ (7)

Las estimaciones del error (7) son bésicas para el analisis de la convergencia del algo-
ritmo. A continuacién presentamos un ejemplo.

Sea © un dominio poliédrico y denotemos por 7" una triangulacién de £ compatible
con la particién de la frontera I' = 9Q en T'p y I'y. Sean V" y B" definidos por (5)
y (6), respectivamente, y supongamos que la condicién inicial discreta eg se obtiene por
68 = 7ley, donde 7" : C Q) — B" es el operador de interpolacién de elementos finitos
(véase, e.g., [1]) y ul = mhug donde TI" = (x1)4_, : [C(Q)]? — V.

Supongamos la siguiente condicién de regularidad en la solucién continua:

e € C([0,T); H?(Q)) N H?(0,T;Y). (8)

Del Teorema 3 se tiene que u € C ([0, T]; [H?(22)]¢) (por tanto, ug = u(0) € [H?(2)]9)

El siguiente resultado se sigue de la estimacién (7).

Corolario 1. Bajo las hipdtesis del Teorema 3 y la condicion de regularidad (8), el
esquema discretizado basado en el método de elementos finitos descrito anteriormente es
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linealmente convergente, es decir, existe una constante positiva c, independiente de h y k,
tal que

¢ hk hk
— — < .
i, [l — i+ lew = efflly } < e(h 4 k)

3. Resultados numéricos

En esta seccién describimos brevemente el esquema numeérico que hemos implementado,
y presentamos un ejemplo bidimensional para mostrar su comportamiento.

3.1. Esquema numérico

Para aproximar los espacios V' y L*°(f2) utilizamos los espacios de elementos finitos
Vh y B definidos por (5) y (6), respectivamente.

En primer lugar, senalemos que, en la practica, u’(}k se obtiene resolviendo el siguiente
problema variacional:

ulh e Vo c(el;ub® vl = Liel;vM), vl e VR

Se trata de un problema de elasticidad lineal discreto equivalente a un sistema lineal que
se resuelve utilizando el método de Cholesky.
Para n € {1,...,N} se tiene que uﬁ’i 1y eZ’i , son conocidos. La funcién de remo-

delacién 6sea discreta e’* se calcula explicitamente como:

ek = ekt ka(elk ) + kAl )+ e(ulty).

Llevando esto a la ecuacién (7), el campo de desplazamientos discreto /¥

resolviendo la siguiente ecuacién variacional (problema de elasticidad lineal):

se obtiene

ul® e VI oclet ult oy = LMk o), Vol € VI

n *n n

De nuevo, esto nos lleva a un sistema lineal que resolvemos por el método de Cholesky.

El esquema numérico fue implementado en lenguaje MATLAB en un PC con 3.2Ghz.
Una ejecuciéon de un ejemplo 1D necesita alrededor de 3.5 segundos de tiempo CPU y una
ejecucién de un ejemplo 2D alrededor de 10 minutos.

3.2. Resultados numéricos en un problema bidimensional

Como ejemplo bidimensional, consideramos el dominio = (0, 1,2)x (0, 6) que esta sien-
do sometido a una fuerza de compresion creciente de forma lineal actuando en la frontera
horizontal superior mientras que la frontera horizontal inferior permanece fija. No hay
fuerzas de volumen en ) (véase la Figura 2).

Se han utilizado los siguientes datos en las simulaciones numéricas de este ejemplo:

1
T =80dias, k=0,01, C(e)= §T(CO +Cle), ale) =ap+ are + aze?,
0T€ .
Ale) = A%+ Ale, £ =0,892, ~=1740Kg/m?, f=0N/m3,
ap = —1296 x 107* (100 dfas)™t, a3 = —1296 x 1072 (100 dfas)~!,
az = 216 x 1072 (100 dias)~*,
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Figura 2: Descripcién fisica.

donde los tensores de cuarto orden CY = (C?jkl)f,j,k,lzl y Cl = (Ciljkl)zz,j,k,lzl y el tensor de

segundo orden A° = (A,?j)l% =1y Al = (A}j)%jzl tienen las siguientes componentes:
C:(l)lll - 25,69 (G.Pa)_l, 08211 - 11,67 (G.Pa)_l, 08222 = 25,69 (G.Pa)_l,
Cla1y = Cagy = 0(GPa)™!, Oy =T7(GPa)™!, Ciyyy =252,08(GPa)” !,
Clyyp = 114,58 (GPa)™t,  Clyny = 252,08 (GPa)™!,
Cla11 = Clagy = 0(GPa)™!,  Cly, = 68,75(GPa)~,
A9, =216 (100dfas)~t,  AY, = —216 (100d{fas)~t, A% = AY, =0,
Al =216 (100dfas)~!, AL, =216 (100dias)~t, A, = Ay, =0.

La fuerza aplicada tiene la forma:
g(xz,y,t) =—-28(0,x) MPa si y=26

y tomamos como funcién de remodelacion ésea inicial eg = 0.

Utilizando como pardmetro de discretizacion temporal k = 0,01, en las Figuras 3 y 4 se
muestran los desplazamientos (multiplicados por 20) y la funcién de remodelacién 6sea en
el instante final. Como podemos observar, el desplazamiento decrece a causa de la remo-
delacién 6sea. Ademads, esta funcién toma valores positivos donde el cuerpo esté sometido
a una compresién y valores negativos donde se produce una extension.
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Figura 3: Configuracién inicial y desplazamientos (x20) en el instante inicial (izquierda) y

t=80 (derecha).
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