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1 Dpto. de Matemáticas, Universidad de Oviedo, Calvo Sotelo s/n, Oviedo. E-mail: salim@uniovi.es.
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Resumen

En este trabajo consideramos un sólido elástico lineal e isótropo, rodeado de un
fluido perfecto compresible, sobre el que incide una onda acústica armónica. Nuestro
propósito es presentar un esquema numérico para determinar tanto la respuesta en
el sólido como la distribución de ondas acústicas en el fluido linealizado. En el sólido
utilizamos una formulación variacional mixta de la que, posteriormente, eliminamos
el campo de desplazamientos. Aśı, las únicas incógnitas en el sólido son los campos de
tensiones y de rotaciones. Esta formulación mixta se acopla, mediante dos condiciones
de transmisión (una de equilibrio y otra de continuidad en desplazamientos) sobre
la frontera húmeda, con la ecuación de Helmholtz que satisface la presión sobre el
medio acústico. Para definir el correspondiente esquema discreto utilizamos elementos
PEERS en el sólido y elementos finitos de Lagrange de primer orden en el dominio
acústico. Finalmente, ilustramos las propiedades de convergencia del esquema propues-
to con algunos experimentos numéricos.

1. Introducción

En este trabajo presentamos un método de elementos finitos mixto–primal para resolver
un problema plano de interacción sólido–fluido armónico en tiempo. Consideramos un
sólido elástico Ωs sobre el que incide una onda acústica. Suponemos que el medio acústico
ocupa una región anular Ωf cuya frontera exterior Γ está situada lejos del obstáculo (el
sólido) e imponemos sobre esta curva artificial cerrada una condición de contorno que
reproduce el comportamiento del campo acústico reflejado en el infinito. De esta manera,
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nuestro problema modelo queda planteado sobre una región acotada. La mayor parte de los
métodos numéricos propuestos para resolver esta clase de problema de interacción sólido–
fluido utilizan una formulación en desplazamientos para la elasticidad lineal (ver, por
ejemplo, [2, 5, 6, 7] y las referencias citadas alĺı). En este trabajo, en cambio, empleamos
una formulación variacional mixta para la elasticidad sobre el sólido y conservamos la
formulación primal habitual en el fluido linealizado. Aśı, el tensor de tensiones en Ωs y la
presión en el fluido acústico en Ωf serán nuestras principales incógnitas.

2. Planteamiento del problema de interacción sólido–fluido

Consideramos un sólido Ωs inmerso en un fluido acústico sobre el que incide una onda.
El contorno de Ωs se denomina frontera húmeda y se denota mediante Σ. Para definir
el dominio acústico introducimos una circunferencia Γ de radio suficientemente grande,
centrada en el origen, y denotamos mediante Ωf a la región anular acotada entre Σ y Γ.
Suponemos que la onda incidente y las fuerzas de volumen exhiben un comportamiento
armónico en tiempo con frecuencia ω y amplitudes pi y f , respectivamente, de manera
que pi satisfaga la ecuación de Helmholtz en Ωf . Suponemos, también, que el fluido es
perfecto, compresible y homogéneo, con densidad ρf y número de onda κf := ω

v0
, siendo

v0 la velocidad de sonido en el fluido linealizado. Además, se asume un comportamiento
elástico lineal e isótropo para el sólido, con densidad ρs y constantes de Lamé µ y λ. Es
decir, la ecuación constitutiva del material sólido,

σ = C ε(u) en Ωs , (1)

donde ε(u) := 1
2 (∇u + (∇u)t) es el tensor de pequeñas deformaciones y C es el tensor de

constantes elásticas, viene dada por la ley de Hooke:

C ζ := λ tr(ζ) I + 2µ ζ , (2)

siendo I la matriz identidad y tr(ζ) :=
∑2

i=1 ζii. Las incógnitas del problema son la
amplitud σ : Ωs → C2×2 del tensor de tensiones, la amplitud u : Ωs → C2 del campo de
desplazamientos y la amplitud de la presión global (incidente + reflejada) p : Ωf → C.
Bajo la hipótesis de pequeñas oscilaciones en el sólido y en el fluido, y dados f ∈ [L2(Ωs)]2 y
g ∈ H−1/2(Γ), consideramos el siguiente problema de interacción sólido–fluido: Encontrar
σ ∈ H(div; Ωs), u ∈ [L2(Ωs)]2 y p ∈ H1(Ωf ), tales que:

σ = C ε(u) en Ωs ,

div(σ) + κ2
s u = − f en Ωs ,

∆p + κ2
f p = 0 en Ωf ,

σν = − pν sobre Σ ,

ρf ω2 u · ν =
∂p

∂ν
sobre Σ ,

∂p

∂ν
− ι κf p = g :=

∂pi

∂ν
− ι κf pi sobre Γ ,

(3)

donde κs :=
√

ρs ω es el número de onda en el sólido, ν es la normal exterior unitaria
sobre Γ y utilizamos el śımbolo ı para

√−1. La segunda ecuación de (3) es la ecuación de

2



Un método de elementos finitos mixtos para un problema de interacción sólido–fluido

equilibrio de la elastodinámica en régimen armónico, mientras que la tercera es la ecuación
de Helmholtz. La primera condición de transmisión en (3) representa el equilibrio de fuerzas
sobre Σ y la segunda la continuidad en desplazamientos normales.

3. Formulación variacional del problema

Para tratar el sistema de ecuaciones (3) empleamos una formulación primal en el fluido
Ωf y otra mixta en el sólido Ωs. Aśı, si multiplicamos la ecuación acústica por q ∈ H1(Ωf ),
integramos por partes y utilizamos la condición de contorno Robin obtenemos

∫

Ωf

∇p · ∇q − κ2
f

∫

Ωf

p q + 〈 ∂p

∂ν
, q〉Σ − ı κf

∫

Γ
p q = 〈g, q〉Γ , (4)

donde, dado S ∈ {Σ,Γ}, representamos mediante 〈 ·, · 〉S el producto de dualidad entre
H−1/2(S) y H1/2(S) con respecto al L2(S)-producto escalar. A continuación, utilizamos
la condición de transmisión en desplazamientos y reemplazamos ∂p

∂ν por ρf ω2 u · ν sobre
Σ, introducimos la incógnita auxiliar

ϕ := u|Σ ∈ [H1/2(Σ)]2 ,

y dividimos por ρf ω2, para reescribir (4) como

1
ρf ω2

∫

Ωf

∇p · ∇q − κ2
f

ρf ω2

∫

Ωf

p q + 〈qν,ϕ〉Σ − ı
κf

ρf ω2

∫

Γ
p q =

1
ρf ω2

〈g, q〉Γ , (5)

donde 〈 ·, · 〉Σ denota, en lo que sigue, el producto de dualidad entre [H−1/2(Σ)]2 y [H1/2(Σ)]2

respecto al [L2(Σ)]2-producto escalar.
Por otra parte, para obtener una formulación variacional mixta en el sólido Ωs, seguimos

la metodoloǵıa habitual (ver[1] y [9]) e introducimos la rotación

γ :=
1
2
(∇u− (∇u)t) ∈ [L2(Ωs)]2×2

asym

como incógnita adicional, donde [L2(Ωs)]2×2
asym denota el espacio de los tensores antisimétri-

cos con componenetes en L2(Ωs). De esta manera, la ley de comportamiento se puede
reescribir como

C−1 σ = ε(u) = ∇u − γ . (6)

A continuación, multiplicamos (6) por τ ∈ H(div; Ωs) e integramos por partes para
obtener ∫

Ωs

C−1 σ : τ +
∫

Ωs

u · div(τ ) − 〈τν,ϕ〉Σ +
∫

Ωs

τ : γ = 0 , (7)

donde σ : τ :=
∑2

i,j=1 σij τij . La ecuación elastodinámica nos proporciona la siguiente
expresión para el campo de desplazamientos:

u = − 1
κ2

s

(
f + div(σ)

)
, (8)
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que introducida en la ecuación constitutiva nos permite escribir (7) como

∫

Ωs

C−1 σ : τ − 1
κ2

s

∫

Ωs

div(σ)·div(τ )− 〈τν, ϕ〉Σ +
∫

Ωs

τ : γ =
1
κ2

s

∫

Ωs

f · div(τ ) . (9)

Finalmente, la simetŕıa de σ y la condición de transmisión en fuerzas sobre Σ se imponen
débilmente mediante ∫

Ωs

σ : η = 0 ∀η ∈ [L2(Ωs)]2×2
asym (10)

y
〈pν + σν, ψ〉Σ = 0 ∀ψ ∈ [H1/2(Σ)]2 . (11)

Consecuentemente, si sumamos (5) y (9), y sustraemos (11) de (10), obtenemos la siguiente
formulación variacional del problema (3): Encontrar ((σ, p), (ϕ, γ)) ∈ H×Q tales que

A((σ, p), (τ , q)) + B1((τ , q), (ϕ,γ)) = F (τ , q) ∀ (τ , q) ∈ H ,

B2((σ, p), (ψ, η)) = 0 ∀ (ψ, η) ∈ Q ,
(12)

donde H y Q son los espacios producto

H := H(div; Ωs)×H1(Ωf ) , Q := [H1/2(Σ)]2 × [L2(Ωs)]2×2
asym , (13)

F : H → C es el funcional lineal

F (τ , q) :=
1
κ2

s

∫

Ωs

f · div(τ ) +
1

ρf ω2
〈g, q〉Γ ∀ (τ , q) ∈ H , (14)

y A : H×H → C, B1 : H×Q → C, y B2 : H×Q → C son las formas bilineales definidas
como

A((ζ, r), (τ , q)) :=
∫

Ωs

C−1 ζ : τ − 1
κ2

s

∫

Ωs

div(ζ) · div(τ ) +
1

ρf ω2

∫

Ωf

∇r · ∇q

− κ2
f

ρf ω2

∫

Ωf

rq − ı
κf

ρf ω2

∫

Γ
rq ∀ (ζ, r), (τ , q) ∈ H ,

(15)

B1((τ , q), (ψ,η)) := 〈qν − τν, ψ〉Σ +
∫

Ωs

τ : η ∀ (τ , q) ∈ H, ∀ (ψ,η) ∈ Q , (16)

y

B2((τ , q), (ψ, η)) := −〈qν + τν, ψ〉Σ +
∫

Ωs

τ : η ∀ (τ , q) ∈ H, ∀ (ψ, η) ∈ Q . (17)

La demostración del siguiente teorema se puede encontrar en [4].

Teorema 3.1 El problema (12) posee una única solución.
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4. Un método de elementos finitos mixto–primal

En esta sección presentamos una aproximación de Galerkin del problema (12). Sean
{Th}h>0 := {Ths}hs>0∪{Thf

}hf >0, donde {Ths}hs>0 y {Thf
}hf >0 son familias regulares de

triangulaciones de las regiones poligonales Ω̄s y Ω̄f , respectivamente, mediante triángulos T
de diámetro hT con tamaños de malla hs := max{hT : T ∈ Ths }, hf := max{hT : T ∈
Thf

} y h := max{hs, hf}, y tal que los vértices de {Ths}hs>0 y {Thf
}hf >0 coincidan sobre

Σ. También introducimos una partición independiente
{

Σ̂1, Σ̂2, · · · , Σ̂m

}
de la frontera

húmeda Σ y denotamos ĥ := max{ |Σ̂j | : j ∈ {1, · · · ,m} }. En estas condiciones
definimos los subespacios de elementos finitos Hσ

h , Hp
h, Q

ϕ
ĥ

y Q
γ
h para las incógnitas σ,

p, ϕ y γ de (12), respectivamente, como:

Hσ
h :=

{
τ h ∈ H(div; Ωs) : τ h,i|T ∈ RT0(T )t ⊕ P0(T ) curlt bT , ∀T ∈ Ths

}
, (18)

Hp
h :=

{
qh ∈ C(Ω̄f ) : qh|T ∈ P1(T ) ∀T ∈ Thf

}
, (19)

Q
ϕ
ĥ

:=
{

ψĥ ∈ [C(Σ)]2 : ψĥ|Σ̂j
∈ [P1(Σ̂j)]2 ∀ j ∈ {1, · · · ,m}

}
, (20)

Q
γ
h :=

{(
0 ηh

−ηh 0

)
: ηh ∈ C(Ω̄s) , ηh|T ∈ P1(T ) ∀T ∈ Ths

}
, (21)

donde τh,i es la fila i-ésima de τ h (i ∈ {1, 2} ), RT0(T ) es el espacio local de Raviart-
Thomas de orden 0 (cf. [3], [8]), bT es la función burbuja cúbica habitual sobre T ∈ Ths ,
curlt bT := (∂bT

∂x2
,−∂bT

∂x1
), C(·) es el espacio de las funciones continuas sobre el correspon-

diente dominio, y, dado un entero ` ≥ 0 y un subconjunto K de R2, P`(K) denota el espacio
de los polinomios definidos en K de grado ≤ `.

Destacamos que si definimos

Qu
h :=

{
vh ∈ [L2(Ωs)]2 : vh|T ∈ [P0(T )]2 ∀T ∈ Ths

}
, (22)

el espacio Hσ
h × Qu

h × Q
γ
h constituye el elemento PEERS introducido en [1] para una

aproximación con elementos finitos mixtos de la elasticidad lineal plana.
Sean

Hh := Hσ
h ×Hp

h , Qĥ,h := Q
ϕ
ĥ
×Q

γ
h . (23)

Entonces, el esquema de elementos finitos mixto–primal asociado al problema de trans-
misión (12) es: Encontrar ((σh, ph), (ϕĥ, γh)) ∈ Hh ×Qĥ,h tales que

A((σh, ph), (τ h, qh)) + B1((τ h, qh), (ϕĥ, γh)) = F (τ h, qh) ∀ (τ h, qh) ∈ Hh ,

B2((σh, ph), (ψĥ, ηh)) = 0 ∀ (ψĥ, ηh) ∈ Qĥ,h .

(24)
La demostración del siguiente teorema se puede encontrar en [4].

Teorema 4.1 El esquema de elementos finitos mixto–primal (24) poseee una única solu-
ción ((σh, ph), (ϕĥ, γh)) ∈ Hh × Qĥ,h. Además, si existe un δ ∈ (0, 1] tal que σ ∈
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[Hδ(Ωs)]2×2, div(σ) ∈ [Hδ(Ωs)]2, p ∈ H1+δ(Ωf ), ϕ ∈ [H1/2+δ(Σ)]2 y γ ∈ [Hδ(Ωs)]2×2,
entonces se verifica

‖((σ, p), (ϕ, γ)) − ((σh, ph), (ϕĥ,γh))‖H×Q ≤ C ĥδ ‖ϕ‖[H1/2+δ(Σ)]2

+ C hδ
{
‖σ‖[Hδ(Ωs)]2×2 + ‖div(σ)‖[Hδ(Ωs)]2 + ‖p‖H1+δ(Ωf ) + ‖γ‖[Hδ(Ωs)]2×2

}
,

(25)
con una constante C > 0 independiente de h y ĥ.

5. Resultados numéricos

En esta sección presentamos un ejemplo que ilustra la convergencia del esquema de
elementos finitos mixto–primal (24) sobre una sucesión de triangulaciones cuasi-uniformes
del dominio. Denotamos mediante N el número de grados de libertad que define los sube-
spacios de elementos finitos Hh y Qĥ,h. Los errores individuales se definen como:

e(σ) := ‖σ − σh‖H(div; Ωs) , e(p) := ‖p− ph‖H1(Ωf ) ,

e(ϕ) := ‖ϕ−ϕĥ‖[H1/2(Σ)]2 y e(γ) := ‖γ − γh‖[L2(Ωs)]2×2 .

También, sean r(σ), r(p), r(ϕ) y r(γ) los ratios de convergencia experimental:

r(σ) :=
log(e(σ)/e′(σ))

log(h/h′)
, r(p) :=

log(e(p)/e′(p))
log(h/h′)

,

r(ϕ) :=
log(e(ϕ)/e′(ϕ))

log(h/h′)
y r(γ) :=

log(e(γ)/e′(γ))
log(h/h′)

,

donde h y h′ denotan dos tamaños de malla consecutivos con errores e y e′.

h N e(σ) r(σ) e(p) r(p) e(ϕ) r(ϕ) e(γ) r(γ)
0.0982 1297 2.20E-01 — 1.03E-01 — 2.53E-02 — 9.42E-03 —
0.0654 2763 1.45E-01 1.02 6.54E-02 1.12 1.21E-02 1.81 5.56E-03 1.30
0.0490 4885 1.09E-01 0.99 4.64E-02 1.18 7.02E-03 1.90 3.20E-03 1.91
0.0321 11506 6.93E-02 1.06 2.88E-02 1.11 2.86E-03 2.10 1.59E-03 1.63
0.0245 19616 5.30E-02 1.00 2.23E-02 0.95 1.97E-03 1.39 1.19E-03 1.09
0.0164 43140 3.57E-02 0.97 1.43E-02 1.10 9.81E-04 1.72 6.64E-04 1.44
0.0123 78271 2.59E-02 1.11 1.08E-02 0.97 5.92E-04 1.75 4.40E-04 1.43
0.0082 175630 1.73E-02 0.99 7.10E-03 1.03 2.96E-04 1.70 2.55E-04 1.34
0.0061 310084 1.31E-02 0.96 5.30E-03 1.01 1.87E-04 1.59 1.81E-04 1.18

Tabla 1: Tamaños de malla h, grados de libertad N , errores y convergencia.

Consideramos los dominios Ωs := ]− 0,3, 0,3[2 y Ωf := B(0, 1) \Ωs, donde B(0, 1) es
el ćırculo unidad, y elegimos los parámetros ω = 10, ρs = ρf = λ = µ = 1, de donde
κf = 1 y κs = 10. Por otra parte, sean K0, K1 y K2 las funciones de Bessel modificadas
de segunda clase y órdenes 0, 1 y 2, respectivamente, y sea H

(1)
0 la función de Hankel de
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Figura 1: Partes real e imaginaria, exacta (azul) y aproximada (puntos en rojo) de ϕ1.

primera clase y orden 0. Entonces, elegimos los datos f y g de manera que la solución
exacta de (3) sea

u(x) =




1
2π

ψ(x) − (x1 − 1)2

r2
1

χ(x)

− (x1 − 1)x2

r2
1

χ(x)


 ∀x ∈ Ωs , y p(x) = H

(1)
0 (ω |x|) ∀x ∈ Ωf ,

donde r1 :=
√

(x1 − 1)2 + x2
2 , ψ(x) := K0(ı ω r1)+ 1

ı ω r1

(
K1(ı ω r1) − 1√

3
K1( ı ω r1√

3
)
)
,

y χ(x) := K2(ı ω r1) − 1
3 K2( ı ω r1√

3
). La función u es la solución fundamental, centrada

en (1, 0), de la ecuación elastodinámica, lo cual supone f = 0 en Ωs, y p es la solución fun-
damental, centrada en el origen, de la ecuación de Helmholtz en Ωf . De esta forma, (u, p)
es solución de (3) con condiciones de transmisión no homogéneas sobre Σ y condiciones
de contorno adecuadas sobre Γ.

En la Tabla 1 presentamos la convergencia del ejemplo elegido para una sucesión
de triangulaciones cuasi-uniformes del dominio Ω̄s ∪ Ω̄f . Podemos observar que el error
dominante es e(σ), algo bastante frecuente en los esquemas de elementos finitos mixtos.
Destacamos, también, que la convergencia O(h) que predice el Teorema 4.1 (cuando δ = 1)
se alcanza para todas las incógnitas. Además, en algunos casos la convergencia de e(ϕ) y
e(γ) es aun más rápida que O(h), lo cual puede indicar un fenómeno de superconvergencia
en estas incógnitas o simplemente una caracteŕıstica especial del ejemplo elegido. Final-
mente, en la Figura 1 representamos las partes real e imaginaria de la componente ϕ1 del
multiplicador desplazamiento (para N = 43140), donde la ĺınea azul de trazo continuo es
la solución exacta y la solución aproximada aparece con puntos rojos.
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