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Resumen

En este trabajo consideramos un sélido elastico lineal e isétropo, rodeado de un
fluido perfecto compresible, sobre el que incide una onda acustica arménica. Nuestro
propésito es presentar un esquema numérico para determinar tanto la respuesta en
el sélido como la distribucién de ondas actsticas en el fluido linealizado. En el sélido
utilizamos una formulacién variacional mixta de la que, posteriormente, eliminamos
el campo de desplazamientos. Asi, las Unicas incognitas en el sélido son los campos de
tensiones y de rotaciones. Esta formulacién mixta se acopla, mediante dos condiciones
de transmisién (una de equilibrio y otra de continuidad en desplazamientos) sobre
la frontera hiimeda, con la ecuacion de Helmholtz que satisface la presion sobre el
medio acustico. Para definir el correspondiente esquema discreto utilizamos elementos
PEERS en el sélido y elementos finitos de Lagrange de primer orden en el dominio
acustico. Finalmente, ilustramos las propiedades de convergencia del esquema propues-
to con algunos experimentos numéricos.

1. Introduccion

En este trabajo presentamos un método de elementos finitos mixto—primal para resolver
un problema plano de interaccién sélido—fluido arménico en tiempo. Consideramos un
sélido elastico 25 sobre el que incide una onda acustica. Suponemos que el medio acustico
ocupa una regién anular 2y cuya frontera exterior I' estd situada lejos del obstaculo (el
s6lido) e imponemos sobre esta curva artificial cerrada una condicién de contorno que
reproduce el comportamiento del campo acustico reflejado en el infinito. De esta manera,
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nuestro problema modelo queda planteado sobre una regién acotada. La mayor parte de los
métodos numéricos propuestos para resolver esta clase de problema de interaccién solido—
fluido utilizan una formulacién en desplazamientos para la elasticidad lineal (ver, por
ejemplo, [2, 5, 6, 7] y las referencias citadas alli). En este trabajo, en cambio, empleamos
una formulacién variacional mixta para la elasticidad sobre el sélido y conservamos la
formulacion primal habitual en el fluido linealizado. Asi, el tensor de tensiones en €25 y la
presién en el fluido actstico en {1y serdn nuestras principales incégnitas.

2. Planteamiento del problema de interaccién sélido—fluido

Consideramos un sélido €2 inmerso en un fluido acustico sobre el que incide una onda.
El contorno de )5 se denomina frontera himeda y se denota mediante 3. Para definir
el dominio acustico introducimos una circunferencia I" de radio suficientemente grande,
centrada en el origen, y denotamos mediante {2; a la regién anular acotada entre ¥ y I'.
Suponemos que la onda incidente y las fuerzas de volumen exhiben un comportamiento
armonico en tiempo con frecuencia w y amplitudes p; y f, respectivamente, de manera
que p; satisfaga la ecuacién de Helmholtz en Qy. Suponemos, también, que el fluido es
perfecto, compresible y homogéneo, con densidad p; y ntimero de onda xy := 1‘}”—0, siendo
v la velocidad de sonido en el fluido linealizado. Ademas, se asume un comportamiento
elastico lineal e isétropo para el sélido, con densidad ps y constantes de Lamé u y A. Es
decir, la ecuacién constitutiva del material sélido,

o = Ce(u) en Q, (1)

donde g(u) := % (Vu+ (Vu)®) es el tensor de pequenas deformaciones y C es el tensor de
constantes elasticas, viene dada por la ley de Hooke:

C¢ = Atr(Q)I + 2u(, (2)

siendo I la matriz identidad y tr(¢) := Z?Zl (ii. Las incégnitas del problema son la
amplitud o : Q; — C?*? del tensor de tensiones, la amplitud u : Q; — C? del campo de
desplazamientos y la amplitud de la presién global (incidente + reflejada) p : Qy — C.
Bajo la hipétesis de pequeiias oscilaciones en el sélido y en el fluido, y dados f € [L?(,)]? y
g € H-Y2(I"), consideramos el siguiente problema de interaccién sélido-fluido: Encontrar

o € H(div; Q,), u € [L*(Q)]2 y p € HY(Qy), tales que:

o = Ce(u) en (g,
div(e) + k2u = —f en (g,
Ap + chp = 0 en (f,
ov = —pv sobre 3, (3)
0
pfw2u-1/ = 6—5 sobre X,
@—Lﬁp:g':%—bﬁ,p' sobre T’
ov f T Ov PP ’
donde ks := /psw es el nimero de onda en el solido, v es la normal exterior unitaria

sobre I" y utilizamos el simbolo ¢ para v/—1. La segunda ecuacién de (3) es la ecuacién de
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equilibrio de la elastodindmica en régimen armoénico, mientras que la tercera es la ecuacién
de Helmholtz. La primera condicién de transmision en (3) representa el equilibrio de fuerzas
sobre ¥ y la segunda la continuidad en desplazamientos normales.

3. Formulacion variacional del problema

Para tratar el sistema de ecuaciones (3) empleamos una formulacién primal en el fluido
Q; y otra mixta en el sélido Q5. Asf, si multiplicamos la ecuacién actstica por ¢ € H*(Qy),
integramos por partes y utilizamos la condicién de contorno Robin obtenemos

0
Vp-Vq—f{j;/ pq+(8p,q>z—1f£f/pq=(g7q>r, (4)
Qy Qy v r

donde, dado § € {3,T'}, representamos mediante (-,-)s el producto de dualidad entre
H=Y2(8) y HY?(S) con respecto al L?(S)-producto escalar. A continuacién, utilizamos

la condicién de transmisiéon en desplazamientos y reemplazamos g—ﬁ por py w?u - v sobre
Y, introducimos la incognita auxiliar
¢ = uls € [H*(D)P,
y dividimos por psw?, para reescribir (4) como
Ji Ky 1
5 Vp-Vq — 5 | pa+ {qv,0)s —1—= [ pg= —=(g,9r, (5)
prw? Jo, prw? Jo, pyw? Jr pfw

donde (-, - )5, denota, en lo que sigue, el producto de dualidad entre [H~1/2(X)]2 y [H'/?(X)]?
respecto al [L?(X)]2-producto escalar.

Por otra parte, para obtener una formulacién variacional mixta en el sélido §25, seguimos
la metodologia habitual (ver[1l] y [9]) e introducimos la rotacién

(Vu— (Vu)*) € [L2(Q)]25

asym

v =

N | —

2x2
asym
cos con componenetes en L?(£);). De esta manera, la ley de comportamiento se puede

reescribir como

como incégnita adicional, donde [L?(€s)] denota el espacio de los tensores antisimétri-

Clo =¢u) = Vu — ~. (6)

A continuacién, multiplicamos (6) por 7 € H(div; ;) e integramos por partes para
obtener

Clo':r—i—/ u‘div(r)—<7-1/,<,o)g+/ T:v =0, (7)
Qs Qs Qs
donde o : T = Z? j=10ij Tij- La ecuaciéon elastodindmica nos proporciona la siguiente

expresion para el campo de desplazamientos:

1 .
u = 2 (f + div(o)), (8)
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que introducida en la ecuacién constitutiva nos permite escribir (7) como

/ Clo:T- 1 div(o)-div(T) — (v, p)n —i—/ Ty = 1 / f-div(r). (9)
Qs K3 Ja, Qs K3 Ja,

S

Finalmente, la simetria de o y la condicién de transmisién en fuerzas sobre ¥ se imponen
débilmente mediante

/Q cin=0 Wne [LAQ)22 (10)

(pv + ov, )y = 0 Vo € [H/A(D)P. (11)

Consecuentemente, si sumamos (5) y (9), y sustraemos (11) de (10), obtenemos la siguiente
formulacién variacional del problema (3): Encontrar ((o,p), (¢,7)) € H x Q tales que

A((o,p), (T,q9)) + Bi((T,9), (¢,7)) = F(r.q) V(r,q)€H, 1)
By((o.p),(¥,m) = 0 V(y.,n) €Q,
donde H y Q son los espacios producto
H = H(div; Q) x H' (), Q= [H*(Z)] x [L*(2))25%, (13)
F:H — C es el funcional lineal
Fira) = 5 [ £divin) ¢ slgr YrgeH, (4

vyvA:HxH—C, Bi:HxQ — C,y By : Hx Q — C son las formas bilineales definidas
como

A((C7). (1,9) = /Q T - /Q div(¢) - div(r) + —— [ vr-vq

2
prw? Jo,

I€2
! / rq —1 Kf /Tq V(C7T)7 (77Q)€H7
Qf r

B pfw? pfw?
(15)
Bi((r,q), (#,m)) = (qv — v, %)y +/52sz17 Y(r.q)€H, Y(.m)eQ, (16)

y

By((7.q), (.m)) :=—<qu+w,¢>z+/ rin V(rg eH, Y(pn)eQ. (I7)

Qs

La demostracién del siguiente teorema se puede encontrar en [4].

Teorema 3.1 El problema (12) posee una inica solucion.
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4. Un método de elementos finitos mixto—primal

En esta seccién presentamos una aproximacién de Galerkin del problema (12). Sean
{Tn}n>0 == {Th.the>0U{7h; bn;>0, donde j?}ts ?[hs>0 Y {7Zn; }n;>0 son familias regulares de
triangulaciones de las regiones poligonales €2, y €2, respectivamente, mediante tridngulos T'
de didmetro hp con tamaios de malla hy := max{hr: T € Ty }, hy :=max{hr: T €
Th, } y b= max{hs, hy}, y tal que los vértices de {7s }n.>0 ¥ {Zn, }n;>0 coincidan sobre
Y. También introducimos una particién independiente {f]l,i]g, e ,f]m} de la frontera

himeda ¥ y denotamos h := max{ ]ij| : g € {l,---,m}}. En estas condiciones
definimos los subespacios de elementos finitos HZ , H ,’Z , Q;‘lo y QZ para las incégnitas o,
p, ¢ y v de (12), respectivamente, como:

HY = {7, € H(div; Q) : Thilr € RTo(T)* ®Po(T) curl®br, VT € T}, (18)
Hy = {qn € C(Qy): aqnlr € PU(T) VT € T, }, (19)

Qf == {4, €lCEP: Wil € BIE)P Vie{lm}}.  (20)

Q;Ly = {( —(7)7h %h ) oy € C(Qs)v m|r € P1(T) VT e 7715} ) (21)

donde 7, es la fila i-ésima de 7, (i € {1,2}), RTo(T') es el espacio local de Raviart-
Thomas de orden 0 (cf. [3], [8]), br es la funcién burbuja cibica habitual sobre T' € 7p,,
curl® by = (%, —gl’TTl), C(-) es el espacio de las funciones continuas sobre el correspon-
diente dominio, y, dado un entero £ > 0 y un subconjunto X de R?, P,;(K) denota el espacio
de los polinomios definidos en K de grado < /.

Destacamos que si definimos
Q= {vh € [LQ(QS)]Q: vilr € []P’O(T)]2 VT € 7?15} , (22)

el espacio HP x Q' x QZ constituye el elemento PEERS introducido en [1] para una
aproximacion con elementos finitos mixtos de la elasticidad lineal plana.
Sean
H, = HY x HY, Q= QB‘P x Q). (23)

Entonces, el esquema de elementos finitos mixto—primal asociado al problema de trans-
misién (12) es: Encontrar ((op, pr), (v,,7n)) € Hp x Q; , tales que
A((Uhvph)a(Thth)) + Bl((Thvc.Ih))(Lp}ALv’Yh)) = F(Th7qh) V(T}Mqh) € Hp,

B2<(0h7ph)7<¢fl7nh)) = 0 V(‘/’;}vnh) € Q}Lh'
(24)
La demostracién del siguiente teorema se puede encontrar en [4].

Teorema 4.1 El esquema de elementos finitos mizto—primal (24) poseee una unica solu-
cion ((on,pn), (¥, 7n)) € Hy x Q; . Ademds, si existe un § € (0,1] tal que o €

5
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[H°(Q)]7?, div(e) € [H(Q)]°, p € H'F(Qy), ¢ € [HPXE)? y v € [HO(Q)]P,
entonces se verifica

(e, p), (2,7)) = ((@n,pn): (23 Y Exq < CB [lpll 12252
+ Chw {||UH[H5(QS)]2X2 + Idiv(o)llizsz + Iplla+s@, + ”7||[H5(Qs)]2X2} :
A (25)
con una constante C' > 0 independiente de h y h.

5. Resultados numéricos

En esta seccién presentamos un ejemplo que ilustra la convergencia del esquema de
elementos finitos mixto—primal (24) sobre una sucesién de triangulaciones cuasi-uniformes
del dominio. Denotamos mediante IV el nimero de grados de libertad que define los sube-
spacios de elementos finitos Hy, y Qiz,h' Los errores individuales se definen como:

e(o) == llo —onlla@iv,a.) . o) = llp—pullar(a))

e(p) = le—eillmrmpe v () = v —ullirz@apexz-

También, sean r(o), 7(p), () vy r(v) los ratios de convergencia experimental:

__log(e(a)/e'(a)) __ log(e(p)/e'(p))

r(o) = g (/i) r(p) = log(h/h)
_ log(e(p)/e'(¥)) _ log(e(v)/¢'(7))
r(e) = log(h/I) r(y) = log(h/h)

donde h y h' denotan dos tamanos de malla consecutivos con errores e y e’.

h N e(c) |r(a)|| el |r) || elp) |rlp) | ev) |r(v)

0.0982 1297 || 2.20E-01 | — 1.03E-01 | — | 2.53E-02 | — | 9.42E-03 | —
0.0654 2763 || 1.45E-01 | 1.02 || 6.54E-02 | 1.12 || 1.21E-02 | 1.81 | 5.56E-03 | 1.30
0.0490 4885 || 1.09E-01 | 0.99 || 4.64E-02 | 1.18 || 7.02E-03 | 1.90 || 3.20E-03 | 1.91
0.0321 | 11506 || 6.93E-02 | 1.06 || 2.88E-02 | 1.11 || 2.86E-03 | 2.10 || 1.59E-03 | 1.63
0.0245 | 19616 || 5.30E-02 | 1.00 || 2.23E-02 | 0.95 || 1.97E-03 | 1.39 || 1.19E-03 | 1.09
0.0164 | 43140 || 3.57E-02 | 0.97 || 1.43E-02 | 1.10 || 9.81E-04 | 1.72 || 6.64E-04 | 1.44
0.0123 | 78271 || 2.59E-02 | 1.11 || 1.08E-02 | 0.97 || 5.92E-04 | 1.75 || 4.40E-04 | 1.43
0.0082 | 175630 || 1.73E-02 | 0.99 || 7.10E-03 | 1.03 || 2.96E-04 | 1.70 || 2.55E-04 | 1.34
0.0061 | 310084 || 1.31E-02 | 0.96 || 5.30E-03 | 1.01 || 1.87E-04 | 1.59 || 1.81E-04 | 1.18

Tabla 1: Tamanos de malla h, grados de libertad N, errores y convergencia.

Consideramos los dominios s :=]—0,3,0,3[> y Q¢ := B(0,1) \ 2, donde B(0, 1) es
el circulo unidad, y elegimos los parametros w = 10, ps = pf = A = p = 1, de donde
kf =1y kg = 10. Por otra parte, sean Ko, K1 y K> las funciones de Bessel modificadas

de segunda clase y érdenes 0, 1 y 2, respectivamente, y sea H(()l) la funcién de Hankel de
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Figura 1: Partes real e imaginaria, exacta (azul) y aproximada (puntos en rojo) de ;.

primera clase y orden 0. Entonces, elegimos los datos f y g de manera que la solucién
exacta de (3) sea

—1)2
o) —
u(x) = (o1 - 1) ! Vx € Qs, v px) = Hél)(w|x|) Vx € Qy,
- T% = X(X)

donde 7r; := \/m, (x) := Ko(zwrl)—kwlrl (Kl(zwrl) — %Kl(z‘\”/g)),

y x(x) = Ko(rwry) — %KQ(W\J/Q ). La funcién u es la solucién fundamental, centrada

n (1,0), de la ecuacién elastodindmica, lo cual supone f = 0 en Qg, y p es la solucién fun-
damental, centrada en el origen, de la ecuacién de Helmholtz en 2¢. De esta forma, (u,p)
es solucién de (3) con condiciones de transmision no homogéneas sobre ¥ y condiciones

de contorno adecuadas sobre I'.

En la Tabla 1 presentamos la convergencia del ejemplo elegido para una sucesion
de triangulaciones cuasi-uniformes del dominio Q, U Q ¢. Podemos observar que el error
dominante es e(o), algo bastante frecuente en los esquemas de elementos finitos mixtos.
Destacamos, también, que la convergencia O(h) que predice el Teorema 4.1 (cuando 6 = 1)
se alcanza para todas las incégnitas. Ademds, en algunos casos la convergencia de e(p) y
e(7y) es aun mas rapida que O(h), lo cual puede indicar un fenémeno de superconvergencia
en estas incégnitas o simplemente una caracteristica especial del ejemplo elegido. Final-
mente, en la Figura 1 representamos las partes real e imaginaria de la componente ¢, del
multiplicador desplazamiento (para N = 43140), donde la linea azul de trazo continuo es
la solucién exacta y la solucién aproximada aparece con puntos rojos.
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