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Resumen

Analizaremos un problema de disefio éptimo bidimensional gobernado por una
ecuacién de ondas con un actuador. El problema consiste en encontrar de forma si-
multanea la distribucién espacio-temporal de dos materiales isotrépicos (asociado al
disenio x.1(t,x)) junto a la posicién estética del actuador (asociado al disenio x,2(x)),
de manera que se minimice un cierto coste, que depende en forma cuadrética de las
derivadas del estado.

La falta de soluciones clésicas de estos problemas es conocidas ([12]), por tanto
nuestro trabajo consistird en analizar una apropiada relajacién del problema, la cual
la llevaremos a cabo mendiante el uso de medidas de Young, que nos proporcionan las
microestructuras éptimas (laminados) para ambos disenos. Finalmente son realizados
ciertas simulaciones numéricas sobre el problema relajado.

1. Introduccion

Consideremos 2 C R un intervalo y 7' > 0 un tiempo positivo, las constantes Lo, Lg €
(0,1). Estudiaremos el siguiente problema de diseno 6ptimo:

T
(P)  inf I(le,/l’w)://(u?+]u$\2)da:dt (1)
Xw1’Xw2 0JQ

donde u es la tnica solucién de

ut — Vg ([aXy, + B(1 — X)) |uz) + a(x)Xpyur =0 en  (0,T) x Q,
u=20 en (0,7) x 09, (2)
u(0,2) = up(z), u(0,2) = uy(x) en €,
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con los datos iniciales (up,u1) en HE(Q) x L*(Q), lo cual nos garantiza la existencia y
regularidad de la solucién u de la ecuacién de estado, y d € L®(Q;R™") el actuador tal
que a(z) > a > 0.

Las funciones

Xy € LZ(Q % (0,7);:{0,1}), A, € L7(2;{0,1}),

son las variables de diseno, las cuales representan la colocacién de los materiales (a o
() v el actuador, respectivamente y de forma independiente, solamente ligadas a traves
de la ecuacién de estado. En este sentido cada diseno tiene asociada una restriccion de
volumen indicandonos la cantidad de material y/o actuador que podemos usar, las cuales
escribimos del siguiente modo:

/ X, (t,2)de < Lo|Q, Wte (0,T), Lae€(0,1),
Q

(3)
/ A, (@)de < LalQl,  La € (0,1),
Q

Resaltar la dependencia temporal de los diseno asociados a los materiales (&, (¢, )),
cuyo significado fisico o ingenieril de este tipo de problemas diseno 6ptimo es encontral
la mejor distribucién espacio-temporal de dos materiales dados, cuyo caracter temporal
les hace en la literatura sean conocidos materiales dindmicos, y en cambio un diesnio
estacionario (X, (x) independiente del tiempo) asociado al actuador, cuyo significado fisico
es la presencia de un amortiguador, actuador.

Los problemas de diseno éptimo han sido estudiado en mayor medida bajo leyes elipti-
cas ([1],[2][7]), siendo de muy reciente obtencién algunos resultados para problemas de
disefio 6ptimo con leyes hiperbdliccas ([9],[5],[6]). En el campo de problemas dindmico si
son mas conocidos los problemas de diseno asociados a determinar la mejor posicién de un
actuador ([11],[10],[4]). Con estas notas nos proponemos estudiar un problema de diseno
pionero en este campo donde actian de forma conjunta un disenio asociado a la 6ptima
distribucién espacio-temporal de los materiales y la posicién espacial del actuador (para
un trabajo mas completo en esta linea ver [8]).

Una poderosa herramienta a la hora de estudiar problemas de diseno éptimo es la
teorfa de la Homogeneizacién ([1]), con la cual se han obtenidos importantes avances a
traves del uso de G — convergencia, especialmente cuando el funcional coste no depende
de forma explicita de las derivadas del estado. Siendo este nuestro caso, proponemos un
camino alternativo usando una reformulacién variacional del problema, y estudiando una
relajacion en términos variacionales y usando las medidas de Young ([13]).

2. Formulacion Variacional

Nuestro objetivo serd tranformar el problema (P) en un problema variacional. Para ello
utilizamos la caracterizacién de campos vectoriales con divergencia nula, como la rotacion
de m/2 en el sentido contrario a las agujas del reloj de un campo gradiente ([3]). En este
sentido la ecuacién de estado puede ser escrita en forma de divegerncia como

div( ut + a(x)Xpu , —[aX,, + B(1 — Xy, )]ug ) =0
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donde ahora el operador divergencia es entendido en las variables temporal y espacial, de
este modo usando la caracterizacién de los campos con divergencia nula, la ecuacién de
estado puede ser reescrita como la siguiente restriccién puntual

( —(aX,, + ﬂu(tl — X)) g ) — RVv = —a(z)X,,u (4)

() () ()

Es facil comprobar la identificacién entre los pares (X, X.,) y (u,v), por lo que
consideramos U = (u,v) como nueva variable de diseno. Consideremos las variedades

donde

Ap={AeM>?: M _AYD - RA® = )e1}, y=qa,fand A€R

e (10) (1)

[FOPR, s FeAoUA, ooy =ap

con

v los funcionales

W(t,x,UF) = {

+00, c.C.,
L siFelaoUA, omum
Valt,z, U, F) =1 0, st FelgoUls_omum \ (AaoU N _o@upm)
+o0, c.c.,
1, si ' e A@,Q(I)U(l) U Aa,fa(x)U(l)
Va(t, 2, U, F) = 0, s F € Aol € Mao \ (Ag_a@um U Ao _a@vm)
+o00, c.c.,

entonces el problema de diseno original puede ser reescrito como:

T
min f(U):/O /QW(t,a:,U(x,t),VU(m,t))dx

sujeto a,
UeHY Q% (0,T))2,
UMD (z,0) = uo(z), U (z,0) = ui(z) in Q
UMD =0 in (0,T) x 9Q
Jo Val(t,z, VU(t,z))dz < Lo|QVt € (0,T)
Jo Va(t,z, VU (t,z)) - Vg(0,2, VU (t,z))dx < Lg|QVt € (0,T).

De esta forma el problema de diseno original (P) que escrito como un proboema variacional
vectorial no convexo. Por tanto una relajacién de dicho problema viene dada por la (quasi-
)Jeonvexificacién del mismo.

En esta relajacién cambiaremos la densidad del coste W por su cuasiconvexificacion
restringida CQW ([2]), que se define como
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CQW (t,z,U,F,s,r) = mf{ W(z,t,U, F)dv(A) : v € .A(F,s,r)}

M2><2
con,

A(F,s,1) = {1/ : ves H'-medida de Young F = [} ;5.0 Adv(A),

(7)
Jupzs Vot U, AYdv(A) = 5, [ypos Va(w, U, A)dv(A) =7}

Esta envolvente convexa es dificil de calcular, debido principalmente a que no conoce-
mos explicitamente quién es el conjunto A. En este sentido la estrategia usual a la hora
de obtener dicha envoltura es a traves de la policonvexificacién y convexificacién de rango
uno, cotas inferior y superior respectivamente, y comprobando que coinciden.

Por tanto el objetivo principal de estas notas serd probar que el siguiente problema
variacional

T
(RP) min 1 (U) = /O /Q COW (2.1, U (1), VU (2, 1)) dz

sujeto a,
Uec H' (2% (0,7T))?
UD(z,0) = uy(z), U (z,0) = ui(z) in Q
UMD =0 in (0,7) x 00
Y(x, t, VU (x,t)) = 0,us + v, = a(x)r(x)u(t,x)a.e.(t,z) € Q x (0,T)
0<s(t,x) <1, [os(t,z)de < Lo|Q|VE € (0,T)
0<r(x)<1, [or(z)de< Lg|Q|
donde
CQW(U,F) = [Ful*+ Sls(ﬂl_a)(ﬁFu + B+ (1 - 8)\(1_8)_(16_00(041712 + Fo)?
(F,s) = FiaFo1 + Oés(fs(ﬂl_a)(ﬂFu +Fo)?) + 5(1 - 3)(’(1_3)_(;_0[)(0432 + Fon)f)

es una relajacién del problema de disefio original en el sentido del siguiente teorema

Teorema 1 FEl problema variacional de arriva es una relajacion del problema de diseno
original en el sentido que

i) el infimo de ambos problemas coincide,

i1) el problema relajado admite soluciones dptimas,

i11) la microestructura dptima del problema de diseno original estd codificada en la
solucion del problema relajado (a traves de la medida de Young dptima,).

3. Policonvexificacion

Calculemos la policonvexificaciéon dada por

CPW(t,z,U, F,s,r) = mf{ W(t,z,U, F)dv(A) : v € .A*(F,s,r)}

M2><2
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con,

A*(F,s,r) = {y : v medida de Young que commuta con el determinante
Japoxe Va(t,z, U, A)dv(A) =1, [} jxe Va(t, 2, U, A)dv(A) = s, (8)
F — fMQXQ AdV(A)}.

De v € A*(F,s,r) tenemos la siguiente descomposicién

v==5(Va1+ (1 —1)va0)+ (1 —s)(rvs1+ (1 —r)rgp)

con s0p(Vym) C Ay, v =, 3, n = —a(x)F11,0 (por simplicidad notamos n=1,0)
Notamos

Fon= [ Advyy=a,Bin=0.1
Ay

De la restriccién sobre el primer momento (8)3 junto con que F,,, € A, obteneoms
un sistema de ecuaciones en I}, ,que tendra solucién si y solo si se verifica la condicién de
compatibilidad

FY = pn — F22,
En este caso la solucién es

Fi1 —rsa; —s(1—r)az — (1 —s)(1 —r)ag
(1—39)r

Fy1 + BF12 — (B — a)rsay
(1—=7)s(B8—a)

Fﬁl,ll = ’ }Wc{,()2 =
—F21 — aF12 — (ﬂ — a)r(l — s)a5
(1=r)1=5)(8-a)

5
3 (0,1,0,2,@3,@4,(15) S R°.

1
Fﬁ702 =
Ponemos las variables

%n=/ a3aduy i(A), with 7 = a, 8,0 = 1,0.

V5t

Sy = / a2 dv(A)
M2x2

Usando la propiedad principal de conmutatividad de la medida policonvexa con el deter-
minante

det F = / det Adv(A) = =51 + nr(sFy + (1 — s)F3h) (9)
M2
as(rSa1 + (1 —17)Sa0) + B(1 —5)(rSg1 + (1 —1)Ss0)

del mismo modo la funcién coste puede ser escrita en terminos de las varibles S, , y 51,
que junto con las nuevas restricciones que aparecen a aplicar desigualdad de Jensen a
estas nuevas variales, permiten escribir la policonvexificacién como el siguiente problema
de programacién matematica

{girgmizg S1+5(rSa1+ (1 —=7)Sa0) + (1 —8)(rSs1 + (1 —1)Ss0) (10)
1,90,i,aj
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sujeto a,
det F = —Sl—I—nr(sF;’ll+(1—S)Fﬁ1711)+a3(r5a71+(1—r)Sa70)+5(1—3)(rSg71+(1—r)Sg,o)

Syi > (F)3)?, withy =a,8,i=1,0.5, > (F'')*.

Los valores 6ptimos son alcanzados cuando

Sei=ay = | (BFi2 + Fa1))?,i = 1,2

)

1
s(6—a)
-1
(1—=5)(6—a)

S1=a; =ay = az = |F11 >

Sgi=as = | (aFyy + Fop)?,i = 1,2

y se verifica la siguiente igualdad

FiaFo + GS(\@(ﬁF12 + Fo)?) + B(1 — 3)(’(1_3)_(;_0[)(061’12 + Fy)f?) =0
y el valor 6ptimo es
CPW(U,F) =Pl + sl (9o + )P+ (1= 9) = s (B + Fan)

4. Convexificacion de rango uno

En esta seccion buscamos una medida de Young que sea un laminado de manera que
recupere el valor 6ptimo dado por la policonvexificacion. De las condiciones de optimalidad
tenemos

12)

11) = 5F11a y l/'(y,’i

(
14 =
Or12

y por lo tanto
Vyi=0F,, cony=a,3, i=0,1

Fll Y. ) ( Fll Y. >
F,{= v , F,1= v
7,1 < —y, _Fil _p 7,1 7y, _pu

1 -1
Yo = 7 (BFi2+F1), ys=——>—-
"= - S I
Comprobemos que v = s(rvq,1+(1—r)va,0)+(1—s)(rvg1+(1—r)rgp) es un laminado,
i.e. que existe conexiones de rango ono entre el soporte de las deltas. Se verifica que

(Osz + FQl).

F,1—F,g= ( 8 2 ) =b®ey con b= (0,n),ex = (0,1).

Por otro lado



Un problema de control en los coeficientes para la ecuacién de ondas con un actuador

0 Ya — Yp >
rFo1+ (1 —1)Fao)— (rFg1+ (1 —7)Fgp) =
(rFan+ (1 =7)Fapo) = (rFp1+ (1 —7)Fpo) (ﬁyg—aya 0

por lo que v es un laminado, si y solo si,

0 Yo — Yp > ..
( Bys — Yq 0 (Yo — y3)(BYs — AYa)

despues de algunos célculos elementales se puede comprobar que esta tltima condicién de
determinante nulo es equivalente a la condicién necesaria a que la policonvexificacién sea
finita, i.e., ¥ (F,s,r) = 0.

5. Analisis del problema relajado

En esta seccién nos gustaria analizar el problema relajado (RP), y realizar simulaciones
numéricas del mismo.

Haciendo un anélisis mas profundo del problema relajado (RP), en particular teniendo
en cuenta que es un problema de minimos, y el significado que pueden aportar las res-
tricciones Y(F,s) = 0y ut + vy = a(x)r(z)u(t,x)a.e.(t,z) € Q x (0,7T), la relajacion se
simplificaria a

(],%\]3) mfI (s,7) //(ut (t, )% + uy(t, z) >dxdt (11)

sujeto a

ug — Va((as + B(1 — s))ug) + d(x)r(z)us =0 in (0,7) x Q,

u=20 on (0,7) x 09,
u(0,2) = up(z), u(0,x) = ui(x) in Q, (12)
0<s(t,z) <1, [qs(t,x)de < La|Q in [0,7],

0<r(z) <1, [gr(z)de < LgQ

es mas se tiene que min(RP) = inf (}/B\ﬁ), la falta de convexidad de este tltimo problema
es la que no nos garantiza la existencia del minimo de (EJB) Para més detalles, consultar
(8). N

Presentamos simulaciones numéricas realizadas a (RP). Hemos utilizado un método
de descenso gradiente, y las restricciones de volumen usando multiplicadores de Lagrange.
Consideramos © = (0, 1) y las condiciones iniciales ug(z) = sin(mx),u1(z) = 0
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Figura 1: Densidad 6ptima s en (0,7) x Q para (o, 3,d) = (1,1,1,1) (izqda.), y
(0, 3,d) = (1,4,10) ( dcha).

— (alphabeta,d)=(1,1.1,1)
_______ = = (alpha,beta,d)=(1,4,1)

7 e ~e. “101 (alpha,beta,d)=(1,1.1,10) f{
R S == (alpha,beta,d)=(1,4,10)

Figura 2: - Linea sélida : Densidad 6ptima /™ para ambos casos (izqda.).Evolucién de
la energfa respecto al tiempo, en diferentes casos (dcha.).
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