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Resumen
Analizaremos un problema de diseño óptimo bidimensional gobernado por una

ecuación de ondas con un actuador. El problema consiste en encontrar de forma si-
multanea la distribución espacio-temporal de dos materiales isotrópicos (asociado al
diseño χω1(t, x)) junto a la posición estática del actuador (asociado al diseño χω2(x)),
de manera que se minimice un cierto coste, que depende en forma cuadrática de las
derivadas del estado.

La falta de soluciones clásicas de estos problemas es conocidas ([12]), por tanto
nuestro trabajo consistirá en analizar una apropiada relajación del problema, la cual
la llevaremos a cabo mendiante el uso de medidas de Young, que nos proporcionan las
microestructuras óptimas (laminados) para ambos diseños. Finalmente son realizados
ciertas simulaciones numéricas sobre el problema relajado.

1. Introducción

Consideremos Ω ⊂ R un intervalo y T > 0 un tiempo positivo, las constantes Lα, Ld ∈
(0, 1). Estudiaremos el siguiente problema de diseño óptimo:

(P ) ı́nf
Xω1 ,Xω2

I(Xω1 ,Xω2) =
∫ T

0

∫

Ω
(u2

t + |ux|2)dxdt (1)

donde u es la única solución de





utt −∇x([αXω1 + β(1−Xω1)]ux) + a(x)Xω2ut = 0 en (0, T )× Ω,
u = 0 en (0, T )× ∂Ω,
u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x) en Ω,

(2)
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con los datos iniciales (u0, u1) en H1
0 (Ω) × L2(Ω), lo cual nos garantiza la existencia y

regularidad de la solución u de la ecuación de estado, y d ∈ L∞(Ω;R+) el actuador tal
que a(x) ≥ a > 0.

Las funciones

Xω1 ∈ L∞(Ω× (0, T ); {0, 1}), Xω2 ∈ L∞(Ω; {0, 1}),
son las variables de diseño, las cuales representan la colocación de los materiales (α o
β) y el actuador, respectivamente y de forma independiente, solamente ligadas a traves
de la ecuación de estado. En este sentido cada diseño tiene asociada una restricción de
volumen indicandonos la cantidad de material y/o actuador que podemos usar, las cuales
escribimos del siguiente modo:

∫

Ω
Xω1(t, x)dx ≤ Lα|Ω|, ∀t ∈ (0, T ), Lα ∈ (0, 1),

∫

Ω
Xω2(x)dx ≤ Ld|Ω|, Ld ∈ (0, 1).

(3)

Resaltar la dependencia temporal de los diseño asociados a los materiales (Xω1(t, x)),
cuyo significado f́ısico o ingenieril de este tipo de problemas diseño óptimo es encontral
la mejor distribución espacio-temporal de dos materiales dados, cuyo caracter temporal
les hace en la literatura sean conocidos materiales dinámicos, y en cambio un diesño
estacionario (Xω2(x) independiente del tiempo) asociado al actuador, cuyo significado f́ısico
es la presencia de un amortiguador, actuador.

Los problemas de diseño óptimo han sido estudiado en mayor medida bajo leyes eĺıpti-
cas ([1],[2][7]), siendo de muy reciente obtención algunos resultados para problemas de
diseño óptimo con leyes hiperbóliccas ([9],[5],[6]). En el campo de problemas dinámico si
son mas conocidos los problemas de diseño asociados a determinar la mejor posición de un
actuador ([11],[10],[4]). Con estas notas nos proponemos estudiar un problema de diseño
pionero en este campo donde actúan de forma conjunta un diseño asociado a la óptima
distribución espacio-temporal de los materiales y la posición espacial del actuador (para
un trabajo más completo en esta linea ver [8]).

Una poderosa herramienta a la hora de estudiar problemas de diseño óptimo es la
teoŕıa de la Homogeneización ([1]), con la cual se han obtenidos importantes avances a
traves del uso de G− convergencia, especialmente cuando el funcional coste no depende
de forma expĺıcita de las derivadas del estado. Siendo este nuestro caso, proponemos un
camino alternativo usando una reformulación variacional del problema, y estudiando una
relajación en términos variacionales y usando las medidas de Young ([13]).

2. Formulación Variacional

Nuestro objetivo será tranformar el problema (P) en un problema variacional. Para ello
utilizamos la caracterización de campos vectoriales con divergencia nula, como la rotación
de π/2 en el sentido contrario a las agujas del reloj de un campo gradiente ([3]). En este
sentido la ecuación de estado puede ser escrita en forma de divegerncia como

div( ut + a(x)Xω2u , −[αXω1 + β(1−Xω1)]ux ) = 0
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donde ahora el operador divergencia es entendido en las variables temporal y espacial, de
este modo usando la caracterización de los campos con divergencia nula, la ecuación de
estado puede ser reescrita como la siguiente restricción puntual

(
ut

−(αXω1 + β(1−Xω1))ux

)
−R∇v = −a(x)Xω2 ū (4)

donde

ū =
(

u
0

)
, ∇v =

(
vt

vx

)
, R =

(
0 −1
1 0

)
. (5)

Es fácil comprobar la identificación entre los pares (Xω1 ,Xω2) y (u, v), por lo que
consideramos U = (u, v) como nueva variable de diseño. Consideremos las variedades

Λγ,λ = {A ∈ M2×2 : M−γA(1) −RA(2) = λe1}, γ = α, β and λ ∈ R
con

M−γ =
(

1 0
0 −γ

)
, e1 =

(
1
0

)
. (6)

y los funcionales

W (t, x, U, F ) =
{ |F (1)|2, si F ∈ Λγ,0 ∪ Λγ,−a(x)U(1) , γ = α, β

+∞, c.c.,

Vα(t, x, U, F ) =





1, si F ∈ Λα,0 ∪ Λα,−a(x)U(1)

0, si F ∈ Λβ,0 ∪ Λβ,−a(x)U(1) \ (Λα,0 ∪ Λα,−a(x)U(1))
+∞, c.c.,

Vd(t, x, U, F ) =





1, si F ∈ Λβ,−a(x)U(1) ∪ Λα,−a(x)U(1)

0, si F ∈ Λβ,0∪ ∈ Λα,0 \ (Λβ,−a(x)U(1) ∪ Λα,−a(x)U(1))
+∞, c.c.,

entonces el problema de diseño original puede ser reescrito como:

min
U

Î (U) =
∫ T

0

∫

Ω
W (t, x, U(x, t),∇U(x, t))dx

sujeto a,
U ∈ H1(Ω× (0, T ))2,
U (1)(x, 0) = u0(x), U

(1)
t (x, 0) = u1(x) in Ω

U (1) = 0 in (0, T )× ∂Ω∫
Ω Vα(t, x,∇U(t, x))dx ≤ Lα|Ω|∀t ∈ (0, T )∫
Ω Vd(t, x,∇U(t, x)) · Vd(0, x,∇U(t, x))dx ≤ Ld|Ω|∀t ∈ (0, T ).

De esta forma el problema de diseño original (P ) que escrito como un proboema variacional
vectorial no convexo. Por tanto una relajación de dicho problema viene dada por la (quasi-
)convexificación del mismo.

En esta relajación cambiaremos la densidad del coste W por su cuasiconvexificación
restringida CQW ([2]), que se define como
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CQW (t, x, U, F, s, r) = inf
{∫

M2×2

W (x, t, U, F )dν(A) : ν ∈ A(F, s, r)
}

con,
A(F, s, r) =

{
ν : ν es H1-medida de Young F =

∫
M2×2 Adν(A),

∫
M2×2 Vα(t, x, U,A)dν(A) = s,

∫
M2×2 Vd(x,U,A)dν(A) = r

}
.

(7)

Esta envolvente convexa es dif́ıcil de calcular, debido principalmente a que no conoce-
mos explicitamente quién es el conjunto A. En este sentido la estrategia usual a la hora
de obtener dicha envoltura es a traves de la policonvexificación y convexificación de rango
uno, cotas inferior y superior respectivamente, y comprobando que coinciden.

Por tanto el objetivo principal de estas notas será probar que el siguiente problema
variacional

(RP ) min
U

Î (U) =
∫ T

0

∫

Ω
CQW (x, t, U(x, t),∇U(x, t))dx

sujeto a,

U ∈ H1(Ω× (0, T ))2,
U (1)(x, 0) = u0(x), U

(1)
t (x, 0) = u1(x) in Ω

U (1) = 0 in (0, T )× ∂Ω
ψ(x, t,∇U(x, t)) = 0, ut + vx = a(x)r(x)u(t, x)a.e.(t, x) ∈ Ω× (0, T )
0 ≤ s(t, x) ≤ 1,

∫
Ω s(t, x)dx ≤ Lα|Ω|∀t ∈ (0, T )

0 ≤ r(x) ≤ 1,
∫
Ω r(x)dx ≤ Ld|Ω|

donde

CQW (U,F ) = |F11|2 + s| 1
s(β − α)

(βF12 + F21)|2 + (1− s)| −1
(1− s)(β − α)

(αF12 + F21)|2

ψ(F, s) = F12F21 + αs(| 1
s(β − α)

(βF12 + F21)|2) + β(1− s)(| −1
(1− s)(β − α)

(αF12 + F21)|2)

es una relajación del problema de diseño original en el sentido del siguiente teorema

Teorema 1 El problema variacional de arriva es una relajación del problema de diseño
original en el sentido que

i) el ı́nfimo de ambos problemas coincide,
ii) el problema relajado admite soluciones óptimas,
iii) la microestructura óptima del problema de diseño original está codificada en la

solución del problema relajado (a traves de la medida de Young óptima).

3. Policonvexificación

Calculemos la policonvexificación dada por

CPW (t, x, U, F, s, r) = inf
{∫

M2×2

W (t, x, U, F )dν(A) : ν ∈ A∗(F, s, r)
}
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con,

A∗(F, s, r) =
{

ν : ν medida de Young que commuta con el determinante∫
M2×2 Vd(t, x, U,A)dν(A) = r,

∫
M2×2 Vα(t, x, U,A)dν(A) = s,

F =
∫
M2×2 Adν(A)

}
.

(8)

De ν ∈ A∗(F, s, r) tenemos la siguiente descomposición

ν = s(rνα,1 + (1− r)να,0) + (1− s)(rνβ,1 + (1− r)νβ,0)

con sop(νγ,n) ⊂ Λγ,n, γ = α, β, n = −a(x)F11, 0 (por simplicidad notamos n=1,0)
Notamos

Fγ,n =
∫

Λγ,n

Adνγ,n, γ = α, β, n = 0, 1;

De la restricción sobre el primer momento (8)3 junto con que Fγ,n ∈ Λγ,n obteneoms
un sistema de ecuaciones en Fγ,nque tendrá solución si y solo si se verifica la condición de
compatibilidad

F 11 = rn− F 22.

En este caso la solución es

F 1
β,11 =

F11 − rsa1 − s(1− r)a2 − (1− s)(1− r)a3

(1− s)r
, F 1

α,02 =
F21 + βF12 − (β − α)rsa4

(1− r)s(β − α)

F 1
β,02 =

−F21 − αF12 − (β − α)r(1− s)a5

(1− r)(1− s)(β − α)
, (a1, a2, a3, a4, a5) ∈ R5.

Ponemos las variables

Sγ,i =
∫

Λγ,i

a2
12dνγ,i(A), with γ = α, β, i = 1, 0.

S1 =
∫

M2×2

a2
11dν(A)

Usando la propiedad principal de conmutatividad de la medida policonvexa con el deter-
minante

det F =
∫

M2

detAdν(A) = −S1 + nr(sF 11
α,1 + (1− s)F 11

β,1) (9)

αs(rSα,1 + (1− r)Sα,0) + β(1− s)(rSβ,1 + (1− r)Sβ,0)

del mismo modo la función coste puede ser escrita en terminos de las varibles Sγ,n y S1,
que junto con las nuevas restricciones que aparecen a aplicar desigualdad de Jensen a
estas nuevas variales, permiten escribir la policonvexificación como el siguiente problema
de programación matemática

minimize
(S1,Sγ,i,aj)

S1 + s(rSα,1 + (1− r)Sα,0) + (1− s)(rSβ,1 + (1− r)Sβ,0) (10)
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sujeto a,

detF = −S1+nr(sF 11
α,1+(1−s)F 11

β,1)+αs(rSα,1+(1−r)Sα,0)+β(1−s)(rSβ,1+(1−r)Sβ,0)

Sγ,i ≥ (F 12
γ,i)

2, with γ = α, β, i = 1, 0.S1 ≥ (F 11)2.

Los valores óptimos son alcanzados cuando

Sα,i = a4 = | 1
s(β − α)

(βF12 + F21)|2, i = 1, 2

Sβ,i = a5 = | −1
(1− s)(β − α)

(αF12 + F21)|2, i = 1, 2

S1 = a1 = a2 = a3 = |F11|2

y se verifica la siguiente igualdad

F12F21 + αs(| 1
s(β − α)

(βF12 + F21)|2) + β(1− s)(| −1
(1− s)(β − α)

(αF12 + F21)|2) = 0

y el valor óptimo es

CPW (U,F ) = |F11|2 + s| 1
s(β − α)

(βF12 + F21)|2 + (1− s)| −1
(1− s)(β − α)

(αF12 + F21)|2

4. Convexificación de rango uno

En esta sección buscamos una medida de Young que sea un laminado de manera que
recupere el valor óptimo dado por la policonvexificación. De las condiciones de optimalidad
tenemos

ν(11) = δF 11 , y ν
(12)
γ,i = δF 12

γ,i

y por lo tanto
νγ,i = δFγ,i con γ = α, β, i = 0, 1

Fγ,1 =
(

F 11 yγ

−γyγ −F 11 − n

)
, Fγ,1 =

(
F 11 yγ

−γyγ −F 11

)

yα =
1

s(β − α)
(βF12 + F21), yβ =

−1
(1− s)(β − α)

(αF12 + F21).

Comprobemos que ν = s(rνα,1+(1−r)να,0)+(1−s)(rνβ,1+(1−r)νβ,0) es un laminado,
i.e. que existe conexiones de rango ono entre el soporte de las deltas. Se verifica que

Fγ,1 − Fγ,0 =
(

0 0
0 n

)
= b⊗ e2 con b = (0, n), e2 = (0, 1).

Por otro lado
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(rFα,1 + (1− r)Fα,0)− (rFβ,1 + (1− r)Fβ,0) =
(

0 yα − yβ

βyβ − αyα 0

)

por lo que ν es un laminado, si y solo si,

det

(
0 yα − yβ

βyβ − αyα 0

)
= 0 sii (yα − yβ)(βyβ − αyα) = 0

despues de algunos cálculos elementales se puede comprobar que esta última condición de
determinante nulo es equivalente a la condición necesaria a que la policonvexificación sea
finita, i.e., ψ(F, s, r) = 0.

5. Análisis del problema relajado

En esta sección nos gustaria analizar el problema relajado (RP ), y realizar simulaciones
numéricas del mismo.

Haciendo un análisis mas profundo del problema relajado (RP ), en particular teniendo
en cuenta que es un problema de mı́nimos, y el significado que pueden aportar las res-
tricciones ψ(F, s) = 0 y ut + vx = a(x)r(x)u(t, x)a.e.(t, x) ∈ Ω × (0, T ), la relajación se
simplificaŕıa a

(R̃P ) : ı́nf
s,r

Ĩ(s, r) =
∫ T

0

∫

Ω

(
ut(t, x)2 + ux(t, x)2

)
dxdt (11)

sujeto a

utt −∇x((αs + β(1− s))ux) + d(x)r(x)ut = 0 in (0, T )× Ω,

u = 0 on (0, T )× ∂Ω,

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x) in Ω,

0 ≤ s(t, x) ≤ 1,
∫
Ω s(t, x) dx ≤ Lα|Ω| in [0, T ],

0 ≤ r(x) ≤ 1,
∫
Ω r(x) dx ≤ Ld|Ω|

(12)

es más se tiene que mı́n(RP ) = ı́nf(R̃P ), la falta de convexidad de este último problema
es la que no nos garantiza la existencia del mı́nimo de (R̃P ). Para más detalles, consultar
([8]).

Presentamos simulaciones numéricas realizadas a (R̃P ). Hemos utilizado un método
de descenso gradiente, y las restricciones de volumen usando multiplicadores de Lagrange.
Consideramos Ω = (0, 1) y las condiciones iniciales u0(x) = sin(πx),u1(x) = 0
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Figura 1: Densidad óptima slim en (0, T ) × Ω para (α, β, d) = (1, 1,1, 1) (izqda.), y
(α, β, d) = (1, 4, 10) ( dcha).
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