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Resumen

Construimos un método DIRKN para la resolucién numérica de problemas stiff
oscilatorios cuyas soluciones pueden contener componentes de larga frecuencia y pe-
quena amplitud (componentes stiff). La construccién del nuevo método se basa en
la influencia que tienen estas componentes sobre la solucién numérica proporcionada
por un método RKN incondicionalmente estable, dando lugar a que la precision pueda
verse seriamente afectada a menos que se satisfagan ciertas condiciones algebréicas. El
nuevo método posee 4 etapas, es A-estable, tiene orden algebrdico 4 y orden 2 en las
etapas, y ademas satisface 2 condiciones algebraicas asociadas a las componentes stiff
del problema. Los experimentos numéricos realizados muestran la efectividad del nue-
vo método cuando se compara con otros métodos DIRKN propuestos en la literatura
cientifica para problemas stiff con las caracteristicas mencionadas.

1. Introduccion

En el presente trabajo estamos interesados en la resolucién numérica de problemas stiff
oscilatorios asociados a problemas de valor inicial (PVIs) de segundo orden de la forma

MG+ Kq= f(t,q), q(to) =qo, q¢(to) = do, (1)

donde la matriz de masas M y la matriz de rigidez K son simétricas y definidas positivas,
v ¢ y ¢ representan, respectivamente, la primera y segunda derivadas del vector desplaza-
miento g con respecto al tiempo. Este tipo de problemas surgen en distintas dreas de la
ingenieria y las ciencias aplicadas tales como elastodindmica, mecéanica de estructuras, sis-
mologia o cuando ecuaciones en derivadas parciales (EDPs) de segundo orden en el tiempo
son semidiscretizadas en las variables espaciales. En particular, cuando la malla espacial
es refinada, las EDPs semidiscretizadas dan lugar a PVIs que son arbitrariamente stiff.
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Cuando se aplican métodos explicitos para resolver esta clase de problemas el tamano del
paso de integracién queda limitado por la frecuencia de mayor magnitud (At = O(w;;k ),
lo que da lugar a pasos excesivamente pequenos. Por lo tanto, para una resolucion eficiente
de problemas stiff cuya solucién esta dominada por las componentes de baja frecuencia,

se requiere de un método implicito que sea incondicionalmente estable.

En la literatura cientifica se han propuesto diversos métodos Runge—Kutta—Nystrom
implicitos incondicionalmente estables para resolver problemas stiff (1), siendo la mayoria
de ellos de tipo diagonalmente implicito (DIRKN) (ver ref. [1-4]). El principal atractivo
de los métodos DIRKN proviene de la estructura de su matriz de coeficientes, que da lugar
a una reduccién del coste algebraico involucrado en la resolucién de las etapas internas
cuando se utilizan iteraciones de tipo Newton. Recientemente, Alonso-Mallo et al. [?] han
realizado un detallado andlisis de la estabilidad lineal para métodos RKN y han construi-
do un método DIRKN incondicionalmente estable que presenta un mejor comportamiento
que otros métodos cuando las soluciones de los problemas stiff combinan componentes
dominantes de frecuencias cortas con componentes de frecuencias largas y pequenias am-
plitudes.

El esquema del trabajo es el siguiente: en la seccién 2 realizamos un analisis de la
precisién y las propiedades de fase de los métodos RKN para la resolucién de problemas
stiff. En la seccién 3 hemos construido un método DIRKN A-stable de orden 4 con or-
den 2 en las etapas, que ademds, satisface ciertas condiciones algebraicas asociadas a las
componentes de frecuencias largas y pequenas amplitudes (componentes stiff) que pueden
aparecer en las soluciones de los problemas stiff considerados. En la seccién 4 el nuevo
método ha sido aplicado a la resolucién de distintos problemas oscilatorios de tipo stiff,
v los resultados numéricos obtenidos muestran una importante mejora en el comporta-
miento cuando se comparan con los obtenidos por otros cédigos DIRKN propuestos en la
literatura cientifica [?, ?].

2. Precision y propiedades de fase para métodos RKN

Un método Runge-Kutta—Nystrom (RKN) de s etapas para la integraciéon numérica
del PVI

¢=f(t.q), qlto) =q0, q4(to) = qo, (2)

queda definido por las ecuaciones

s
Q; = qn+cihqn+h22aijf(tn—|—cjh,Qj), 1=1,...,s,

j=1

Gnt1 = Gn+hde+D2 b ftn + cih, Q), (3)
=1

nt1 = dn+h D bifltn +cih, Q)

=1

donde h es el paso de integracion, @Q); son las etapas, y ¢n+1 Y Gn+1 representan aproxima-
ciones a q(tp+1) y 4(tn+1), respectivamente. Para realizar un andlisis de la precisién y las
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propiedades de fase consideraremos el problema modelo
i+w'q=0, w>0, (4)

cuya solucién exacta viene dada por ¢(t) = agcos(fy + wt), donde ag y 6y son constantes
reales determinadas por las condiciones iniciales del problema.

Cuando un método RKN se aplica a la resolucién del problema modelo (4), las ecua-
ciones (3) dan lugar al sistema en diferencias:

gn+1 qn m11(V2) m12(V2)
= M(? . M@0 = , 5
( h Gn+1 ) v ( h Gn ) v ( ma1 (V%) maa(v?) ) )
donde e = (1,..., )T, v=wh, A= (a;;), b= (b;), b= (by),

mi (V) =1 =020 (I +124) te,  mia(v?) =1 - 0207 (I +1v2A) ¢,

(6)
ma1 (v?) = —v2 b1 (I + 12 A) e, mao(v?) =1 —v2b1 (I +v2A) e

De forma similar se obtiene que la solucién analitica del problema (4) con condiciones
iniciales q(t,) = ¢n ¥ 4(tn) = ¢, satisface la relacion:

( q(tn+1) ) cos(v) sin(v) ( qn ) 7)
= 14 .
hq(tn+1) —vsin(v) cos(v) hdn
El comportamiento de la solucién numérica (5) depende de los valores propios de la
matriz de estabilidad M, y las propiedades de estabilidad del método estan caracterizadas
por el radio espectral p(M). Asi, para métodos RKN utilizamos la definicién de intervalo
de estabilidad: I, = {v > 0 | p(M) < 1}, y consideramos que un método RKN es A-estable

si Iy = (0,00). Ademas, el concepto de A-estabilidad para métodos RKN es equivalente a
que se satisfagan las siguientes condiciones:

ldet(M(v?)| <1 vy [tr(M®©?)| < 1+det(M(v?), Vv >0. (8)

A continuacién, analizamos la precisién de métodos RKN incondicionalmente estables
para problemas stiff cuya solucién combina componentes de frecuencias cortas (no stiff)
con componentes de frecuencias grandes y amplitudes pequenas (stiff ).

2.1. Componentes con frecuencias cortas dominantes

En este caso, las componentes de la solucién para el problema (4) son de la forma
q(t) = ag cos(bp + wt), G(t) = —wapsin(fg + wt), (9)

donde w representa una frecuencia corta, y podemos asumir en la practica que el tamano
del paso h utilizado por el método es tal que v = wh es pequenio (v < 1). Considerando
el desarrollo en serie de potencias

(I+1/2A)_1 :I_141/2_1_1421/4_1_“_4_(_1)J‘Ajy2j_,_(9(1/2j+2)7 (10)
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se deduce que para un método RKN de orden p, los coeficientes mij(v2) satisfacen

my1(v?) = cos(v) + O (VP11 myz(v?) = sin(v) + O WP,

(11)

ma1(v?) = —wsin(v) + O (WP*2),  mea(v?) = cos(v) + O (V1) .

Sustituyendo (11) en la solucién numeérica (5) se obtiene

( gn+1 ): COS(Z/) SiIlV(V) < qn >+< CSn )An (12)
I Gn41 —vsin(v) cos(v) h gn, vCSy ’

donde CS,, = ag[cos(Oy + wty,) —sin(Oy + wty,)], A, =0 (VPH).

Comparando (12) con la solucién analitica (7), concluimos que
Gn+1 — q(tng1) = O (VPTY) ) Gugr — 4(tny1) = O (vPH1) (13)

y las componentes de la solucién con frecuencias cortas dominantes se determinan con la
precision indicada por el orden algebraico del método RKN.

2.2. Componentes con frecuencias grandes y amplitudes pequenas

En este caso, las componentes de la solucién del problema (4) son de la forma
q(t) = ecos(bp + wt), 4(t) = —wesin(fy + wt), (14)

donde ahora w es una frecuencia grande (w > 1) y € representa una amplitud pequena
(¢ < 1)). En la préactica, podemos asumir que el tamano del paso h utilizado por los
métodos incondicionalmente estables no es demasiado pequeno, lo que implica que v = wh
es grande (v > 1). En estas condiciones, el método no aproxima bien a la solucién (14) y
los errores numéricos cometidos en la solucién y su derivada quedan limitados por términos
de orden O () y O (we), respectivamente.

Para realizar un analisis asintético similar al caso previo, consideramos la transforma-
cién z = 1/v (2 < 1), y la aproximacion a la solucién se puede expresar como

Gn+1 = 111(2) € cos(Oy + wty,) — r12(2) € sin(Oy + wty,), (15)

donde _ -
ri(z) =mi(z) =1 -bTA e+ (b7 A7%e) 22 4+ O (%),

1—b7A1
mi2(z) _ c N
z z

r2(2) = 0T A 2c) 2+ 0O (2%).

En general 711(z) estd acotado cuando z — 0, pero r12(z) no, y la aproximacién de la
solucién representa términos de orden

dnt1 =0(€)+ 0 (hwe). (16)

Si se satisface la condicién m{, = 1—b7 A=t = 0, entonces r12(z) también est4 acotado
cuando z — 0 y la ecuacién (16) se reduce a g,+1 = O (g). Esto indica que si m{y = 0



Un método DIRKN para problemas stiff oscilatorios de segundo orden

el método introduce errores en la solucién de la misma magnitud que la amplitud de
las componentes stiff. En cambio, si esta condicién no se satisface (m{, # 0), el método
introduce errores en la solucién de orden O (hwe) ¥ gnt1 — q(tnt1) = O (hwe). Si ademds
se satisface la condicién m{; = 1 b7 A~ te = 0, la ecuacién (16) se reduce a g1 = O (£2)
y se introducen errores de magnitud méas pequena en la solucién.

La condicién m{, = 0 ya fue obtenida por Alonso-Mallo et al [?] y garantiza que
la matriz de estabilidad de un método RKN incondicionalmente estable (A-estable o P-

estable) estd uniformemente acotada.

De manera similar, para la aproximacién de la derivada obtenemos
hGn+1 = ro1(2) € cos(bp + wty) — r22(2) € sin(by + wty,), donde

ra1(2) = ma(z) = —=bTA e + (b7 A7%e) 22 + O (%),

maa(z) _1- A=l N

T 4—2 3
~ . (b"A%c) 2+ O (27).

T92 (Z) =
Ahora 792(2) no estd acotada cuando z — 0 y la aproximacién a la derivada incluye
términos de orden

Gnt1 =0 (eh™!) + O (we). (17)

Si se satisface la condicién m3y = 1—bT A71c = 0, entonces ro2(2) estd acotado cuando
z — 0y la ecuacién (17) se reduce a ¢p+1 = O (5 h_l). Asi, esta condicién implica que
sélo se introducen errores de orden O (e A1) y Gni1 — G(tnt1) = O (we). Por el contrario,
si mJy # 0, entonces ¢11 — G(tnr1) = O (we) + O (we) = O (2we).

3. Construcccion del método DIRKN

En esta seccion analizamos la construccién de un método DIRKN A-estable que satis-
face dos de las condiciones algebréicas obtenidas en la seccién 2. El tiinico método conocido
en la literatura que satisface alguna de estas condiciones es el método DIRKN P-stable
determinado en [?]. Consideramos el caso de métodos de cuatro etapas con todos los ele-
mentos de la diagonal iguales, y en particular, estudiamos métodos con orden dos en las
etapas y orden algebréico 4:

Ae:C;, bi=bi(1—c),i=1,2,3 4 (18)
ble =1, e = % bl'e? = % bl'ed = i, VA= i. (19)
Ademids, imponemos las dos condiciones algebraicas (ver seccién 2)
m{y =0, m3y = 0. (20)
Las condiciones (18)-(20) permiten determinar los coeficientes b, b y A en funcién de
los nodos ¢;, i = 1,...,4. Para simplificar el problema, consideramos nodos simétricos:

cas=1—c1,c3=1—co, y los pardmetros c; y co se seleccionan de manera que el método
sea A-estable y tenga constantes del error de truncacién local tan pequenas como sea
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posible. Los valores éptimos que hemos obtenidos son ¢; = 18/25, co = 9/10, y el método
resultante queda definido por la tabla de coeficientes

18 162

25 625

9 729 162

10 5000 625

1 712900273 86510956 162
10 81875000 10234375 625

7 11917747621792  51013639903293 4527479079 162
25 3155357421875 12621429687500 100971437500 625

161 131 131 23
1674 8370 930 93
575 131 131 575
1674 837 837 1674
con constantes del error local || 70 ||a= 1,77 x 1073, || 7®) |lo= 3,82 x 1073,

4. Experimentos Numéricos

En esta seccién evaluamos la efectividad del nuevo método y para ello lo comparamos
con un método DIRKN de recientemente publicacién (ver [?]) y con un método DIRKN
cldsico de cuarto orden determinado en [?]. los métodos utilizados en las comparaciones
se denotan por

o DIRKN(2)12-_992: El método A-estable obtenido en la seccién 3.

o ACM(1)D612: El método P-estable obtenido en [?].

* SHARP(2): El método P-estable obtenido en [?]

Problema 1: El modelo stiff de elastodindmica lineal

f(z,t) = 384 cos(t), = Vw? —

g1(x) = 162%(1 — )% + Esm(uzz:) QQ(x) =0,
hi(t) = O, ha(t) = esin(u) cos(wt),

hs(t) = epcos(wt), ha(t) = epcos(p) cos(wt),

y cuya solucién exacta es u(z,t) = 16x2(1 — x)? cos(t) + e sin(uz) cos(wt). El problema

se ha discretizado en espacio utilizando diferencias centradas de segundo orden sobre una
malla uniforme de tamano Az = 10~3. Este proceso conduce a un problema stiff lineal de
de la forma

§+Kq=F(t), q(to) =q0, dq(to) = qo,
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con 999 ecuaciones. Como valores de los pardmetros hemos elegido w = 10°, ¢ = 1077,
tena = 10, y los resultados numéricos presentados en la Figura 1 se han calculado con
los pasos h = 0,8/2¢, i > 0. Estos resultados muestran que los métodos con orden 2 en
las etapas (DIRKN(2)12_22 y SHARP(2)) proporcionan una mayor precisién en el calculo
de la posicién ¢(t) que el método ACM(1)D6;2 cuyo orden en las etapas es 1. Esto se
debe a que las condiciones de contorno no homogéneas dan lugar a un PVI stiff en el
que los métodos sufren el fenémeno de la reduccién del orden. Para la velocidad ¢(t),
los tres métodos alcanzan aproximaciéon de orden O (we), pero los métodos con orden
2 en las etapas alcanzan este limite de precisién con pasos de integracién més grandes.
En particular, el método DIRKN(2)12_92 es el que proporciona mejor precisién para este
problema, mientras que el método ACM(1)D612 es el que presenta un peor comportamiento
de los tres métodos comparados.

. 0.0
—0.5 4
_9]
MGE(q) ~109
MGE(q)
-3 —1.5 j
_2.04
4
T T 1 —-2.5 T T ]
-1.5 -1.0 —0.5 0.0 -15 -1.0 —0.5 0.0
logy(h) logyo(h)

Figura 1: Curvas de precisién para q(t) y . ¢(t) en el Problema 1. Los métodos comparados
son o—o: DIRKN(2)12_22, o—0: ACM(1)D6;2 y +—*: SHARP(2)
Problema 2: El problema de valor inicial no lineal

. 1+Ek24+w? 1+E>—w? 1, N

q(t) + < 14 k2 —w? 14k24w? q(t) = 5 k= (q1(t) + q2())

e e\T ) 1 we 1 we\ 7’

q(0) = (_§7§> , 4(0) = (\/5 + ERV 2> ;

con w > 0, 0 < k < 1, que representa un modelo formado por dos masas puntuales

conectadas con un muelle flexible no lineal y un muelle rigido lineal. La solucién analitica
de este PVI viene dada por

> ) te [Oatend]

(R —

1 ([ sn(t;k) —ecos (§ 4 wt)

i) =75 ( sn(t; k) + e cos (T + wt) ) ’

y representa un movimiento periédico en términos de funciones trigonométricas y elipticas.
En las comparaciones realizadas hemos tomado los valores de los pardmetros w = 10°,
E =005, =107, teng = 10 y los resultados numéricos presentados en la Figura 2
se han calculado con los pasos de integracién h = 0,8/2°, i > 1. En este problema, los
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resultados numeéricos indican que los métodos alcanzan precisiéon hasta orden O (g) para
la posicién ¢(t) excepto SHARP(2) que no satisface la condicién mY, = 0. En cambio, el
método DIRKN(2)12_92 que es A-estable proporciona una precisién de orden O (we) para
la velocidad ¢(t), mientras que los métodos P-estables (SHARP(2) y ACM(1)D6;2) sélo
obtienen una precisién de orden O (2we) debido a que no amortiguan los errores iniciales.
En particular, el método DIRKN(2)12_22 es el que muestra un mejor comportamiento para
este problema, mientras que el método SHARP(2) resulta ser el menos competitivo de los
tres métodos comparados.

—2 -

—1.5
34 —1.74
4 —-1.9+4 o o o
MGE(q) MGE(q) * * * .
—2.1- /
75 -
—2.3-
76 -
—-2.5 [ : \
7 ‘ ‘ ‘ ‘ -15 -1.0 0.5 0.0
—2.0 -15 -1.0 05 0.0

logyo(h)
log(h)

Figura 2: Curvas de precisién para ¢(t) y ¢(t) en el Problema 2. Los métodos comparados
son o—o: DIRKN(2)12_992, o—0: ACM(1)D6;2 y *—*: SHARP(2)
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