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Resumen

Cuando la matriz de comparacién de una matriz A, M(A), es M-matriz, se dice
que A es H-matriz. Este tipo de matrices aparece, por ejemplo, en la discretizacién
por elementos finitos de ciertas ecuaciones parabdlicas no lineales. Adem4s, esta carac-
teristica garantiza la existencia de precondicionadores para la resolucién de sistemas
lineales por métodos iterativos de tipo Krylov. Aunque son muchas las caracterizacio-
nes de H-matriz que provienen de las de M-matriz invertible, una H-matriz invertible
puede tener una matriz de comparacion singular. En este trabajo utilizamos una carac-
terizacién de H-matriz con elementos diagonales no nulos, tanto si M(A) es invertible
como singular, basada en que p < 1, siendo p el radio espectral de la matriz de Jacobi
de M(A). Proponemos entonces algoritmos para acotar el valor de p y concluir si la
matriz A es H-matriz o no. Se proponen algoritmos para aproximar el valor de p y el
vector de Perron asociado y se demuestra su convergencia para matrices irreducibles.

1. Introduccion

Las H-matrices tienen interés en la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales por
métodos iterativos. Recordemos que las H-matrices se definen como aquellas cuya matriz
de comparacién

—laii| i#]
My ={ ~lai
|ai;]
es M-matriz. Si al definir M-matriz se considera solo el caso invertible, las H-matrices se

pueden caracterizar ([2, 10]) como matrices GSDD, matrices estrictamente diagonalmente
dominantes en sentido generalizado, es decir, cuando existe una matriz diagonal D =
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diag(d;) no negativa (o equivalentemente un vector positivo d = (d;)) de forma que el
producto AD es una matriz estrictamente diagonalmente dominante, esto es

lasidi| > > lagd;|  i=1,2,....n (1)
J#i
Este tipo de H-matrices es denominado de “tipo invertible” en [3]. Son H-matrices inver-
tibles con todos sus elementos diagonales no nulos. Ademas, el radio espectral, p, de la
matriz de Jacobi de su matriz de comparacion es estrictamente menor que la unidad. Es
decir, se tienen las siguientes equivalencias: A es una H-matriz de tipo invertible si, y solo
si, A es GSDD si, y solo si, p < 1.
No obstante, también es frecuentemente utilizada la siguiente definicién de M-matriz
que extiende el concepto al caso singular:

Definicion 1. A es M-matriz si admite una particion A = sI — B donde B es una matriz
no negativa y s < p(B), siendo p(B) el radio espectral de B.

En la definicién anterior, la desigualdad estricta, s < p(B), corresponde a la definicién
de M-matriz invertible, y la igualdad, s = p(B), a la de M-matriz singular ([2, 10]).

La caracterizacién de H-matriz, en este caso, es mds restrictiva y es mas dificil encon-
trar propiedades que incluyan el caso invertible y singular conjuntamente. Es importante
senalar que, aunque la matriz de comparacion sea singular, la H-matriz puede ser inver-
tible, por ejemplo:

Ejemplo 1.
2 2
S

A este respecto, en [3] probamos que hay dos tipos mas de H-matrices: si (A) es el
conjunto de matrices equimodulares con A, es decir,

Q(A) = {B € C™™ © M(B) = M(A)} 2)

las H-matrices de “tipo singular” son aquellas en las que Q(A) contiene solo matrices
singulares y las H-matrices de “tipo mixto” aquellas para las que (A) contiene al menos
una matriz singular (M(A)) y al menos una invertible, como en el ejemplo 1. En [3]
demostramos ademas que la clase de H-matrices de tipo singular se caracteriza por tener
algiin elemento diagonal nulo, y todas ellas son matrices reducibles.

En definitiva, dada una matriz A, para poder determinar si es H-matriz o no, tenemos
lo siguiente:

1. Si algin elemento diagonal es nulo, o no es H-matriz (cuando A es invertible) o lo es
de tipo singular (ella y todas las matrices equimodulares son singulares). Este tipo
de H-matrices es de escaso interés.

2. Si todos sus elementos diagonales son no nulos, calculando la matriz de Jacobi de
su matriz de comparacién, J = J(M(A)), y su radio espectral, p = p(J), se tiene lo
siguiente:

a) si p <1, Aesuna H-matriz (invertible) de tipo invertible
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b) si p>1, Anoes H-matriz

¢) si p=1, A es una H-matriz (invertible o singular) de tipo mixto: su matriz de
comparacién es M-matriz singular, pero alguna matriz en {2(A) es invertible.

Una tdltima referencia importante sobre la caracterizacion de H-matrices que también
se incluye en [3] es sobre la dominancia diagonal. Asi como ya hemos mencionado que las
H-matrices de tipo invertible estan caracterizadas por ser matrices GSDD, el resto de H-
matrices no guarda una clara relacién con la dominancia diagonal en sentido generalizado
no estricto. Es decir, si definimos esta propiedad como sigue:

Definicion 2. Se dice que A es diagonalmente dominante en sentido generalizado, GDD,
si existe una matriz diagonal D = diag(d;) no negativa (o equivalentemente un vector
positivo d = (d;)) de forma que el producto AD es una matriz diagonalmente dominante,
esto es
laid;| > Z la;jd;| 1=1,2,...,n (3)
J#i
Entonces se obtienen los siguientes resultados:

1. Si A es GDD, entonces A es H-matriz (de cualquiera de los tres tipos).
2. Si A es irreducible, A es H-matriz si, y solo si, A es GDD.

Y no se pueden refinar méas las condiciones (salvo incluir otro tipo de condiciones adicio-
nales) como muestran los siguientes ejemplos:

2 20
Ejemplo 2. Ay = | =2 2 0| es invertible, GDD, reducible y H-matriz de tipo mizto.
0 0 1
Una de las filas es estrictamente diagonal dominante.
[2 2 1
Ejemplo 3. A3 = |—2 2 0| es invertible, reducible y H-matriz de tipo mizto, pero no
|0 0 1
es GDD.
Ejemplo 4. A4 = (1) g] es H-matriz de tipo singular (singular y reducible), y es GDD,

siendo una de las filas estrictamente diagonal dominante.

Estos ejemplos ponen de manifiesto que, aunque GDD es una condicién suficiente para
ser H-matriz, no es necesaria (matrices A; y As); exigir que alguna fila sea estrictamente
diagonal dominante no determina ni la clase a la que pertenece ni la invertibilidad de
la matriz (matrices Ay y Ay). Por tltimo, la cldsica definicién de matriz “irreducible-
mente diagonal dominante”, esto es, irreducible, GDD y con alguna desigualdad estricta,
tampoco tiene interés para la determinacion de H-matrices puesto que, con las dos prime-
ras condiciones ya se obtiene que la matriz es H-matriz aunque ninguna desigualdad sea
estricta.

En definitiva, para determinar si una matriz invertible es H-matriz o no, utilizaremos
el radio espectral de la matriz de Jacobi de su matriz de comparacién. Con este método
determinamos a su vez la clase en la que se encuentra y la invertibilidad o no de su
matriz de comparacién. No se podra concluir que la H-matriz es GDD, salvo que se pueda
determinar su irreducibilidad.
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2. Algoritmos para la determinacion de H-matrices

En los trabajos de Li y otros ([7, 8]) y en [6, 9], se proponen diversos algoritmos para
la determinacion de H-matrices basados en la caracterizacién de éstas por GSDD. No obs-
tante, como ya se mostr6 en [4, 5] y posteriormente se muestra en [1], todos ellos pueden
fallar por estancamientos, por overflow, y facilmente son improductivos con matrices redu-
cibles y préximas a la singularidad. En el trabajo de Alanelli y Hadjidimos [1] se propone
un algoritmo y se prueba su convergencia para matrices irreducibles de tipo invertible. En
[4] ¥ [5] se proponen algoritmos de parecidas caracteristicas al anterior pero con un valor a
elegir o calcular autométicamente, el pardmetro e. En [5] se hace un estudio experimental
sobre el valor del pardametro que obtiene mejores resultados, siendo el valor 6ptimo del
orden de 0,1.

Como ya hemos indicado anteriormente, cuando la matriz A tiene algin elemento
diagonal nulo, ésta no puede ser H-matriz invertible, por tanto, a partir de aqui conside-
raremos s6lo matrices tales que

CL”#O i:1,2,...,n
El algoritmo para la determinaciéon de H-matrices que proponemos es el siguiente:

Algoritmo 1 (Algoritmo para determinar si la matriz A es H-matriz).
Pardametros variables: MAXIT (mdzimo nimero de iteraciones) y € > 0.

1. Calcular: Dy = diag(A), B =|DjA|—1, iter=0
2. Calcular: S; = Zj# bij, MAX =méx;S;, MIN =min;S5;

s ST MAX <1, A es H-matriz.
s SiMIN > 1, A no es una H-matriz.

3. Repetir mientras iter < MAXIT:

» Calcular: iter = iter +1, D =diag(S;+¢), B=D"'BD,
S; = Zj# bij, MAX =méx;S;, MIN =min;S;
a) St MAX <1, A es H-matriz. FIN del proceso.
b) Si MIN > 1, A no es una H-matriz. FIN del proceso.

Nétese que, eligiendo € = 1 en el algoritmo 1, se obtiene el algoritmo AH de [1] salvo
sutiles diferencias.

En el algoritmo 1 se calcula la suma por filas de matrices similares a la matriz de
Jacobi J y se detiene el proceso cuando se obtiene que, o bien (paso 3a) p(J) <1y A es
H-matriz, o bien (paso 3b) p(J) > 1y A es no H-matriz. (En el teorema 1 y comentarios
posteriores se establecen las condiciones para la convergencia del algoritmo.) No obstante,
si modificamos los pasos 3a y 3b del algoritmo 1, podemos aproximar el radio espectral
de la matriz de Jacobi, p = p(J), como indicamos a continuacién:

Algoritmo 2 (Algoritmo para calcular p = p(J(M(A))) y su vector propio v).
Parametros variables: MAXIT (mdzimo nimero de iteraciones), € > 0 y TOL (pre-
cision para aproximar p).
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1. Calcular: Dy = diag(A), B =|DsA|—1, Si=3 by, iter=0,
MAX:méx,SZ, MIN:ml'nZSZ, ’U:(’Uz‘), 'UZ':l Vi.

= St MAX — MIN <TOL, p= w y v es un vector propio asociado a
p. FIN del proceso.

2. Repetir mientras iter < MAXIT':

» Calcular:: iter =iter +1, D =diag(S; +¢), B=D7'BD,
Si:Zj;éibij? MAX:méXZSz, MIN:IHI’DZSZ, Ui:Ui-di.

s Si MAX — MIN < TOL, p = w y v = (v;) es un vector propio
asociado a p. FIN del proceso.

La convergencia de los algoritmos 1 y 2 para matrices irreducibles invertibles se de-
muestra a continuacién:

Teorema 1 (Convergencia de los algoritmos). Sea A € C™*™ una matriz irreducible con
todos sus elementos diagonales no nulos y tal que su matriz de comparacion es invertible.
Entonces, con la notacion de los algoritmos 1 y 2, la sucesion S; de la suma de la fila i
de la matriz B, similar a la matriz de Jacobi de la matriz de comparacion de A, converge
a p(J(M(A))) para cada i = 1,2,...n. En consecuencia, para cualesquiera valores de
e>0yTOL >0, tomando MAXIT suficientemente grande, los algoritmos 1 y 2 llegan
a término y sus resultados son correctos.

Demostracion. Como ay; # 0 parai = 1,2,...,n, podemos calcular la matriz de Jacobi de
la matriz de comparacién de A4, J = }diag(A)_lA‘ —1 > 0. Dado € > 0 definimos la matriz
no negativa C' = J + el. Como A es irreducible, la matriz C es irreducible pero también
es primitiva pues tiene algin elemento diagonal no nulo (todos). Con estas condiciones,
podemos aplicar el método de la potencia a la matriz C' comenzando con el vector v(® = ¢
el vector cuyas componentes son unos, es decir, calculando la sucesién de vectores

oF) = =1 — k) (0)
Por ser C' irreducible y primitiva, si {\;}}_; son sus valores propios, se tiene que
AL > o] 2 A3 = - > A

siendo entonces A; el radio espectral de C, p(C). Estas condiciones, junto con el hecho de
que v(9 es un vector positivo, garantizan la convergencia del método de la potencia (ver,
por ejemplo, Teoremas 3.1 y 3.4 de [1]), es decir,

o
h']gn (g_l):)\lzp(C) 1=1,2,...,n

Y;

Por otra parte, utilizando la notacién del algoritmo pero incluyendo el superindice (k) para
denotar la k-ésima iteracién, tenemos que B = J y B®) — D(k)_lB(k_l)D(k), siendo
D) = diag(Si(k_l) + ¢€) y donde SZ-(k) =iz o) para i = 1,2,...,n. En particular,

ij
SZ-(k) = J J ()
; |aii (S(O) +€)<S(1) +6)--~(S.(k_1) +o)

3 3 (2

jai;| (S + ) (S8 4 )+ (ST e
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parat=1,2,...,n.
Se tiene entonces que

oD = 0 — (Z Cz.j> — ch‘j +e] = <SZ-(0) + e)

J#i
y por induccién se obtiene que
v = (504 e sW e (S V1 i=12...n (5)
En consecuencia,
; U,-(k) , (k-1)
p(C)zllgn (kil):lllcrnSi +e i=1,2,...,n

y por ser p(C') = p(J) + €, hemos obtenido que
1fl£ns§’“‘1) =p(J) i=12...n (6)

Queda entonces probada la parte principal del teorema.

Respecto a la convergencia de los algoritmos, tenemos lo siguiente. Al tener el mismo
limite las sumas de cada fila, el criterio de parada del algoritmo 2, MAX — MIN < TOL,
se alcanzard para alguna iteracién y w es una aproximacién de p(J) con un
error (absoluto) menor que TOL. Ademds, el vector v que se calcula en cada iteracién
del algoritmo 2 es una aproximacién del vector propio de J asociado al valor propio p(.J)
(que, con las condiciones impuestas a la matriz A, serd el vector de Perron de J) por lo
siguiente. Llevando al limite las matrices del proceso, se obtiene una matriz B = D~1JD,
donde D es la matriz diagonal resultante de multiplicar las sucesivas matrices diagonales
diag(S; +¢), tal que la suma de todas sus filas es p, es decir, Be = pe. Entonces, si v = De,
que coincide con el limite del vector v que se calcula en cada iteracién del algoritmo, se
tiene que:

Be=D"'JDe=D"1Jv = pe

y, multiplicando por D, obtenemos Jv = pDe = pv, luego v = De es el vector propio
anunciado.

El criterio de parada del algoritmo 1 también se alcanzara ya que, por ser M(A) una
matriz invertible, p(J) # 1, por lo que, a partir de cierta iteracién, o bien S; < 1 para
todo 7 y se detiene en el paso 3a o bien S; > 1 para todo i y se detiene en el paso 3b. La
determinacién de H-matrices queda entonces garantizada. O

Nota 1: En los pasos 3a y 3b del algoritmo 1 se ponen desigualdades no estrictas, es
decir, se admite MAX =10 MIN = 1, por lo siguiente. En primer lugar, si en alguna
iteracién se obtiene por azar que M AX = MIN, se ha obtenido el limite del proceso; esto
significa que p(J) = MAX = MIN y el algoritmo 1 se detendra necesariamente en alguno
de los dos pasos con la observacién adicional de que, si MAX = MIN = 1, se detendréd en
el primero, concluyendo que A es H-matriz (de tipo mixto), resultado correcto puesto que
p(J) = 1. Esto significa que el algoritmo 1 puede determinar H-matrices aunque no se
verifique la condicién de invertibilidad de la matriz M (A).
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En segundo lugar, cuando no se obtiene la igualdad en la suma de las filas, es conocido
que, al ser J una matriz no negativa e irreducible,

min S; < p(J) < méx S; (7)

siendo ambas desigualdades estrictas o las tres cantidades idénticas. Al no ser iguales, si
min S; = 1 y maxS; > 1, se tiene que p(J) > 1y A no es H-matriz; y si mdxS; = 1y
minS; < 1, p(J) <1y A es H-matriz.

Nota 2: Respecto a las concidiones impuestas a la matriz A para la convergencia del
algoritmo, es importante tener en cuenta lo siguiente. Que los elementos diagonales sean no
nulos es directamente comprobable y, si no se verifica, ya hemos comentado que la matriz
no es H-matriz o lo es del tipo singular. Sobre la singularidad de M(A) ya hemos hecho
alguna observacién en el apartado anterior. Por tultimo, si A es reducible, el algoritmo
1 puede proporcionar un resultado y este serd correcto puesto que la desigualdad (7) es
valida para toda matriz no negativa. Esta posibilidad es frecuente; por ejemplo cuando los
bloques irreducibles diagonales de su forma candnica son del mismo tipo, es decir, todos
ellos son H-matrices o no lo es ninguno.

Respecto a la comparacién entre el Algoritmo AH de [1] y el Algoritmo 1, es decir, si
otras elecciones distintas de ¢ = 1 producen mejores o peores resultados, debemos decir que,
usando las matrices particulares definidas en [1], al ser matrices de pequena dimensién, la
diferencia en el nimero de iteraciones, si la hay, es pequena, habiendo casos en que el valor
6ptimo es € = 1 (Ejemplo 7 de [1]) y casos en los que se obtienen mejores resultados con
un valor diferente (Ejemplo 6 de [1], con e = 0,5). Una extensa comparacién de resultados
con matrices de mayor dimension y distintos valores y férmulas de calculo del parametro
se puede ver en [5] donde se concluye que, en general, se obtiene la determinacién con un
menor numero de iteraciones tomando € =~ 0,1.
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