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Resumen

En este trabajo se aplican esquemas numéricos bidimensionales de alto orden (ver
[5]) empleando el método de volúmenes finitos, para la modelización del transporte
inerte de una sustancia en un fluido, como por ejemplo, el vertido de contaminantes.

El modelo matemático consiste en un sistema acoplado de aguas someras y una
ecuación que modela de transporte inerte de una sustancia. Dicho acoplamiento in-
troduce un nuevo campo linealmente degenerado en el sistema. Además, si el vertido
ocupa sólo una porción de fluido, la frontera del mismo se propaga como una dis-
continuidad de contacto (ver [11]). En consecuencia, para aproximar con precisión
la evolución de un vertido es necesario desarrollar métodos numéricos que capturen
adecuadamente las discontinuidades de contacto.

En este trabajo presentamos un método de volúmenes finitos de alto orden bidi-
mensional basado en técnicas de reconstrucciones de estados. Concretamente hemos
empleado una técnica de tipo MUSCL discontinua que garantiza orden 2. Finalmente,
se presentan algunos tests numéricos.

1. Ecuaciones de aguas poco profundas con transporte de
contaminantes

El modelo matemático que modela el transporte de contaminantes resulta de acoplar
las ecuaciones de aguas someras y una ecuación de transporte:
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donde las incógnicas del problema son la altura de la columna del agua h(x, t), el caudal
q(x, t) = (qx(x, t), qy(x, t)) y la concentración de contaminante C(x, t), donde H es la
batimetŕıa del fondo medida desde un nivel de referencia, σ(x, t) son las fuentes emisoras
(medida en m2/seg) y Cσ la concentración de sustancia en dichas fuentes.

El sistema (1) puede escribirse como un sistema 2D no conservativo,
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donde W (x, t) : O× (0, T ) → Ω ⊂ RN , O es un dominio acotado de R2, Ω es un conjunto
convexo de RN , Ai : Ω → MN×N funciones regulares y localmente acotadas.

Dado un vector unitario η = (ηx, ηy) ∈ R2 se define: A(W,η) = Ax(W )ηx +A2(W )ηy.
Suponemos que el sistema (2) es hiperbólico tal que, para todo W ∈ Ω ⊂ RN y ∀ η ∈ R2, la
matriz A(W,η) tiene N autovalores reales: λ1(W,η) ≤ . . . ≤ λN (W,η), siendo Rj(W,η),
j = 1, . . . , N los autovectores asociados. En consecuencia A(W,η) es diagonalizable:
A(W,η) = K(W,η)L(W,η)K−1(W,η), donde L(W,η) es la matriz diagonal cuyos coe-
ficientes son los autovalores de A(W,η) y K(W,η) es la matriz cuyas columnas son los
vectores Rj(W,η), j = 1, . . . , N .

En este caso los autovalores del sistema son λ1 = u ·η−√gh‖η‖, λ2 = u ·η, λ3 = u ·η,
λ4 = u · η +

√
gh‖η‖. Nótese que el sistema acoplado (1) posee dos campos linealmente

degenerados.

2. Métodos de volúmenes finitos de alto orden basados en
reconstrucciones de estado

Para discretizar el sistema (2), descomponemos el dominio computacional en celdas o
volúmenes de control, Vi ⊂ R2, que supondremos poĺıgonos cerrados. Se usa la siguiente
notación: dado un volúmen finito Vi, Ni es el conjunto de ı́ndices j tales que Vj es el
vecino de Vi, Eij es la arista común de dos celdas vecinas Vi y Vj , y |Eij | su longitud,
ηij = (ηij,x, ηij,y) es el vector unitario normal a la arista Eij y que apunta hacia la celda
Vj (ver Figura 1).

La discretización del sistema (2) se lleva a cabo mediante un esquema de volúmenes
finitos (ver [6]). Si W (x, t) es la solución exacta denotaremos por W

n
i el promedio de la

solución en tn,

W
n
i =

1
|Vi|

∫

Vi

W (x, tn)dx,
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Figura 1: Volumen finito general.

Wn
i representará la aproximación de W

n
i en tn, es decir, Wn

i ' W
n
i .

Dado un volumen Vi denotaremos por Pi el operador de reconstrucción sobre el vo-
lumen. En concreto, Pi dependerá de una familia de valores {Wj}j∈Bi , donde Bi es un
conjunto de ı́ndices de volúmenes de control vecinos o próximos a Vi (ver [5]). Cuando los
valores de la sucesión dependan del tiempo, denotaremos al operador de reconstrucción
por P t

i .
Dado el vector ηij que apunta al volumen Vj , denotaremos por W−

ij (t, s) y W+
ij (t, s)

∀s ∈ Eij , al ĺımite de P t
i (P t

j respectivamente) cuando x tiende a s a través de Vi (Vj

respectivamente):

ĺım
x → s

x · ηij < kij

P t
i (x) = W−

ij (t, s), ĺım
x → s

x · ηij > kij

P t
j (x) = W+

ij (t,x).
(3)

2.1. Método 2D de volúmenes finitos de alto orden

Consideramos el siguiente esquema numérico de alto orden, independiente del operador
de reconstrucción empleado (ver detalles en [5]):
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(4)

donde wl, l = 1, . . . , n(r̄), denota los pesos de una fórmula de cuadratura asociada a la
integral 1D sobre la arista Eij . Si mediante xl se denotan los puntos sobre la arista Eij

de la fórmula de cuadratura, entonces W±
ij,l(t) = W±

ij (t, xl). En la práctica esta fórmula se
elige en función del orden del operador de reconstrucción de estado: si por r̄ denotamos
el orden de la fórmula de cuadratura, entonces r̄ > p, siendo p el orden del operador de
reconstrucción en las aristas de los volúmenes finitos.

Mediante Aij se denota la matriz de Roe asociada al problema 1D no conservativo
proyectado sobre la arista Eij . El producto no conservativo A(W )Wx del problema 1D
proyectado hace dif́ıcil la definición de solución débil para esta clase de sistemas. En la
teoŕıa desarrollada por Dal Maso, LeFloch y Murat (ver [4]) se introduce una definición de
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productos no conservativos como medidas de Borel, basada en la selección de una familia
de caminos en el espacio de fases. También debe elegirse en este caso una familia de caminos
para definir la matriz de Roe (ver [8]). En este trabajo hemos considerado un operador de
reconstrucción de estado de orden dos para mallas no estructuradas, propuesto en [5].

2.2. Reconstrucciones de orden dos sobre mallas no estructuradas bidi-
mensionales

Por simplicidad supongamos que tenemos volúmenes finitos de tipo arista (ver [6]).
Un volumen de tipo arista lo podemos escribir como Vi = Ti,1 ∪ Ti,2 ∪ Ti,3 ∪ Ti,4, donde
Ti,k, k = 1, 2, 3, 4, son triángulos (ver Figura 2) definidos por Ci (punto medio de la arista
sobre la que se construye el volumen finito de tipo arista) y las cuatro aristas del volumen
de control. Sean bi,k, k = 1, 2, 3, 4, los baricentros de estos triángulos, respectivamente.

Figura 2: Triángulos que forman el volumen finito de tipo arista Vi.

Se considera el siguiente operador de reconstrucción Pi(x) de orden dos (ver [5]),
definido como

Pi(x) = W i + p(x), con p(x) = ∇Wi(x−Ni). (5)

donde ∇Wi es una aproximación al menos de primer orden del gradiente de la solución

W (x), y Ni al punto definido por: Ni =
4∑

k=1

|Ti,k|
|Vi| bi,k.

Si por ∇W|Tj
denotamos la estimación del gradiente sobre Tj , se considera la siguiente

aproximación, de segundo orden, del gradiente de la solución en Ni (ver [5]),

∇Wi ≈

4∑

j=1

|Tj |∇W|Tj

4∑

j=1

|Tj |
. (6)

Es frecuente que en la aproximación numérica de sistemas hiperbólicos como los consi-
derados en este trabajo, la solución presente discontinuidades. A fin de obtener un operador
de reconstrucción que aproxime con orden dos la solución en zonas regulares y que al
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mismo tiempo capture las regiones donde W (x) sea discontinua, es necesario modificar el
operador de reconstrucción (5), usando para ello una función limitadora de pendiente.
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Figura 3: Evolución de la concentración de contaminante en diferentes instantes. Sección
longitudinal central.

3. Experimentos numéricos

3.1. Transporte de contaminante en un canal rectangular con fondo
plano

Este test bidimensional estudia la evolución de una mancha de contaminantes de forma
circular que se arrastra con velocidad constante en un canal rectangular de dimensiones
75 m× 30 m. Las condiciones iniciales son:

h(x, y, 0) = 2, qx(x, y, 0) = 10, qy(x, y, 0) = 0;

y la concentración inicial de contaminante viene dada por,

C(x, y, 0) =

{
0,5 si (x− 15)2 + (y − 15)2 ≤ 36,

0 en otro caso.

Suponemos además que no existen fuentes emisoras.
La condición CFL es igual a 0,8. Empleamos una malla estructurada de 9000 volúmenes

finitos. Se impone el caudal q = (10, 0). Como condiciones de contorno se imponen condi-
ciones libres en las fronteras correspondientes a la recta x = 0 y x = 75. En las paredes
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laterales se impone la condición de deslizamiento q · η = 0. Con estos datos se deja evolu-
cionar el experimento hasta t = 10 segundos.

La solución exacta viene dada por un ćırculo que se desplaza a velocidad constante en
la dirección del eje X, vx =

qx

h
= 5 m/s. En la Figura 3 se presenta una comparativa en

la sección longitudinal central entre la solución exacta, la solución aproximada empleando
un método de orden 1 (Roe) y la solución aproximada mediante el esquema de la sección
2.2. Se aprecia como con el esquema de orden 2 se consigue mantener la concentración
inicial 0, 5 y se preserva mejor la frontera que delimita el contaminante. En la Figura 4
se presenta una comparativa mediante curvas de nivel entre la difusión del contaminante
empleando Roe y el método 2.2.

0 10 20 30 40 50 60 70
0

5

10

15

20

25

30

Esquema de orden 2

0 10 20 30 40 50 60 70
0

5

10

15

20

25

30

Roe

(a) Tiempo 5 seg.

0 10 20 30 40 50 60 70
0

5

10

15

20

25

30

0 10 20 30 40 50 60 70
0

5

10

15

20

25

30 Esquema de orden 2

Roe

(b) Tiempo 10seg.

Figura 4: Evolución del contaminante (de arriba abajo Roe vs. reconstrucción de segundo
orden): curvas de nivel.

3.2. Transporte de contaminante en un canal rectangular con fondo va-
riable

Este test se lleva a cabo en un canal rectangular de dimensiones 75m× 30m. El fondo
del canal presenta un bump que viene dado por la siguiente función:

B(x, y) = e−0,075·(x−37,5)2 . (7)

Se supone inicialmente un contaminante ocupando un ćırculo de centro (15, 15) y radio 6
m. Suponemos inicialmente un flujo constante de q = (1, 0) y una superficie libre constante
de 3 m. de altura en su zona más profunda. Como condiciones de contorno se impone una
condición de deslizamiento q · n = 0 en las fronteras y = 0 e y = 30, y condiciones libres
en x = 0 y x = 75. Se considera CFL = 0,8 y se deja evolucionar la simulación hasta el
tiempo t = 120 seg. En la Figura 5 se presentan los resultados obtenidos empleando Roe
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(a) Roe 65 seg. (b) Roe 120 seg.

(c) Esq. de orden2, t=65 seg. (d) Esq. de orden2, t=120 seg.

Figura 5: Evolución de la concentración de contaminante en diferentes instantes.
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Figura 6: Evolución de la concentración de contaminante: sección longitudinal central (Roe
vs. esquema de orden 2).

y el esquema 2.2. Las figuras 5-(a) y 5-(b) corresponden al resultado obtenido empleando
el método de Roe. En las figuras 5-(c) y 5-(d) se muestra la evolución del contaminante
empleando el esquema de reconstrucciones de orden 2.

En la Figura 6 se muestra la comparativa entre el esquema de Roe y el esquema 2.2
a lo largo de una sección longitudinal central. En ĺınea punteada se muestra el resultado
obtenido con el esquema de Roe y en ĺınea continua se muestra el resultado empleando el
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esquema de reconstrucciones de estado de orden 2.
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[3] M. J. Castro, J. A. Garćıa , J. M. González, C. Parés. A parallel 2D finite volume scheme for
solving systems of balance laws with nonconservative products: application to shallow flows. Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering. 195(19–22), 2006.

[4] G. Dal Maso, P.G. LeFloch, F. Murat. Definition and weak stability of nonconservative products.
J. Math. Pures Appl. 74: 483–548, 1995.

[5] A.M. Ferreiro Ferreiro. Desarrollo de técnicas de post-proceso de flujos hidrodinámicos, modelización
de problemas de transporte de sedimentos y simulación numérica mediante técnicas de volúmenes
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