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Resumen

Dado un par de matrices que representa un sistema lineal controlable, estudiamos
las clases de equivalencia por la accién individual o combinada de realimentaciones y
cambio de variables de estado y de entrada, asi como sus intersecciones. En particular,
demostramos que son variedades diferenciables y calculamos sus dimensiones.

1. Introduccion

Es conocida, en condiciones bastante generales, la estructura geométrica de las érbi-
tas generadas por la accién de un grupo en una variedad diferenciable. Resulta natural
por lo tanto preguntarse por las relaciones geométricas en el caso de considerar diver-
sos subgrupos, es decir, la estructura geométrica de las diferentes subdrbitas, asi como
sus intersecciones (que en general no serdn una 6rbita). Aqui tratamos esta situacién en
el caso de pares de matrices que representan sistemas lineales, considerando diferentes
transformaciones: cambios de base en el espacio de estados y en el espacio de entrada, y
realimentaciones.

De forma natural consideramos las clases de equivalencia asociadas a cada una de
estas transformaciones o a varias de ellas y nos preguntamos por las relaciones geométri-
cas entre ellas, tales como la codimension relativa en cada caso o sus intersecciones. En
particular, esta estructura geométrica nos proporciona diferentes niveles de clasificacion
de los sistemas lineales asociados. Asi, una clase de equivalencia abierta densa (con res-
pecto a la semejanza por bloques, por ejemplo) se puede particionar si no se permiten
realimentaciones, o incluso més si sélo se consideran cambios en el espacio de estados.



A. Compta, J. Ferrer, M. Pefia

El punto de partida es la estructura diferenciable de cada clase de equivalencia, que
se deriva del Lema de la Orbita Cerrada. El célculo de sus dimensiones se basa en las
técnicas de Arnold de deformaciones versales, es decir, variedades transversas a las clases
(o 6rbitas) consideradas en alguna otra menos fina. De hecho, utilizamos los resultados
de [2] y [3] para obtener deformaciones ’adaptadas’ con patrones similares, de tal modo
que diferentes familias de parametros son responsables de la correspondiente deforma-
cion. Ademds, proporciona una parametrizaciéon adaptada local de las diferentes clases de
equivalencia.

Con respecto a las intersecciones, en general éstas no tienen porque ser una érbita, ni
siquiera una variedad diferenciable. En nuestro caso, lo son gracias a que se cumplen las
condiciones de transversalidad y ademas es posible en cada caso una descripcién particular
como Orbita con respecto a subgrupos apropiados.

2. Preliminares

Sea M = C"* x C™™ la variedad diferenciable de pares de matrices M = {(A,B) :
AeC” Be Cr*mYt y M* el subconjunto abierto denso de M formado por los pares
controlables con rango B = m, es decir, los pares controlables de rango mdximo.

La semejanza por bloques habitual (o equivalencia BK) viene inducida por la accién

del grupo: G ={g= < }92 3“ ) : S €Gl,, T € Gly, R e C*"}.

S 0

g*(A,B)=S"A,B) ( BT

) = (S7'AS + S7'BR,S7'BT),
de manera que la clase de equivalencia BK de un par (4, B) es la érbita
Opr(A,B)={g=*(A,B):g€G}.

Las acciones de S, T, R se llaman respectivamente cambio de las variables de estado,
cambio de las variables de entrada y realimentacion. De forma natural, podemos considerar
los subgrupos relativos a sélo alguna de estas acciones y sus correspondientes érbitas.

Definicién 2.1 Sea (A, B) € M. Se consideran las siguientes subdrbitas de Opi (A, B):
1. Ogr(A,B) = {(S™'AS,S™'BT): S € Gl,,, T € Gl,,} cuando R = 0.

Osgr(A,B) = {(S7'AS+ BR,S7'B) : S € Gl,, R € C"™*"} cuando T = I,,,.

Orr = (A+ BR,BT) cuando S = I,.

Os(A,B) = {(S7'AS,S™'B): S € Gl,,} cuando R=0 y T = I,,.

Or(A,B)={(A,BT): T € Gl,y} cuando R=0y S = I,.

S T T

Or(A,B) ={(A+BR,B): Re C"™"} cuando S = I, y T = I,.

Nuestro objetivo es el estudio de estas 6rbitas y sus intersecciones. Se deduce direc-
tamente del Lema de la Orbita Cerrada que todas las 6rbitas anteriores son variedades
diferenciables.
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Tal y como ya hemos comentado, nos restringiremos al caso genérico de pares controla-
bles de rango maximo. Es conocido que estos pares se pueden reducir a la siguiente forma
canénica BK. Introducimos previamente algunas notaciones.

Notacién 2.2 1. E, = (0...010...0)", donde el coeficiente de valor 1 estd en la po-
sicion p, y cuyo tamano corresponde al contexto.

2. Ny =(0,E1,...,Ey,_1) es el bloque nilpotente superior de tamario p.

Definicién 2.3 Dado un par controlable de rango mdzimo (A,B) € M* y k1 > ko >
oo > ky > 0 sus indices de controlabilidad, existe otro par (A¢, B.) en su drbita BK tal
que

(Ac, Bc) = (diag(Nkl,NkQ, . ,Nkm), (Ell,ElQ, ceoy Elm)),

donde l; =375 k;.

(A, Be) se denomina forma candnica de Brunovsky de (A, B).

Dividiremos también en bloques de la misma forma los pares (C, D) € M ligados a un
par controlable de rango maximo (A, B) con indices de controlabilidad k1 > kg > -+ >
kmy > 0:

C = (C@j)lgm‘gm, Cm‘ S Ckiij, D= (Dl,DQ, R ,Dm), Di e C™.

Cuando aparezca 0 en un bloque de una matriz, serd un bloque nulo del tamano
correspondiente (puede ser nulo).

Las siguientes familias de matrices parametrizadas divididas en los bloques anteriores
se utilizaran posteriormente:

Definicién 2.4 1. Dado A, Ag € C"*" y By, Bs € C™™ con & jp, Bi jp: Vij»0ijl €

C tal que
Aai,]’ = Eki . (OCi,j,h Oéi’j’Q, . ,Oéi7j7ml’n{ki7kj}, 0).
Agij = Ey, - (Oaﬁi,j,k‘j—k‘i-i-l’ ... ,ﬁi,j,kj) st k; <kj, y Ag;; =0 en caso contrario.

Byj = 2 ksk; Vi Bk
Bs; = Zl§i<j§m Eglgkw i1 Ek,—1, donde k; ; = max{0,k; — k; — 1}.
2. Denotamos el nimero de pardmetros de A, Ag, By, Bs por
na = 1 min{k;, kj} =371 (20 — 1k;.
ng =35 max{0, k; — k;}.
Ny = Zzljzl [ij, donde I';;=1 si ki>k;j, y 0 en caso contrario.
ng ="y maz{0,k; — kj — 1}.

Observacién 2.5 Es fdcil comprobar que no+ng = nm, ny+ns=ng, ng+ny+ns=
nm.

Ejemplo 2.6 Si k; = 6,ky = 3,k3 = kg = 2, y el par (A, B.) es la forma canénica de
Brunovsky correspondiente, entonces A. + A, + Ag y Be + By + Bs son, respectivamente,
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0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
a1, 1,12 Q11,30 114 Q11,50 0116 | 12,1 122 123 | @131 (1,32 | 14,1 (1,42

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
o211 Q212 0213 P24 B21s  P2a6 | 021 Q222 Q223 | 0231 Q232 | 0241 (242

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
o311 @312 (313 P14 B315 P36 | o321 o322 (323 | @331 Q332 | 0341 Q342

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

o1 a2 Ba13z Para Baxs Paie | ou21 sz Ba23 | 431 432 | 441 Q442

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 01,3,3 | 01,4,3
0| 01,22 | 61,32 | 01,42
0| d1,21 | 01,31 | 01,41
L] m2 | M3 | a4
0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 Y2,3 Y2,4
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1

3. Las orbitas Og,0Or y Og

En primer lugar observamos que, para pares controlables de rango maximo, la accién
individual de las matrices de la forma S,T y R es simple, generando érbitas de dimensién
constante.

Proposicién 3.1 Sea (A, B) € M; entonces
1. Si (A, B) es controlable, dim Og(A, B) = n?.
2. Si B tiene rango mdzimo, dim Or(A, B) = nm.
3. Si B tiene rango mdzimo, dim Or(A, B) = m?.

Estamos interesados en las intersecciones de las érbitas anteriores y en la acciéon com-
binada de las matrices de la forma S, T y R. De hecho, centramos nuestra atencion en los
casos en que la acciéon por S estd involucrada debido al hecho trivial que:

Proposicién 3.2 Sea (A, B) € M* un par controlable de rango mdzximo; entonces
1. Or(A,B)NORr(A,B) ={(A,B)}.
2. dim Org(A, B) = dim Or(4, B) + dim Og(A, B) = m? + nm.
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4. La orbita OBK

Recordamos que la accién triple de S,T y R corresponde a la semajanza por blo-
ques habitual. La estructura geométrica de las orbitas BK ha sido estudiada en [2]. En
particular, para un par controlable de rango maximo, se cumple:

Teorema 4.1 [2] Dado un par controlable de rango mdzimo (A, B) € M* con indices de
controlabilidad k1 > ko > -+ > k,, > 0, entonces

dim Opg (A, B) = n® + nm — n;.

Si (A¢, Be) es su forma candnica de Brunovsky, una deformacion miniversal respecto a
BK de (A, Bc) en M* es la variedad lineal de dimension ns:

(Aa BC) + {(07 B5)}5'

5. Las orbitas Ogr y Ogg

Basaremos el estudio de las 6rbitas Ogr v Oggr en el siguiente resultado, que es una
consecuencia directa de los teoremas (2.2) y (2.3) de [3]:

Teorema 5.1 [3] Sea (A, B) € M* un par controlable de rango mdximo con indices de
controlabilidad ky > ko > -+ > kp, > 0, y (Ac, Be) su forma reducida BK. Entonces:

1. (A, B) es S equivalente a
(Ao, Bo) = (Ac, Be) + (Aa, B’YO)

para adecuados valores ag, o de los pardmetros en (2.4) y tal vez una permatucion
de las columnas de By.

2. Una deformacion miniversal respecto a S de (Ao, By) en su orbita BK viene dada
por la variedad lineal de dimension (nq + ny):

(Ao, Bo) + {(Aas By)}ay-

Esta deformacién miniversal presenta la siguiente peculiar propiedad: los parametros
v, v sélo ellos, pueden ser eliminados por la accién de T; y andlogamente, los pardmetros
a, y solo ellos, por la accion de R. Por lo tanto:

Proposicién 5.2 Dado un par controlable de rango mdzimo (A, B) € M*, se cumple
dim Ogr(A, B) = n?+ Ny, dim Oggr(A, B) = n? + ng.

En particular, obsérvese que son constantes en cada érbita BK.
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6. Las intersecciones OsNOr y OrNOg

A continuacién estudiamos la interseccién de las érbitas de la seccién 3. En general,
una intersecciéon de orbitas no tiene porque ser una oOrbita, ni tan siquiera una variedad
diferenciable. Veamos en primer lugar que este hecho se cumple en nuestro caso debido a
que las condiciones de transversalidad se verifican.

Proposicién 6.1 Sea (A, B) € M* un par controlable de rango mdzimo con indices de
controlabilidad k1 > --- > k,, > 0. Entonces las siguientes intersecciones son subvarieda-
des diferenciables de Opk (A, B) y:

dim(Og(A, B) N Or(A, B)) = m? — n., dim(Og(A, B) N Og(A, B)) = ng.

Claramente, dados dos subgrupos generales G y Go, la interseccién de sus Orbitas
no es la érbita con respecto a G; N Go. Por ejemplo, la interseccién del subgrupo S y el
subgrupo T es simplemente la matriz identidad. De hecho, no tiene porque ser una oOrbita.
Sin embargo, veamos que las intersecciones de (6.1) son érbitas con respecto a la accién de
subgrupos apropiados que dependerdn del par (A, B): vamos a describirlos explicitamente
en el caso de pares (A., B.) en forma de Brunovsky.

Proposicién 6.2 Sea (A, B) € M* un par controlable de rango mdzximo.

(1) La subvariedad Og(A, B) N Or(A, B) es la érbita de (A, B) con respecto a la accion
de Gsr(A, B) formado por las S € Gl,, tales que:

(i) AS = SA,
(ii) existe T € Gl,, tal que: SB = BT.

(2) En particular, si (A¢, B;) € M* es un par BK con indices de controlabilidad ki >
coo >k >0, entonces:

QST(AC,BC) = {S e Gl : SZ‘,]‘ =0 s k;> kj, Yy Si,j = (O;Si,jfki) stk < k}j}.

Proposicién 6.3 Sea (A, B) € M* un par controlable de rango mdximo.

(1) La subvariedad Og(A, B)NORr(A, B) es la drbita de (A, B) con respecto a la accion
de Gsr(A, B) formado por las S € Gl,, tales que:

(i) eviste R € C™" tal que: ST1AS = A+ BR,
(ii) S~'B = B.

(2) En particular, si (A¢, B.) € M* es un par BK con indices de controlabilidad ki >
-+ >k >0, es una variedad lineal de dimension ng:

OS(Am Bc) N OR(Am Bc) = (AC, Bc) + {(Aﬂ7 O)}ﬁ'



Estructura diferenciable de las clases de equivalencia de un par controlable

Observacién 6.4 La demostracion de la proposicion anterior se basa en que, para cada
realimentacion (3 existe un cambio de base Sg € Gl,, tal que

S3'AcSs = Ac+ Ap = Ac+ BeRg,  S5'B.= B..

Ello nos proporciona una descripcion explicita alternativa de Og N OR:
Os(Ac, Be) N Or(Ac, Be) = (Ac, Be) + {(A5,0)} 5 = {(S5 " AcSp, Be) } -

Concretamente: S;; = I, S8;; =0 si ki >k; y (Si;)F = Z];’:_lkl 5i,j,qE;:)F+q—1 s1

k; < k?j.

Asi, para 8 como en el ejemplo anterior seria

1 0 0 0 0 0 0 0 00 0|0 O
0 1 0 0 0 0 0 0 0j]0 0|0 O
0 0 1 0 0 0 0 0 00 0|0 O
0 0 0 1 0 0 0 0 0j]0 0|0 O
0 0 0 0 1 0 0 0 00 0|0 O
0 0 0 0 0 1 0 0 0j]0 0|0 O
Boa4 B215 P26 0 0 0| 1 0 0[0 0[O0 O
0  B214 Pois5 Boae O 0 0O 1 0|0 0/0 O
0 0  foia P2i5 P26 0| O 0O 1|0 0[]0 O
B313 B314 0B315 B316 0 0| B323 0 0|1 0|0 O
0  B313 P314 B315 B3ie 0| 0O  fBzaz 0[0 1/0 O
Ba13 Baga Bais Baie 0 0] Bgo3 0 0|0 0]1 O
0 Ba1z Bana Pars Baie O 0 Bazz 0[]0 0[]0 1

7. La interseccion Ogp N Ogr

Como en las secciones anteriores, vamos a ver que Ogr N Ogp es una variedad di-
ferenciable de Opg, y a obtener una descripcién explicita cuando el par estd en forma
BK.

Proposicién 7.1 Sea (A, B) € M* un par controlable de rango mdximo.
(1) La siguiente interseccion es una subvariedad diferenciable de Op (A, B), con:

dim(OSR(A,B) N OST(A, B)) =n2.

(2) En particular, si (A¢, B.) € M* es un par BK, entonces

OSR(AC) Bc) N OST(ACa Bc) = OS (Am Bc)‘
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8. Diagrama resumen

Podemos resumir los resultados anteriores de la siguiente forma:

M* ’n2+nm=n2+na+n—y+n5‘

|

ns

OBk ’n2+na+nn,:n2+nm—n5‘

/N
Ty Na
/ N
7N /
n®—ng Na Ny n*—m*+n,
/ N N\
Or Os Or
AN /N /

2
n"—ng n’—m2+n, Ty

Lz
N N
OrNOg Os N Or

donde las cantidades enmarcadas son las dimensiones de las variedades y las cantidades
en las flechas sus codimensiones correspondientes.

De hecho, en un entorno de un par BK (A, B.), tenemos un sistema de coordenadas
adaptado (S, a,~v,9d) de M*, donde S € Gl,, y «a,,0 son los pardmetros (2.4), de tal
manera que:

Opg ={0=0}, Osr={6=a=0}, Osp={6=7=0}, Os={d=a=vy=0}
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