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Resumen

En este trabajo se aborda la aproximación numérica del problema de arrastre de
sedimentos causada por la evolución del agua. Para la componente hidrodinámica se
consideran las ecuaciones de aguas poco profundas. La componente morfodinámica
se define mediante una ecuación de continuidad, dada en función del caudal sólido.
Ambas componentes constituyen un sistema acoplado que puede reescribirse como un
sistema hiperbólico no conservativo (ver [4]).

Se propone un esquema 2D generalizado de Roe con reconstrucciones de estado
para sistemas hiperbólicos no conservativos (ver [4]), mediante esquemas de volúmenes
finitos y el método de ĺıneas (ver [5]), extendiendo los esquemas de alto orden para el
caso 1D propuesto en [2].

La reconstrucción de estado empleada es de tipo MUSCL (ver [1]), que proporciona
orden dos para mallas no estructuradas de volúmenes finitos de tipo arista.

Finalmente se presenta un test numérico en el que se estudia la evolución del ángulo
de expansión de una montaña de arena (ver [4]).

1. Introducción

En este trabajo estudiamos métodos de alto orden de volúmenes finitos basados en
reconstrucciones de estado. Dichos métodos se aplican a problemas de arrastre de sedi-
mentos. La componente hidrodinámica se modela mediante las ecuaciones de aguas poco
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profundas, y la componente morfodinámica mediante una ecuación de continuidad. El
sistema final puede escribirse como un sistema 2D no conservativo

∂W

∂t
+A1(W )

∂W

∂x1
+A2(W )

∂W

∂x2
= 0, (1)

donde W (x, t) : O × (0, T )→ Ω ⊂ RN , O es un dominio acotado de R2, Ω es un conjunto
convexo de RN , Ai : Ω→MN×N funciones regulares y localmente acotadas.

Dado un vector unitario η = (η1, η2) ∈ R2 se define: A(W, η) = A1(W )η1 +A2(W )η2.
Suponemos que el sistema (1) es estrictamente hiperbólico, es decir, para todo W ∈ Ω ⊂
RN and ∀ η ∈ R2, la matriz A(W, η) tiene N autovalores reales y distintos: λ1(W, η) <
. . . < λN (W, η), siendo Rj(W, η), j = 1, . . . , N los autovectores asociados. En consecuen-
cia A(W, η) es diagonalizable: A(W, η) = K(W, η)L(W, η)K−1(W, η), donde L(W, η) es la
matriz diagonal cuyos coeficientes son los autovalores de A(W, η) y K(W, η) es la matriz
cuyas columnas son los vectores Rj(W, η), j = 1, . . . , N .

2. Ecuaciones de aguas poco profundas con arrastre de se-
dimentos

Consideramos el sistema,
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(2)

donde las incógnicas del problema son la altura de la columna del agua h(x, t), el caudal
q(x, t) = (q1(x, t), q2(x, t)) y S(x, t) = H(x)− zb(x, t), donde H es la batimetŕıa y zb es el
espesor de la capa de sedimento. Por qb,x1 y qb,x2 denotamos los caudales del transporte
sólido para las componentes x1 y x2, respectivamente. La definición de qb depende del
modelo considerado. En este trabajo consideramos el modelo de Grass y el modelo de
Meyer-Peter&Müller. Sf,x1 y Sf,x2 son las leyes de fricción de Manning. Y ξ = 1/(1− ρ0)
donde ρ0 es la porosidad de la capa de sedimento.

El sistema de ecuaciones (2) puede escribirse como un sistema hiperbólico no conser-
vativo (1).

La definición de qb,x1 y qb,x2 para los casos particulares de Grass y Meyer-Peter&Müller
son:

1. Modelo de Grass:
qb,x1 = Agu1(u2

1 + u2
2),

qb,x2 = Agu2(u2
1 + u2

2);
(3)
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donde u1 =
q1

h
y u2 =

q2

h
. Siendo Ag la constante de interacción entre el fluido y el

sedimento (0 ≤ Ag ≤ 1).

2. Modelo de Meyer-Peter&Müller:

qb,x1 = 8
√

(G− 1)gd3
i sgn(u1) (τ∗,x1 − τ∗,c)

3/2 ,

qb,x2 = 8
√

(G− 1)gd3
i sgn(u2) (τ∗,x2 − τ∗,c)

3/2 ;
(4)

donde τ∗ y τ∗c son la tensión tangencial adimensional y la tensión tangencial cŕıtica
adimensional, respectivamente. La definición de τ∗ es

τ∗,x1 =
γη2|u1|

√
u2

1 + u2
2

(γs − γ)diR
1/3
h

, τ∗,x2 =
γη2|u2|

√
u2
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2

(γs − γ)diR
1/3
h

,

donde γ denota el peso espećıfico del fluido, γs denota el peso espećıfico del sedimen-
to, G = γs/γ, η es el coeficiente de Manning correspondiente a la capa de sedimento,
di es el diámetro medio de grano. τ∗c se suele tomar igual a 0,047. Por Rh denotamos
el radio hidráulico.

3. Métodos de volúmenes finitos de alto orden basados en
reconstrucciones de estado

Consideremos un sistema hiperbólico no conservativo

∂W

∂t
+A1(W )

∂W

∂x1
+A2(W )

∂W

∂x2
= 0. (5)

Nuestro objetivo es usar un método de volúmenes finitos de alto orden basado en
reconstrucciones de estado para (5).

Descomponemos el dominio computacional en celdas o volúmenes de control, Vi ⊂ R2,
que supondremos poĺıgonos cerrados. Se usa la siguiente notación: dado un volúmen finito
Vi, Ni es el conjunto de ı́ndices j tales que Vj es el vecino de Vi, Eij es la arista común
de dos celdas vecinas Vi y Vj , y |Eij | su longitud, ηij = (ηij,1, ηij,2) es el vector unitario
normal a la arista Eij y que apunta hacia la celda Vj (ver Figura 1).

La discretización del sistema (5) se lleva a cabo mediante un esquema de volúmenes
finitos (ver [5]). Wn

i representará la aproximación

Wn
i
∼=

1
|Vi|

∫
Vi

W (x, tn)dx.

Dado un volumen Vi denotaremos por Pi el operador de reconstrucción sobre el vo-
lumen. En concreto, Pi dependerá de una familia de valores {Wj}j∈Bi , donde Bi es un
conjunto de ı́ndices de volúmenes de control vecinos o próximos a Vi (ver [4]). Cuando los
valores de la sucesión dependan del tiempo, denotaremos al operador de reconstrucción
por P t

i .
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Figura 1: Volumen finito general.

Dado el vector ηij que apunta al volumen Vj , denotaremos por W−ij (t, s) y W+
ij (t, s)

∀s ∈ Eij , al ĺımite de P t
i (P t

j respectivamente) cuando x tiende a s a través de Vi (Vj

respectivamente):

ĺım
x→ s

x · ηij < kij

P t
i (x) = W−ij (t, s), ĺım

x→ s
x · ηij > kij

P t
j (x) = W+

ij (t, s),
(6)

donde la arista Eij = Vi ∩ Vj está contenida en la recta, x · ηij = x1ηij,1 + x2ηij,2 = kij .

Proponemos el siguiente esquema numérico (ver [4]):

W
′
i (t) = − 1

|Vi|

∑
j∈Ni

|Eij |
n(r̄)∑
l=1

wlA−ij,l(W
+
ij,l,W

−
ij,l, ηij)(W+

ij,l −W
−
ij,l)

+
∫

Vi

(
A1(Pi(x))

∂Pi

∂x1
(x) +A2(Pi(x))

∂Pi

∂x2
(x)
)
dx
]
,

(7)

donde wl, l = 1, . . . , n(r̄), denota los pesos de una fórmula de cuadratura 1D, la cual viene
asociada a una integral sobre la arista Eij . Si mediante xl se denotan los puntos sobre
la arista Eij de la fórmula de cuadratura, entonces W±ij,l = W±ij (xl). En la práctica esta
fórmula se elige en función del orden del operador de reconstrucción de estado: si por r̄
denotamos el orden de la fórmula de cuadratura, entonces r̄ > p, siendo p el orden de
aproximación del operador de reconstrucción.

Mediante Aij se denota la matriz de Roe asociada al problema 1D no conservativo
proyectado sobre la arista Eij . Los productos no conservativos A(W )Wx del problema 1D
proyectado no tienen sentido en el marco de la teoŕıa de distribuciones. En este trabajo
usamos la teoŕıa desarrollada por Dal Maso, LeFloch y Murat donde los productos no
conservativos se interpretan como medidas de Borel, siendo necesario para su definición
la elección de una familia de caminos en el espacio de fases. También será necesario la
elección de una familia de caminos para definir la matriz de Roe (ver [7]).
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4. Reconstrucciones de orden dos sobre mallas no estruc-
turadas bidimensionales

Por simplicidad supongamos que tenemos volúmenes finitos de tipo arista (ver [5]). El
volumen de tipo arista lo podemos escribir como Vi = Ti,1 ∪ Ti,2 ∪ Ti,3 ∪ Ti,4, donde Ti,k,
k = 1, 2, 3, 4, son triángulos (ver Figura 2) definidos por Ci (punto medio de la arista
sobre la que se construye el volumen finito de tipo arista) y las cuatro aristas del volumen
de control. Sean bi,k, k = 1, 2, 3, 4, los baricentros de estos triángulos, respectivamente.

Figura 2: Triángulos que forman el volumen finito de tipo arista Vi.

Se considera el siguiente operador de reconstrucción Pi(x) de orden dos (ver [4]),
definido como

Pi(x) = Wi + p(x), con p(x) = ∇Wi(x−Ni). (8)

donde ∇Wi es una aproximación al menos de primer orden del gradiente de la solución

W (x), y Ni al punto definido por: Ni =
4∑

k=1

|Ti,k|
|Vi|

bi,k.

Si por ∇W|Tj
denotamos la estimación del gradiente sobre Tj , se considera la siguiente

aproximación, de segundo orden, del gradiente de la solución en Ni (ver [4]),

∇Wi ≈

4∑
j=1

|Tj |∇W|Tj

4∑
j=1

|Tj |

. (9)

Es frecuente que en la aproximación numérica de sistemas hiperbólicos como los consi-
derados en este trabajo, la solución presente discontinuidades. A fin de obtener un operador
de reconstrucción que aproxime con orden dos la solución en zonas regulares y que al
mismo tiempo capture las regiones donde W (x) sea discontinua sin introducir oscilaciones,
es necesario modificar el operador de reconstrucción (8), usando para ello una función
limitadora de pendiente (ver detalles en [4]).
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5. Simulación bidimensional de la evolución de una duna de
arena cónica

El siguiente test (ver [6]) estudia el comportamiento de la evolución de una duna de
arena cónica en un canal de dimensiones 1000 m × 1000 m. Las condiciones iniciales son
(ver Figura 3),

h(x, y, 0) = 10,1− zb(x, y, 0), qx(x, y, 0) = 10, qy(x, y, 0) = 0;

y la capa inicial de sedimento es una duna de arena con forma cónica,

zb(x, y, 0) =

 0,1 + sin2

(
π(x− 300)

200

)
sin2

(
π(y − 400)

200

)
si

300 ≤ x ≤ 500,
400 ≤ y ≤ 600,

0,1 en otro caso.

En primer lugar, estudiamos la evolución de la capa de sedimentos al modelizar el
arrastre mediante la fórmula de Grass (3), para ello empleamos el esquema numérico (7)
con reconstrucciones de estado tipo MUSCL. Consideramos una interacción débil entre
el fluido y la capa de sedimentos, en concreto, imponemos Ag = 0,001. La porosidad del
sedimento se ha tomado igual a 0,4. La condición CFL es igual a 0,8. Empleamos una malla
de 7600 volúmenes finitos de tipo arista. Se imponen el caudal q = (10, 0) y el espesor de
la capa de sedimentos zb = 0,1 en la frontera correspondiente a la recta x = 0 y condición
de salida libre en la contenida en la recta x = 1000. En las paredes laterales se impone la
condición de deslizamiento q · η = 0 (ver Figura 3). Con estos datos se deja evolucionar el
experimento hasta 100 horas.

(a) Vista desde arriba. (b) Vista lateral.

Figura 3: Condición inicial.

En la Figura 5 se muestran distintos instantes de la evolución de la capa de sedimentos.
Se observa como la capa de sedimentos se deforma gradualmente hacia un patrón con forma
de estrella, expandiéndose a lo largo del tiempo con un cierto ángulo (ver [6]). De Vriend
obtiene en [3] una aproximación anaĺıtica del ángulo, asumiendo que la interacción de la
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Figura 4: Estimación del ángulo de expansión (empleando 20 curvas de nivel).

capa de sedimentos y el fluido es lenta, esto es, Ag < 0,01. La aproximación anaĺıtica

de dicho ángulo de expansión viene dada por, tanα =
3
√

3(mg − 1)
9mg − 1

, por lo que, para

mg = 3 el valor de dicho ángulo de expansión es: α = tan−1

(
3
√

3
13

)
= 21,786789o. En la

Figura 4 se presenta el ángulo de expansión estimado al comparar diferentes instantes en
la evolución de la duna de arena. El ángulo estimado es aproximadamente 23o.
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(a) 0 seg. (b) 75000 seg.

(c) 95000 seg (d) 185000 seg

(e) 260000 seg (f) 360000 seg

Figura 5: Evolución de la capa de sedimentos en diferentes instantes. Vista de las curvas
de nivel (20 curvas de nivel).
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