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Resumen

En este trabajo se estudia un nuevo modelo de tipo Savage-Hutter para avalanchas
submarinas. El modelo obtenido es de tipo aguas someras bicapa en el que la capa
superior representa al fluido y la capa inferior representa a un estrato de material
granular. En la deduccion del modelo se han tenido en cuenta diferentes leyes consti-
tutivas en los tensores de esfuerzos, la porosidad del estrato de sedimento o roca y un
término de friccién de tipo Coulomb. EI modelo obtenido puede aplicarse en el estudio
de problemas de avalanchas submarinas y algunos tipos de tsunamis. Finalmente se
presentan la discretizacion del modelo obtenido mediante técnicas de volimenes finitos
bien equilibrados y un ensayo numérico donde se modela una avalancha submarina.

1. Introduccion

En este trabajo se presenta un nuevo modelo para el estudio de avalanchas submarinas.
El modelo obtenido es de tipo aguas someras bicapa en el que la capa superior representa
un fluido y la capa inferior una capa de un material granular, por ejemplo una capa de
sedimentos no cohesivos.
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El modelo puede aplicarse a la prediccién de algunos tipos de Tsunamis, como el
ocurrido en Papua-Nueva Guinea en 1998 (ver [8]).

En la deduccion del modelo se tienen en cuenta los siguientes efectos: curvatura de la
topografia, porosidad del estrato de sedimentos, diferentes leyes constitutivas que relacio-
nan los tensores de esfuerzos horizontales y verticales en el estrato de sedimentos. Ademas
se incluye un término de friccién de tipo Coulomb (ver [13]) que difiere del habitual debido
al efecto de flotabilidad, puesto que el sedimento se supone sumergido en el fluido.

Savage y Hutter presentaron en [13] un trabajo pionero sobre el estudio de avalanchas
”poco profundas”de materiales granulares, obteniendo un modelo de tipo aguas someras
en coordenadas locales sobre un plano inclinado, donde ademéds se incorpora un término
de friccién de tipo Coulomb, que viene a compensar los términos de presion. Estos mo-
delos se conocen como de tipo Savage-Hutter (SH en adelante). Ademds se introducen
leyes constitutivas para el tensor de esfuerzos horizontal imponiendo que son proporcio-
nales al tensor vertical (presién). De esta forma, los términos que tienen en cuenta los
efectos gravitacionales, que son los mas importantes en el comienzo de la avalancha, son
esencialmente diferentes a los obtenidos en un modelo de aguas someras para un fluido.

En [1] Bouchut et al. presentan nuevos modelos de tipo SH sin restricciones sobre el
fondo, incluyendo efectos de la curvatura del mismo. Los nuevos términos en funcién de
la curvatura son fundamentales para que el modelo contenga las soluciones estacionarias
triviales, de material en reposo, y para que verifique una desigualdad de energia de forma
exacta.

En [9], Iverson y Denlinger estudian modelos de avalanchas ”poco profundas”de mate-
riales parcialmente fluidizados, mezcla de un material granular y un fluido. EI problema en
este tipo de materiales es que el tensor de esfuerzos se puede descomponer como la suma
de dos tensores, con el objetivo de imponer diferentes leyes constitutivas para la fraccién
de fluido y la fraccién de material granular. La principal dificultad aparece en el proceso
de integracion en el que se obtiene la componente vertical de la suma de ambos tensores.
Por lo tanto, es necesario incluir una hipdtesis que permita extraer la definicién del tensor
vertical asociada a cada fraccion.

El modelo que presentamos tiene como punto de partida el trabajo de Iverson (ver
[9]): suponemos que el medio granular que representa al estrato de sedimentos se encuentra
parcialmente fluidizado. Pero suponemos ademds, que se encuentra sumergido en un fluido.
Se trata pues de un modelo bicapa, en el que la primera capa respresenta al fluido y la
segunda capa al estrato de sedimentos parcialmente fluidizado. Las hipdtesis necesarias
para la obtencién del modelo son las usuales para aguas someras, junto con las propuestas
en los trabajos de [1] y [9].

El trabajo esta organizado de la siguiente forma: En la Seccion 2 se presentan las lineas
principales bajo las que se deduce el modelo propuesto. En la Seccién 3 se describe el tipo
de aproximacion numérica utilizada y un test numérico.

2. Deduccion del modelo

Consideramos un medio estratificado compuesto por un fluido que suponemos no vis-
coso, homogéneo y de densidad constante p; y un material granular con densidad ps, y
porosidad . Podemos suponer que la densidad promedio del estrato de material granular
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parcialmente fluidizado viene dada por

p2 = (1 —o)ps + op1. (1)

Bajo la hipétesis de que ambos estratos son inmiscibles y no viscosos podemos modelarlos
mediante las ecuaciones de Euler,

divii; =0 i=1,2 2)

donde las incégnitas son
— Uyj
U; = ;
(%

siendo u; y v; la velocidad horizontal y vertical respectivamente. Por P; denotamos los
tensores de esfuerzos
-Pi — < Pixzx Pixz )
Dizx DPizz

M = (z,z) representa las coordenadas del punto en coordenadas cartesinas, y § =
(0, —g)T, donde g es la constante de gravedad.

Si suponemos que el medio granular es poroso, con porosidad ¥y, relleno por el fluido
que le rodea, podemos definir el tensor de esfuerzos del segundo estrato como suma de dos
componente (ver [9]):

Py=P§+PJ.

Presentamos a continuacién los aspectos mas relevantes en la deducién del modelo.

2.1. Cambio a coordenadas locales sobre el fondo

A fin de representar fielmente una avalancha sobre una topografia abrupta, como puede
ser la ladera de un canén submarino, es necesario escribir las ecuaciones en coordenadas lo-
cales sobre la topografia. Denotemos por X la variable longitud de arco sobre la topografia
del terreno. Z se mide perpendicularmente al fondo (ver Figura 1).

Por U;, i = 1,2 denotamos la velocidad paralela al fondo para ambas capas, por V;
la correspondiente velocidad perpendicular al fondo. Y 6 el dngulo que forma el vector
tangente al fondo con la horizontal. Entonces, si J = 1 — Zdx# se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones

Ix(Ui) +0z(JV;) =0, i=1,2.

/

pid (JUy) + pidx (U2) + pidz(JViUy) + pidx (GM) = —0x (Pixx) — 0z(JPizx)+
1,

) =
+pi‘/;'(ax(Ui 9) + 32(JV}9)) +P; x7z0x0. 1=1,2.
pi(J Vi) + piOx (Ui Vi) + pidz(JV) + pi07(GM) = —0x (Pixz)—
—82(J’PZ‘ ZZ) - pZUz(ax(UZ 9) + 8Z(J%0)) - PZ'XXan, 1= 1, 2.

donde P = R(;IPRQ7 con

m= () ).
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Figura 1: Coordenadas locales e incognitas.

2.2. Condiciones de frontera y cinematicas

Si denotamos por hi y ho la altura de la capa de fluido y sedimento respectivamente,
y S =hi+ ho.
La condiciones cinemadticas son

oS +U0xS — Wy =0. (4)
Otho + U;Oxho — V; =0, 1=1,2. (5)
Como condiciones de frontera imponemos:
Sobre Z = S
Pr-n® =0. (6)
Sobre Z = hsy
Pirzz ="Pazz. (7)
. he L ho( hop  hoy friC(UlaU2) .
Pi-n* = 0" (n"*Pin )—( 0 i=12. (8)
Sobre Z =0
UVe)-1"=0 = Va=0. 9)
—n°(Py — Pl)nolgtan(5o)
Pon’ — 1’ (n°Pan”) = U9 : (10)
0

donde por n%, o = 0, hga, S, denotamos el correspondiente vector normal y por fric(Us,Us)
un término de friccién entre capas. Observamos que la ecuacién (10) corresponde a impo-
ner un término de friccién de tipo Coulomb sobre el fondo. Al restar en este término la
componente n°Pn°, estamos teniendo en cuenta los efectos de flotabilidad en el peso de
la capa de sedimentos (ley de Arquimides).
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2.3. Leyes constitutivas

Siguiendo los trabajos de Savage-Hutter imponemos una ley constitutiva para definir
PS5 x x en funcién de P; ,,. En concreto se impone

Pixx =Pizz, Pixx =KPs5zy, ,PgXX = szzz~ (11)

donde K representa las fuerzas internas en el sedimento (ver [13]).
Si realizamos un proceso de analisis adimensional, se obtiene una ley de presién hi-
drostatica. Teniendo en cuenta las condiciones de frontera obtenemos

P57+ PJZZ = Paozz = prhicos(8) + pacos(0)(he — Z). (12)

Como se imponen diferentes leyes para definir P5 yy y 77{ yx» €S necesario incluir una
nueva hipétesis para que a partir de (12) se pueda obtener la definicién de P35, y Pg 77

Siguiendo [9] suponemos que 73; 4 €s proporcional a la presién en ausencia de la capa
de sedimento. La constante de proporcionalidad se puede dejar como un pardmetro del
modelo. En nuestro caso, a partir de una reescritura de (12) se propone que tal constante
sea la porosidad de la capa de sedimento 1g. Se obtiene entonces que

P37z = (1= o) (p1ht + ps(ha — Z))cos(0),  PJ,, = wopi(h1 + ha — Z)cos(0)
Y por lo tanto, siguiendo las leyes constitutivas (11) obtenemos
Paxx =KP5y,+ Py, =

= hycos(0)p1 (K (1 — o) + vo) + (ha — Z)cos(0)(vopr + K (1 — tho)ps)-

2.4. Modelo

La obtenciéon del modelo se completa mediante un proceso de integracién en altura,
suponiendo que tenemos un dominio ”poco profundo”. El modelo obtenido es el siguiente:

Oth1 + 0x (hUy) = 0,

8 (hUy) + dx (M U2 + g?cos(@)) =

—gh10xb + gsen(ﬁ)@xe% — gh10x(cos(0)hs) + pllfm'c(Ul, Us)

drha + 0y (halUs) = 0, (13)
Ou(ha0) + 0x (haU3 + o'eos(0)(1 + (1= vujra( — 1)) =

= —gho0,b — rghQ(K(21 —1)0) + ¢0)0x (hicos(0))—

—p12fm'c(U1, Us) + g%sen(@)@xé +7.

\

donde por 7 denotamos el término de friccion de Coulomb. Este término se define de la
siguiente forma

Si|T|>o0. = T = —gcos(0)(1— r)hg‘gﬂtan(&)). (14)
2



E.D. Ferndndez-Nieto, F. Bouchut, D. Bresch, M.J. Castro, A. Mangeney

Si|T|<o. = Uy=0. (15)

donde o, = ¢g(1 — r)hacos(f)tan(dp). Recordamos que por 1y denotamos la porosidad de
la capa de sedimento, ademds denotamos r = p1/p2 y rs = ps/p2. Siendo p; la densidad
del fluido, ps la densidad del material granular y pa se define en (1).

3. Aproximacion numérica

El sistema anterior, se puede reescribir como un sistema hiperbdlico con productos no
conservativos y términos fuentes, de la forma

ow  OF ow 0b

En + o (b,W) = B(W) o + S(W)ﬁx + G(b,W). (16)
donde el vector de incégnitas W (x,t) estd definido en [a,b] x (0,T), y toma valores en un
subconjunto © de R*; F' es una funcién regular de R x Q en R?*; B, es una funcién matricial
regular de Q en My(R); S, es una funcién de  en R*; b(z) es una funcién conocida de R
en R.

El término G(b, W) que contiene los términos de friccién serd discretizado de forma im-
plicita (ver [11]). Por lo tanto, lo consideramos igual a cero para describir la discretizacién
explicita del resto de los términos.

Una vez reescrito el sistema bajo la estructura (16), se puede escribir como un sistema
en forma no conservativa, anadiendo la ecuacién 9:b = 0.

Wi+ A, W)W, =0, z € [ab],t € (0,T), (17)

siendo A, una funcién matricial regular de R x (€ x R) en M;5(R). Siendo W el vector de
incégnitas ampliado W = (W, b)T. (ver [10], [4], [5], [6], [7], [12]).

Los productos no conservativos no tienen sentido como distribucién. Usando la teoria
desarrollada por Dal Maso, Le Floch y Murat en [2] se les puede dar un sentido como
medidas de Borel. Esta teorfa estd basada en la eleccién de una familia de caminos.

En [12] se propone una generalizacién del método de Roe para sistemas con productos
no conservativos. Este es el método que se ha utilizado en este trabajo para la discretizacion
del modelo propuesto, una vez reescrito bajo la estructura (17).

3.1. Test numérico

Presentamos en este epigrafe un test numérico donde se simula una avalancha sub-
marina. En [3] se presentan otros tests numéricos, asi como la deduccién completa del
modelo.

Consideramos un canal de 10 metros de longitud, discretizado usando 200 celdas.
Fijamos el parametro CFL igual 0.8, la porosidad igual a cero y el ratio de densidades
entre el fluido y el sedimento igual a r = 0,2. El angulo de Coulomb se fija a §y = 25.

Se considera una topografia definida por un plano inclinado de pendiente 0,2. Como
condicidn inicial se parte de un fluido y sedimento en reposo, con superficie libre constante
fijada a 2,7 m. El espesor inicial de la capa de sedimento viene dada por un rectangulo de
material de altura 1 m entre x =7 y = 8 (ver Figura 2(a)).

En la Figura 2 se presenta la evolucién de la avalancha, asi como la solucién estacionaria
a la que se ha convergido (véase 2(f)).
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Figura 2: Evolucicién de la avalancha.
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