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Resumen

El aumento de los niveles de nitrógeno y fósforo (nutrientes principales para deter-
minadas algas) en grandes masas de agua debido a la acción contaminante del hombre,
puede traer consigo una disminución de la calidad del agua (procesos de eutrofización).
En este trabajo estudiamos un método de control de esta clase de procesos, basado en
el uso de biorreactores (tanques en donde se desarrollarán una serie de procesos que
reducirán los niveles de nitrógeno y/o fósforo del agua por debajo de unos umbrales
máximos). Matemáticamente estos métodos de control se pueden formular como prob-
lemas de control óptimo con restricciones sobre el estado en donde las ecuaciones de
estado son un tipo de sistema de ecuaciones cuasilineales.

1. Las ecuaciones de estado. Un sistema de ecuaciones cuasi-
lineales.

Las ecuaciones que modelan los procesos de eutrofización se pueden considerar como
un caso particular del siguiente sistema de ecuaciones no lineal:





∂ul

∂t −
∑n

i=1
∂

∂xi
al

i(t, x, ul,∇ul) + cl(t, x,u,∇u) = gl en Q,

ν · al(t, x, ul,∇ul) + bl(t, x, ul) = hl sobre Σ,

ul(0) = ul
0 en Ω,

(1)

donde:
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l = 1, . . . , Ne,

Ω ⊂ R3 es un dominio con frontera ∂Ω suficientemente regular,

Q = [0, T ]× Ω y Σ = [0, T ]× ∂Ω,

cl(t, x,u,∇ul) =
∑Ne

k,m=1 cl
k,m(t, x, uk,∇um) +

∑Ne
k,m=1 cl

0,k,m(t, x, uk, um).

Dentro del sistema de ecuaciones anterior consideraremos los dos subtipos siguientes:

Simplificación Cuasilineal.

al
i(t, x, ul,∇ul) =

∑n
j=1 al

i,j(t, x) ∂ul

∂xj
+ al

i,0(t, x, ul), (2)

cl
k,m(t, x, uk,∇um) = δk,m

∑n
j=1 Ψl

1,0,m,j(t, x, ∂um

∂xj
), (3)

cl
0,k,m(t, x, uk, um) = Ψl

0,k,0,0(t, x, uk) + Ψl
0,k,m,0(t, x, uk)um. (4)

Para esta clase de sistemas diremos que ul ∈ W 1,2,2(I;H1(Ω), H1(Ω)∗)1∩C(I; L2(Ω))
con ul(0, x) = u0

l(x) y l = 1, . . . , Ne, es una solución débil si:

∑Ne
l=1

{
< dul

dt , vl > +
∫
Ω al(t, x, ul,∇ul) · ∇vl(x) + cl(t, x,u,∇u)vl(x)dx+

∫
Γl

1
bl(t, x, ul)vl(x)dγ

}
=

∑Ne
l=1

{ ∫
Ω gl(t, ·)vldx +

∫
Γl

1
hl(t, ·)vldγ

}
c.p.t. t ∈ I,

∀v ∈ H1(Ω)Ne .
(5)

Simplificación Semilineal.

al
i(t, x, ul,∇ul) =

∑n
j=1 al

i,j(t, x, ul) ∂ul

∂xj
+ al

i,0(t, x, ul), (6)

cl
k,m(t, x, uk,∇um) =

∑n
j=1 Ψl

1,k,m,j(t, x, uk)∂um

∂xj
, (7)

cl
0,k,m(t, x, uk, um) = Ψl

0,k,0,0(t, x, uk) + Ψl
0,k,m,0(t, x, uk)um. (8)

Para esta clase de sistemas diremos que ul ∈ L2(I;H1(Ω)) ∩ Cw(I;L2(Ω)) con
l = 1, . . . , Nl es una solución muy débil cuando:

∑Ne
l=1

{ ∫
Ω ul(T, x)vl(T, x)dx +

∫
Q al(t, x, ul,∇ul) · ∇vl + cl(t, x,u,∇u)vl − ∂vl

∂t uldxdt+

∫
Σl

1
bl(t, x, ul)vldγdt

}
=

∑Ne
l=1

{ ∫
Q glvldxdt +

∫
Σl

1
hlvldγdt +

∫
Ω u0

l · vl(0, ·)dx
}
,

∀v ∈ W 1,∞,∞(I; [W 1,∞(Ω)]Ne , ([H1(Ω)]Ne)∗).
(9)

1W 1,p,q(I; V, V ∗) = {u ∈ Lp(I; V ) : du
dt
∈ Lq(I; V ∗)}.
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La existencia de solución de esta clase de sistemas se obtiene empleando técnicas simi-
lares a las descritas en [3]. La idea básica para demostrar la existencia de solución débil
consiste en imponer hipótesis sobre los coeficientes para garantizar una serie de condiciones
sobre el operador asociado al sistema tales como la acotación y la pseudomonotońıa. Por
otro lado, para garantizar la existencia de soluciones muy débiles, será necesario imponer
restricciones sobre los coeficientes que nos permitan asegurar propiedades sobre el oper-
ador como la acotación y la continuidad débil en ciertos espacios.

Los modelos que gobiernan los procesos de eutrofización están basados en ecuaciones
en derivadas parciales de una gran complejidad debido a la variedad de fenómenos que
intervienen. En este trabajo hemos considerado un modelo relativamente simple en donde
sólo se consideran las siguientes cinco especies ([1]):

1. Fitoplancton (u1),

2. Nutriente Genérico, por ejemplo, el Nitrógeno (u2),

3. Zooplancton (u3),

4. Ox́ıgeno Disuelto (u4),

5. Detritos Orgánicos (u5).

La interacción entre ellas en un dominio Ω ⊂ R3 (que vamos a suponer fijo) se puede
modelar mediante el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:




∂u1

∂t + w · u1 −∇ · (µ1∇u1)−A u2

KN+u2 u1 + (Kr + Kmf )u1 + Kz
u1

KF +u1 u3 = g1 enQ,

∂u2

∂t + w · u2 −∇ · (µ1∇u1) + CncA
u2

KN+u2 u1 − CncKru
1 − CncKrdΘθ−20u5 = g2 enQ,

∂u3

∂t + w · u3 −∇ · (µ1∇u1)− CfzKz
u1

KF +u1 u3 + Kmzu
3 = g3 enQ,

∂u4

∂t + w · u4 −∇ · (µ1∇u1)− CocA
u2

KN+u2 u1 + CocKru
1 + CocKrdΘθ−20u5 = g4 enQ,

∂u5

∂t + w · u5 −∇ · (µ1∇u1)−Kmfu1 −Kmzu
3 + KrdΘθ−20u5 −Wfd

∂u5

∂z = g5 enQ,

i = 1, . . . 5, µi∇ui · n + αiu
i = hi sobre Σ,

i = 1, . . . 5, ui(0) = u0i enΩ.

(10)
donde w es la velocidad del agua, Coc es el coeficiente estequiométrico ox́ıgeno-carbono,
Cnc es el coeficiente estequiométrico nitrógeno-carbono, Krd es la tasa de regeneración de
los detritos, Θ es la constante de regeneración térmica de los detritos, θ es la temperatura
del agua, Kr es la tasa de respiración endógena del fitoplancton, Kmf es la tasa de mortal-
idad del fitoplancton, Kmz es la tasa de mortalidad del zooplancton, Kz es el coeficiente de
predación del zooplancton, Wfd es la velocidad de sedimentación de los detritos orgánicos,
KF es la constante de saturación media del fitoplancton, KN es la constante de saturación
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media del nitrógeno, µi, i = 1, . . . , 5 son los coeficientes de difusión de las especies y A es
la función de luminosidad:

A = µCθ−20
t

I0

Is
e−(φ1+φ2u2)z, (11)

con I0 la intensidad de luz incidente, Is la saturación de luz, Ct la constante de crecimiento
térmico del fitoplancton, φ1 la atenuación de la luz debida a la profundidad del agua, φ2

es la atenuación de la luz debida a la presencia de fitoplancton y µ la tasa máxima de
crecimiento para el fitoplancton.

Si suponemos que φ2 = 0 (el caso distinto de cero es análogo y sólo requiere unas
pequeñas modificaciones en el sistema que hemos presentado al comienzo de este art́ıculo)
el sistema anterior se puede considerar como un caso particular del sistema (1) y, depen-
diendo de la regularidad del término de convección y los datos, lo incluiremos como un
caso particular de la simplificación cuasilineal o un caso particular de la simplificación
semilineal. En concreto, suponiendo que los términos fuente y de frontera son nulos y que
las condiciones iniciales tienen la regularidad requerida en cada caso, si:

w·∇u ∈ L2(I;H1(Ω)∗), ∀u ∈ L2(I; H1(Ω)), se incluye en la simplificación cuasilineal,

w ·∇u ∈ L1+ε∗(I;W 1,q(Ω)∗), ∀u ∈ L2(I; H1(Ω)), con ε∗ > 0 y 1 < q < ∞, se incluye
en la simplificación semilineal.

En este trabajo supondremos que la velocidad w, los términos fuente gi, de contorno
hi y αi en (10) son cero y que las condiciones iniciales son suficientemente regulares
(ui

0 ∈ W
7
5
, 10

3 (Ω)). Bajo estas hipótesis tiene sentido la formulación débil del problema y,
además, puede obtenerse regularidad adicional (ui ∈ W 2,1

10
3

(Q)2∩C(Q) ) empleando técnicas

y resultados de [2]. Una vez demostrada la regularidad adicional para la solución, podemos
demostrar la unicidad de la misma, la continuidad y la derivabilidad con respecto a las
condiciones iniciales.

2. El problema de control. Depuracion de aguas en Biorre-
actores.

La idea fundamental de los biorreactores consiste en estancar el agua rica en nitrógeno
en grandes tanques a los cuales añadiremos una cierta cantidad de fitoplancton que de-
jaremos desarrollarse para que absorba el nitrógeno del agua.

En el problema de control que planteamos tenemos dos tanques de igual volumen. El
agua rica en nitrógeno llegaŕıa al primer tanque, al cual añadiŕıamos una cierta cantidad
de fitoplancton que dejaŕıamos crecer para que hiciese descender los niveles de nitrógeno
hasta un cierto umbral máximo. En este primer tanque nos interesaŕıa también que se pro-
dujera una cierta cantidad de detritos orgánicos pues seŕıan una buena fuente de abono
agŕıcola. Alcanzados los niveles máximo de nitrógeno y mı́nimo de detritos, filtramos los

2W 2,1
p (Q) = {u ∈ Lp(Q) : ||u||Lp(Q) + || ∂u

∂t
||Lp(Q) +

P3
j=1 || ∂u

∂xi
||Lp(Q) +

P3
i,j=1 || ∂2u

∂xi∂xj
||Lp(Q) < ∞}
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detritos y pasamos el agua a un segundo tanque para volver a repetir la operación. El
agua que salga de este segundo tanque será agua pobre en nitrógeno, pero sin embargo,
puede contener una gran cantidad de fitoplancton que también nos interesaŕıa minimizar.
Por lo tanto, se trata de controlar la cantidad de fitoplancton que tenemos que añadir a
cada uno de los dos tanques, para que los niveles de nitrógeno estén por debajo de unos
máximos y los de detritos por encima de unos mı́nimos y de forma que la concentración
final de fitoplancton sea lo más reducida posible.

Desde el punto de vista matemático este problema se puede plantear como un problema
de control óptimo con restricciones sobre el estado, en donde el control (ρ1, ρ2) será la
concentración de fitoplancton que añadiremos a cada uno de los tanques.

Ecuaciones de estado. Tenemos dos sistemas de ecuaciones de estado, uno para
cada tanque (Ω1 y Ω2). En principio, vamos a prescindir de la ecuación del ox́ıgeno
disuelto pues no juega un papel relevante. Al cambiar de tanque, supondremos que
el agua se mezcla y es por ello que las condiciones iniciales para el tanque 2 serán la
media de las concentraciones, en el tiempo final, del tanque 1.

• Tanque 1. Las variables de estado para el tanque 1 serán: u1,1 (nitrógeno),
u2,1 (fitoplancton), u3,1 (zooplancton) y u5,1 (detritos orgánicos). El tiempo de
permanencia en el primer tanque será T1, siendo Q1 = [0, T1] × Ω1 y Σ1 =
[0, T1]× ∂Ω1.





∂u1,1

∂t −∇ · (µ1∇u1,1)−A u2,1

KN+u2,1 u1,1 + (Kr + Kmf )u1,1 + Kz
u1,1

KF +u1,1 u3,1 = 0 en Q1,

∂u2,1

∂t −∇ · (µ2∇u2,1) + CncA
u2,1

KN+u2,1 u1,1 − CncKru
1,1 − CncKrdΘθ−20u5,1 = 0 en Q1,

∂u3,1

∂t −∇ · (µ3∇u3,1)− CfzKz
u1,1

KF +u1,1 u3,1 + Kmzu
3,1 = 0 en Q1,

∂u5,1

∂t −∇ · (µ5∇u5,1)−Kmfu1,1 −Kmzu
3,1 + KrdΘθ−20u5,1 −Wfd

∂u5,1

∂z = 0 en Q1,

i = 1, 2, 3, 5, ∇ui,1 · n = 0 sobre Σ1,

i = 1, 3, ui,1(0) = ui,1
0 enΩ1,

u2,1(0) = u2,1
0 + ρ1 en Ω1,

u5,1(0) = 0, en Ω1.

(12)

• Tanque 2. Las variables de estado para el tanque 1 serán: u1,2 (nitrógeno),
u2,2 (fitoplancton), u3,2 (zooplancton) y u5,2 (detritos orgánicos). El tiempo
de permanencia en el segundo tanque será T2, siendo Q2 = [0, T2] × Ω2 y
Σ2 = [0, T2]× ∂Ω2.
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∂u1,2

∂t −∇ · (µ1∇u1,2)−A u2,2

KN+u2,2 u1,2 + (Kr + Kmf )u1,2 + Kz
u1,2

KF +u1,2 u3,2 = 0 en Q2,

∂u2,2

∂t −∇ · (µ2∇u2,2) + CncA
u2,2

KN+u2,2 u1,2 − CncKru
1,2 − CncKrdΘθ−20u5,2 = 0 en Q2,

∂u3,2

∂t −∇ · (µ3∇u3,2)− CfzKz
u1,2

KF +u1,2 u3,2 + Kmzu
3,2 = 0 en Q2,

∂u5,2

∂t −∇ · (µ5∇u5,2)−Kmfu1,2 −Kmzu
3,2 + KrdΘθ−20u5,2 −Wfd

∂u5,2

∂z = 0 en Q2,

i = 1, 2, 3, 5, ∇ui,2 · n = 0 sobre Σ2,

i = 1, 3, ui,2(0) = 1
µ(Ω1)

∫
Ω1

ui,1(T1)dx en Ω2,

u2,2(0) = 1
µ(Ω1)

∫
Ω1

u2,1(T1)dx + ρ2 en Ω2,

u5,2(0) = 0 en Ω2.
(13)

Funcional de coste. Tal y como hemos explicado antes, nos interesa minimizar la
concentración de fitoplancton que sale del tanque 2:

J(ρ1, ρ2) =
1
2
||u2,2(T2)||2L2(Ω2). (14)

Restricciones sobre el estado. La concentración final de nitrógeno en cada uno
de los tanques debe de estar por debajo de unos niveles máximos y la concentración
final de detritos por encima de unos niveles mı́nimos:





B1(ρ1, ρ2) = 1
µ(Ω1)

∫
Ω1

u1,1(T1)dx ≤ σ1, B2(ρ1, ρ2) = 1
µ(Ω2)

∫
Ω2

u1,2(T2)dx ≤ σ2,

B3(ρ1, ρ2) = 1
µ(Ω1)

∫
Ω1

u5,1(T1)dx ≥ θ1, B4(ρ1, ρ2) = 1
µ(Ω2)

∫
Ω2

u5,2(T2)dx ≥ θ2.
(15)

Por lo tanto, la formulación del problema de control óptimo será la siguiente:

(P) inf
{
J(ρ1, ρ2) t.q. (ρ1, ρ2) ∈ Uad, con (u1,1, u5,1, u1,2, u5,2) verificando (15)

}
, (16)

donde Uad ⊂ W
7
5
, 10

3 (Ω1) ×W
7
5
, 10

3 (Ω2) es un subconjunto acotado, convexo, cerrado y no
vaćıo.

Podemos probar que este problema de control admite solución no necesariamente única.
Además, si (ρ1

0, ρ
2
0) es una solución del problema de control, entonces existirá una constante

γ ≥ 0,
−→
λ ∈ R4 y elementos (u1,1

0 , u2,1
0 , u3,1

0 , u5,1
0 ), (p1,1

0 , p2,1
0 , p3,1

0 , p5,1
0 ) ∈ W 2,1

10
3

(Q1) ∩ C(Q1),

(u1,2
0 , u2,2

0 , u3,2
0 , u5,2

0 ), (p1,2
0 , p2,2

0 , p3,2
0 , p5,2

0 ) ∈ W 2,1
10
3

(Q2) ∩ C(Q2) únicos tales que:

(u1,1
0 , u2,1

0 , u3,1
0 , u5,1

0 ) y (u1,2
0 , u2,2

0 , u3,2
0 , u5,2

0 ) verifican las ecuaciónes de estado (12)-(13),
−→
λ ∈ ∂κE(B(ρ1

0, ρ
2
0)), donde E = [0, σ1]× [0, σ2]× [θ1,∞)× [θ2,∞),
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(p1,1
0 , p2,1

0 , p3,1
0 , p5,1

0 ) y (p1,1
0 , p2,1

0 , p3,1
0 , p5,1

0 ) verifican las ecuaciones del estado ad-
junto:





∂p1
0

∂t − div(Aµ∇p1
0) = DE(c1

0)
Tp1

0 en Q1,

∂p2
0

∂t − div(Aµ∇p2
0) = DE(c2

0)p
2
0 en Q2,

∇p1
0 · n = 0 sobre Σ1,

∇p2
0 · n = 0 sobre Σ2,

p1,1
0 (T 1) = λ1 + 1

µ(Ω1)

∫
Ω2

p1,2
0 (0)dx en Ω1,

p2,1
0 (T 1) = 1

µ(Ω1)

∫
Ω2

p2,2
0 (0)dx en Ω1,

p3,1
0 (T 1) = 1

µ(Ω1)

∫
Ω2

p3,2
0 (0)dx en Ω1,

p5,1
0 (T 1) = λ3 en Ω1,

p1,2
0 (T 2) = λ2, p5,2

0 (T 2) = λ4, pi,2
0 (T 2) = 0, i = 2, 3, en Ω2,

(17)

donde ui = (u1,i, u2,i, u3,i, u5,i) y DE(ui) es la siguiente matriz:



−CncA
KN

(KN+u1,i)2 u2,i −CncA
u1,i

KN+u1,i + CncKr 0 CncKrdΘθ−20

A KN

(KN+u1,i)2 u2,i A u1,i

KN+u1,i − (Kr + Kmf )−Kz
KF

(KF +u2,i)2 u3,i −Kz
u2,i

KF +u2,i 0

0 CfzKz
KF

(KF +u2,i)2 u3,i CfzKz
u2,i

KF +u2,i −Kmz 0

0 Kmf Kmz −KrdΘθ−20




(18)

Se satisface la siguiente condición de optimalidad:

γJ ′(ρ1
0, ρ

2
0)(ρ

1 − ρ1
0, ρ

2 − ρ2
0)+

1
µ(Ω1)

∫
Ω1

(ρ1 − ρ1
0)p

2,1dx + 1
µ(Ω2)

∫
Ω2

(ρ2 − ρ2
0)p

2,2dx ≥ 0, ∀(ρ1, ρ2) ∈ Uad.
(19)

3. Resolución numérica del problema. Un algoritmo de pun-
tos interiores.

La resolución numérica del problema de control que hemos planteado, presenta una
serie de complejidades como son la resolución de la ecuación de estado, la resolución de
las ecuaciones linealizadas (necesarias para el cálculo del gradiente del funcional de coste
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y de las restricciones) o la propia resolución del problema de minimización asociado. Para
la resolución numérica de la ecuación de estado hemos empleado una discretización por
elementos finitos combinada con un algoritmo de punto fijo para resolver la no linealidad
y, en el caso de las ecuaciones linealizadas, hemos empleado un algoritmo de relajación
para tratar el acoplamiento entre especies. Por último, la resolución del problema de mini-
mización asociado, la hemos realizado empleando el código IPOPT, un algoritmo de puntos
interiores cuya descripción se puede ver en [4].

A continuación presentamos, a modo de ejemplo, la evolución del algoritmo en un test
con parámetros académicos en donde se alcanza saturación en una de las restricciones:

iter objective inf_pr inf_du lg(mu) ||d||
0 3.6024684e+01 0.00e+00 5.09e+00 0.0 0.00e+00
1 1.8439766e+01 3.10e-01 1.74e+00 0.2 4.88e+00
2 1.8474918e+01 9.91e-04 5.75e-01 -1.1 3.45e-01
3 1.8057410e+01 1.65e-03 9.65e-02 -2.3 1.94e-01
4 1.8055934e+01 3.79e-04 3.56e-01 -3.2 2.01e-03
5 1.8055104e+01 2.21e-07 2.37e-04 -4.7 1.62e-03
6 1.8055061e+01 7.15e-11 1.13e-06 -9.0 6.92e-06
7 1.8055061e+01 2.66e-13 4.33e-12 -9.0 1.52e-09

En las siguientes figuras se puede apreciar el comportamiento de las concentraciones
de nitrógeno en el tiempo final para cada uno de los tanques:

Tanque 1 Tanque 2
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