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Resumen

El aumento de los niveles de nitrégeno y fésforo (nutrientes principales para deter-
minadas algas) en grandes masas de agua debido a la accién contaminante del hombre,
puede traer consigo una disminucién de la calidad del agua (procesos de eutrofizacién).
En este trabajo estudiamos un método de control de esta clase de procesos, basado en
el uso de biorreactores (tanques en donde se desarrollardn una serie de procesos que
reducirdn los niveles de nitrégeno y/o fésforo del agua por debajo de unos umbrales
maximos). Mateméticamente estos métodos de control se pueden formular como prob-
lemas de control 6ptimo con restricciones sobre el estado en donde las ecuaciones de
estado son un tipo de sistema de ecuaciones cuasilineales.

1. Las ecuaciones de estado. Un sistema de ecuaciones cuasi-
lineales.

Las ecuaciones que modelan los procesos de eutrofizacién se pueden considerar como
un caso particular del siguiente sistema de ecuaciones no lineal:

%_Z?:l %aé(t,x,ul,vw)—|—Cl(t7x7u,Vu) = gl en @,
v-al(t,z,ul, Vul) +bl(t,z,u') = hl sobre X,

ul(0) = uf en Q,

donde:
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[ =1,..., N,
» ) C R3 es un dominio con frontera 02 suficientemente regular,
» Q=1[0,T] xQyX=10,T] x 09,

» c(t,z,u, Vul) = km 1ckm(t z,uf, Vu™) + Ekm 1c0km(t,x,uk,um).

Dentro del sistema de ecuaciones anterior consideraremos los dos subtipos siguientes:

= Simplificacién Cuasilineal.

l
aé(t,x,ul,Vul) = Z? 1 Zj(t x)az_ —i—aéo(t,w,ul), (2)
c m(t,az,uk’Vu )—5km23 1‘1’10mj(t z, & ax ), (3)
cé,k’m(t,x,uk,um) = ‘Ijé,k,o,o(t7xa“ )+ \IIO kmo(t,x, uF)um. (4)

Para esta clase de sistemas diremos que u! € Wh22(I; HY(Q), H'(Q)*)'NC(I; L*(Q))
con u(0,x) = up'(x) y I =1,..., N, es una solucién débil si:

{ < dt b >+ [ al(t z,ul, V) - Vol (2) + d(t, 2, u, Vu)ol (z)de+

fFl (t, z,ub) d’y} Zl 1 { ng lda:—i—f Rl (t vld'y} cpt. tel,
Vv € H1(Q)Ne
(5)
= Simplificacién Semilineal.
al(t, x,ul, Vul) = > ”(t T, u )g;‘j +a§70(t,aj,ul), (6)
ch otz Vumy =0 W (o )%";’:, (7)
cf)km(ta:uku )= ‘IIOkOO(txu)+\110km0(t,a:,uk)um. (8)

Para esta clase de sistemas diremos que u! € L2(I; H'(Q)) N Cyw(I; L2()) con
l=1,...,N; es una solucion muy débil cuando:

{fQ NT,x dm—{—fQ (t,x,ul, Vul) - Vol 4 (t, 2, u, Va)u! — W uldzdt+
le (t,z, ul)ldvydt} = S { fQ ghldzdt + lel holdydt + [ uot - 04(0, -)dz},

Yv € Wheoss (I [Whee(Q)] N, ([HH(Q)]™)*). o)

WPV, V) ={u e LP(I;V) : 24 € LY(I;V*)}.
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La existencia de solucién de esta clase de sistemas se obtiene empleando técnicas simi-
lares a las descritas en [3]. La idea bésica para demostrar la existencia de solucién débil
consiste en imponer hipdtesis sobre los coeficientes para garantizar una serie de condiciones
sobre el operador asociado al sistema tales como la acotacién y la pseudomonotonia. Por
otro lado, para garantizar la existencia de soluciones muy débiles, sera necesario imponer
restricciones sobre los coeficientes que nos permitan asegurar propiedades sobre el oper-
ador como la acotacién y la continuidad débil en ciertos espacios.

Los modelos que gobiernan los procesos de eutrofizacién estan basados en ecuaciones
en derivadas parciales de una gran complejidad debido a la variedad de fenémenos que
intervienen. En este trabajo hemos considerado un modelo relativamente simple en donde
sélo se consideran las siguientes cinco especies ([1]):

1. Fitoplancton (uq),

2. Nutriente Genérico, por ejemplo, el Nitrogeno (us),
3. Zooplancton (ug),

4. Oxigeno Disuelto (uy),

5. Detritos Orgénicos (us).

La interaccién entre ellas en un dominio £ C R3 (que vamos a suponer fijo) se puede
modelar mediante el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

(b weu — Ve (V) — Al (K Kppu! + Kou® = gb enQ,

867%52 +weu? =V (mVu') + CncA#iuzul — CpeKut — CpeKpg©072%%° = g2 enQ,

9w — V- (V') — Op K.’ + Knpu® = g% enQ,

Pt weul = Ve (1 Vul) = CocAyul + Coclu! + CocKrg® 0w’ = g' en@,

Bgf +w-u’ =V (i Vul) - Kmfu1 — Kppu? + K,q00=2045 — Wfd%“: = ¢ enQ,
i=1,...5, wVu'-n+aou’ = h' sobreX,

i=1,...5 u;(0) = wup enf.

(10)

donde w es la velocidad del agua, C,. es el coeficiente estequiométrico oxigeno-carbono,
Che es el coeficiente estequiométrico nitrégeno-carbono, K,.4 es la tasa de regeneracién de
los detritos, © es la constante de regeneracion térmica de los detritos, 6 es la temperatura
del agua, K, es la tasa de respiracién enddégena del fitoplancton, K, es la tasa de mortal-
idad del fitoplancton, K,,, es la tasa de mortalidad del zooplancton, K, es el coeficiente de
predacion del zooplancton, Wy es la velocidad de sedimentacion de los detritos organicos,
K es la constante de saturacion media del fitoplancton, K es la constante de saturacion
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media del nitrégeno, p;, ¢ = 1,...,5 son los coeficientes de difusion de las especies y A es
la funcién de luminosidad:

A= pC’f’zO%e_(d’”@”)z, (11)

S

con Ij la intensidad de luz incidente, I la saturacion de luz, C; la constante de crecimiento
térmico del fitoplancton, ¢; la atenuacion de la luz debida a la profundidad del agua, ¢o
es la atenuacién de la luz debida a la presencia de fitoplancton y p la tasa méxima de
crecimiento para el fitoplancton.

Si suponemos que ¢2 = 0 (el caso distinto de cero es anédlogo y sélo requiere unas
pequenas modificaciones en el sistema que hemos presentado al comienzo de este articulo)
el sistema anterior se puede considerar como un caso particular del sistema (1) y, depen-
diendo de la regularidad del término de conveccién y los datos, lo incluiremos como un
caso particular de la simplificacién cuasilineal o un caso particular de la simplificacién
semilineal. En concreto, suponiendo que los términos fuente y de frontera son nulos y que
las condiciones iniciales tienen la regularidad requerida en cada caso, si:

» w-Vu € L2(I; HY(Q)*), Yu € L3(I; HY(Q)), se incluye en la simplificacién cuasilineal,

= w-Vu € LI (LWH(Q)), Yu € L2(I; HY(Q)), con ¢ >0y 1 < g < 00, se incluye
en la simplificacion semilineal.

En este trabajo supondremos que la velocidad w, los términos fuente ¢*, de contorno

h' y a; en (10) son cero y que las condiciones iniciales son suficientemente regulares

(uf) € W%LB?(Q)) Bajo estas hipétesis tiene sentido la formulacién débil del problema y,

ademas, puede obtenerse regularidad adicional (u® € Wil (Q)’NC(Q) ) empleando técnicas
3

y resultados de [2]. Una vez demostrada la regularidad adicional para la solucién, podemos
demostrar la unicidad de la misma, la continuidad y la derivabilidad con respecto a las
condiciones iniciales.

2. El problema de control. Depuracion de aguas en Biorre-
actores.

La idea fundamental de los biorreactores consiste en estancar el agua rica en nitrégeno
en grandes tanques a los cuales anadiremos una cierta cantidad de fitoplancton que de-
jaremos desarrollarse para que absorba el nitrégeno del agua.

En el problema de control que planteamos tenemos dos tanques de igual volumen. El
agua rica en nitrégeno llegaria al primer tanque, al cual anadiriamos una cierta cantidad
de fitoplancton que dejariamos crecer para que hiciese descender los niveles de nitrégeno
hasta un cierto umbral maximo. En este primer tanque nos interesaria también que se pro-
dujera una cierta cantidad de detritos organicos pues serian una buena fuente de abono
agricola. Alcanzados los niveles maximo de nitrégeno y minimo de detritos, filtramos los

u P. u P. 2y
Wl (Q) = {u e LP(Q) : [lullor@) + 154l lr@) + o 125 Nlr@) + 71 H#BIJHLP(@ < oo}

4
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detritos y pasamos el agua a un segundo tanque para volver a repetir la operacién. El
agua que salga de este segundo tanque serd agua pobre en nitrégeno, pero sin embargo,
puede contener una gran cantidad de fitoplancton que también nos interesaria minimizar.
Por lo tanto, se trata de controlar la cantidad de fitoplancton que tenemos que anadir a
cada uno de los dos tanques, para que los niveles de nitrégeno estén por debajo de unos
maximos y los de detritos por encima de unos minimos y de forma que la concentracion
final de fitoplancton sea lo méas reducida posible.

Desde el punto de vista matematico este problema se puede plantear como un problema
de control éptimo con restricciones sobre el estado, en donde el control (p', p?) serd la
concentracién de fitoplancton que anadiremos a cada uno de los tanques.

s Ecuaciones de estado. Tenemos dos sistemas de ecuaciones de estado, uno para
cada tanque (€21 y Q2). En principio, vamos a prescindir de la ecuacién del oxigeno
disuelto pues no juega un papel relevante. Al cambiar de tanque, supondremos que
el agua se mezcla y es por ello que las condiciones iniciales para el tanque 2 seran la
media de las concentraciones, en el tiempo final, del tanque 1.

1,1

e Tanque 1. Las variables de estado para el tanque 1 serdn: u"" (nitrégeno),

! (fitoplancton), u! (zooplancton) y u*! (detritos orgdnicos). El tiempo de
permanencia en el primer tanque serd 717, siendo @1 = [0,71] x Q1 y ¥1 =
[0, Tl] X 691

2,1

=V (mVult) = A tbrubt + (Kp + Kyp)ub! + Kzﬁug’l =0en Q1,

8%?1 -V (ﬂQvu ) + CncA L1 _ CncKrul’l - CncKrdGG_QOUB’l =0en Qla

K + T+ 2,1 1
3,1
Q= =V - (V) — Cr K w4 Kppou! = 0 en Q)
5,1 51
alét ’ (/.L5V’LL5’1) - KmfuLl - szu + K @9 20 5 1 Wfdagz =0en Ql,

i=1,2,3,5, Vub' -n=0 sobre ¥,
i=1,3, ub(0) = uO Len @y,

u?1(0) = uO Ly pten Q,

u>1(0) =0, en Q.
(12)

e Tanque 2. Las variables de estado para el tanque 1 seran: u? (nitrégeno),

2 (fitoplancton), u*? (zooplancton) y u®? (detritos orgénicos). El tiempo
de permanencia en el segundo tanque serd Tb, siendo Q2 = [0,7T2] x Qo y
ZQ = [O,TQ] X 892
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w22
KN+u2

(2 A Vul?) — A 2ul? 4 (Kp + Ko p)uh? 4+ K u? = 0 en Qo

Kp +u1

8%172 -V (MQVU2 2) + CncAK +u2 2U — Cre K, ul CncKrd@9_20u5’2 =0en QQ,

90,3:2
d%t -V (u3Vu3’ ) sz 2 Kp +u1 zu 2+ Ky, U =0en Qo,

— V- (15VUP?) — Kppul? — Kpoud? 4 K000 20052 — Wi,y 2872% = 0 en Qo
i=1,2,3,5, Vu"? -n=0 sobre X,
i=1,3, u"?(0)= ﬁ Jo, v (Th)dx en Qg

u27 le T1 dx + p en 9,

u>2(0) = 0 en Q.
(13)

= Funcional de coste. Tal y como hemos explicado antes, nos interesa minimizar la
concentracién de fitoplancton que sale del tanque 2:

1
T(o' %) = Sl (Do)l 120y "

» Restricciones sobre el estado. La concentracién final de nitrégeno en cada uno
de los tanques debe de estar por debajo de unos niveles maximos y la concentracién
final de detritos por encima de unos niveles minimos:

Bl(p17p2) = ﬁ le ulyl(Tl)dx < o1, BQ(pl)p2) = ﬁ fﬂg U1’2(T2)dl‘ < 03,
(15)
Bs(p',0%) = ity Jo, WP (T1)dz 2 61, Ba(p',p%) = ity Sy, w22 (To)dz > 6.

Por lo tanto, la formulacién del problema de control éptimo serd la siguiente:
(P) inf {J(p",p?) t.q. (p*,p?) € Uga, con (u™, vt u'? u5?) verificando (15)},  (16)

710 710 .
donde Uyg C W53 (1) x W53 (£2) es un subconjunto acotado, convexo, cerrado y no
vacio.

Podemos probar que este problema de control admite soluciéon no necesariamente tinica.
Ademés, si (pg, p2) es una solucién del problema de control, entonces existird una constante
3 4 1121 31 51 1,1 21 31 51 2,1 o
72> 0, A € R* y elementos (uo ,uo Uy U )y (PP s Po P ) € Wi (Q1) NC(Q1),
3
12 22 32 2,1 =\ o
(UO 7u0 7u0 7u0 ) (pO 7Po ’po 7p0 ) € W& (QQ) N C(Q?) unicos tales que:

11 21 31 51 12 22 32 52 : ..
w (uy,uy ,u(g)’ ,ug’ )y (ug®, ugy ,ug ,ug ) verifican las ecuaciénes de estado (12)-(13),

- N e Okp(B(pd, p3)), donde E = [0,01] x [0,02] x [#1,00) x [62,00),
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3.

2,1 3.1
(p[) 7p() >p0 7p0 )

junto:

(po , pg l,pg l,p0 ) verifican las ecuaciones del estado ad-

0, .

%L _ div(4,Vph) = DE(ch)ph en Q1.
S — div(A,Vpg) = DE(c3)pg en Qo
Vp(l) -n = 0 sobre X,

Vpg -n = 0 sobre o,

p(l)’l(Tl) =\ + ﬁ o, pé’2(0)daf en Q, (17)

2.1
V20 (1!

0)dz en y,

3,1 3,2
o (T = u(gh Py (0)dz en €y,

pg’l(Tl) = )\3 en Ql,

(1)72(T2) = >\27 p872(T2) = )\47 pSQ(Tz) - 07 1= 2737 en QQ7

donde u® = (ul?,u?t vt uP?) y DE(ui) es la siguiente matriz:
—CneA iy u* ~CreA s + CrekK, 0 CheK,q©7720
A At = (Kot Kog) = Kl Ko
0 Cp K. ety u® Cr Ko — Ko
0 Koy K. —K,q09720
(18)
= Se satisface la siguiente condiciéon de optimalidad:
v (05, 83) (" — 5, P° — PR)+
(19)

oy Jou (PF = po)P* e + s fo, (0 — pg)p*Pda 2 0, V(p', p?) € Una.

Resoluciéon numérica del problema. Un algoritmo de pun-
tos interiores.

La resolucién numérica del problema de control que hemos planteado, presenta una
serie de complejidades como son la resolucion de la ecuacién de estado, la resolucién de
las ecuaciones linealizadas (necesarias para el célculo del gradiente del funcional de coste
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y de las restricciones) o la propia resolucién del problema de minimizacién asociado. Para
la resoluciéon numérica de la ecuacién de estado hemos empleado una discretizaciéon por
elementos finitos combinada con un algoritmo de punto fijo para resolver la no linealidad
y, en el caso de las ecuaciones linealizadas, hemos empleado un algoritmo de relajacién
para tratar el acoplamiento entre especies. Por ultimo, la resolucion del problema de mini-
mizacién asociado, la hemos realizado empleando el codigo IPOPT, un algoritmo de puntos
interiores cuya descripcion se puede ver en [4].

A continuacion presentamos, a modo de ejemplo, la evolucion del algoritmo en un test
con parametros académicos en donde se alcanza saturacién en una de las restricciones:

iter objective inf_pr inf_du 1g(mu) [1dl|
0 3.6024684e+01 0.00e+00 5.09e+00 0.0 0.00e+00
1 1.8439766e+01 3.10e-01 1.74e+00 0.2 4.88e+00
2 1.8474918e+01 9.91e-04 5.75e-01 -1.1 3.45e-01
3 1.8057410e+01 1.65e-03 9.65e-02 -2.3 1.94e-01
4 1.8055934e+01 3.79e-04 3.56e-01 -3.2 2.01e-03
5 1.8055104e+01 2.21e-07 2.37e-04 -4.7 1.62e-03
6 1.8055061e+01 7.15e-11 1.13e-06 -9.0 6.92e-06
7 1.8055061e+01 2.66e-13 4.33e-12 -9.0 1.52e-09

En las siguientes figuras se puede apreciar el comportamiento de las concentraciones
de nitrégeno en el tiempo final para cada uno de los tanques:

Tanque 1 Tanque 2

aaaaa
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