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Resumen

Estudiamos la variacién de los invariantes por feedback de una matriz rectangular
n X (n + m) cuando realizamos pequefias perturbaciones aditivas en las dltimas m
columnas, en algunos casos particulares.

1. Introduccion

En las tltimas décadas se ha estudiado el cambio de las formas canénicas de matrices
obtenidas mediante la adicién de una matriz con entradas suficientemente pequenas (véase,
por ejemplo, [2, 6, 8, 9, 10, 11]). En estos problemas se puede modificar todos los elementos
de las matrices originales. En otros casos sélo se puede perturbar los elementos en unas
determinadas posiciones, dando lugar a problemas de perturbacién estructurada (véase
[3, 4, 5, 7]). Nuestro problema consiste en estudiar el comportamiento de los invariantes
por feedback cuando se perturban algunas columnas de una matriz rectangular.

En concreto, consideramos matrices rectangulares [A B] € C**("t™) o equivalente-
mente, pares de matrices (A, B) de C"*™ x C™™. En primer lugar, obtenemos condi-
ciones necesarias que han de verificar los invariantes por feedback de todas las matrices
[A B'] € C*("+™) siendo B’ cualquier matriz suficientemente préxima a B.

Reciprocamente, obtenemos condiciones necesarias y suficientes que tienen que satis-
facer unos polinomios y unos ntimeros enteros para ser los factores invariantes y los indices
de controlabilidad de un par de matrices (A, B), siendo B’ una matriz tan préxima a B
como queramos. Este problema lo hemos resuelto en los siguientes casos:
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1. cuando (A, B) es completamente controlable;
2. cuando (A, B) es completamente incontrolable, es decir, B = 0;
3. cuando B sélo tiene una columna.

Estos problemas pueden considerarse también como problemas de completacién de
matrices, dado que una parte de la matriz queda fija (véase, por ejemplo, [1, 12, 13, 14, 15]).

2. Notaciones, definiciones y resultados previos

Una particion es una secuencia no creciente finita o infinita de enteros no negativos
casi todos nulos, a = (a1, as,...). Denotamos por |a| el peso de a, es decir, la suma de sus
componentes.

La particion conjugada de a, @ = (a1,as,...) se define por ay, := Card{i : a; > k}.

Sean a y b dos particiones de enteros. Se dice que a estd mayorizada débilmente por b,
i.e,a<<kb& Zle a; < Ele b;, para k =1,...,n, y se dice que a estd mayorizada por
byie,a<bsa<<by Y ai=Y b

Definimos a U b como la particién cuyas componentes son las de a y b reordenadas en
orden no creciente.

Se verifica que a < b < b < a.

Sea X una matriz compleja m x n, con m < n. Llamaremos factores invariantes de
X, a los factores invariantes de la matriz polinomial [s,, 0] — X. Denotaremos por d(«)
el grado del polinomio «.

Denotaremos por A(X) := {A1,..., Ay} el espectro de X; por s(\;, X) la particién de
A; en la caracteristica de Segre de X y por w(\;, X) la particién de A; en la caracteristica
de Weyr de X, i.e., en la particién conjugada de s(A;, X). Si A ¢ A(X), s(A, X) :=(0) y
w(\, X) := (0).

Sean 1 | -+ | Yym vy v, | -+ | 74, polinomios ménicos dados. Sean v = (V1,...,%m) ¥
v =(,---,7,) las cadenas formadas por estos polinomios.

Definimos v/ <<y <~ -7 |77, parai =1,...,m

YV <7y Kyy o m = e

Ahora se puede enunciar el siguiente lema sobre mayorizacién débil de cadenas de
polinomios.

Lema 1 Dadas dos cadenas de polinomios mdnicos ¢ = (©1,...,¢n) ¥y @ = (@, ..., L)
tales que @' << @, existe un nimero finito de cadenas intermedias de polinomios mdnicos
de tal manera que para pasar de una de ellas a la siguiente sélo hay que realizar una
transformacion elemental de uno de los dos tipos siguientes:

(1) @i =i YVig {4k}, <k (s=X)¢)=wjye,= (5= Xo)pk, para alguna raiz
compleja de @;,

(2) wi=wi Vi#jy(s—X)¢j=j, para alguna raiz compleja de ;.

Denotaremos por ki > -+ > kp, > ky 41 = --- = kg = 0, los indices de controlabilidad
de (A, B). Denotaremos por (r1,72,...) la particién de los indices de Brunovsky, que es
la particion conjugada de la de los indices de controlabilidad.
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En el siguiente resultado se dan las relaciones entre los invariantes del par y de la
matriz cuadrada. Corresponde a un problema de completacién de columnas.

Teorema 2 ([15], [1]). Sea A € F™" y sean wy | --- | wy, sus factores invariantes. Sean
©1 | -+ | pn polinomios monicos y k1 > --- > ky, enteros positivos dados. Entonces existe
una matriz B con rang(B) = 11 tal que p1, . .., @, son los factores invariantes y ki, . . . , ky,

los indices de controlabilidad no nulos de [A B| si y sdlo si
(1) Wi—p, | @i |wi parai=1,...,n,

H?:f mem (@i Wi—ry )
157" mem(@imjirwiory)’

7=1,...,7r1, siendo p; =1 yw; :=1 para i < 1.

(i) (k1. Ke) < (d(8y), ..., d(61)), donde 0; =

Denotaremos por || X|| cualquier norma de matriz de X.

Dado un numero real p > 0, B()\;, p) es la bola abierta con centro \; y radio p, y
definimos el p-entorno del espectro de M como el conjunto V,(M) := |J;_; B(\i, p), donde
las bolas son disjuntas dos a dos. Un ntumero real p suficientemente pequefio como para
que se verifique lo anterior se llamard adecuado a la matriz M.

Ahora se presentan las condiciones necesarias de perturbacion de un par de matrices.

Teorema 3 ([8]). Sea r = (ry,re,...) la particion de los nimeros de Brunovsky de
(A,B) € C"*" x C™™ ™. Sea A(A,B) = {A1,...,\u} el espectro de (A, B). Sea p > 0
adecuado a [A B].

Eziste e > 0 tal que si ||[A B] —[A" B']|| < e, entonces se cumplen las condiciones:

(i) A(A,B") CV,(A,B),

(ii) sipi;j € AA,B)NB(N\,p), para j=1,...,t;, ei =1,...,u, entonces
U;L:l w(pij, [A" B')) << w(X\i, [A B]), parai=1,...,u,

(ili) sir’ = (ry,7h,...) es la particion de los nimeros de Brunovsky de (A’, B'), entonces
r=<<r" y rjp<m,

(i) || = Irl = 2y Wi, [A BI)| = iy X5y [wlni, [A” B

3. Relacion de equivalencia asociada a este problema

Sean (Ai, B1) y (Ag, Bg) dos pares de C™*™ x C"*™. Decimos que (Aj, B1) es PQ-

. P . . .
equivalente a (Agz, Bs), y lo denotaremos (A1, By) 9 (Ag, Bs) si existen matrices P €

Cnxn) v @ e Cm>*™) invertibles tales que (A9, By) = (PA1P~Y, PB1Q).

Puesto que esta relacién es un caso particular de la relacién de equivalencia por feed-
back, dos pares P@Q-equivalentes tendran los mismos indices de controlabilidad y los mis-
mos factores invariantes.

El siguiente lema muestra que si se resuelve el problema para un par, se resuelve para
cualquier otro de su clase.
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Lema 4 Sea [A; By] € C (™) 4 seq [Ay By) = [PA1P~' PB1Q]. Entonces, en todo
entorno de [A1 Bi] existe una matriz [A1 By + E1] con kj > --- > kI, >0 como indices
de controlabilidad y @} | -+ | ¢}, como factores invariantes si y sélo si en todo entorno de
[A2 Bs| existe una matriz [As Bs + Es] con esos invariantes prescritos.

4. Condiciones necesarias

Las condiciones necesarias de perturbacién que se obtienen a partir del teorema de
completacién de columnas (Teorema 2) y el de perturbacién de pares de matrices (Teorema
3) es el siguiente.

Teorema 5 Sea A € C"™ y sean wy | -+ | wy sus factores invariantes. Sea [A B] €
Cnx(ntm) cop o1 | -+ | on como factores invariantes y ky > -+ > kpy > kpyp1 = - =
km = 0 como indices de controlabilidad.

Existe e > 0 tal que si ||[A Bl —[A B]|| <e, ¢} || ¢l son los factores invariantes
ykp > > k;,l > /{:;Hl = ... =k, =0 son los indices de controlabilidad de [A B'],
entonces se cumplen las condiciones:

(1) wiiw | @i |wi parai=1,...,n,

(i) (K., k) =< (d(0,),..,d(8})), donde

w
g — H:L:lj mcm(sog—ja wi—r'l)

J +j5—1
H?:lj mcm(sog—j-yla wi—r'l)

9 j:17"'7T17

siendo ¢ =1 yw; =1 parai <1,

(iii)
¢ <

(iv) sir' es la particion de los nimeros de Brunovsky de (A, B'), entonces r << r’.

5. Caso controlable

Supongamos que (A, B) es controlable con k1 > --- > k,, > 0 como indices de con-
trolabilidad. Si se perturba ligeramente la matriz B, el nuevo par (A, B’) sigue siendo
controlable, es decir, ¢’ = ¢ = (1, ), 1). En este caso, las condiciones del Teorema 5 se
reducen a:

(ii) & = (K1, ... k) < (d(wn), ..., d(w1)),

1

(iv) r <7

Para el par (A, B) se cumple la relacién k& = (ky,..., k) < (d(wp),-..,d(w1)), siendo
r1 = rang(DB).

Como r < ' <= k'’ < k, podemos concluir que, en el caso controlable, las condiciones
necesarias pueden reducirse a k' < k.
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Se demuestra que en este caso, esta condicién es suficiente para encontrar, tan cerca
como queramos de B, una matriz B’ de forma que (A, B’) tenga k] > --- >k, > 0 como
indices de controlabilidad, como se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 6 Sea (A, B) € C"*" x C™*™ un par controlable con ki > -+ > ky, > kyy41 =
-+ =k, = 0 como indices de controlabilidad.

Sea (ki,...,kl,) una particion no creciente de enteros.

Para todo £ > 0 existe una matriz B’ con ||[A B] —[A B']| < ¢, tal que (A, B’) es

controlable y tiene kY ... k., como indices de controlabilidad si y sdlo si

Ky, kD) < (ks o).

6. Caso completamente incontrolable

Supongamos que (A, B) = (A,0) y que los factores invariantes de A (y los de [A 0])
son wy | -+ | wp, es decir, ¢ = w. En este caso, la condicién (iii) del Teorema 5 se deduce
de la condicién (i) y la condicién (iv) es trivial. Por tanto las condiciones necesarias se
reducen a la (i) y la (ii).

Se demuestra que en este caso, estas dos condiciones son suficientes para encontrar,
con norma tan pequena como queramos, una matriz B’ de forma que (A, B’) tenga kj >
-+ > kI > 0 como indices de controlabilidad y ¢} | --- | ¢}, como factores invariantes,
como se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 7 Sea A € C™™" y sean wy | -+ | wy, sus factores invariantes.
Sean @' = (¢}, ..., ¢l) una cadena de polinomios mdnicos y ki > -+ > k:;,l > k;~/1+1 =
-~ =k, =0 enteros.
Para todo € > 0 existe una matriz B' con rango 1} y ||B'|| < ¢, tal que (A, B") tiene
1y, kL, como indices de controlabilidad y @} | -+ | ¢}, como factores invariantes si y

solo si
(1) w’i*rll | 90; | wi para i = 17"'7”7
(i) (K, k) < (d0Ly), . d(8}), donde

n+j /
/ Hi:l mcm(soi—jawi—r’l) .
0. = , J=1,...,r],

J +j5—1
H?:lj mcm(sog—j-yla wi—r'l)

siendo ¢ =1 y w; :==1 para i < 1.

7. La matriz B sdlo tiene una columna

Cuando B tiene sélo una columna, es decir, si m = 1, se tiene que 1 < 1. Al perturbar
ligeramente en la tnica columna de B se tiene que r} = 1. Como consecuencia, la condicién
(iv) del Teorema 5 es trivial. Ademds, por la condicién (ii) se tiene que k] = d(0]) =
Yo d(wi) =D d(@h) = ki + Y0, d(wi) — Yoy d(#)). De esto se deduce que kj — ki =
Yo d(ei) — > d(¢)). Entonces las condiciones del Teorema 5 se reducen a:
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(i) wi—1 | ¢} |w; parai=1,...,n,
(i) ky — k1= > d(ei) — 205 d(h),
(iii) ¢ =< .

Veamos que en este caso, estas condiciones son suficientes para encontrar, tan cer-
ca como queramos de b, una columna b’ de forma que (A,b) tenga k} como indice de
controlabilidad y ¢} | - -+ | ¢}, como factores invariantes.

Como m = 1 entonces M’ tiene un tnico indice de controlabilidad. Por lo tanto, el
problema de prescripcién de invariantes se va a reducir a poder conseguir una matriz [A b']
con los factores invariantes prescritos.

Por el Lema 4 se puede considerar que A estd en forma candnica de Jordan, dado que
la semejanza de pares de matrices es un caso particular de PQ-equivalencia. Denotaremos
por Jg,(A;) el bloque de Jordan de tamano a; correspondiente al valor propio A; (con los
unos por encima de la diagonal) y por J();) la matriz que tiene en la diagonal todos los
bloques de Jordan asociados al valor propio A;, ordenados de mayor a menor tamano.

Vamos a enunciar dos lemas que nos permitiran dar una idea de la demostracion del

teorema posterior. En el primero de ellos se mostrard que, si A estd en forma de Jordan,
para obtener los factores invariantes se puede considerar cada valor propio por separado.

Lema 8 Sea [A B] € C™ (™) con A(A) = {\1,..., \o}. Si A = diag(J(\1),...,J(\))
y B=[B1...,B,)T, entonces s(\;,[A B]) = s(\i, [J(\i) BY)), parai=1,...,0.

Como consecuencia del Lema 8, no se pierde generalidad si se considera que A tiene
un unico valor propio, que puede ser el cero, para simplificar la notacion. Ademéas basta
considerar que sélo hay dos bloques de Jordan porque si hubiera méas se podria perturbar
en varias veces, teniendo en cuenta en cada paso s6lo dos de dichos bloques (véase el Lema
1).

Para poder mostrar el principal resultado de esta seccién, necesitamos conocer como
son los factores invariantes y el indice de controlabilidad de un par (A,b) en funcién de
los elementos no nulos de b. Este es el objetivo del siguiente lema.

Lema 9 Sea [A,b] € Clartaz)x(ataztl) con A = diag(Ja, (N), Ja, (V).
(1,.

Sean w = s M) o =(1,...,1,8%,8) y ky las cadenas de factores invari-
antes de A y (A,b) y el indice de controlabilidad de (A,b), respectivamente.
Entonces b = [x @170 « by, 0 (@17p1) g« (P21 bay+p,0 (@27p2) 0T donde * indica

cualquier nimero y by, # 0 % ba,4p,
sty solo st
k1 = max{p1,p2}, co = min{a1 —p1, a2 —p2} y 1 = a1 —p1+az —p2 — ca +min{p, p2}.

Vamos a proceder a enunciar el principal resultado de esta seccién.

Teorema 10 Sea A € C™*™ y sean wy | --- | wy, sus factores invariantes. Sea [A b] €
Cnx (1) con 01|+ | pn como factores invariantes y k1 como indice de controlabilidad.
Sean k) un mimero entero y @y | -+ | ¢, polinomios mdnicos dados.
Para todo € > 0 existe una columna b’ con ||b/ — b|| < e, tal que (A,b") tiene kj como
indice de controlabilidad y ¢ | -+ | ¢}, como factores invariantes si y sélo si
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(i) wi—1 | ¢} lwi parai=1,...,n,
(i) ky — k=220 di) — 200y d(#)),
(iii) ¢’ =< .

Vamos a poner un ejemplo que sirva de indicacién de la demostracién de este teore-
ma. Consideramos la matriz M = [A b] donde A es nilpotente con factores invariantes
no triviales s° y s3. Dependiendo de cémo sea la columna b, (A, b) tendré como indice de
controlabilidad 0,1,...,5. En el siguiente reticulo mostramos como podrian ser las car-
acteristicas de Segre correspondientes a estos indices de controlabilidad, que sefialamos
a la derecha, y como se podria pasar de un par, con unos invariantes, a otro, mediante
transformaciones elementales de tipo (1), indicadas por flechas horizontales, o mediante
transformaciones elementales de tipo (2), indicadas por flechas verticales o inclinadas. El
sentido de las flechas nos indica cuéles son los invariantes que se pueden conseguir a partir
de los de la matriz M inicial, perturbando reiteradamente.

63y (0)
o —(592)7 (43) (1)

o “@”T (492)7 (3,3) (2)
(5.0) - (41 >f (3,2) (3)
(40)~—— (3.1) (4)
(3,0)" (5)

Para indicar las posiciones de la tinica columna de b que hay que perturbar en cada paso
ponemos subindices a la matriz M, indicando en negrita las posiciones que necesariamente
deben ser diferentes de cero, teniendo en cuenta el Lema 9. Ponemos estas matrices en
lugar de las correspondientes caracteristicas de Segre. Tenemos, asi, un segundo reticulo.

M (0)
ey
Mg <—— My (1)
- Mygjgr <—— Mige <—— Mo (2)
PR \i P y PR

Mias678 <—— Miasjer <—— Miag)e (3)

Y PR 4 PRt
Mi2341678 <—— Mi234i67 (4)

Y Pt

Mi2345)678 (5)

Para ver cémo serfa el vector b1 en cada caso tenemos el tercer reticulo.
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 [00000[000) (0)

[+0000}00] ~— (40000[000) (1)

i 000] # 20] = [+4000}%00] = [+4000]000 (2)

5 000] # 5] = [ 5 %00] 520 —— [ %00] %00] (3)
s kD] 5] = [k x50 )
EEE *v*| * k] - (5)

Aqui las estrellas x indican elementos no nulos y los asteriscos * indican cualquier
elemento. Conseguiremos una matriz M’ = [A b'] con unos invariantes prescritos, con el
minimo de perturbaciones, si colocamos un elemento suficientemente pequenio exclusiva-
mente en las posiciones en las que aparece una estrella.
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