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Resumen

Los sistemas con retardo aparecen frecuentemente en cualquier tipo de proceso
que involucre transmisién de datos a largas distancias y en procesos quimicos, biol6gi-
cos, eléctricos, etc. El modelo matematico que permite analizar este tipo de procesos
corresponde a un sistema dindmico de control.

En este trabajo se estudia el caso en que los coeficientes del sistema varian de
forma periédica y se analiza la influencia del retardo cuando éste afecta al estado del
sistema. Para ello, se obtiene la solucién del sistema y se construyen las matrices de
alcanzabilidad del mismo. Estas matrices se utilizan para caracterizar la propiedad de
alcanzabilidad de un sistema generalizado N-periédico en tiempo discreto cuando se
considera un retardo en el estado.

1. Introduccion

Algunos tipos de sistemas asociados a comportamientos impulsivos llamados sistemas
generalizados pueden aparecer en modelos bioldgicos, econémicos, eléctricos [4] o mecanicos
[9], entre otros, en los que los impulsos son causados por la estructura singular de los
sistemas.

Frecuentemente el modelo matematico que se ajusta a un proceso real se realiza por
medio de un sistema dindmico lineal invariante, [6, 7]. Sin embargo, en algunos casos la
naturaleza del proceso obliga a que los coeficientes del sistema dependan del tiempo. En
particular, cuando esta variacién es periédica aparecen los sistemas periddicos [3]. Por
otra parte existen algunas técnicas usadas para modelar sistemas de control en ingenieria
que nos llevan a una representacion periddica. Este es el caso de la técnica conocida como
multifrecuencia, [1, 2].
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Desafortunadamente, el retardo temporal inherente que aparece en el comportamien-
to dindmico de muchos procesos fisicos o de ingenieria tiene un efecto adverso sobre el
comportamiento del modelo. Este hecho debe tenerse en cuenta a la hora de disenar el
sistema, para que, de este modo, su comportamiento se ajuste de la forma mas real posible
al proceso [10].

Los problemas que involucran retardos han sido estudiados en los ultimos anos, siendo
publicados diferentes trabajos relacionados con el tema. Por ejemplo, la resolucién de
problemas relativos a la estabilidad de sistemas con retardo ha sido estudiada en [8, 11] y
las propiedades estructurales de dichos sistemas en [5].

En este trabajo se estudia la influencia que produce el retardo existente en los estados
en la solucién de los sistemas periédicos. En primer lugar se construye la forma explicita
de la solucion de este tipo de sistemas. Usando esta solucién se obtienen las matrices
de alcanzabilidad y se estudia el efecto de los retardos en esta propiedad estructural.
Finalmente, se caracteriza dicha propiedad en términos matriciales.

2. Solucién de un sistema con retardos en el estado

En esta seccion se obtiene la trayectoria de un sistema discreto N—peridédico cuyo
comportamiento varia a causa de la influencia del retardo en los estados.

Un sistema N-periddico generalizado viene dado por la siguiente ecuacion en diferen-
cias,

E(k)x(k+1) = A(k)x(k) + B(k)u(k), k€ Z

donde E(k+N) = E(k) € R™ "™ es una matriz singular, es decir det(E(k)) = 0, A(k+N) =
A(k) e R™™ B(k+ N) = B(k) € R"™™ y (k) € R" y u(k) € R™ son los vectores de
estado y de entrada respectivamente. Este sistema se denota por (E(-), A(:), B(-))n-

Una técnica utilizada en los sistemas N-periédicos generalizados consiste en desacoplar
el sistema en dos subsistemas y analizarlos por separado. Estos subsistemas tienen la
siguiente estructura

z1(k+1) = Ai(k)zi(k) + Bi(k)u(k),
N(k)zo(k+1) = wzo(k)+ Ba(k)u(k), keZ

donde

() = ding (T, N(1)  A) = ding (41(6). 1) B®) = ( i) ).
siendo N (k) una matriz nilpotente y no = n — nj. El subsistema progresivo se denota por
(In,, A1(+), B1(*)) y el subsistema regresivo por (N (-), In,, Ba(*)).
En la solucién de este tipo de sistemas estan involucradas las matrices de transicion
de estados. La matriz de transicién de estados asociada al subsistema progresivo viene
definida por

¢A1(k,k0) = Al(k — 1)A1(k‘ — 2) i -Al(O), k > ko, ¢A1(k0,k0) =1
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y la matriz de transicién de estados asociada al subsistema regresivo viene definida por
Un(k, ko) = N(E)N(k+1)---N(ko — 1), k < ko, ¥n(ko, ko) = 1I.

En concreto para s = 0,1,..., N — 1, las matrices A; s = ¢a,(s + N,s) y Ny =
Un(s,s + N) se denominan matriz de monodromia progresiva y matriz de monodromia
regresiva, respectivamente.

La solucién de un sistema N-peridédico progresivo-regresivo viene determinada por las
siguientes expresiones,

k—1
z1(k) = 6., (k,8)z1(s) + Y day (k. j + 1) Bi(j)ulj)

j=s

y
k+gN—1
pa(k) == > Nk 5)Ba(G)ud), k> s, (1)
=k

donde ¢ = max{ind(Ns), s =0,1,..., N — 1}, siendo ind(Ny) el indice de nilpotencia de
Ns.

Ahora se considera el sistema N-periédico generalizado con un retardo en el estado
dado por la siguiente ecuacién en diferencias,

Elk)z(k +1) = Ay (k)x(k) + Ag(k)x(k — 1) + B(k)u(k), k € Z

donde Ay(k + N) = Agq(k) € R™ ™ representa el retardo. Este sistema se denota por
(E(), A1(-); Aa(-), B())n-

Si Ag(k) = diag (Agq1(k),On,) v se aplica a este sistema la misma técnica que en el
caso sin retardos vista anteriormente, se obtienen las siguientes ecuaciones,

:L’l(k‘ + 1) = All(k)ﬂj‘l(k‘) + Apn (k)a:l(k: — 1) + Bl(kz)u(k), (2)
N(k)xo(k+1) = x2(k)+ Ba(k)u(k), ke Z. (3)

En este caso, el subsistema progresivo (2) se denota por (I, A11(-), Aaq1(-), Bi(-))y ¥ €l
subsistema regresivo (3) por (N(-), In,, B2(-)) -

Antes de obtener la solucién del subsistema progresivo (2), se definen las siguientes
matrices N—periodicas.

En la notacién utilizada a continuacion, s senala el instante inicial, & indica el niimero
de pasos, mientras que j es un contador. Paras =0,1,...,N-1,k >0y j=0,1,..., k-1,
las matrices Sj(s) vienen dadas por las siguientes expresiones,

= $(s) =0,

= j=k—1, S](s) = Bi(s + ),

s j=0,1,...,k—2 8(s)=An(s +k—1)S_(s) + Aa(s + k — 1)S]_,(s).
Paras=0,1,..., N—1, k> 0y j =0,1, las matrices Gi(s), se definen como

s k=0, GY(s) =1y Gi(s) =0,
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= k=1, Gi(s) = Aui(s) y Gi(s) = Au(s),
s k>2,5=0,1, G(s) = A11(s + k= 1)G}_,(s) + Aar(s + k — 1)G]_,(s).
Sin pérdida de generalidad se considera s = 0. Usando las matrices Si(O), J =

0,1,....k—1y Gg(()), G}C(O), k > 0, se obtiene la solucién explicita del subsistema pro-
gresivo dado en el siguiente resultado.

Teorema. Se considera el subsistema N—periédico progresivo con retardo en el estado
(Inys A11(+), Aa1(+), B1(+)) 5> dado en (2). La solucién del sistema viene dada por

u(0)
zi(k) = GR(0)a1(0) + Gi(0)a1(~1) + Sy(0) : (4)
u(k —1)

siendo Sy (0) = [SP(0), SE(0),...,SE1(0)].

Demostracion. Para k =k — 1, se reemplaza la solucién (4) en el sistema (2),

zi(k) = Apn(k—Day(k — 1) + Ag (k — Dy (k — 2) + By(k — Du(k — 1)
— An(k = 1)(GY_ (0)21(0) + Gh_y (0)1(~1) + Sy_1(0)[u(0), .. ., u(k — 2)'))
A1 (k= 1)(GI_y(0)21(0) + Gy (0)a1(~1) + S (0)[u(0)', ..., u(k — 3)])
+By(k — Lyu(k — 1),

donde M’ denota la matriz transpuesta de M. Como,

(Ar1(k = 1)GR_1(0) + Aar (k — 1)G}_5(0))a1 (0) =
(A11(k = 1)Gr_1(0) + Aar (k — 1)Gi_5(0))z1(~1) = G (0)z1(~1)

A (k= DSk (0)[u(0Y, ... u(k — 2)] + Agr (k — 1)Sp_2(0)[u(0), . .., u(k — 3)")
+Bi(k —Nu(k —1) =

= (A1 (k = 1)SP_1(0) + Ag1 (k — 1)Sp_5(0))u(0)

+( A1 (k= 1)Si_1(0) + A (k — 1)S;_o(0)u(1) +.

+(Api (k= 1)SE73(0) + Aq (k — 1)SEZ2(0))u(k — >

+(An (k= 1S3 (0)]u(k — 2), Bi(k — Du(k — 1),

se tiene que
x1(k) = Gg(O)ml(O) + G,lg(()):cl(—l) + Sk(0)[u(0), ..., u(k — 1),
siendo Sy (0) = [SY(0), S£(0),...,SE1(0)]. O

Por otra parte, la solucién del subsistema regresivo (3) viene definida por (1).
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3. Alcanzabilidad de un sistema con retardo en el estado

En esta seccién se estudia la propiedad de alcanzabilidad para un sistema discreto
N—periédico con retardo en el estado. Para ello se necesita la matriz de alcanzabilidad que
se construye a partir de la solucién del sistema.

Un sistema es alcanzable, si existe una sucesién de controles que conduce dicho sistema
desde el origen hasta el estado final.

Para el susbsistema progresivo, la matriz de alcanzabilidad viene definida por,

kEN-1

Ry (Iny, A11(), At (), Bi (), 8) = S (s) = fil [sgN(s)]jzo kel (5)

y para el subsistema regresivo, la matriz de alcanzabilidad viene definida por,
Rb (N()7 Inzv BQ(')a 5) = fil [¢N(Sa S +] - 1)B2(8 +] - 1)];151 ) (6)

g = max{ind(Ny), s =0,1,..., N — 1}. Nétese que un estado alcanzable x en el tiempo s
en k pasos es dado por la sucesién de controles u(s),u(s+1),...,u(k+gN —1) y por las
matrices (5-6).

Se define la matriz de alcanzabilidad en el instante s, s =0,1,..., N —1, en nN pasos
del sistema progresivo-regresivo (2-3), como una matriz diagonal por bloques dada por

RnN(E(); Al('); Ad(')? B()? S) =
diag[RilN(InwAll(')v Adl(')? Bl(')? 3)7 R (N()7 In27 BQ(')? 3)]

En el siguiente resultado, se consigue una caracterizacion sobre la propiedad de alcan-
zabilidad.

Teorema. Se considera el sistema N-periédico con retardo en el estado (E(-), Ai(+),
Aq(+), B(-))n, dado en (2-3). El sistema es alcanzable en el tiempo s, s =0,1,..., N —1
si, y sélamente si

g (Run(E(), A1), Aal(-), B(), ) = .

En el siguiente ejemplo se comprueba el resultado dado en el teorema anterior para un
sistema discreto 2-periédico con retardo en el estado.

Ejemplo. Sea (E(-), Ai(-), Aa(-), B(+))2 un sistema discreto 2-periédico con retardo
en el estado dado por
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10 00 1 2 00
0100 10 00
EO=EM =149 1] 2O=190 1 0
00 00 10 0 0 1 |
[2 0 0 0] [2 1 0 0]
0400 00 00
A =1090 1 0 A =14 ¢ o o
L0 0 0 1] L0 0 0 0]
[0 0 0 0] -1 3
01 00 0 1
| 0 0 0 0 | 1 1
Se consideran las matrices de alcanzabilidad para cada subsistema, siendo s = 0, 1. Para

s = 0 se obtiene,
R (I2, Au(-), Aar(-), Bi(-),0) = [S3(0) S3(0) S3(0) S7(0)]

= [(An(1)A11(0)A11 (1) + A11(1) Ag1(0) + Ag1 (1) A11 (1)) B1(0),

1(0 ))B1(1), A11(1)B1(0), B1(1)]

—

(A11(1)A11(0) + Ag1 (1)) B (
[ -8 10 -2 3
a -8 13 0 1

Por otra parte, como ¢ =1,
R (V). 2, Ba(,0) = [0 (0.0)Ba(0), o 0.0 B(0] = | § 1]
Por tanto,
rg (Rs(E(), A1(+), Aa(), B(-),0)) =4 =n.
Para s = 1 se obtiene,

Ry (I, A1 (), A1 (), B1 (),
(

= [S1(1) Si(1) S3(1) Si(1)]
= [(Au(1)An 1

1)
0)A11 (1) + A11(1) Aar (0) + Aar (1) A11 (1)) Ba (1),
))B1(0), A11(1)Bi(1), B1(0)]

—

(A11(1)A11(0) + Ag1 (1)) By (
42 -2 6 -1
T 128 -4 4 0
y
b 2 1
R (N(.),IQ,BQ(.),l)=[wN(l,1)32(1),¢N(1,2)32(o)]:[ : 0].
Por tanto,

rg (Rs(E(), A1(+), Aa(-), B(-),1)) =4 =n.

Y por el teorema anterior se concluye que el sistema es alcanzable para s = 0, 1.
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