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Resumen

En esta comunicacién presentamos un esquema numérico paralelo para la simu-
lacién del flujo de particulas rigidas en un fluido incompresible viscoso. El método
de dominios ficticios permite resolver las ecuaciones de flujo sobre una malla fija; se
emplea aqui, ademds, una técnica de bajo coste computacional para imponer la codi-
cion de rigidez sobre las particulas basada en la conservacién de los momentos lineal
y angular. La paralelizacién de los cdlculos se consigue mediante el método SDI (Si-
multaneous Directions Implicit). Se presentan también algunos resultados numéricos
que demuestran el buen comportamiento del método propuesto.

1 Introduccion

En esta comunicacion se presenta un método numérico paralelo para la simulacion de
flujos de particulas rigidas en un fluido incompresible viscoso newtoniano. El movimiento
del fluido esta regido por la ecuacién de Navier-Stokes incompresible no estacionaria en
el dominio fluido, mientras que el movimiento de las particulas estd gobernado por las
ecuaciones de solido rigido.

Se han desarrollado recientemente diversos métodos para la simulacién de flujos de
particulas rigidas, algunos de los cuales se emplean en problemas de animaciéon en el
campo de la informdtica gréafica (ver [3], por ejemplo). Muchos de ellos estdn basados
en el método de dominios ficticios ([7], [9]), que permite el cdlculo del movimiento del
fluido en una malla fija sin necesidad de remallar. La idea fundamental de este método
consiste en resolver la ecuacién de Navier-Stokes en todo el dominio en cada paso de
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tiempo, suponiendo en esa etapa que todo el dominio estd ocupado por fluido; se impone
a continuacién la condicién de sélido rigido sobre las particulas. Los esquemas resultantes
pueden verse como métodos de paso fraccionado, consistiendo uno de los pasos en la
proyeccién de un campo de velocidades intermedio sobre el movimiento de sélido rigido.

La proyeccién de la velocidad intermedia sobre el movimiento de sélido rigido se realiza
habitualmente mediante el método de multiplicadores de Lagrange distribuidos ([7], [8], [9],
[10]) asociados a la condicién de rigidez sobre las particulas; la idea es andloga al papel de
la presion en problemas de flujo incompresible como multiplicador de Lagrange asociado a
la condicién de incompresibilidad. Por otra parte, en [11], se introduce un método basado
en la conservacion de los momentos lineal y angular para calcular dicha proyecciéon que
resulta ser més rapido y eficiente que los multiplicadores de Lagrange, reduciendo dicha
proyeccién al calculo de dos integrales sobre cada particula. Emplearemos este tltimo
método en nuestro algoritmo.

Se han empleado también diferentes métodos de resoluciéon de la ecuaciéon de Navier-
Stokes para el calculo del movimiento del fluido, la mayoria de ellos basados en esquemas
de paso fraccionado secuenciales junto con diferentes aproximaciones espaciales: elementos
finitos mixtos ([7], [9]), diferencias finitas ([3]), volimenes de control ([11]), etc... Nosotros
consideramos un método de paso fraccionado paralelo estudiado en [1], [2] y [5] que permite
separar la incompresibilidad de la conveccion resolviendo simultdneamente un problema
de Burguers no lineal y un problema de Stokes. Ademads, tanto la resolucién del problema
no lineal como la del problema de Stokes se efectiian mediante esquemas iterativos en los
que cada iteracién consiste en la resoluciéon de problemas de Dirichlet para la ecuacion de
Helmholz. El método SDI (Simultaneous Directions Implicit, ver [2], [4], [5], [6]) permite
la resoluciéon de dicho problema en paralelo, calculando simultdneamente la solucién en
cada unos de los llamados segmentos integrables horizontales y verticales de manera in-
dependiente unos de otros. Este esquema espacial paralelo proporciona un alto nivel de
escalabilidad al algoritmo resultante.

En el Apartado 2 se plantean las ecuaciones del movimiento tanto del fluido como de las
particulas. En el Apartado 3 se describe el método numérico empleado para su resolucion,
mientras que en el Apartado 4 se detalla la paralelizacién del mismo. Seguidamente, en
el Apartado 5 se presentan algunos resultados numéricos obtenidos con este algoritmo en
diferentes casos test; finalmente, en el Apartado 6 se extraen algunas conclusiones de este
trabajo y se plantean posibles lineas futuras de investigacion.

2 Ecuaciones de movimiento

2.1 Movimiento del fluido

Consideramos un dominio abierto y acotado 2 C R? con frontera poligonal 952. Supon-
dremos que € estd ocupado por un fluido incompresible, viscoso, newtoniano y homogéneo,
y por N, particulas rigidas suspendidas en él. Llamaremos P;(t) C (2 al espacio ocupado
por la particula i-ésima (i = 1,...,N,) en el instante de tiempo t € [0,T] (T" > 0 es el
tiempo final de simulacién) y sea P(t) = U1, n,Pi(t). El movimiento del fluido esta
descrito por un sistema de ecuaciones en derivadas parciales conocidas como ecuaciones
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de Navier-Stokes:

PF8 en (2 — P(t)), t € (0,7) (1)

0
pf<8ltl + (u-V)u> — pAu+ VP

Vu = 0 en (2 —P(t)), te(0,7). (2)

En ellas, ps > 0 es la densidad del fluido, u(-,t) : (2—P(t)) — R? el campo de velocidades
en el instante de tiempo t € (0,T), P(-,t) : (2 — P(t)) — R la presién en el instante
t € (0,7), o > 0 la viscosidad dindmica y g = (0,—g) la aceleracién de la gravedad.
Llamaremos p = P/ps a la presion cinematica y v = p/ps a la viscosidad cinematica.

Estas ecuaciones se completan con condiciones de contorno apropiadas segin sea la
naturaleza del problema a resolver. De momento, consideraremos sélo una condicién
de contorno de tipo Dirichlet homogénea, es decir, condicién de no deslizamiento, en la
frontera de Q:

u=0en 0N x (0,7). (3)

En la interfase fluido-particulas, deben igualarse las velocidades de ambos medios e im-
ponerse la fuerza de traccién ejercida por las particulas sobre el fluido:

u = w endpf(t), te€(0,7),i=1,...,N, (4)
o-n = t; en 0F(t), t€(0,T),i=1,...,Np, (5)

siendo u; la velocidad de las particulas en su superficie, o el tensor de tensiones del fluido,
n la normal exterior (al fluido) en la superficie de las particulas y t; la traccion.
Se impone también una condicién inicial sobre la velocidad:

u(x,0) = ug(x), verificando V -ug =0 en (2 — P(0)). (6)

2.2 Movimiento de las particulas

El movimiento de las particulas, consideradas solidos rigidos homogéneos, esta gobernado
por las ecuaciones de Newton y Euler. Llamando X; € IR? a la posicién del centro de
masas de la particula i-ésima, ; a su posicién angular respecto a un eje fijo, U; € R?
a la velocidad lineal de su centro de masas y w; a su velocidad angular, y escribiendo
w; = (0,0,w;), se tiene:

dX; dU; "
=U;, M; =F! + F? + FY + (ps; — ps) Aig. (7
dt dt
d@z dwi
— = w;, I — i X (ljw;) =T,
ity 7 + w; x ([;w;) (8)

siendo M; la masa de la particula ¢, I; su tensor de inercia, F? la fuerza de repulsion ejercida
por las otras particulas sobre la i, F’ la fuerza de repulsién ejercida por las paredes de €2,
psi la densidad (superficial) de masa, A; el drea y F? y T; la fuerza hidrodindmica y el
impulso angular, respectivamente, ejercidos por el fluido sobre la particula i:

F?:—/ a-nd@PZ-, Tz:_/ rx(o-n)d@Pi.

3
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Aqui, r es el vector posicién desde el centro de masas de la particula (los vectores de IR?
que aparecen en productos vectoriales se suponen extendidos por 0 a IR3). Supondremos
en lo sucesivo que las particulas son circulares, de manera que no es necesario resolver
(8) para determinar su posicién. Llamaremos X, U y w a los vectores que contienen las
posiciones, velocidades y velocidades angulares de todas las particulas.

Las fuerzas de repulsién entre particulas se calculan de la siguiente manera (ver [8]):

N, 0, di; > R; + Rj + 1)

2
Ff: E Ff’j, F?,j: WR%ps’ig X; — X R7;+Rj+(5—di’j dii <R+ R+ 4
j=1j#i € di j 5 o= T

donde d; ; es la distancia entre los centros de masas de las particulas i y j, R; y R; sus
radios, y 0 y €, dos pardmetros algoritmicos. La fuerza de repulsién de las paredes se
calcula, analogamente, de la siguiente manera:

0 d;j > 2R; + 1)

Ny ’
L~z ) o 2
FY = Z Fi,, Fi'; = 7R} psag (Xi—Xi;\ (2Ri +0 —d;; , dl < 2R+,
2 d;;j 5 1,7

€w

donde N, es el nimero de lados de 912, dg’j es la distancia entre el centro de masas de la
particula ¢ y el de una particula ficticia de radio R; tangente al lado j y X;] es la posicion
del centro de masas de esta particula ficticia.

3 Resoluciéon numérica

Se describe a continuacién el método numérico empleado para la resolucién del problema
(1)-(8). Se considera, en primer lugar, una integracién temporal mediante un método
paralelo de paso fraccionado. Asi pues, suponemos conocidos X° = X (0), U° = U(0),
W’ = w(0) y u’ = ug (en Q — P(0)); calculamos P, aproximacién de P(0), y ponemos
u’ = U? + w? X r en cada particula PZ-O. Entonces, dado un tamano del paso de tiempo
At > 0, en cada instante de tiempo t, = nAt (n=0,...,[T/At]—1) y partiendo de X",
U, u” (en Q) y p", calculamos X"*! Untl o+l untl y pntl mediante el siguiente
algoritmo:

1. Se mueven las particulas: X" = L(X™ U™) (ver més adelante la definicién del
operador L). Se calcula también P""! aproximacién de P(t,11).

2. Se avanza el fluido suponiendo que llena todo 2:

ou - _ -
p’;(a? + (u-V)u) — vAu + Vp = ppfg en Q, t € (tn,tny1)
V.-a = 0 en Q, t € (ty,tht1)
a = 0 sobre dQ, t € (tn,tnt1)

siendo p = ps(1 — H"™) + p,H™, con H™™! =1 en P"H, H"™ =0 en Q — Pl y
ps(t) = ps,i en P;(t). Notese que se ha dividido la ecuacién de Navier-Stokes (1) por la
densidad del fluido py. Este problema se resuelve mediante el siguiente método paralelo

4
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1 n+1

de paso fraccionado (ver [1]): se calculan @"*! y p resolviendo simultdneamente el

problema no lineal (de Burgers) para u™*®
n+a __ 4N 2
,f; % + g(um’“ VUt — poAutte = p’;g + (1 — o)Au” — Vp" (9)
u"™ = 0 sobre 95, (10)
y el problema lineal (de Stokes generalizado) para u+® y pn+?
n+b n
pu —u n+b n-+b P n P 2(1 — 6) n
———— —v(1 = 0)Au"" + Vp = —g+4+voAu" — —————=(u" - V)all
A o) ’ v
vV-u'tt = o, (12)
u"t = 0 sobre 9. (13)

siendo a,b > 0 tales que a +b = 2, 0 € (1/2,1] y 0 € [0,1]. Finalmente se coordinan
ambas soluciones tomando @"*! = (1/2)(u"** + u™*?) y prtl = pntd,

3. Se toma u"t! = @"t! en Q — PFL

4. Se proyecta la velocidad dentro de las particulas sobre la de sélido rigido. Para
ello se invoca la propiedad de conservacién del momento lineal y angular, como en [11],
tomando, para i = 1,..., Ny:

uptt = B "t dQ,
i PZ."

wnitl = (/i rxiT”ldQ)//(/n hFdQ),
Pin+1 Pin+1

u"tt = U?H + w?“ XTr en Pi”“.

El operador L: el calculo de la nueva posicién de las particulas a partir de su posicién
y velocidad en el paso de tiempo anterior se hace mediante el siguiente esquema iterati-
vo, basado en las leyes del movimiento rectilineo uniformemente acelerado, que parte de
X0 — X"y calcula, para cada k=1,..., K:

(At)?
2MK?

« nt+1.k At « n+1.k 1 « n+1l.k

X — Xn+1,k71 + Unfv Xn+1,k - X + 5 (F(X )+F(Xn+1,kl)>
tomando, finalmente, X"+ = X"+LE —. (X" U"). Aqui, F = FP 4+ F" es la suma de
las fuerzas de repulsién entre particulas y de las paredes.

4 Algoritmo paralelo SDI

Tanto la resolucién del problema no lineal (9)-(10) como la del problema de Stokes gene-
ralizado (11)-(12)-(13) se efectiian mediante esquemas iterativos en los que cada iteracién
consiste en la resolucién de problemas de Dirichlet para la ecuaciéon de Helmholz como el
siguiente: hallar v tal que

av — BAv = fen ), v = v sobre 0N. (14)
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Figura 1: Velocidad vertical de la particula. Figura 2: Ordenada del centro de la particula.

El algoritmo SDI (Simultaneous Directions Implicit, ver [2], [4], [5], [6]) permite la re-
solucién de (14) en paralelo mediante un esquema iterativo que resuelve el problema si-
multdneamente en cada direccién espacial: partiendo de una aproximacién inicial v°, en
cada iteracién j se calculan dos nuevas aproximaciones v/ 5! y v7+1:2 haciendo:

82

«

. 92 .
)/t = (I—T(%I—ﬂ@))vuﬁf en Q, o/ THl =y sobre 99, (15)
2

y analogamente para v/T12, siendo 7 el parametro de evolucién. Si se discretiza el do-
minio 2 mediante un malla cartesiana, la resolucién de (15) puede realizarse de manera
independiente en cada uno de los llamados segmentos integrables, tanto horizontales co-
mo verticales, lo cual proporciona un alto nivel de paralelizacién al algoritmo resultante:
eventualmente, podrian usarse tantos procesadores en paralelo como segmentos integrables
halla en total en el mallado del dominio y resolver el problema de manera independiente en
cada segmento. La resolucion de (15) se lleva a cabo mediante diferencias finitas centradas,
lo cual conduce a un sistema de ecuaciones lineales tridiagonal en cada segmento. Final-
mente, se coordinan ambas soluciones tomando v/ 1 = (7/2) (v/TH1 407 +52) 4+ (1—7) 07,
donde v € (0,1) es el pardmetro de coordinacion.

5 Resultados numéricos

Se presentan a continuacion algunos resultados numéricos obtenidos con el algoritmo des-
crito en un caso test.

5.1 Sedimentacién de una particula circular

Resolvimos el problema de la sedimentacién de una particula circular de radio R = 0.125
en una cavidad rectangular de dimensiones 2 X 6, cuyo centro se sitia inicialmente en el
punto (1,4) con velocidad y velocidad angular iniciales nulas. La viscosidad del fluido es
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Figura 3: Campo de velocidades y posicién de la particula en ¢t = 0.3, 0.5, 0.7 y 0.9.

v = 0.1, su densidad p =1 y la densidad de la particula es ps = 1.25. Este problema fue
ampliamente estudiado, entre otros articulos, en [12].

En la resolucién de este problema usamos un mallado uniforme de tamano h = 1/100
y un paso de tiempo At = 0.001, calculando la solucién hasta T" = 1. La ejecucién
fue secuencial. En las Figuras 1 y 2 se representa la evolucién temporal de la velocidad
vertical de la particula y de la ordenada de su centro de masas. La particula sedimenta
en t = 0.7810. La velocidad terminal obtenida en este caso (maximo temporal de [jul|)
fue de 5.522, con un 0.6% de error respecto al valor hallado en [12] que fue de 5.488. En
la Figura 3 se muestra el campo de velocidades del fluido y la posiciéon de la particula en
diferentes instantes de tiempo; puede observarse que en este caso no se rompe la simetria
del problema.

6 Conclusiones

Se ha desarrollado un algoritmo basado en el método de dominios ficticios para el cdlculo
del movimiento de particulas rigidas en un fluido incompresible viscoso. La imposicién del
movimiento de sélido rigido en cada particula se lleva a cabo mediante un método de bajo
coste computacional basado en la conservacion del momento lineal y angular. Se utiliza el
método SDI para la resolucién de las ecuaciones del fluido el cual permite la paralelizacién
del célculo de las nuevas velocidades en cada uno de los diferentes segmentos integrables.
Los primeros resultados obtenidos con este algoritmo en un caso test sencillo han sido
satisfactorios; se prevee una proxima implementacién paralela del mismo que permitira el
estudio de su escalabilidad.
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