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Resumen

En este trabajo, presentamos un método de tres pasos y de cuarto orden que tiene
un coste computacional muy aceptable. Esto es debido a que no necesita segundas
derivadas y que la matriz de los sistemas lineales asociados es la misma en los tres
pasos de cada iteracion. Se estudiard su convergencia e implementacién.

1. Introduccion

La resolucion de ecuaciones no lineales es sin duda uno de los problemas més clasicos
en matemadticas. Para aproximar este tipo de problemas los métodos iterativos juegan un
papel fundamental. A partir de una o mas aproximaciones a la raiz, se crea una sucesién
xg,T1,T2,... que bajo ciertas condiciones converge a la raiz deseada.

En general, un método iterativo x,+1 = ®(z,) es de orden p-ésimo si la solucién x*
de F(z) = 0 satisface z* = ®(z*), & (z*) = --- = ®P~1(z*) = 0 y ®P(2*) # 0. Para este
método, el error |x* — x,41| es proporcional a |z* — z,|P cuando n — oo. Por ejemplo, el
método de Newton

Tptl = Tp — F/(xn)_lF(xn).

tiene convergencia cuadratica (orden dos) para raices simples.
Al estudiar un método iterativo, uno de los aspectos més importante a considerar es
la convergencia. Por otro lado el coste computacional es la otra caracteristica a estudiar.
En este trabajo, presentamos un método de tres pasos y de cuarto orden que tiene un
coste computacional muy aceptable. Esto es debido a que no necesita segundas derivadas
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[2] v que la matriz de los sistemas lineales asociados es la misma en los tres pasos de cada
iteracion. Se estudiara su convergencia e implementacion.

2. Esquemas de cuarto orden

Partimos de la familia triple paramétrica de la forma

_ f(@n)
Gy
B f(yn)
Zn = yn"‘ﬁf/(xn)a
Tptl = 2Zp+ ’Y;-(;((in))'

El objetivo es encontrar parametros tales que permitan obtener métodos de cuarto
orden. Por construccion, el gasto en cada iteracién seria de tres evaluaciones de f y una de
f " . Lo més importante es que la extensién del método para resolver sistemas de ecuaciones
no lineales es computacionalmente eficiente. Por construccién, no necesita derivadas de
orden superior [2] y la matriz de los sistemas lineales asociados en los tres pasos serd la
misma.

Teorema 1 Dada una funcion suficientemente derivable, si se parte de un punto xg sufi-
cientemente cerca de x* solucion de f(x) =0, con f (z*) # 0, entonces existen dos unicas
ternas de parametros (o, 3,7) = (£1,—1,—1) de forma que en la familia anterior se obtie-
nen esquemas de cuatro orden. Ademds, dichos esquemas tienen las siguientes constantes
asintoticas del error

et _ 1@ 1w _

m el 3 f(@*)? _§f’(:c*)3)’ (@ fm = (=1,
. en 1f"(z)?

Jin o DL, (@8) = (1L,

siendo e, = x* — x,,.

3. Extensién a espacios de Banach

Sea F': Q C X — Y un operador no lineal entre dos espacios de Banach X e Y.
Entonces los métodos de cuarto orden encontrados en las seccién anterior vienen dados
por:

’ —1
Yn = zpntF (z,) F(zp),

/ —1
Zn = Yn—F (xn) F(yn)a
’ —1
Tpt1 = zn—F (x) F(zn).
Como vemos la matriz de los tres sistemas es la misma con lo cual el gasto computa-
cional sera comparable a Newton, obteniendo una alternativa a este de orden superior.
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Al estudiar un método iterativo, uno de los aspectos méas importante a considerar es la
convergencia. Los resultados “tipo Kantarovich”, establecen condiciones suficientes en el
operador y en la primera aproximacién a la solucién (pivote) para asegurar que la sucesién
generada por el esquema converja a una solucién de la ecuacién, dando lugar a los llamados
teoremas semilocales de convergencia. Por otra parte, en los llamados teoremas locales de
convergencia, se imponen las hipdtesis sobre la raiz buscada. En este tipo de teoremas
las hipétesis en el operador estan relacionadas con propiedades de lipschitzianidad en las
derivadas de Fréchet del mismo [1]-[3].

4. Experimentos numeéricos

Comenzamos con algunas ecuaciones en R. En la tabla 2 mostramos los resultados que
se obtienen al aplicar el método de Newton (New), el método de orden cuatro expuesto
en Noor [4] (MN),y los presentados en este articulo (a+) y (a—). Los ejemplos son los
seleccionados en Noor [4]:

fi = (sinz)?—2%+1

fa = cosz—x

fi = (@-17°-1

fi = (x)®-10

fs = me® — (sinz)? +3cosx +5
fe = P+ TE=30 _

0—15 0—15.

El criterio de parada usado es: |f(x,)| <1 V|t —xn_1| <1

Finalmente, sea la ecuacién de Hammerstein

1t os 1
x(s):1—4/0 H—S%dt, s €0,1]. (1)

Usando la regla de integracién de los trapecios con paso h = %, obtenemos el siguiente
sistema de ecuaciones no lineales

n

; 1.1 & 1 ti 1 1 t 1 ,
O=2'—1+ —(5—— ) i=0,1,...,m, (2
’ +4m(2ti+t0x0+kz_0ti+tk:$k+2ti+tm$m) ’ m, (2)

donde t; = %
En este caso, la segunda derivada Fréchet es diagonal por bloques.
Consideramos m = 100 y tomamos como solucién la computada numéricamente por el

método de Newton. (ver tabla 1).

New | a—
4 2

Tabla 1: Numero de iteraciones hasta la convergencia, xg = 1, discretizacién ecuacién tipo
Hammerstein.
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5. Conclusiones

Se ha estudiado unos métodos iterativos de cuarto orden para ecuaciones no lineales.
Se han calculado las constantes asintéticas del error y se ha presentado la extension de los
métodos a ecuaciones entre operadores en espacios de Banach. En diversos ejemplos hemos
testado los distintos métodos. Los métodos introducidos son competitivos con respecto a
los métodos clésicos ya conocidos.

n Tn f(-rn) “T;n — xn—l’
fi,mo=—1
New 7 | -1.4044916482153412260350868178 | -1.04e-50 7.33e-26
MN 5 | -1.4044916482153412260350868178 | -1.30e-40 5.40e-41
a— 5 | -1.4044916482153412260350868178 | -4.27e-161 5.46e-41
a+ 5 | -1.4044916482153412260350868178 | -8.86e-210 3.83e-53
fz,l‘o = 1,7
New 5 | 0.73908513321516064165531208767 | -2.03e-32 2.34e-16
MN 4 | 0.73908513321516064165531208767 | -3.70e-54 2.40e-54
o— 4 | 0.73908513321516064165531208767 | -1.82e-220 2.24e-55
o+ 4 1 0.73908513321516064165531208767 | -1.28e-133 9.30e-34
f3,20 =3,5
New 8 2 2.06e-42 8.28e-22
MN ) 2 1.75e-24 5.80e-24
o— ) 2 1.42e-100 5.86e-26
a+ 5 2 1.86e-117 3.90e-30
f4, o = 1,5
New 7 | 2.1544346900318837217592935665 2.06e-54 5.64e-28
MN 5 | 2.1544346900318837217592935665 8.10e-45 5.80e-46
o— 5 | 2.1544346900318837217592935665 | 6.46e-185 0.84e-47
o+ 4 | 2.1544346900318837217592935665 | 5.42e-65 6.18e-17
f5,20 = —2
New 9 | -1.2076478271309189270094167584 | -2.27e-40 2.73e-21
MN 6 | -1.2076478271309189270094167584 | -1.00e-37 4.90e-39
oa— 6 | -1.2076478271309189270094167584 | -1.68e-151 4.97e-39
o+ 5 | -1.2076478271309189270094167584 | -2.06e-84 5.08e-22
fﬁ, o = 3,5
New 13 3 1.51e-47 4.21e-25
MN 8 3 5.00e-25 3.80e-26
o— 8 3 3.24e-98 3.85e-26
a—+ 7 3 2.51le-71 2.69e-19

Tabla 2: Ejemplos con distintos métodos y ecuaciones.



Sobre un método de cuarto orden para sistemas de ecuaciones no lineales

Agradecimientos

La investigacion de los cuatro primeros autores ha sido en parte subvencionada por
MTM2004-07114 y 00675/P1/04. La investigaciéon de Sergio Plaza ha sido subvencionada
en parte por Fondecyt Grant #1020711 y Dicyt Grant #0433

Referencias
[1] S. Amat, S. Busquier, Third-order iterative methods under Kantorovich conditions. J. Math. Anal.
Appl., en prensa 2007.

[2] S. Amat, S. Busquier and J.M. Gutiérrez, Geometric constructions of iterative functions to solve
nonlinear equations. J. Comput. Appl. Math. 157 (1), 197-205, (2003).

[3] M.A. Herndndez and N. Romero, On a characterization of some Newton-like methods of R-order at
least three. J.Comput.Appl.Math. 183 (1), 53-66, (2005).

[4] M.A. Noor and K.I. Noor, Some iterative schemes for nonlinear equations, Appl. Math. Comp., 183,
774-779, (2006).



