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Resumen

Esta comunicación se centrará en el estudio de problemas de convección natural.
En primer lugar se recordarán los modelos mateḿaticos implicados en los fenómenos de

transporte de un fluido; como caso particular se obtienen losmodelos mateḿaticos implicados
en los procesos de convección natural. Los modelos se resuelven numéricamente sobre un
dominio bidimensional.

Dado el caŕacter evolutivo del problema que se quiere analizar y la importancia de la con-
veccíon en el mismo, hemos utilizado un método de caracterı́sticas de orden dos en combina-
ción con ḿetodos de elementos finitos, para resolver numéricamente el problema acoplado de
las ecuaciones de conservación de la cantidad de movimiento y de la energı́a.

Para mostrar la eficacia del método propuesto se ha resuelto un problema bidimensional
de conveccíon natural en una cavidad cuadrada donde las paredes verticales se encuentran a
distintas temperaturas. Los resultados obtenidos han sidocomparados con los que aparecen
en Vahl Davis [3].

1. Modelo mateḿatico

En esta sección introduciremos los modelos matemáticos que hemos considerado. Supondre-
mos un fluido compresible, viscoso y Newtoniano en movimiento.

Denotamos por[0, tf ] el intervalo de tiempo en el que estudiaremos el proceso, porΩ el
dominio ocupado por el fluido y porΓ su frontera, dividida como sigue:Γ = ΓT

D ∪ ΓT
N = ΓF

D ∪
ΓF

N1
∪ ΓF

N2
, con ΓT

D ∩ ΓT
N = ΓF

D ∩ ΓF
N1

∩ ΓF
N2

= ∅. Denotaremos porx=(x1, x2) los puntos
de Ω y por v(x, t)=(u(x, t), v(x, t)), π(x, t) y θ(x, t) la velocidad, la presión y la temperatura,
respectivamente, de un puntox ∈ Ω en el instantet ∈ [0, tf ] .
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1.1. Problema T́ermico

El modelo mateḿatico para la conservación de la enerǵıa es una formulación del tipoentalṕıa
con un t́ermino convectivo que incluye el campo de velocidades (que se supone conocido cuando
se estudia dicha ecuación de forma independiente). Este modelo permite contemplar la posibilidad
de un cambio de estado (ver [2]). Hemos adoptado la notación empleada en [1].
Supondremos que el fluido es homogéneo con lo que los parámetros f́ısicos dependeránúnicamen-
te de la temperatura y no de la variable espacial.
Entonces la ecuación de la enerǵıa en funcíon de la entalṕıaσ adopta la siguiente forma:

σ̇ − div (k(θ)grad θ) = f enΩ × (0, tf ) , (1)

σ ∈ H (θ) , (2)

siendok la conductividad t́ermica yH una funcíon, posiblemente multı́voca, que relaciona la tem-
peratura con la entalpı́a.
En (1) σ̇ denota la derivada material deσ, definida para una función escalar en coordenadas
Eulerianasφ, por

φ̇(x, t) :=
∂

∂t
φ(X(p, t), t)|p=P(x,t), (3)

dondeX es el movimiento correspondiente al campo de velocidadesv y P su aplicacíon de refe-
rencia (ver por ejemplo [4]).

Planteamos un problema de valor inicial con condiciones de contorno. Concretamente:

PT : Encontrar una funciónθ : Ω × (0, tf ) −→ R tal que

σ̇ − div (k(θ)grad θ) = f enΩ × (0, tf ) , (4)

σ ∈ H (θ) , (5)

k (θ)
∂θ

∂n
= gT enΓT

N × (0, tf ) , (6)

θ (x, t) = θD (x, t) enΓT
D × (0, tf ) , (7)

θ (x, 0) = θ0 (x) enΩ, (8)

siendon = (n1, n2) el vector normal unitario exterior aΓT
N , y θ0, θD y gT funciones dadas.

1.2. Problema Fluidodińamico

Para el caso general de un movimiento bidimensional, el flujo está determinado por el vector
velocidad con dos componentesv = (u, v), la presíon π y la densidadρ. Para la determinación
de estas cuatro magnitudes disponemos de la ecuación de conservación de la masa, de las dos
ecuaciones del movimiento (conservación de la cantidad del movimiento) y de la ecuación termo-
dinámica de estado1.
Para el movimiento no estacionario la ecuación de conservación de la masa se expresa de la si-
guiente forma no conservativa

ρ̇ + ρdivv = 0. (9)

1En realidad debemos considerar también como inćognita la temperaturaθ, puesto que está presente en la ecuación
de estado. Por tanto hay que añadir la ecuacíon de la enerǵıa a las ecuaciones anteriores.
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Por otra parte, la ecuación del movimiento es

ρv̇ + grad π = div(2ηD) + div(ξtr(D)I) + b, (10)

dondeD = 1
2

(
gradv + gradvt

)
, v̇ es la derivada material dev y η representa la viscosidad

dinámica del fluido que suponemosúnicamente dependiente de la temperatura.
En los casos que consideramos, el términodiv(ξtr(D)I) en la ecuacíon (10) es pequẽno compa-
rado con los otros términos de la ecuación por lo que será despreciado.

A continuacíon planteamos un problema de valor inicial con condiciones de contorno. Con-
cretamente,

PF : Encontrar dos funcionesv : Ω × (0, tf ) −→ R
2 y π : Ω × (0, tf ) −→ R tales que

ρv̇ + grad π = div(2ηD) + b, (11)

divv = ĝ, (12)

Tn2 = F en ΓF
N2

× (0, tf ), (13)
(
Tn1

)
τ

= Tn1 · τ = g̃F en ΓF
N1

× (0, tf ), (14)

v · n1 = gF en ΓF
N1

× (0, tf ), (15)

v(x, t) = vD(x, t) en ΓF
D × (0, tf ), (16)

v(x, 0) = v0(x) en Ω, (17)

siendoT = −πI +2ηD el tensor de tensiones de Cauchy,n1 = (n1
1, n

1
2) el vector normal unitario

exterior aΓF
N1

, n2 = (n2
1, n

2
2) el vector normal unitario exterior aΓF

N2
y τ = (τ1, τ2) un vector

unitario tangente aΓF
N1

, y las funciones de respuesta deρ y η, v0, vD, gF , g̃F , F, ĝ dadas.

1.3. Aproximación de Boussinesq

A continucíon recordaremos las ecuaciones de Boussinesq que modelan los procesos de con-
veccíon natural en un fluido (ver [1]). Se trata de una aproximación de los modelos anteriores para
un proceso termodińamico pŕoximo a un estado de equilibrio mecánico, cuyaúnica fuerza es la
gravitatoria, es decir,b = ρg.

Ecuacíon del movimiento:

ρ0v̇ + grad π − div(2η0D) = ρ0(1 − α0(θ − θ0))g, (18)

siendoα = −1
ρ

(
∂ρ
∂θ

)

π
el coeficiente de expansión t́ermica a presión constante.

Ecuacíon de la enerǵıa:

σ̇ = div(k0grad θ) + f, (19)

σ = H0(θ) = ρ0cπ0θ, (20)

dondecπ denota el coeficiente de calor especı́fico a presíon constante.

Ecuacíon de conservación de la masa:

divv = 0. (21)
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El sub́ındice0 significa que el valor del campo está calculado en la configuración inicial de equi-
librio.

A continuacíon determinaremos los parámetros adimensionales de los que dependen las varia-
bles buscadas. Para ello se introducen en las ecuaciones (18),(19) y (21) magnitudes sin dimensio-
nes cuyos factores de escala son elegidos convenientemente (ver por ejemlo [5]).

Entonces se sigue que las soluciones de las ecuaciones (18),(19) y (21) dependen de las dos
magnitudes adimensionales siguientes:

Ra =
gα0(△θ)0L

3

λ0ν0
; Pr =

η0

ρ0λ0
=

ν0

λ0
, (22)

siendoλ0 la difusividad t́ermica (λ0 = k0

ρ0cπ0
) y ν0 = η0

ρ0
la viscosidad cineḿatica. La primera de

las magnitudes se conoce como número de Rayleigh y la segunda como número de Prandtl.

2. Formulación variacional

2.1. Formulación débil del problema térmico

Obtengamos la formulación variacional del problemaPT. Multiplicando la ecuacíon (4) por

una funcíon testz ∈ H1
ΓT

D

(Ω) =
{

z ∈ H1 (Ω) /z|ΓT

D

= 0
}

, integrando enΩ y aplicando una

fórmula de Green en la parte correspondiente al término de difusíon, resulta

PTV : Encontrarθ (·, t) ∈ H1
ΓT

D

(Ω) + θ̃ (·, t) tal que

∫

Ω
σ̇ z dx +

∫

Ω
k (θ) grad θ · grad z dx =

∫

Ω
fz dx +

∫

ΓT

N

gT z dΓ,

∀z ∈ H1
ΓT

D

(Ω) ,∀t ∈ (0, tf ) , (23)

σ ∈ H (θ) , (24)

θ (x, 0) = θ0 (x) , (25)

siendoθ̃ (·, t) ∈ H1 (Ω) tal queθ̃ (·, t) |ΓT

D

= θD (·, t) |ΓT

D

∀t ∈ (0, tf ).

2.2. Formulación débil del problema fluidodinámico

Definimos los siguientes espacios funcionales :

H1
ΓF

D

(Ω) =
{

ϕ ∈ H1 (Ω) /ϕ|ΓF

D

= 0
}

,

W =
{

Φ ∈ H1
ΓF

D

(Ω) × H1
ΓF

D

(Ω)/Φ · n1 = 0 enΓF
N1

}
.

Multiplicando la ecuacíon (11) por una función testw ∈ W y la ecuacíon (12) por una función
testq ∈ L2(Ω), integrando ambas enΩ y aplicando una f́ormula de Green en la parte correspon-
diente al tensor de esfuerzos de Cauchy, resulta2 :

2Hemos tomadoH1

ΓF

D

(Ω) × H
1

ΓF

D

(Ω) como el espacio de las funciones test para la ecuación del movimiento y

hemos ãnadido dos t́erminos de penalización para imponer la condición de frontera dada en (15).
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Métodos nuḿericos para la simulación de la convección natural

PHF : Encontrarv (·, t) ∈ H1
ΓF

D

(Ω) × H1
ΓF

D

(Ω) + ṽ (·, t) y π (·, t) ∈ L2(Ω) tales que:

∫

Ω
ρv̇ · w dx +

1

2

∫

Ω
η(gradv + gradvt) · (gradw + gradwt) dx

−

∫

Ω
πdivw dx +

1

ε

∫

ΓF

N1

v · n1w · n1 dΓ =

∫

Ω
b · w dx +

∫

ΓF

N1

g̃F (w)τ dΓ

+

∫

ΓF

N2

F · w dΓ +
1

ε

∫

ΓF

N1

gFw · n1 dΓ, ∀w ∈ H1
ΓF

D

× H1
ΓF

D

, ∀t ∈ (0, tf ) ,

(26)

∫

Ω
divvq dx =

∫

Ω
ĝq dx, ∀q ∈ L2(Ω), ∀t ∈ (0, tf ) , (27)

v(x, 0) = v0(x), (28)

dondeε denota un parámetro suficientemente pequeño y siendõv (·, t) ∈ H1 (Ω) × H1 (Ω) tal
queṽ (·, t) |ΓF

D

= vD (·, t) |ΓF

D

∀t ∈ (0, tf ).

3. Resolucíon numérica

3.1. Problema t́ermico

Los pasos que hemos seguido para resolver numéricamente el problema térmico son los si-
guientes:

Se introduce un cambio de variable en la incógnita que nos permita eliminar la no linealidad
del t́ermino de difusíon (transformacíon de Kirchoff). Concretamente, se defineξ = β (θ)
dondeβ es una primitiva de la conductividad térmica :

β (r) =

∫ r

0
k(s) ds. (29)

Se propone una discretización temporal de orden dos utilizando el método de las carac-
teŕısticas. Concretamente considerandoχm(x) = X(P(x, tn+1), tm). Hemos utilizado

• Aproximacíon en el instantet1:

σ̇(x, t1) ≃
σ1(x) − σ0(χ0(x))

∆t
. (30)

• Aproximacíon en el instantetn+1, n ≥ 1:

σ̇
(
x, tn+1

)
≃

3σn+1(x) − 4σn(χn(x)) + σn−1(χn−1(x))

2∆t
. (31)

Se utiliza una discretización espacial de orden dos. Para ello se introduce una familia regular
de triangulaciones(τ1

h)h y se consideran los siguientes espacios de elementos finitos:

V 2
h =

{
ϕh ∈ C0(Ω) / ϕh/K

∈ P2 (K) , ∀K ∈ τ1
h

}
, (32)

V 2
0h =

{
ϕh ∈ V 2

h / ϕh = 0 enΓT
D

}
. (33)

Se emplea un algoritmo iterativo de dualidad para resolver el problema discretizado.
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3.2. Problema fluidodińamico

Los pasos que hemos seguido para resolver numéricamente el problema fluidodinámico son
los siguientes:

Discretizacíon temporal de orden dos utilizando el método de las caracterı́sticas.

• Aproximacíon en el instantet1:

v̇(x, t1) ≃
v1(x) − v0(χ0(x))

∆t
. (34)

• Aproximacíon en el instantetn+1, n ≥ 1:

v̇
(
x, tn+1

)
≃

3vn+1(x) − 4vn(χn(x)) + vn−1(χn−1(x))

2∆t
. (35)

Discretizacíon espacial empleando un método de elementos finitos (P1-burbuja para cada
componente de la velocidad yP1 para la presíon). Para ello hemos introducido una familia
regular de triangulaciones(τ2

h)h y hemos considerado los siguientes espacios:

Xh =
{
wh ∈ C0(Ω)2 / wh/K

∈ P b (K)2 , ∀K ∈ τ2
h

}
, (36)

X0h =
{
wh ∈ Xh / wh = 0 enΓF

D

}
, (37)

V 1
h =

{
ϕh ∈ C0(Ω) / ϕh/K

∈ P1 (K) , ∀K ∈ τ2
h

}
, (38)

donde

P b (K) =
{
q + αλK

4 : q ∈ P1 (K) , α ∈ R
}

,

siendoλK
4 = 27

∏3
i=1 λK

i la función burbuja asociada al elementoK, donde{λK
1 , λK

2 , λK
3 }

denotan las coordenadas baricéntricas con respecto a los vértices del elementoK.

Aproximacíon de la viscosidadη por una funcíon constante por elemento.

Introduccíon de una nueva incógnitaπn+1
h definida a partir deπn+1

h y divvn+1
h :

πn+1
h = πn+1

h − ηhdivvn+1
h . (39)

Resolucíon del problema discretizado. Para ello hemos empleado dos métodos:

• Un algoritmo iterativo.

• Un método directo (utilizando las librerı́as MKL).

3.3. Problema acoplado

En la figura se muestra un esquema del algoritmo numérico propuesto para resolver el proble-
ma acoplado.
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Inicialización

Resolucíon del problema

fluidodinámico (primer paso)

Resolucíon del problema

térmico (primer paso)

Resolucíon del problema t́ermico

Resolucíon del problema

fluidodinámico

Bucle
(n > 0)

Fin

4. Un Ejemplo test de conveccíon natural

4.1. Descripcíon del problema

Hemos considerado el problema bidimensional de la convección natural en una cavidad cua-
drada de ladoL, de un fluido viscoso, newtoniano, incompresible, de número de PrandtlPr =
0.71 y para el que suponemos válida la aproximacíon de Boussinesq (ver Sección 1). El problema
considerado se ilustra en la Figura 1.

u∗=0, v∗=0, ∂θ
∗

∂x∗
2

=0

u∗=0, v∗=0, ∂θ
∗

∂x∗
2

=0

u∗=0

v∗=0

θ∗=0

u∗=0

v∗=0

θ∗=1

t∗=0

u∗=v∗=θ∗=1

Figura 1: Condiciones iniciales y de contorno.

4.2. Resultados nuḿericos

En la Tabla 1 presentamos los errores cometidos al comparar nuestros resultados nuḿericos
con los obtenidos por Vahl Davis [3] para la media del número de Nusselt sobre la frontera vertical
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de la cavidad enx1 = 0 y Ra = 104. Hemos utilizado mallados uniformes25× 25 y 49× 49 para
resolver la parte térmica y17 × 17 y 33 × 33 para resolver la parte fluidodinámica (escribiremos
24\16 para referirnos a que hemos utilizado la malla25 × 25 para resolver la parte térmica y la
malla17 × 17 para resolver la parte fluidodinámica del problema acoplado, y ası́ sucesivamente).
Se obtiene un error cuyo orden oscila entre1,37 y 1,82.

P
P

P
P

P
P

P
PP

Delta
Malla

24\16 48\32

0.01 1.35E − 01 9.50E − 02

0.005 8.76E − 02 3.83E − 02

0.0025 9.08E − 02 2.71E − 02

0.00125 1.01E − 01 3.20E − 02

0.000625 1.08E − 01 3.79E − 02

Tabla 1: Error comparado con Vahl Davis [3] de la media del número de Nusselt sobre la frontera
vertical de la cavidad enx1 = 0 paraRa = 104.

A continuacíon se muestran las curvas de nivel de la temperatura y la velocidad horizontal
paraRa = 104 y Ra = 106.

Ra = 104

x

y

0 1

1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

x

y

0 1

1

−10

−5

0

5

10

x

y

0 1

1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

x

y

0 1

1

−80

−60

−40

−20

0

20

40

60

80

Ra = 106

Isotermas Curvas de nivel parau
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