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Resumen

Los métodos variacionales son especialmente ttiles para resolver la ecuacion del
flujo 6ptico OFC (optical flow constraint)

u(x) ) Vf(t,:c) + atf(t’m) =0,

porque preservan las discontinuidades y funcionan incluso cuando hay variaciones
de iluminacién. Sin embargo, las distintas regularizaciones implican funcionales cuya
minimizacién tiene un alto costo computacional. En esta comunicacién se formula el
problema lineal, se discretiza y se resuelve éste usando distintos métodos multimalla.
Se comparan los resultados con los métodos iterativos clasicos y con los métodos di-
rectos con almacenamiento disperso. Se comprueba la mayor eficiencia de los métodos
multimalla.

1. Introduccion

Uno de los problemas maés interesantes de la visién por computador es obtener in-
formacién del movimiento de objetos a partir de imagenes de video. El movimiento es
representado por una familia uniparamétrica de funciones vectoriales f definida sobre
Q x [0,T] € R? x R, a partir de la cual se define una familia de funciones escalares
I(Z,t) = ||f(Z,t)|, que recoge la variacién de la intensidad (brillo).

Sabemos que el movimiento de patrones de intensidad puede tener una relacién con el
movimiento de objetos en la escena que recoge la secuencia de imagenes, pero esta relacion
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no esta del todo clara ya que la percepcién del movimiento no se comprende todavia tan
bien como la percepciéon de patrones estaticos.

Basta, por ejemplo pensar en los antiguos anuncios de las barberias, en lo que ocurre al
enfocar un objeto fijo cuando viajamos en coche y en la proyeccién de una hélice rotando,
para ver que la relaciéon entre movimiento aparente y movimiento real es muy compleja
[7]. Estos tres ejemplos son casos de flujo 6ptico, paralaje del movimiento y profundidad
cinética respectivamente, en los que movimiento aparente y real no coinciden.

Al estudiar el movimiento de patrones en el brillo, ademéds de los problemas tipicos
de baja resolucién o contraste, gradacién de sombras debido a la iluminacién variable,
falta de nitidez en los bordes, agujeros, etc., nos encontramos con problemas de diferentes
rangos de movimientos y movimientos espureos de sombras y ruidos [6].

En cualquier caso, en una secuencia tipica se aprecia un fondo estdtico y unos patrones
de intensidad que se mueven a distintas velocidades con movimientos lineales, erraticos,
etc.

Por eso, el primer paso es segmentar el fondo estatico, usando por ejemplo la técnica
bésica de diferencias acumulativas, y después, mediante operadores morfoldgicos, se de-
tectan los patrones dindmicos a estudiar!. Por tltimo se siguen estos patrones mediante
técnicas estadisticas (correlacion,..etc.)?.

Més modernas son las técnicas basadas en ecuaciones en derivadas parciales [1], como
la ecuaciéon OFC, formulada por primera vez por Horn y Schunck en 1981 [4]. La resolucién
numérica ha evolucionado desde los métodos indirectos basados en el gradiente [5] hasta
los métodos multimalla [2]. En esta comunicacién se ponen de manifiesto las ventajas de
estos ultimos.

2. Ecuacion OFC. Restriccién y regularizacion

Una simplificacion de los problemas citados anteriormente es el llamado problema del
flujo éptico OFC, consistente en encontrar una distribucién de velocidades aparentes del
movimiento de patrones (flujo éptico) v = (u,v) definido sobre  x [0, 7], a partir de dos
iméagenes consecutivas. Para garantizar que existe una forma de relacionar flujo éptico con
el movimiento de los objetos de la imagen hay que hacer una serie de hipdtesis:

1) Los objetos de la escena son planos y estdn iluminados uniformemente. De esta
forma nos aseguramos que el brillo es proporcional a la reflectancia del objeto y no existen
movimientos de sombras.

2) La reflectancia de los objetos varia suavemente y no hay solapamiento de objetos.
Esto garantiza la diferenciabilidad del brillo.

3) El flujo 6ptico se debe al movimiento relativo de objetos o al movimiento del obser-
vador. Esto hace que los patrones de brillo se muevan como sélidos rigidos o deformables.

4) El flujo 6ptico se define suponiendo que en cada imagen de la secuencia se conservan
algunas propiedades. Asumimos que el que el nivel de intensidad se conserva en cada
imagen, es decir, suponemos que I(7,t) — I(7 + A7 ,t + At) = 0. Esto significa que
seguimos la intensidad la intensidad en un pixel como si de un patrén trivial se tratase.
Basta entonces aplicar un desarrollo de Taylor, dividir por At, y considerar el limite

'www.dai.ed.ac.uk/homes/s0129556 /softwareGLOMO /doc.pdf
2www.cs.ubc.ca/~deaton/remarks_ncc.html
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At — 0, para obtener la ecuacién OFC y plantear el siguiente problema:

oI(7,t)
R—T

Como es bien sabido, las curvas de nivel del brillo son perpendiculares al gradiente,
y por cada pixel s6lo pasa una curva de nivel. Sin embargo, las curvas de nivel de flujo
optico forman con el gradiente un dngulo que depende de la variacion temporal del brillo
y la ecuacion OFC permite asociar un conjunto infinito de curvas solucién a cada pixel de
la imagen inicial.

En efecto, cualquier vector que se apoye sobre la recta r perpendicular al gradiente

Conocido I(Z,t), hallar v (Z,t) tal que 6[(7,@ - (@, t) =0. (1)

VI (7',t) y que diste del origen de coordenadas el cociente entre la derivada temporal y
el médulo del gradiente de la intensidad, es solucion de la ecuacién OFC. Estos vectores
son vectores autoconjugados respecto de la forma bilineal asociada a la forma cuadratica
semidefinida positiva definida en el espacio proyectivo (u, v, 1), con matriz asociada

IACINNG) i) ) o)
(%)

oz ozx 8y2 ox Ot
J = oI 01 ar o1 91 (2)
dzx dy oy dy ot :

%ﬂ o191 (ﬂ)Q
z Ot Jdy Ot ot

Existen muchas formas de restringir las posibles curvas solucién del problema (aper-
tura). Una primera es anadir una nueva condicién, por ejemplo que el gradiente también
se conserve y resolverla junto con la ecuaciéon OFC. Pero este método utiliza derivadas de
segundo orden y es muy sensible al ruido. Otra posibilidad es resolver la ecuacién en el
sentido de minimos cuadrado. Este método da buenos resultados pero no garantiza que la
solucion tenga regularidad global.

Una forma adecuada de dar apertura y al mismo tiempo regularidad (u,v € H?(Q2)) al
problema OFC, es reformularlo como un problema de minimizacién de un funcional ¥(u, v)
que incluya un término de fidelizacién F'(7') y un término de penalizacién, regularizacién
o suavizado S(7'). Por ejemplo, min ¥(u,v) donde

\y<u,v)—/ﬂ<H(u,u,1)y@+a<H€uH2+H%\f))dx—ﬂ?)w(?), 3)

que garantiza una solucién v del problema OFC con médulo del gradiente vectorial mini-
mo.

No se puede probar el caracter convexo del funcional ¥(u,v) por el cardcter semi-
definido de J, y por esta misma razon es un exceso de notacién escribir ||-|| ;. El término
S(7) se escoge de acuerdo al tipo de secuencia; por ejemplo, si proviene de una traslacién
del observador o de una rotacién de objetos alrededor de un eje con campo de velocidades
de laplaciano nulo, lo adecuado es penalizar el laplaciano.

En lo que sigue nos centraremos en el funcional de Horn (3) , a pesar de que tiene
un efecto suavizador isotrépico sobre el gradiente de las componentes del flujo que no es
recomendable. Otras propuestas son regularizar relajando el efecto suavizador en pixeles
donde el médulo del gradiente espacial de la imagen sea mayor, hacer que la regularizacién
sea anisotropica para evitar suavizar el flujo a lo largo de las discontinuidades de la imagen,
o incluso hacer que la regularizacion esté conducida por flujo en vez de por el gradiente
para conseguir suavizar los bordes del flujo.
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3. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Las ecuaciones de Fuler-Lagrange del funcional de Horn son
Jiiu + Jiov + Jiz — alAu = Jigu + Jogv + Joz — alAv = 0. (4)

Estas ecuaciones lineales se discretizan mediante un esquema de diferencias finitas, a partir
de una particién del dominio € en m X n subrectangulos (pixeles) y del intervalo temporal
en k pasos de tiempo.

Si se sustituye el laplaciano por una de sus aproximaciones, por ejemplo

_ _ 1
Duggr = 4(Wig — wijh), Wik = (Wit1,k + Wimt gk + i1k + Uig—1k) (5)

v las componentes del tensor de movimiento se aproximan promediando los valores en un
cubo del espacio-tiempo, por ejemplo

ol 1

(8_3/) =1 (Lijore—TLijrtLivrjorpe—Livijnt L err—Tijerr vt ki —Lic1,5641),
ijk

(6)

se obtienen las siguientes ecuaciones en diferencias (dos por cada pixel):

(J11)ijuij + (J12)ijvij = a(Wiv1j + Ui-1,j + i1 + uij—1 — 4uiz) — (J13)is (7)
(J12)ijuij + (J22)ijvij = a(vig1,j + vie1,j + vij1 +vij—1 — 4vi5) — (Jaz)ij
Estas ecuaciones junto con las condiciones de contorno nulo u;; = v;; =0si¢ ¢ {1,...,n}

=
6j ¢ {1,...,m} definen un sistema AQWj, = Fj, de h = 2mn ecuaciones y otras tantas
incégnitas, siendo la matriz de coeficientes

Lo I, Oy
N ~ I, £, I, .
% = < ‘511~ at ~ V12 > € Mh7 £ = " " " S Mana
J12 Jo2 —at o, I, . .
—4 1 0
- 1 —4 1 (Jr) 00

Ln= . . € M,, Jrs = 0 0 € Myuxn,

y los vectores de R"

u, = (u11, Luln,uzl,..,u%, oy Uy ooy Umnm, U11s oy Ulns V21,5 V205 - Ul s -5 Ui )5 (9)
Fro=(Uwu - (J3)pe (J23) - (J23)pn )

El sistema a resolver tiene como matriz de coeficientes una matriz simétrica definida
positiva de gran talla, pero de una gran dispersién (para una resolucién de 128x128 sélo
el 0.0182 % de elementos son no nulos), lo que hace que los métodos directos e indirectos
funcionen muy rapido, incluso sin reduccién del ancho de banda [3]. Sin embargo, tienen
el gran problema de que una resolucién 256 x 256 implica una matriz de 131072 x 131072,
muy dificil de generar y almacenar.



Métodos multimalla en problemas lineales de flujo 6ptico

4. Métodos clasicos de resolucion

En el articulo original de Horn y Schur se propone un método indirecto consistente
en manipular las ecuaciones de Euler-Lagrange discretizadas (7), obtener un sistema de
ecuaciones lineales cuya matriz de coeficientes se invierte facilmente por las propiedades
de la matriz J y llegar a

= o = alat(J11)i+(J22)i5)-

( Uij — Uij > o« < (J11)ijTi5 + (J12)iTi5 + (J13)ij >
Ja

B (J22)i50s5 + (J12)ijij + (J23)ij

’Uij Ul'j

(10)
El valor del campo en un pixel depende del promedio del valor en los pixeles del
entorno. Es posible obtener dicho valor iterativamente:

ufjrl _ < ﬂfj ) o ( (Jll)z’jﬂfj + (Jlg)ijﬁfj + (Jlg)ij ) (11)
Uk+1 e, ja (Jgg)ijﬁk + (Jlg)ijﬂk + (J23)ij ’

ij ij ij

En las zonas donde el gradiente de la intensidad es nulo, el campo de velocidades es la
media de los valores del entorno de vecindad. En estas zonas el gradiente de velocidades
no se puede utilizar para restringir el conjunto de soluciones de la ecuacion OFC vy, de
igual modo que ocurre con la distribucién de temperaturas en una placa uniforme, la
velocidad aparente en el interior dependera de los valores de la misma en los pixeles que
rodean la zona. En las zonas donde el gradiente de la intensidad es lineal, ocurre algo
similar. La restriccién de soluciones de la ecuacion OFC sélo serd efectiva en la direccién
perpendicular al gradiente de la intensidad. En definitiva, la solucién restringida de la
ecuacion OFC sélo sera significativa donde el gradiente del brillo varie suficientemente, sin
que esta fluctuacién sea excesiva lo que daria origen a pixelaciones indeseables debido a
los errores en las estimaciones de las derivadas.

Los métodos directos, variantes de la eliminacién de Gauss, tienen el inconveniente
adicional de que acceden a cada uno de los coeficientes de la matriz Af. Sin embargo son
métodos mas rapidos, especialmente si se hace previamente una reordenacién de filas y
columnas para reducir el ancho de banda (algoritmo de Cuthill-McKee) o para reducir el
grado de conexién del grafo asociado a la matriz (algoritmo de minimo grado).

Los métodos indirectos, como el de Jacobi, obtienen la solucién del sistema sin tener que
acceder a los coeficientes para invertir la matriz Af . Para ello, parten de la descomposicién
de la matriz de coeficientes en una suma de una matriz diagonal Dy, y dos triangulares Uy,
y Ly, obteniendo la siguiente expresion:

Wy = Ky + Tn siendo Ky =1— DAY y Tp = Di'Fy, (12)

lo que justifica la resolucién mediante el esquema iterativo ﬁ)]gﬂ =K hﬁ”ﬁ +7Ch k=
0,1,...,r

Sin embargo, los algoritmos més utilizados son versiones amortiguadas (damped) que
incluyen un parametro de control 0 < w <1:

K¢ =1-wD;' Ay, % =wD; ' Fy. (13)
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Las propiedades del espectro de K}’ garantizan que estos algoritmos sean consistentes
y convergentes, pero sobre todo garantizan la propiedad de ”suavizado”del error en cada
iteracion. Esto se comprueba facimente al discretizar una versién muy simplificada de la
ecuaciéon OFC con J =0, a =1 y n = 1. En este caso el espectro de la matriz de iteracion
es o(Ky) = {p¥ =1—w(1—cos %)}?:1 <L

La convergencia esta garantizada, aunque se puede deteriorar si disminuimos el niimero
de pixeles. Esto se debe a que el radio espectral de la matriz de iteracién tiende a uno
cuando h tiende a cero.

El error se puede expresar como combinacién lineal de los autovectores (v';); =
sin(ijm/h) que se clasifican en, autovectores de baja frecuencia tales que 1 < i < h/2
y autovectores de alta frecuencia con h/2 <i < h .

El parametro de control w se escoge tal que el factor de suavizado, mayor autovalor de
asociado a las altas frecuencias, sea lo mas pequeno posible. Con esta eleccidn, se consigue
que en unas pocas iteraciones las altas frecuencias desaparezcan y el error se convierta en
un error “suave”, combinacién lineal de autovectores de bajas frecuencias.

En el caso que nos ocupa, el factor de suavizado alcanza el valor minimo p* = 1/3 si
w* ~ 2/3, independientemente del valor de h. Si escogemos el método de Jacobi amortigua-
do con w = 2/3, garantizamos que el error disminuya més lentamente en cada iteracion,
pero se suaviza (se eliminan las altas frecuencias) més rdapidamente, pudiendo ademads
disminuir o aumentar la resolucion sin que esto afecte a la convergencia.

5. Métodos multimalla

La principal ventaja de los métodos indirectos del tipo del método de Jacobi, es que son
algoritmos vectorizables. Ademas, si una vez obtenida una solucién para el flujo asociado
a las imdgenes t y t + 1, esta solucién se usa como solucién inicial para obtener el flujo
asociado a las imédgenes t + 1 y ¢t 4+ 2, la la eficiencia del método aumenta. El mayor
inconveniente es la imposibilidad de eliminar del error las bajas frecuencias asociadas a
autovectores v; con 1 < i < h/2.

La idea fundamental de los métodos multimalla es hacer h pequeno (dowsamplig,
disminuir el nimero de pixeles) para eliminar mayor cantidad de bajas frecuencias, ain a
costa de que aparezcan frecuencias altas indeseadas (aliasing, pixelado), que luego pueden
ser filtradas con un nuevo suavizado.

Aunque se sabe que la fundamentacién tedrica estd poco desarrollada, los métodos
multimalla funcionan bien para problemas de PDE’s elipticas (lineales o no) con contorno
suave, necesitan menos memoria porque no almacenan la matriz A§ , son facilmente vec-
torizables (aunque requieren méas érdenes de comunicacién que otros solvers), precisan una
cuidadosa “sintonizacién”, eleccién del tipo de ciclos, de algoritmo suavizador, etc.

El algoritmo de resolucién multimalla (2-malla) més sencillo, consiste en los siguientes
tres pasos. Primero se aplican r iteraciones del método Jacobi amortiguado para obtener

., . — —r — — . —r =1 a=—r
una solucién aproximada uj, un error €, = ujy — uj y un residualr’; = F'), — Ajuy,
tales que A%?Z = Ap (ﬁh — ?Z) = ?’,;.

En segundo lugar, el residual se restringe I h_gh(?};) = 7§h y se resuelve el sistema
lineal Ag‘h?gh = ?gh'

Por dltimo y en tercer lugar, se interpola el residual Ighﬁh(?gh) =7

h Y se corrige
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la solucién sustituyendo ﬁ)’;b por ﬁ)z + ?};.

El algoritmo se representa mediante el grafo a) de la figura siguiente, donde el circulo
azul representa iteraciones de Jacobi (suavizado), el circulo rojo representa la obtencién
del error por el método directo y el circulo verde la correccién de la solucién. La flecha
descendente representa la restriccion del residual y la flecha ascendente la interpolacién
del error.

A partir de la definicién anterior podemos definir diferentes algoritmos n-malla de tipo
V y W, representados respectivamente por los grafos b) y ¢) de la figura 1. En el gréfico
del algoritmo tipo W aparece un circulo de dos colores verde y azul que representa la
correccién de la solucién y el posterior suavizado de la misma. Pero los més utilizados
son los llamados métodos multigrid total, como el que se representa por el grafo d) de la
figura 1 y que es el utilizado en los experimentos que se propone en la siguiente seccién. La
ventaja es que partiendo de una solucion a baja resolucién, con un juego de interpolacion-
restriccion, se llega a una solucién a alta resolucién, evitando resolver el sistema salvo a
baja resolucién y por un método directo.

YV W AW

Fig. 1 Representacion de los métodos multimalla

6. Experimentos numeéricos

Los métodos de resolucién anteriormente descritos se han implementado en cédigo
Matlab que se ha ejecutado en un Pc Pentium IV 3.2 GHz. En el experimento 1 se
estudia el conocido test de la secuencia del parque Yosemite?, tanto a alta 256 %256 como
a baja resolucién 32x32. En esta secuencia sélo se mueve el observador. Se puede ver que,
a pesar del suavizado de las lineas de flujo, a baja resolucién también se aprecia el flujo
optico. En el experimento 2, la secuencia recoge el movimiento de una esfera. En este
caso, a baja resolucién el flujo éptico pierde informacién acerca del eje de giro de la esfera,
si apreciable en el caso de alta resolucién.

Fig. 2 Ezxperimento 1 a alta y a baja resolucion

3http://www.informatik.uni-ulm.de/ni/staff/PBayerl /homepage/ECVP2003/exampleYos.html:
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Fig. 8 Experimento 2 a alta y a baja resolucion

Meétodo N°® de Tiempo CPU Imagenes por  Ratio
iteraciones (seg) segundo (sg'l)
Indirecto adaptado 1049 42.063 0.0238 1
Jacohi amortiguado 2453 20.734 0.0482 2
Directo - 2.047 0.4885 20
Multimalla 1 ciclo 0.047 21.2766 895

Tabla 1 Tiempos de cdlculo para el Experimento 2 a alta resolucion

7. Conclusiones

Los tiempos de céalculo recogidos en la Tabla 1 ponen de manifiesto la mayor eficiencia
del método multimalla. Aunque los cédigos programados no estdn optimizados se obtienen
tiempos de cédlculo que permitirian analizar en tiempo real secuencias de 21 imagenes por
segundo, con una resolucién muy aceptable de 256 X256 pixeles.

Esta técnica multimalla de cdlculo del flujo éptico sera utilizada para analizar secuen-
cias de imédgenes obtenidas por tomografia.
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