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Resumen

Se considera un problema de diseño óptimo consistente en mezclar dos materiales
(eléctricos o térmicos) anisótropos de tal forma que se minimice un funcional coste
dependiente del gradiente de la función estado. En general, este tipo de problemas no
admite solución, lo que obliga a introducir una formulación relajada. Mostramos en
este trabajo como esta relajación puede ser obtenida usando materiales compuestos,
construidos por homogeneización, y realizando una determinada extensión del funcio-
nal coste a estos nuevos materiales. Esta extensión admite una representación integral.
Nuestros resultados contienen en particular los obtenidos por otros autores en el caso
de materiales isotrópos.

1. Introducción

Consideramos un problema de control para una EDP eĺıptica lineal donde la variable de
control es la matriz de difusión (problema de control en los coeficientes). Desde el punto
de vista aplicado, este tipo de problemas aparece en el diseño de materiales óptimos.
Supondremos que los materiales se construyen mediante la mezcla de dos materiales fijos
(en general no isotrópos), los cuales vendrán dados por sus matrices de difusión A and B,
simétricas y eĺıpticas. Para simplificar la exposición, supondremos también que A− B es
invertible, aunque el caso no invertible puede ser tratado de forma similar ([6]). Aśı, para
un conjunto Ω abierto, acotado y regular en RN y un término fuente f ∈ H−1(Ω), nos
proponemos encontrar un subconjunto medible ω ⊂ Ω tal que la solución u de

{ −div (Aχω + BχΩ\ω)∇u = f en Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
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minimice un determinado funcional J definido sobre H1
0 (Ω). Es usual también añadir la

restricción |ω| ≤ κ|Ω|, con 0 < κ < 1.
En general (ver por ejemplo [11]) este problema no admite solución y por tanto es

necesario introducir una relajación. Tomando para p ∈ [0, 1], K(A,B, p) como el conjunto
de matrices (materiales) construidos via homogeneización ([13], [14]), mezclando A y B
con proporciones respectivas p y 1− p, i.e.

K(A,B, p) =
{
M ∈Ms

N : ∃ωn ⊂ RN , medible, con χωn

∗
⇀ p in L∞(RN ),

Aχωn + B(1− χωn) H-converge a M
}
,

(1)

y suponiendo J secuencialmente continua en H1
0 (Ω) con la topoloǵıa débil, se tiene ([1],

[9], [17]) que la relajación del problema anterior, se obtiene reemplazando el conjunto de
controles

{Aχω + BχΩ\ω : ω ⊂ Ω medible, |ω| ≤ κ|Ω|}, (2)

por
{

(M, θ) medible en Ω : θ ∈ [0, 1], M ∈K(A,B, θ) e.c.t. Ω,

∫

Ω
θ dx ≤ κ|Ω|

}
. (3)

En el presente trabajo nos interesamos en funcionales que dependen del gradiente de
la función estado, y que por tanto, en general, no son secuencialmente continuos para la
topoloǵıa débil de H1

0 (Ω). Concretamente supondremos

J(u) =
∫

Ω
F (∇u) dx + G(u), u ∈ H1

0 (Ω), (4)

donde F : RN → R es tal que existe L > 0 verificando

F (0) = 0, |F (ξ)− F (ξ′)| ≤ L(1 + |ξ|+ |ξ′|)|ξ − ξ′|, ∀ ξ, ξ′ ∈ RN , (5)

(en particular, F tiene un crecimiento cuadrático) y G es un funcional secuncialmente
continuo en la topoloǵıa débil de H1

0 (Ω). Nuestro problema de control queda por tanto




ı́nf
{∫

Ω
F (∇u) dx + G(u)

}

−div (Aχω + BχΩ\ω)∇u = f in Ω

u ∈ H1
0 (Ω), ω ⊂ Ω medible, |ω| ≤ κ|Ω|,

(6)

Mencionar que algunos problemas relacionados han sido ya estudiados por otros autores,
principalmente en el caso

A = αI, B = βI, J(u) =
∫

Ω
|∇(u− v)|2 dx. (7)

Aśı, aparece probado en [17] la existencia de un conjunto denso de v ∈ H1(Ω) para el
cual, reemplazando en el problema anterior las funciones caracteŕısticas por funciones de
L∞(Ω) con valores en [0, 1], se tiene que el problema (6) admite una única solución.

Por otra parte, una relajación de (6) suponiendo (7) aparece en [3], [8], [10].
En [2], aparecen también algunos resultados tanto númericos como de relajación para

el problema (6) bajo la hipótesis de que la diferencia B −A is pequeña.
En el presente trabajo obtenemos un resultado de relajación válido para A y B arbi-

trarias.
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2. Resultados Principales

A lo largo de esta sección, suponemos Ω, A, B, F y G como en la introducción y para
p ∈ [0, 1], denotamos

Λp = pA + (1− p)B.

Como ya mencionamos, nuestro propósito es obtener una relajación del problema (6).
La demostración de los resultados que presentamos aparece en [6] (donde además A − B
no se supone necesariamente invertible) y está basada en un resultado bien conocido
de G. Dal Maso y R. Kohn ([1], [7]) que afirma que el conjunto de matrices obtenidas
mediante homogeneización periódica es denso en el conjunto de matrices obtenidas por
homogeneización general.

A lo largo del trabajo usaremos la notación Y = (0, 1)N . Las funciones definidas en Y
se considerarán siempre prolongadas por periodicidad a todo RN .

Para expresar nuestros resultados necesitamos introducir las siguientes funciones.
Dado δ > 0, definimos Hδ : RN × RN × [0, 1] → R ∪ {+∞} por





Hδ(ξ, η, p) = ı́nf
∫

Y
F (ξ +∇w) dy

−div(AχZ + BχY \Z)(ξ +∇w) = 0 en RN , w ∈ H1
] (Y )

∣∣∣∣
∫

Y
(AχZ + BχY \Z)(ξ +∇w) dy − η

∣∣∣∣ < δ

Z ⊂ Y, medible, |Z| = p,

(8)

para todo (ξ, η, p) ∈ RN ×RN × [0, 1], donde el ı́nfimo sobre el conjunto vaćıo es entendido
como +∞. Teniendo en cuenta que Hδ es decreciente con respecto a δ, introducimos
también H : RN × RN × [0, 1] → R ∪ {+∞} por

H(ξ, η, p) = ĺım
δ→0

Hδ(ξ, η, p), ∀ (ξ, η, p) ∈ RN × RN × [0, 1]. (9)

En el caso de dimensión 1, la función H puede ser calculada de forma expĺıcita, lo que
lleva al siguiente resultado

Proposición 2.1 Para N = 1, la función H viene dada por

H(ξ, η, p) =





pF (
η

A
) + (1− p)F (

η

B
) si η =

(
p

A
+

1− p

B

)−1

ξ

+∞ en otro caso.

(10)

Para N ≥ 2, no disponemos de una expresión expĺıcita de H pero podemos aún probar
los siguientes resultados

Teorema 2.2 Si N ≥ 2, la función H verifica las siguientes propiedades:

Dom(H) =
{
(ξ, η, p) ∈ RN × RN × [0, 1] : η ∈ K(A, B, p)ξ

}
, (11)
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donde para ξ ∈ RN , el conjunto K(A,B, p)ξ puede ser caracterizado por

K(A,B, p)ξ=

{
η ∈ RN : (A−B)−1

(A

p
+

B

1− p

)
(A−B)−1(Λpξ−η)·(Λpξ−η) ≤ ξ·(Λpξ−η)

}
,

si p ∈ (0, 1) y

K(A,B, p)ξ = {Bξ} si p = 0, K(A, B, p)ξ = {Aξ} si p = 1.

La función H es continua en Dom(H) y denotando α y β el mı́nimo y máximo entre
todos los autovalores de A y B se tiene

|H(ξ, η, p)| ≤ L

(
β

α
|ξ|

)(
1 +

β

α
|ξ|

)
, ∀(ξ, η, p) ∈ Dom(H).

Además, se cumple

H(ξ, Aξ, 1) = H(ξ, Bξ, 0) = F (ξ), ∀ ξ ∈ RN ,





H(ξ, η, p) = pF

(
ξ + (A−B)−1

(
Λpξ − η

p

))
+ (1− p)F

(
ξ − (A−B)−1

(
Λpξ − η

1− p

))

∀(ξ, η, p) ∈ ∂Dom(H), p ∈ (0, 1).

Si F es convexa, entonces

F (ξ) ≤ pF

(
ξ + (A−B)−1

(
Λpξ − η

p

))
+ (1− p)F

(
ξ − (A−B)−1

(
Λpξ − η

1− p

))
≤

≤ H(ξ, η, p), ∀ (ξ, η, p) ∈ Dom(H), p ∈ (0, 1).

Si F es cóncava, entonces

F (ξ) ≥ pF

(
ξ + (A−B)−1

(
Λpξ − η

p

))
+ (1− p)F

(
ξ − (A−B)−1

(
Λpξ − η

1− p

))
≥

≥ H(ξ, η, p), ∀ (ξ, η, p) ∈ Dom(H), p ∈ (0, 1).

La propiedad principal de la función H será dada por el Teorema 2.4. Necesitamos la
siguiente definición

Definición 2.3 Decimos que (un, σn, θn) ∈ H1(Ω) × L2(Ω)N × L∞(Ω) T -converge a
(u, σ, θ) ∈ H1(Ω)× L2(Ω)N × L∞(Ω) si

un ⇀ u en H1(Ω), |∇un|2 equiintegrable

σn ⇀ σ en L2(Ω)N , div σn → div σ en H−1(Ω)N

θn
∗
⇀ θ en L∞(Ω).
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Teorema 2.4 La envolvente semicontinua inferior con respecto a la T -covergencia del
funcional F : H1(Ω)× L2(Ω)N × L∞(Ω) → R ∪ {+∞} definido por

F(u, σ, θ)=





∫

Ω
F (∇u) dx si θ = χω, ω ⊂ Ω medible, σ = Λθ∇u

+∞ en otro caso,
(12)

viene dada por

F(u, σ, θ) =





∫

Ω
H(∇u, σ, θ) dx si 0 ≤ θ ≤ 1, σ ∈ K(A, B, θ)∇u, e.c.t. Ω

+∞ en otro caso.
(13)

Como consecuencia del teorema anterior, se tiene el siguiente resultado de relajación para
el problema (6). Obsérvese que este teorema se puede también aplicar a la relajación de
otros problemas de control similares.

Teorema 2.5 Para G : H1
0 (Ω) → R, secuencialmente con respecto a la topoloǵıa débil de

H1
0 (Ω), κ ∈ (0, 1), f ∈ H−1(Ω), una relajación del problema (6) viene dada por





mı́n
{∫

Ω
H(∇u,M∇u, θ) dx + G(u)

}

−div M∇u = f en Ω

u ∈ H1
0 (Ω)

θ ∈ L∞(Ω), 0 ≤ θ ≤ 1 e.c.t. Ω,

∫

Ω
θ dx ≤ κ|Ω|

M medible, M(x) ∈ K(A,B, θ(x)) e.c.t. x ∈ Ω,

(14)

Gracias a que F es semicontinua inferiormente para la T -convergencia, la teoŕıa de la
compacidad por compensación de F. Murat y L. Tartar ([12], [15]) prueba la siguiente
propiedad de convexidad para H.

Proposición 2.6 La función H satisface:
i) Si N = 1, entonces para todo ξ1, ξ2, η ∈ R, y todo p1, p2, λ ∈ [0, 1], se tiene

H(λξ1 + (1− λ)ξ2, η, λp1 + (1− λ)p2) ≤ λH(ξ1, η, p1) + (1− λ)H(ξ2, η, p2),

ii) Si N ≥ 2, entonces para todo ξ1, ξ2, η1, η2 ∈ RN , con (ξ2 − ξ1) · (η2 − η1) = 0, y todo
p1, p2, λ ∈ [0, 1], se tiene

H(λξ1 + (1−λ)ξ2, λη1 +(1−λ)η2, λp1 + (1−λ)p2) ≤ λH(ξ1, η1, p1) + (1−λ)H(ξ2, η2, p2).

Más generalmente, el teorema 2.5 permite probar la siguiente propiedad de quasicon-
vexidad para H.
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Proposición 2.7 La función H verifica





H(ξ, η, p) = ı́nf
∫

Y
H(ξ +∇w,M(ξ +∇w), θ) dy

θ ∈ L∞] (Y ), 0 ≤ θ ≤ 1 e.c.t. Y,

∫

Y
θ dy = p

M ∈ K(A,B, θ) e.c.t. Y, w ∈ H1
] (Y )

−div M(ξ +∇w) = 0 en RN

∫

Y
M(ξ +∇w)dy = η.

(15)

3. Ejemplo.

En esta sección damos un ejemplo en dimensión N ≥ 2 de una función cuadrática F
para la cual se puede calcular expĺıcitamente la función H. Esto viene dado por el siguiente
resultado.

Teorema 3.1 Sean N ≥ 2, s ∈ R y A,B dos matrices simétricas definidas positivas tales
que s(A−B) es definida positiva. Consideremos F : RN → R definida por

F (ξ) = sAξ · ξ, ∀ξ ∈ RN .

Entonces, para todo (ξ, η, p) ∈ RN × RN × (0, 1) tal que η ∈ K(A,B, p)ξ, la función H
definida por (9) está dada por

H(ξ, η, p) = sAξ · ξ + s(Λpξ − η) · ξ +
s

1− p
(A−B)−1(Λpξ − η) · (Λpξ − η).

Observación 3.2 Recordamos que H viene dado a través de un problema de minimización
(ver (8), (9)). La expresión de H dada por el teorema anterior se obtiene mostrando que
el mı́nimo se alcanza realizando dos laminaciones (ver [6]).

Como caso particular del resultado anterior se tiene inmediatamente

Corolario 3.3 Supongamos N ≥ 2, A = αI, B = βI, con 0 < α < β. Para s ∈ R
definimos F (ξ) = s|ξ|2, ξ ∈ RN . Entonces, la función H definida por (9) verifica

H(ξ, η, p) = s|ξ|2 +
s

β
(Λpξ − η) · ξ +

s

β(β − α)p
|Λpξ − η|2, si s ≥ 0,

H(ξ, η, p) = s|ξ|2 +
s

α
(Λpξ − η) · ξ − s

α(β − α)(1− p)
|Λpξ − η|2, si s ≤ 0,

para todo ξ ∈ RN , p ∈ (0, 1), η ∈ K(A,B, p)ξ.
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Observación 3.4 Corolario 3.3 y Teorema 2.5 proporcionan una formulación relajada
para el problema 




ı́nf
{

s

∫

Ω
|∇u|2 dx

}

−div (αχω + βχΩ\ω)∇u = f in Ω

u ∈ H1
0 (Ω)

ω ⊂ Ω measurable, |ω| ≤ κ|Ω|.
En el caso s > 0, esta relajación fue obtenida por J.C. Bellido y P. Pedregal en [3], para
N = 2, e independientemente por Y. Grabovsky en [8] en dimensión arbitraria. El método
usado para probar nuestros resultados es diferente de los empleados por estos autores.
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