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Resumen

Se considera un problema de disenio éptimo consistente en mezclar dos materiales
(eléctricos o térmicos) anisétropos de tal forma que se minimice un funcional coste
dependiente del gradiente de la funcién estado. En general, este tipo de problemas no
admite solucién, lo que obliga a introducir una formulacién relajada. Mostramos en
este trabajo como esta relajacién puede ser obtenida usando materiales compuestos,
construidos por homogeneizacién, y realizando una determinada extensién del funcio-
nal coste a estos nuevos materiales. Esta extensién admite una representacién integral.
Nuestros resultados contienen en particular los obtenidos por otros autores en el caso
de materiales isotrépos.

1. Introduccion

Consideramos un problema de control para una EDP eliptica lineal donde la variable de
control es la matriz de difusién (problema de control en los coeficientes). Desde el punto
de vista aplicado, este tipo de problemas aparece en el diseno de materiales 6ptimos.
Supondremos que los materiales se construyen mediante la mezcla de dos materiales fijos
(en general no isotrépos), los cuales vendran dados por sus matrices de difusién A and B,
simétricas y elipticas. Para simplificar la exposicion, supondremos también que A — B es
invertible, aunque el caso no invertible puede ser tratado de forma similar ([6]). Asi, para
un conjunto § abierto, acotado y regular en RY y un término fuente f € H~'(Q), nos
proponemos encontrar un subconjunto medible w C € tal que la solucién u de

—div (Axw + Bxa\w)Vu = f en Q
u =0 sobre 012,
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minimice un determinado funcional .J definido sobre H}(f2). Es usual también afiadir la
restriccién |w| < k||, con 0 < k < 1.

En general (ver por ejemplo [11]) este problema no admite solucién y por tanto es
necesario introducir una relajacién. Tomando para p € [0, 1], K(A, B, p) como el conjunto
de matrices (materiales) construidos via homogeneizacién ([13], [14]), mezclando A y B

con proporciones respectivas py 1 — p, i.e.
K(A,B,p) = {M e M : Jw, C RY, medible, con y,, — p in L¥(RY), )
AXw, + B(1 — xw,) H-converge a M},

y suponiendo J secuencialmente continua en Hg () con la topologfa débil, se tiene ([1],
[9], [17]) que la relajacién del problema anterior, se obtiene reemplazando el conjunto de
controles

{Axw + Bxa\w : w C Q medible, |w| < x|}, (2)

por
{(M,O) medible en Q: 6 € [0,1], MeK(A, B,6) e.c.t. Q, /9 dx < H|Q|} . (3)
Q

En el presente trabajo nos interesamos en funcionales que dependen del gradiente de
la funcién estado, y que por tanto, en general, no son secuencialmente continuos para la
topologia débil de H}(€2). Concretamente supondremos

J(u) = /QF(VU) dx + G(u), u€ HY(Q), (4)

donde F : RNV — R es tal que existe L > 0 verificando
F0)=0, |F©)-FE)<LA+[El+IENE-¢] V& eRT, (5)

(en particular, F' tiene un crecimiento cuadrdtico) y G es un funcional secuncialmente
continuo en la topologia débil de H&(Q) Nuestro problema de control queda por tanto

inf { /Q F(Vu) do + G(u)}
—div (Axy + Bxoyo)Vu = f in Q (6)

u € HYHQ), w C Qmedible, [w| < x|,

Mencionar que algunos problemas relacionados han sido ya estudiados por otros autores,
principalmente en el caso

A=al, B=pjl, J(u):/ﬂ\V(u—v)Pdm. (7)

Asi, aparece probado en [17] la existencia de un conjunto denso de v € H'(Q2) para el
cual, reemplazando en el problema anterior las funciones caracteristicas por funciones de
L*>(Q) con valores en [0, 1], se tiene que el problema (6) admite una dnica solucién.

Por otra parte, una relajaciéon de (6) suponiendo (7) aparece en [3], [8], [10].

En [2], aparecen también algunos resultados tanto nimericos como de relajacién para
el problema (6) bajo la hipdtesis de que la diferencia B — A is pequena.

En el presente trabajo obtenemos un resultado de relajacion valido para A y B arbi-
trarias.
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2. Resultados Principales

A lo largo de esta seccién, suponemos 2, A, B, F'y G como en la introduccién y para
p € [0,1], denotamos

Ap =pA+(1-p)B.

Como ya mencionamos, nuestro propésito es obtener una relajacién del problema (6).
La demostracién de los resultados que presentamos aparece en [6] (donde ademds A — B
no se supone necesariamente invertible) y estd basada en un resultado bien conocido
de G. Dal Maso y R. Kohn ([1], [7]) que afirma que el conjunto de matrices obtenidas
mediante homogeneizacién periddica es denso en el conjunto de matrices obtenidas por
homogeneizaciéon general.

A lo largo del trabajo usaremos la notacién Y = (0,1)". Las funciones definidas en Y’
se consideraran siempre prolongadas por periodicidad a todo RN,

Para expresar nuestros resultados necesitamos introducir las siguientes funciones.

Dado § > 0, definimos Hs : RY x RY x [0,1] — R U {+00} por

7

Hs(&,m,p) = inf / F({+ Vw)dy
Y
—div(Axz + Bxy\z)(§+Vw) =0 en RN, we H/(Y) .

/Y (Axz + Bxy\2)(€ + V) dy — | <6

Z CY, medible, |Z| = p,

para todo (£,71,p) € RN x RY x [0, 1], donde el infimo sobre el conjunto vacio es entendido
como +oo. Teniendo en cuenta que Hj es decreciente con respecto a d, introducimos
también H : RY x RY x [0,1] — RU {+oc0} por

H (g n,p) = lim Hy(€,m,p), ¥ (&,m,p) € RY xRV x [0,1]. (9)

En el caso de dimensién 1, la funcion H puede ser calculada de forma explicita, lo que
lleva al siguiente resultado

Proposicién 2.1 Para N =1, la funcion H viene dada por

3

VR G I S A
e = | PP+ A=PPG) sm—<A+ B) ¢ o)

+00 en otro caso.

Para N > 2, no disponemos de una expresion explicita de H pero podemos ain probar
los siguientes resultados

Teorema 2.2 Si N > 2, la funcion H verifica las siguientes propiedades:

Dom(H) = {(¢,m,p) € RY xRN x [0,1] : n € K(A, B,p)¢}, (11)
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donde para & € RN, el conjunto K(A, B,p)¢ puede ser caracterizado por

(A, B, p)é = {n e RV (4-B) (D41 ) (A-B)  (Aygon) (k) < s-(Aps—m},

sipe (0,1) y
K(A,B,p)§ ={B¢} sip=0,  K(A B,p)§ ={A} sip=1

La funcion H es continua en Dom(H) y denotando o y 8 el minimo y maximo entre
todos los autovalores de A y B se tiene

el <2 (26) (1+ 2iel). vienn) e Dom).

Ademas, se cumple

H(E AL, 1) = H(E, B 0) = F(€), VEeRY,

H(eno) =pF (€4 (4= 8 (M) ) aopr (e a-m) (HET)

V(& n,p) € 9Dom(H), p € (0,1).

St F es convexa, entonces
F© <pr (e (a-m (P ) -pr (c-a-m (M1)€
<H(np), VY(&np) € Dom(H), pe(0,1).

Si F' es concava, entonces
FOzpF (e (-5 (P ) a-pr (s-a-pt (B0 2
> H(n,p),  V(&n,p) € Dom(H), p e (0,1).

La propiedad principal de la funcion H serd dada por el Teorema 2.4. Necesitamos la
siguiente definicién

Definicién 2.3 Decimos que (up,0n,0,) € HY(Q) x L2(Q)N x L¥(Q) T -converge a
(u,0,0) € H'(Q) x L2( Q)N x L>(Q) si

U, —u en H'(Q), |Vu,|? equiintegrable

on — o en L2(Q)Y, divo, — divo en H-H(Q)N

0, =0 en L>®(Q).
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Teorema 2.4 La envolvente semicontinua inferior con respecto a la T -covergencia del
funcional F : HY(Q) x L2(Q)N x L>®(Q) — RU {+occ} definido por

/ F(Vu)dz si6=x,, wCQ medible, c = AgVu
Flu,0,0)=¢Ja (12)

+00 en otro caso,

viene dada por

/ H(Vu,0,0)dz s10<60<1, 0 €K(A,B,0)Vu, e.c.t. Q
F(u,0,0) = Q

(13)

+o00 en otro caso.

Como consecuencia del teorema anterior, se tiene el siguiente resultado de relajacién para
el problema (6). Obsérvese que este teorema se puede también aplicar a la relajacién de
otros problemas de control similares.

Teorema 2.5 Para G : H&(Q) — R, secuencialmente con respecto a la topologia débil de
H}(Q), k€ (0,1), f € H (), una relajacion del problema (6) viene dada por

'mm{[fﬂv%Mv%mdx+Gmﬁ

—div MVu=f enQ
u e H(Q) (14)

e L>®(Q), 0<0<1 ect Q, / 0dr < k||
Q

M medible, M (z) € K(A, B,0(x)) e.c.t. z € £,

Gracias a que F es semicontinua inferiormente para la 7-convergencia, la teoria de la
compacidad por compensacién de F. Murat y L. Tartar ([12], [15]) prueba la siguiente
propiedad de convexidad para H.

Proposiciéon 2.6 La funcion H satisface:
i) Si N =1, entonces para todo &1, 2, 1 € R, y todo p1, p2, A € [0,1], se tiene

H(A A+ (1= N)&2,m, Ap1 + (1 — N)p2) < AH (1,1, p1) + (1 — AN H (&2, 1, p2),

ii) Si N > 2, entonces para todo &, &, m, n2 € RY, con (& — &) - (2 —m) = 0, y todo
p1, p2, A € [0,1], se tiene

HA 4 (L= X)&2, Mgt + (1= N)n2, Apt + (1 = N)p2) < AH(§1,m1,p1) + (1= AN H (&2, 12, p2)-

Maés generalmente, el teorema 2.5 permite probar la siguiente propiedad de quasicon-
vexidad para H.
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Proposicion 2.7 La funcion H verifica

,

H(Emp) = fuf /Y H(E + Vo, M(E + V), 0) dy

GGLB’O(Y), 0<60<1 ect, /Gdy:p
Y

M eK(A,B,0) ect Y, weHLY) (15)
—div M(€ +Vw) =0 enRY

/ M(&+ Vw)dy =n.
%

3. Ejemplo.

En esta seccion damos un ejemplo en dimension N > 2 de una funcién cuadratica F
para la cual se puede calcular explicitamente la funcién H. Esto viene dado por el siguiente
resultado.

Teorema 3.1 Sean N > 2, s € R y A, B dos matrices simétricas definidas positivas tales
que s(A — B) es definida positiva. Consideremos F : RN — R definida por

F(€) =sAf-€, VEeRN.

Entonces, para todo (£,1,p) € RY x RN x (0,1) tal que n € K(A, B,p)¢, la funcion H
definida por (9) estd dada por

S
1—-p

H(&,n,p) =sAE - £+ s(Ap —m) - €+ (A= B) ' (A€ =) - (A€ — ).

Observacion 3.2 Recordamos que H viene dado a través de un problema de minimizacion
(ver (8), (9)). La expresion de H dada por el teorema anterior se obtiene mostrando que
el minimo se alcanza realizando dos laminaciones (ver [6]).

Como caso particular del resultado anterior se tiene inmediatamente

Corolario 3.3 Supongamos N > 2, A = al, B = I, con 0 < a < 3. Para s € R
definimos F (&) = s[¢|?, € € RN, Entonces, la funcion H definida por (9) verifica

H(ﬁ,ﬁ,p):5|5|2+%(Ap5—7l)'£+mlz\p£—nl2, sts >0,
_ 2 i o e S 2 .
H(f)nvp) - S|€| + a(Apf 77) 5 Oé(ﬂ . Oé)(]. _p) |Apf 77| ) S S 07

para todo £ € RN, p € (0,1), n € K(A, B,p)¢.
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Observacion 3.4 Corolario 3.3 y Teorema 2.5 proporcionan una formulacion relajada
para el problema

fnf{s/ \Vu|2d:1:}
Q

—div (axw + Bxo\w)Vu = f in Q
u € HLHQ)

w C Q measurable, |w| < k|

En el caso s > 0, esta relajacion fue obtenida por J.C. Bellido y P. Pedregal en [3], para
N =2, e independientemente por Y. Grabovsky en [8] en dimension arbitraria. El método
usado para probar nuestros resultados es diferente de los empleados por estos autores.
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