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Tratamiento asint�otico de las condiciones de contorno paraproblemas de convecci�on dominanteTom�as Chac�on Rebollo1, Macarena G�omez M�armol1Isabel S�anchez Mu~noz2,1 Dpto. E.D.A.N., Universidad de Sevilla, Aptdo. 1160, E-41080 Sevilla. E-mails:chacon@us.es,macarena@us.es.2 Dpto. de Matem�atica Aplicada I, Universidad de Sevilla, E-41012 Sevilla. E-mail: isanchez@us.es.Palabras clave: Convecci�on dominante, convecci�on-difusi�on, perturbaciones singulares.ResumenEn este trabajo realizamos un an�alisis de paso al l��mite singular en una ecuaci�onevolutiva de convecci�on-difusi�on, imponiendo el ujo total normal en la frontera deentrada de ujo y una condici�on de tipo Newmann en el resto de la frontera. Probamosque la soluci�on de este problema converge en L2(Q) a la de la ecuaci�on de convecci�onpura con una condici�on de contorno de tipo Dirichlet en la frontera de entrada de ujo.Adem�as convergen las derivadas convectivas en L2(Q) y las trazas convectivas en lasfronteras de entrada y salida de ujo en espacios de tipo L2. Este estudio permitejusti�car la forma en la que ciertos m�etodos num�ericos de resoluci�on de modelos deconvecci�on-difusi�on imponen las condiciones de contorno.1 IntroductionSea 
 un dominio acotado de Rn de clase C1 y T > 0 un tiempo �nal. Consideramos laecuaci�on evolutiva de convecci�on-difusi�on siguiente:@tw + v � rw � ��w = f en 
� (0; T ): (1)Aqu�� v es un campo de velocidades de�nido en un abierto V que contiene a �
 y que supo-nemos con divergencia nula en V , � es un par�ametro positivo que representa el coe�cientede difusi�on y f una funci�on dada en 
� (0; T ).Llamamos n al vector normal unitario y exterior que est�a de�nido en @
. En funci�onde la velocidad, la frontera de 
 se descompone de la forma @
 = �� [ �+ [ �0, siendo1
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; v � n < 0g y an�alogamente, �+ y �0. Las condiciones de contorno queacompa~nan a la ecuaci�on (1) en cada parte de la frontera son:w v � n � �@w@n = g v � n en �� � (0; T ) (2)�@w@n = 0 en (@
 n ��) � (0; T ) (3)con g una funci�on dada en �� � (0; T ). N�otese, que como r � v = 0 en 
, la ecuaci�on(1) es una ley de conservaci�on para el ujo L = vw � �rw. Por tanto, la condici�on (2)signi�ca imponer el ujo total normal, L � n, en la frontera de entrada de ujo.Finalmente, �jamos tambi�en una condici�on inicialw(x; 0) = w0(x) en 
 (4)con w0 una funci�on dada en 
.De esta manera, tenemos planteado el problema de convecci�on-difusi�on (1-4) que lla-maremos (P�).El objetivo de este trabajo es demostrar que cuando el coe�ciente de difusi�on � tiendea cero la soluci�on de este problema converge, en un sentido conveniente, a la soluci�on delproblema de convecci�on pura siguiente:(P0)( @tw + v � rw = f en 
� (0; T );w = g en �� � (0; T ): (5)La motivaci�on de la que parte este estudio te�orico es un problema num�erico. Ciertasdiscretizaciones num�ericas de las ecuaciones de convecci�on-difusi�on conducen a imponerindirectamente el ujo total normal en la parte de frontera donde hay entrada de ujo.Por ejemplo, de forma rutinaria, se procede as�� cuando se utiliza un m�etodo num�erico detipo mixto Elementos Finitos-Vol�umenes Finitos (v�ease [5], [6], [3], [4] como ejemplos). Eneste caso, el t�ermino convectivo es discretizado por el m�etodo de Vol�umenes Finitos y elt�ermino difusivo por el m�etodo de Elementos Finitos. Esto permite tratar adecuadamentelos efectos de convecci�on dominante mediante t�ecnicas descentradas, pero fuerza a imponerde forma indirecta las condiciones de tipo Dirichlet en la frontera de entrada de ujo, demanera que lo que realmente se impone es el ujo total normal. Ahora bien, cuando elujo es predominantemente convectivo en esta parte de la frontera, lo m�as adecuado, desdeel punto de vista f��sico, ser��a imponer condiciones de tipo Dirichlet.Nos planteamos aqu�� el problema de analizar si esta forma de proceder num�ericamentees correcta. Para ello, hemos considerado el problema (P�), un modelo lineal compuestopor una ecuaci�on de convecci�on-difusi�on �jando el ujo total normal en la frontera deentrada como condici�on de contorno. Y nos proponemos demostrar que cuando se tratade un problema de convecci�on dominante (� tendiendo a cero), su soluci�on se aproximaa la de la ecuaci�on de convecci�on pura con condici�on de contorno de tipo Dirichlet en lafrontera de entrada, el problema (P0).El an�alisis que desarrollamos nos permite demostrar que se veri�ca la convergenciad�ebil en un espacio de Hilbert cuya norma incluye la derivada convectiva y la convergenciafuerte en L2(
�(0; T )), as�� como la convergencia de las trazas \convectivas" en un sentido2



Condiciones de contorno asint�oticas para problemas de convecci�on dominanteconveniente. Ello es posible cuando la velocidad es su�cientemente regular, para que elujo tenga la propiedad de ser \rellenante". Esto es, las trayectorias que parten de lafrontera de entrada rellenan el dominio, salvo un conjunto de medida nula, en un tiempo�nito y acotado uniformemente. Esencialmente, esto permite resolver expl��citamente laecuaci�on de convecci�on integr�andola a lo largo de las caracter��sticas (v�ease [1] para m�asdetalles).La estrategia que hemos seguido en el an�alisis de la convergencia se basa en considerarel problema regularizado del problema (P�) siguiente:
(P�;")

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
@tw + v � rw � ��w � "@2ttw = f en 
� (0; T );w v � n � �@w@n = g v � n en �� � (0; T );�@w@n = 0 en (@
 n ��) � (0; T );w � "@tw = w0 en 
� f0g;"@tw = 0 en 
� fTg: (6)

Este problema ha sido utilizado a modo de pivote, en el sentido de que la convergenciade la soluci�on del problema (P�) a la soluci�on del problema (P0) se obtiene como conse-cuencia de la convergencia de la soluci�on de este problema, por una parte, a la soluci�ondel problema (P0) cuando � y " tienden a cero y, por otra, a la soluci�on del problema(P�) cuando � tiende a cero. Cada uno de estos estudios se realizan en las secciones 3 y 4,respectivamente. N�otese que en este esquema relacionamos a tres problemas de diferen-te naturaleza: un problema el��ptico (P�;"), un problema parab�olico (P�), y un problemahiperb�olico (P0), de manera que, en particular, la soluci�on del problema parab�olico seobtiene como l��mite de la soluci�on del problema el��ptico. Los resultados de convergenciaobtenidos se demuestran mediante un argumento cl�asico de compacidad. La clave fun-damental reside en obtener adecuadas estimaciones a priori de la soluci�on del problema(P�;"), utilizando funciones test convenientemente elegidas. A ello se dedica la secci�on 2.Un an�alisis de paso al l��mite semejante ha sido realizado en los trabajos de Bardos [2]y Lions [7]. Las diferencias fundamentales de estos trabajos respecto al nuestro son dos:por una parte, consideran condiciones de contorno de tipo Dirichlet homog�eneas. De estamanera, sus estudios se centran en el paso al l��mite s�olo en la ecuaci�on de convecci�on-difusi�on y no en las condiciones de contorno, como es lo relevante en nuestro caso. Porotra parte, a~naden un t�ermino lineal de tipo reactivo a la ecuaci�on de convecci�on-difusi�onque permite controlar el t�ermino convectivo. En ambos casos adem�as, s�olo se considera elcaso estacionario.2 Estimaciones a priori del problema (P�;")En lo sucesivo, suponemos la siguientes hip�otesis de regularidad sobre los datos:v 2 C1(V ); r � v = 0 en V ;w0 2 L2(
); f 2  L2(
� (0; T )); g 2  L2(�� � (0; T ); jv � nj); (7)3



Tom�as Chac�on Rebollo, Macarena G�omez M�armol, Isabel S�anchez Mu~nozsiendo L2(�� � (0; T ); jv � nj), el espacio de las funciones de�nidas sobre �� � (0; T ) quetienen cuadrado sumable en esta parte de la frontera, respecto de la medida de Lebesguecon peso jv � nj.Si damos a la variable temporal t 2 R el mismo tratamiento que a las variablesespaciales x 2 Rn, el problema evolutivo (P�;") puede tratarse como un problema estacio-nario. Para ello, introducimos la siguiente notaci�on. Se de�ne el dominio espacio temporalQ = 
 � (0; T ) � Rn+1, el operador er = (rx; @t) y el campo de velocidades ~v = (v; 1),de manera que ~v � erw = @tw + v � rw:Llamamos ~n = (~nx; ~nt) al vector normal unitario y exterior que est�a de�nido en@Q. En funci�on de la velocidad ~v, la frontera de Q se descompone de la forma @Q =�� [ �+ [�0, siendo �� = f(x; t) 2 @Q; ~v � ~n < 0g y an�alogamente, �+ y �0. Entonces�� = �� � (0; T ) [ 
 � f0g y �+ = �+ � (0; T ) [ 
 � fTg, teniendo en cuenta que~v � ~n = 8<: v � n en @
� (0; T )1 en 
� f0g�1 en 
� fTgCon esta notaci�on, el problema (P�;") se escribe de la forma:(P�;")8>>><>>>: ~v � erw � ��w � " @2ttw = f en Q;w ~v � ~n � �rxw � ~nx � " @tw ~nt = ~g ~v � ~n en ��;�rxw � ~nx � " @tw ~nt = 0 en (@Q n ��) (8)donde ~g = � g en �� � (0; T )w0 en 
� f0g . Es decir, la condici�on inicial se engloba junto con lascondiciones de contorno en la frontera de entrada.Con la regularidad que hemos supuesto para los datos (7), es inmediato comprobar,v��a el teorema de Lax-Milgram, que el problema (P�;") tiene una �unica soluci�on d�ebilw�;" 2 H1(Q) en el sentido de la formulaci�on variacional siguiente:8>>><>>>: w�;" 2 H1(Q) tal que 8 � 2 H1(Q)(~v � erw�;"; �)Q + �(rw�;";r�)Q + "(@tw�;"; @t�)Q ++ (w�;"; �)�� = (f; �)Q + (~g; �)�� (9)denotando por (�; �)Q y (�; �)�� a los productos escalares en L2(Q) y L2(��; j~v � ~nj), res-pectivamente.Teorema 1 Bajo las hip�otesis de regularidad para los datos (7), la sucesi�on de solucionesde los problemas (P�;") dada por (9) veri�ca las siguientes acotaciones uniformes respectode � y ": fw�;"g est�a uniformemente acotada en L2(Q); (10)f� 12 rw�;"g est�a uniformemente acotada en L2(Q); (11)f" 12 @tw�;"g est�a uniformemente acotada en L2(Q); (12)fw�;"j��g est�a uniformemente acotada en L2(��; j~v � ~nj): (13)4



Condiciones de contorno asint�oticas para problemas de convecci�on dominanteDemostraci�on: En la formulaci�on variacional (9), consideramos una funci�on test de laforma � = hw�;" 2 H1(Q), con h una funci�on que elegiremos de forma conveniente. Eneste caso, la integral del t�ermino convectivo da lugar a:(~v � ~rw�;"; hw�;")Q = �12 ZQ ~v � erh jw�;"j2 dx dt + 12 Z@Q h jw�;"j2 ~v � ~n d: (14)Teniendo esto en cuenta, parece claro, que podemos estimar la norma de w�;" en L2(Q),eligiendo una funci�on h tal que ~v � erh = �1 en Q. Esta funci�on, con las propiedadesnecesarias para poder acotar tambi�en las integrales que provienen de los t�erminos difusivos,viene dada por el siguiente resultado t�ecnico.Lema 1 Bajo las hip�otesis que hemos supuesto sobre la regularidad del dominio y el campode velocidades v, existe una funci�on h 2 W 1;1(Q) tal que ~v � erh = �1 en Q y h � 1p.c.t. �Q.La demostraci�on de este Lema puede verse con detalle en [8]. 
3 Convergencia cuando � y " tienden a ceroEn esta secci�on, estudiamos la convergencia de la soluci�on del problema (P�;") a la soluci�ondel problema (P0), cuando � y " tienden a cero. Aunque el problema de transporte es detipo hiperb�olico, le damos un tratamiento variacional, extendiendo la teor��a desarrolladapor Azerad en [1] al caso con dato de contorno no nulo. Para ello, de�nimos el espaciofuncional asociado a la derivada convectiva H(~v; Q), como el completado de D( �Q) dotadode la norma k�kH(~v;Q) = h k�k20;Q + k~v � ~r�k20;Q i1=2 :Teorema 2 Bajo las hip�otesis de regularidad para los datos (7), cuando � y " tiendena cero, la sucesi�on de soluciones de los problemas (P�;") dada por (9) converge d�ebil enH(~v; Q) y fuerte en L2(Q) a la soluci�on por trasposici�on del problema (P0). Adem�as, lastrazas sobre las fronteras �� convergen fuerte en L2(��; j~v � ~nj) a las trazas de la soluci�onl��mite, respectivamente.Demostraci�on: La demostraci�on de este resultado se hace en las siguientes etapas:(I) Siguiendo un argumento de compacidad, las acotaciones uniformes (10-13) nos per-miten extraer una subsucesi�on de fw�;"g que converge d�ebil en L2(Q) a la soluci�on portrasposici�on del problema (P0):8<: w 2 L2(Q) tal que�(w; ~v � er�)Q = (f; �)Q + (~g; �)�� ; 8 � 2 H0(~v; Q;�+) (15)siendo H0(~v; Q;�+) la clausura de D( �Q;�+) en H(~v; Q).(II) Utilizando que el ujo con velocidad v es rellenante, demostramos que la formulaci�onpor trasposici�on del problema de transporte es equivalente a otra formulaci�on en un sentidom�as fuerte: 8<: w 2 H(~v; Q) con wj�� = ~g; tal que(~v � erw; �)Q = (f; �)Q; 8 � 2 L2(Q) (16)5



Tom�as Chac�on Rebollo, Macarena G�omez M�armol, Isabel S�anchez Mu~nozdonde H(~v; Q) es un subespacio de H(~v; Q) sobre el que se veri�ca la f�ormula de Green:(	; ~v � r�)Q + (~v � r	;�)Q = (�;	)�+ � (�;	)�� :(III) Esta mayor regularidad de la soluci�on l��mite nos permite demostrar la convergenciad�ebil en L2(Q) de las derivadas convectivas y la de las trazas en L2(��; j~v � ~nj).(IV) Finalmente, la convergencia fuerte se obtiene demostrando la convergencia en lanorma k�k� = �k�k20;Q + Z�+[�� hj�j2 j~v � ~nj d�1=2 ; (17)gracias a las propiedades de la funci�on h, dadas en el Lema 1.Los detalles de la demostraci�on en cada una de estas etapas pueden consultarse en [8]. 
4 Convergencia cuando � tiende a ceroEn esta secci�on, estudiamos la convergencia de la soluci�on del problema (P�;") a la soluci�ondel problema (P�), cuando " tiende a cero. Teniendo en cuenta la regularidad de los datos(7), el problema (P�) se engloba en el marco habitual para un problema parab�olico. Deesta manera, podemos asegurar que posee una �unica soluci�on d�ebilw� 2W (0; T ;H1(
)) = f� 2 L2(0; T ;H1(
)); @t� 2 L2(0; T ;H1(
)0)g;en el sentido de la formulaci�on variacional siguiente:8>>>>>>><>>>>>>>:
w� 2W (0; T ;H1(
)) tal que 8 ' 2 H1(
)ddt(w�(t); ')
 + (v � rw�(t); ')
 + �(rw�(t);r')
+ (w�(t); ')�� = (f(t); ')
 + (g(t); ')�� en D0(0; T );w�(0) = w0 (18)denotando por (�; �)
 y (�; �)�� a los productos escalares en L2(
) y L2(��; jv �nj), respec-tivamente.Teorema 3 Bajo las hip�otesis de regularidad para los datos (7), cuando " tiende a ce-ro, la sucesi�on de soluciones de los problemas (P�;") dada por (9) converge d�ebil enW (0; T ;H1(
)) a la soluci�on del problema (P�) dada por (18). Adem�as, las trazas so-bre las fronteras �� convergen d�ebil en L2(��; j~v � ~nj) a las trazas de la soluci�on l��mite,respectivamente.Demostraci�on: Siguiendo de nuevo un argumento de compacidad, a partir de las aco-taciones (10) y (11) tenemos que fw�;"g est�a uniformemente acotada, respecto de ", enL2(0; T ;H1(
)). Entonces podemos extraer una subsucesi�on que veri�ca las siguientesconvergencias d�ebiles, cuando " tiende a cero:w�;" * u� en L2(0; T ;H1(
));w�;"j�� * ��� en L2(��; j~v � ~nj):6



Condiciones de contorno asint�oticas para problemas de convecci�on dominanteUtilizando estas convergencias, calculamos el l��mite de cada uno de los t�erminos dela formulaci�on variacional del problema (P�;") en (9) y obtenemos que en el l��mite, u� essoluci�on del problema:8<: u� 2 L2(0; T ;H1(
)) tal que 8 � 2 H1(Q)�(u�; ~v � er�)Q + �(ru�;r�)Q + (�+� ; �)�+ = (f; �)Q + (~g; �)�� : (19)Nuestro objetivo �nalmente es identi�car a u� como la soluci�on del problema parab�olicodada por (18) y para ello procedemos como sigue:� A partir de (21), tomando en particular � = ' , con ' 2 D(�
) y  2 D(0; T ), tenemosque u� veri�ca:8>>><>>>: u� 2 L2(0; T ;H1(
)) tal que 8 ' 2 H1(
)ddt(u�(t); ')
 � (u�(t);v � r')
 + �(ru�(t);r')
+ (�+� (t); ')�+ = (f(t); ')
 + (g(t); ')�� en D0(0; T ): (20)� Por ser u� soluci�on de este problema se tiene que @tu� 2 L2(0; T ;H1(
)0) y por tantow�;" * u� en W (0; T ;H1(
)). Adem�as, como W (0; T ;H1(
)) ,! C0([0; T ];L2(
)), laaplicaci�on traza � 2 D([0; T ];H1(
)) 7! �j�� 2 L2(��; j~v �~nj) se prolonga por continuidada W (0; T ;H1(
)). Esto nos permite identi�car las trazas u�j�� = ��� , con lo que laformulaci�on (22) es equivalente a (18).� Por �ultimo, volviendo de nuevo a (21), con � = ' para ' 2 D(�
) y  2 D([0; T ]),recuperamos tambi�en la condici�on inicial. 
5 Convergencia cuando � tiende a ceroComo consecuencia inmediata de los resultados de convergencia de las secciones anterio-res (Teoremas 2 y 3) obtenemos el resultado principal de este trabajo en relaci�on a laconvergencia de la soluci�on del problema de convecci�on-difusi�on (P�) a la del problemaconvectivo (P0).Teorema 4 Bajo las hip�otesis de regularidad para los datos (7), cuando � tiende a cero,la sucesi�on de soluciones de los problemas (P�) dada por (18) converge d�ebil en H(~v; Q) yfuerte en  L2(Q) a la soluci�on del problema (P0) dada por (16). Adem�as, las trazas sobrelas fronteras �� � (0; T ) convergen fuerte en L2(�� � (0; T ); jv � nj) a las trazas de lasoluci�on l��mite, respectivamente.Demostraci�on: La convergencia d�ebil en H(~v; Q) es inmediata a partir de las conver-gencias d�ebiles demostradas anteriormente:w�;" * w d�ebil en H(~v; Q); cuando �; "! 0;w�;" * w� d�ebil en W (0; T ;H1(
)); cuando "! 0:Para probar la convergencia fuerte en L2(Q) y la convergencia de las trazas, se considerala formulaci�on variacional del problema (P�) (21) (identi�cando �+� = w�j�+ ) que esequivalente a (18) y se toma como funci�on test � = hw�, con h la funci�on dada por elLema 1. Entonces basta demostrar la convergencia en la norma (17), de forma an�aloga acomo se hace en el Teorema 2. 
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