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Resumen

En este trabajo realizamos un andlisis de paso al limite singular en una ecuacién
evolutiva de conveccién-difusién, imponiendo el flujo total normal en la frontera de
entrada de flujo y una condicién de tipo Newmann en el resto de la frontera. Probamos
que la solucién de este problema converge en L?(Q) a la de la ecuacién de conveccién
pura con una condicién de contorno de tipo Dirichlet en la frontera de entrada de flujo.
Ademds convergen las derivadas convectivas en L2(Q) y las trazas convectivas en las
fronteras de entrada y salida de flujo en espacios de tipo L2. Este estudio permite
justificar la forma en la que ciertos métodos numéricos de resoluciéon de modelos de
conveccion-difusién imponen las condiciones de contorno.

1 Introduction

Sea  un dominio acotado de R™ de clase C' y T > 0 un tiempo final. Consideramos la
ecuacién evolutiva de conveccion-difusién siguiente:

Ow +v-Vw — pAw = f en Qx(0,7). (1)

Aqui v es un campo de velocidades definido en un abierto V que contiene a Q y que supo-
nemos con divergencia nula en V', i es un parametro positivo que representa el coeficiente
de difusién y f una funcién dada en Q x (0,7).

Llamamos n al vector normal unitario y exterior que estd definido en 9f2. En funcién
de la velocidad, la frontera de € se descompone de la forma 9Q = I'" UT'T U TP, siendo
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'™ ={z €99, v-n < 0} y andlogamente, Tt y T'’. Las condiciones de contorno que
acompanan a la ecuacién (1) en cada parte de la frontera son:

wv-n—ug—::gv-n en I'” x(0,7) (2)
dw _ 0 (OQ\T7) x (0,7) (3)
Pon ~ o ’

con g una funcién dada en I'™ x (0,7"). Nétese, que como V - v = 0 en 2, la ecuacién

(1) es una ley de conservacién para el flujo L = vw — uVw. Por tanto, la condicién (2)

significa imponer el flujo total normal, L - n, en la frontera de entrada de flujo.
Finalmente, fijamos también una condicién inicial

w(z,0) = wo(z) en (4)

con wy una funcién dada en Q.

De esta manera, tenemos planteado el problema de conveccién-difusién (1-4) que lla-
maremos (P,).

El objetivo de este trabajo es demostrar que cuando el coeficiente de difusién y tiende
a cero la solucién de este problema converge, en un sentido conveniente, a la solucién del
problema de conveccién pura siguiente:

ow +v-Vw =f en Qx(0,7T);
0 { (5)

w=g¢g en I['"x(0,T).

La motivacién de la que parte este estudio tedrico es un problema numérico. Ciertas
discretizaciones numéricas de las ecuaciones de conveccion-difusion conducen a imponer
indirectamente el flujo total normal en la parte de frontera donde hay entrada de flujo.
Por ejemplo, de forma rutinaria, se procede asi cuando se utiliza un método numérico de
tipo mixto Elementos Finitos-Volimenes Finitos (véase [5], [6], [3], [4] como ejemplos). En
este caso, el término convectivo es discretizado por el método de Volimenes Finitos y el
término difusivo por el método de Elementos Finitos. Esto permite tratar adecuadamente
los efectos de conveccién dominante mediante técnicas descentradas, pero fuerza a imponer
de forma indirecta las condiciones de tipo Dirichlet en la frontera de entrada de flujo, de
manera que lo que realmente se impone es el flujo total normal. Ahora bien, cuando el
flujo es predominantemente convectivo en esta parte de la frontera, lo mas adecuado, desde
el punto de vista fisico, seria imponer condiciones de tipo Dirichlet.

Nos planteamos aqui el problema de analizar si esta forma de proceder numéricamente
es correcta. Para ello, hemos considerado el problema (P,), un modelo lineal compuesto
por una ecuaciéon de conveccién-difusién fijando el flujo total normal en la frontera de
entrada como condicion de contorno. Y nos proponemos demostrar que cuando se trata
de un problema de conveccién dominante (u tendiendo a cero), su solucién se aproxima
a la de la ecuacién de conveccidén pura con condicién de contorno de tipo Dirichlet en la
frontera de entrada, el problema (F).

El andlisis que desarrollamos nos permite demostrar que se verifica la convergencia
débil en un espacio de Hilbert cuya norma incluye la derivada convectiva y la convergencia
fuerte en L2(Q2x (0,7T)), asi como la convergencia de las trazas “convectivas” en un sentido
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conveniente. Ello es posible cuando la velocidad es suficientemente regular, para que el
flujo tenga la propiedad de ser “rellenante”. Esto es, las trayectorias que parten de la
frontera de entrada rellenan el dominio, salvo un conjunto de medida nula, en un tiempo
finito y acotado uniformemente. Esencialmente, esto permite resolver explicitamente la
ecuacién de conveccién integrandola a lo largo de las caracteristicas (véase [1] para mas
detalles).

La estrategia que hemos seguido en el andlisis de la convergencia se basa en considerar
el problema regularizado del problema (P,) siguiente:

(Oyw + v-Vw — pAw — 03w = f en Qx (0,T);

0
wv-n—,ua—w =gv-n en ' x(0,7);
n

(ﬂﬁ<N%§:omlewwxmjﬁ (6)

w—edw = wy en Qx{0};

(| 0w =0 en Qx{T}.

Este problema ha sido utilizado a modo de pivote, en el sentido de que la convergencia
de la solucién del problema (P,) a la solucién del problema (Fy) se obtiene como conse-
cuencia de la convergencia de la solucién de este problema, por una parte, a la solucién
del problema (FPy) cuando p y € tienden a cero y, por otra, a la solucién del problema
(P,) cuando e tiende a cero. Cada uno de estos estudios se realizan en las secciones 3 y 4,
respectivamente. Nétese que en este esquema relacionamos a tres problemas de diferen-
te naturaleza: un problema eliptico (P, ), un problema parabdlico (P,), y un problema
hiperbdlico (Py), de manera que, en particular, la solucién del problema parabdlico se
obtiene como limite de la solucién del problema eliptico. Los resultados de convergencia
obtenidos se demuestran mediante un argumento cldsico de compacidad. La clave fun-
damental reside en obtener adecuadas estimaciones a priori de la soluciéon del problema
(Py,), utilizando funciones test convenientemente elegidas. A ello se dedica la seccién 2.

Un anélisis de paso al limite semejante ha sido realizado en los trabajos de Bardos [2]
y Lions [7]. Las diferencias fundamentales de estos trabajos respecto al nuestro son dos:
por una parte, consideran condiciones de contorno de tipo Dirichlet homogéneas. De esta
manera, sus estudios se centran en el paso al limite sélo en la ecuacién de conveccion-
difusién y no en las condiciones de contorno, como es lo relevante en nuestro caso. Por
otra parte, anaden un término lineal de tipo reactivo a la ecuacién de conveccion-difusion
que permite controlar el término convectivo. En ambos casos ademas, sélo se considera el
caso estacionario.

2 Estimaciones a priori del problema (P,.)
En lo sucesivo, suponemos la siguientes hipétesis de regularidad sobre los datos:
veC(V), V.-v=0enV;
wy € L*(Q);  feL}(Qx(0.7)); geL* I x(0,T);|v-n),
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siendo L2(T~ x (0,7T); |v - n|), el espacio de las funciones definidas sobre I'~ x (0,7) que
tienen cuadrado sumable en esta parte de la frontera, respecto de la medida de Lebesgue
con peso |v - n.

Si damos a la variable temporal ¢ € R el mismo tratamiento que a las variables
espaciales € R", el problema evolutivo (P, ) puede tratarse como un problema estacio-
nario. Para ello, introducimos la siguiente notacién. Se define el dominio espacio temporal
Q=02x(0,T) C R"™, el operador V = (Vg, d;) y el campo de velocidades & = (v, 1),
de manera que B

?-Vw=0w + v-Vw.

Llamamos 1= = (fig,n:) al vector normal unitario y exterior que estd definido en
0Q). En funcién de la velocidad 9, la frontera de @) se descompone de la forma 9Q) =
Y UXtuUR? siendo ¥ = {(x,t) € 9Q, ¥ -~ < 0} y andlogamente, X y ¥°. Entonces
YT =T x(0,T)UQx {0}y Xt =T%x(0,7) UQ x {T}, teniendo en cuenta que

v-n en 002 x(0,7)
v-n= 1 en Qx{0}
-1 en Qx{T}
Con esta notacién, el problema (P, .) se escribe de la forma:

6-6w—qu—58?tw:f en Q;
(Pue)q wo-n — uVgw -ng — cdwn, = go-n en X ; (8)

uVgw-ng —ecdwn, =0 en (0Q\X")

. [ g en I'"x(0,T)
donde g = { wo en x {0}

condiciones de contorno en la frontera de entrada.

Con la regularidad que hemos supuesto para los datos (7), es inmediato comprobar,
via el teorema de Lax-Milgram, que el problema (P,.) tiene una tnica solucién débil
wye € HY(Q) en el sentido de la formulacién variacional siguiente:

wy,. € HY(Q) tal que V¢ e HY(Q)
CE %w“,g,@Q + 1(Vwpe, Vé)g + e(0wpe, 0i)q + (9)

—|—(’w#’5,¢)2— = (f7¢)Q + (ga¢)2_

denotando por (-,-)g ¥ (+,")s- a los productos escalares en L?(Q) y L*(X7;|% - i), res-
pectivamente.

. Es decir, la condicién inicial se engloba junto con las

Teorema 1 Bajo las hipdtesis de regularidad para los datos (7), la sucesion de soluciones
de los problemas (P, ) dada por (9) verifica las siguientes acotaciones uniformes respecto
de p y€:

{wuc} estd uniformemente acotada en L*(Q); (10)

{u% Vw, e} estd uniformemente acotada en L?(Q); (11)
{6% Oywye} estd uniformemente acotada en L?(Q); (12)
{wy|s+} estd uniformemente acotada en L?*(X%; |3 - Al). (13)



Condiciones de contorno asintéticas para problemas de conveccién dominante

Demostracién: En la formulacién variacional (9), consideramos una funcién test de la
forma ¢ = hw, . € H'(Q), con h una funcién que elegiremos de forma conveniente. En
este caso, la integral del término convectivo da lugar a:

- R 1 -
(0 Vwye, hw,e)g = —3 / & Vh|w,|* dedt + 3 / hlw,:*o - dy. (14)
Q oQ

Teniendo esto en cuenta, parece claro, que podemos estimar la norma de w, . en L*(Q),
eligiendo una funcién h tal que v - Vh = —1 en Q. Esta funcién, con las propiedades
necesarias para poder acotar también las integrales que provienen de los términos difusivos,
viene dada por el siguiente resultado técnico.

Lema 1 Bajo las hipdtesis que hemos supuesto sobre la reqularidad del dominio y el campo
de velocidades v, existe una funcion h € WH>(Q) tal que - Vh = -1 en Q y h > 1

p.c.t. Q

La demostracién de este Lema puede verse con detalle en [8]. ®

3 Convergencia cuando i y ¢ tienden a cero

En esta seccién, estudiamos la convergencia de la solucién del problema (P, ;) a la solucién
del problema (Py), cuando p y € tienden a cero. Aunque el problema de transporte es de
tipo hiperbdlico, le damos un tratamiento variacional, extendiendo la teoria desarrollada
por Azerad en [1] al caso con dato de contorno no nulo. Para ello, definimos el espacio

funcional asociado a la derivada convectiva H (¥, @), como el completado de D(Q) dotado
de la norma /2

~ 1
I6lu@q) = [0 + 115 Vel3q

Teorema 2 Bajo las hipdtesis de regularidad para los datos (7), cuando p y € tienden
a cero, la sucesion de soluciones de los problemas (P, .) dada por (9) converge débil en
H(9,Q) y fuerte en L*(Q) a la solucion por trasposicion del problema (Py). Ademds, las
trazas sobre las fronteras ©F convergen fuerte en L*(XF; |6 -n|) a las trazas de la solucion
limite, respectivamente.

Demostracién: La demostracion de este resultado se hace en las siguientes etapas:

(I) Siguiendo un argumento de compacidad, las acotaciones uniformes (10-13) nos per-
miten extraer una subsucesién de {w, .} que converge débil en L?*(Q) a la solucién por
trasposicion del problema (P):

w € L?(Q) tal que

~(w, 3-V)g = (f d)g + (3,9)s-. Y€ Ho(#,Q,57)

siendo Hy(#,Q,¥1) la clausura de D(Q,X7T) en H(3, Q).

(IT) Utilizando que el flujo con velocidad v es rellenante, demostramos que la formulacién
por trasposicién del problema de transporte es equivalente a otra formulacién en un sentido
mas fuerte:

(15)

w € H(D,Q) con wly- =g, tal que

N (16)
(’5V’U},¢)Q = (faQs)Q? V¢EL2(Q)
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donde H (7, Q) es un subespacio de H (o, Q) sobre el que se verifica la féormula de Green:
(0,8 V@)g + (8- VI, 2)g = (P, ¥)5+ — (P, ¥)x-.

(IIT) Esta mayor regularidad de la solucién limite nos permite demostrar la convergencia
débil en L?(Q) de las derivadas convectivas y la de las trazas en L?(X%; |3 - ).
(IV) Finalmente, la convergencia fuerte se obtiene demostrando la convergencia en la

norma
1/2

ol = (I3 + [ hio1o-ala] (17

gracias a las propiedades de la funcién h, dadas en el Lema 1.
Los detalles de la demostracién en cada una de estas etapas pueden consultarse en [8]. ®

4 Convergencia cuando ¢ tiende a cero

En esta seccién, estudiamos la convergencia de la solucién del problema (P, ;) a la solucién
del problema (P,), cuando ¢ tiende a cero. Teniendo en cuenta la regularidad de los datos
(7), el problema (P,) se engloba en el marco habitual para un problema parabélico. De
esta manera, podemos asegurar que posee una unica solucién débil

w, € W(0,T; H'(Q)) = {¢ € L*(0,T; H'(Q)), 0i¢ € L*(0,T; H' ()},
en el sentido de la formulacién variacional siguiente:

(w, € W(0,T; HY(2)) tal que V¢ € HY(Q)

St 90 + (0 Vw0 )0 + u(Vu(0), Vo -
+(w#(t)7‘70)F— = (f(t)v‘p)Q + (g(t),(,(?)r— en D’(OaT);
[ wu(0) =wo

denotando por (+,-)a y (,+)p— a los productos escalares en L?(Q) y L*(T; |v - n|), respec-
tivamente.

Teorema 3 Bajo las hipdtesis de regularidad para los datos (7), cuando e tiende a ce-
ro, la sucesion de soluciones de los problemas (P,.) dada por (9) converge débil en
W(0,T; H (Q)) a la solucidn del problema (P,) dada por (18). Ademds, las trazas so-
bre las fronteras ©F convergen débil en L?(X%;|% - 1a]) a las trazas de la solucidn limite,
respectivamente.

Demostraciéon: Siguiendo de nuevo un argumento de compacidad, a partir de las aco-
taciones (10) y (11) tenemos que {w, .} estd uniformemente acotada, respecto de ¢, en
L2(0,T; H'(2)). Entonces podemos extraer una subsucesién que verifica las siguientes
convergencias débiles, cuando ¢ tiende a cero:

Wye — Uy, €n LQ(O,T;Hl(Q));

Wyelpt — ozlﬂf en L2(X%; |5 - 7).
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Utilizando estas convergencias, calculamos el limite de cada uno de los términos de
la formulacién variacional del problema (P, .) en (9) y obtenemos que en el limite, u, es
solucion del problema:

u, € L2(0,T; HY(Q)) tal que V¢ € HY(Q)

_(uuaﬁe(ﬁ)Q + M(VUM,VQﬁ)Q + (a;tvgb)Z"' = (fa¢)Q + (ga¢)2_'

Nuestro objetivo finalmente es identificar a u, como la solucién del problema parabdlico
dada por (18) y para ello procedemos como sigue:
e A partir de (21), tomando en particular ¢ = @), con p € D(Q) y o € D(0,T), tenemos
que u,, verifica:

(19)

u, € L?(0,T; H'(Q)) tal que Vo€ H'(Q)

(1), 0)a — (up(t)v - Vo)a + p(Vun(), Ve)a (20)

dt
+ (g (t). 0)r+ = (f(t), ) + (9(t), p)r- en D'(0,T).

e Por ser u, solucién de este problema se tiene que dyu, € L*(0,T; H'(Q)') y por tanto
wpe — u, en W(0,T; H(Q)). Ademés, como W(0,T; H(Q)) — C°([0,T]; L?(2)), la
aplicacién traza ¢ € D([0,T]; H'()) = ¢|s+ € L2(X*; |5 7)) se prolonga por continuidad
a W(0,T; H(Q)). Esto nos permite identificar las trazas u,|s+ = osz, con lo que la
formulacién (22) es equivalente a (18).

e Por dltimo, volviendo de nuevo a (21), con ¢ = p para ¢ € D(Q) y ¥ € D([0,T)),
recuperamos también la condicién inicial. ®

5 Convergencia cuando yu tiende a cero

Como consecuencia inmediata de los resultados de convergencia de las secciones anterio-
res (Teoremas 2 y 3) obtenemos el resultado principal de este trabajo en relacién a la
convergencia de la solucién del problema de conveccién-difusién (P,) a la del problema
convectivo (Py).

Teorema 4 Bajo las hipdtesis de reqularidad para los datos (7), cuando u tiende a cero,
la sucesion de soluciones de los problemas (P,) dada por (18) converge débil en H (D, Q) y
fuerte en L*(Q) a la solucion del problema (Py) dada por (16). Ademds, las trazas sobre
las fronteras TF x (0,T) convergen fuerte en L?(T* x (0,T);|v - n|) a las trazas de la
solucion limite, respectivamente.

Demostracién: La convergencia débil en H(?,(Q) es inmediata a partir de las conver-
gencias débiles demostradas anteriormente:

wye = w débilen H(9,Q), cuando p,e — 0;
wy e — w, débil en W(0,T; H'(Q)), cuando & — 0.

Para probar la convergencia fuerte en L?(Q) y la convergencia de las trazas, se considera
la formulacién variacional del problema (P,) (21) (identificando a;f = wy|s+ ) que es
equivalente a (18) y se toma como funcién test ¢ = hw,,, con h la funcién dada por el
Lema 1. Entonces basta demostrar la convergencia en la norma (17), de forma andloga a

como se hace en el Teorema 2. ®
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6 Conclusiones

Como consecuencia de este estudio podemos dar una respuesta afirmativa al problema
numérico que planteamos de partida. Es decir, para flujos gobernados por ecuaciones
de conveccién-difusion, pero predominantemente convectivos en la frontera de entrada
de flujo, imponer el flujo total en esta parte de la frontera es una buena aproximacién
a dar una condicién de tipo Dirichlet. Ademads, esto es valido tanto flujos evolutivos
como estacionarios. De esta manera, justificamos la forma de imponer numéricamente las
condiciones de contorno en algunos métodos numéricos como los citados anteriormente.
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