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Resumen

En este trabajo estudiamos la regularidad de las Ecuaciones Primitivas (EP) del
Océano, con condicién de contorno sobre d,v en el fondo, siendo v la velocidad hor-
izontal y z la variable de espacio vertical. Dicha condicién no es estandar cuando el
fondo no es plano, ya que entonces 0,v no coincide con la derivada normal asociada
al operador de segundo orden de (EP) que es de tipo Laplaciano.

En primer lugar demostramos que, para determinadas configuraciones del fondo
del dominio, hay existencia de soluciéon débil global en tiempo. En segundo lugar,
reformulando el problema con las nuevas incégnitas 9,v y v (siendo v la media vertical
de v), demostramos de manera simultdnea que d,v y v poseen regularidad H? en
espacio para datos pequenos. Finalmente, analizamos la regularidad de orden superior
para ambas velocidades, obteniendo que (9,v, V) poseen regularidad de tipo H? en
espacio, lo que a nuestro conocimiento son los primeros resultados de regularidad
superior a H? para (EP).

1. Introduccién y resultados

Las Ecuaciones Primitivas (EP) son un sistema en velocidad-presién que modelan gran
cantidad de flujos geofisicos 3D, en particular el movimiento del agua en el Océano inducido
por la velocidad del viento en superficie y las fuerzas centripetas y de Coriolis. Se obtienen
a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes (NS) con viscosidad anisétropa (turbulenta),
suponiendo dos simplificaciones importantes: la presiéon hidrostéatica y la hipdtesis de techo
rigido (superficie del agua fija) [6, 5].
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Supongamos T > 0 el instante final de tiempo y  C R? el dominio ocednico
Q={(x,2) eR® : x€ 8, —h(x) < z<0},

donde S C R? es el dominio de la superficie y h : S — R es la funcién que determina el
fondo. La frontera de Q es 02 = I'; UI', UT'; siendo I's la superficie del océano, I'y, el fondo
y I'; las paredes laterales (talud ocednico).

Un problema modelo que retenga las principales dificultades analiticas se reduce a
encontrar una velocidad horizontal v = (vy,vs) : (;%,2) € (0,T) x Q — R? y una presién
superficial p: (¢;x) € (0,T) x S — R, tales que:

v —AV+v-Vxv+v30,v+Vxp = f en (0,7) x £,
(EP)S Vx-(v) =0 en (0,7) xS, v|i—p = vo en €,

0.vlr,ur, =0, V|r, =0 en (0,7,

siendo v3(x, 2) = fZO(Vx -v)(x,s)ds la velocidad vertical Denotamos por V el gradiente

horlzontalypor A el laplaciano tridimensional. con ( f hix (x, z) dz. Finalmente,

f h(x v(x,z)dz

La regularldad de este sistema presenta dificultades debido a la singularidad de la
conveccion vertical vg d,v. Son varios los autores que han estudiado la regularidad débil
(v € L*(0,T;HY(Q))) de (EP) (ver p.e. [5]), la regularidad fuerte para el sistema lin-
eal estacionario ([7]), o la regularidad fuerte (v € L?(0,T; H2(Q))) del sistema no lineal
(ver p.e. [3]). En [3, 4] se usan ”estimaciones anisétropas”, aprovechando la particular
estructura de las (EP), donde 0,v3 es regular pero no Vyvs.

En este trabajo estudiamos la regularidad de las Ecuaciones Primitivas (EP) con la
condicion de contorno sobre 9.v en el fondo. Dicha condicién no es estdndar cuando el
fondo no es plano, ya que entonces 0,v no coincide con la derivada normal asociada al
operador de segundo orden de las (EP) que es de tipo Laplaciano. Sin embargo, estas
condiciones de contorno sobre d,v son usadas por varios autores para la implementacién
de esquemas numéricos (p.e. [2]).

En §2 demostramos que, para determinadas configuraciones del dominio, hay existen-
cia de solucién débil global en tiempo. En §3, vemos que la derivada vertical de v, 0,v, es
facil demostrar que posee regularidad débil gracias a las condiciones de contorno consid-
eradas. Como consecuencia, en §4.3 y reformulando el problema con las nuevas incognitas
0.,v y v (siendo v la media vertical de v), demostramos simultdneamente que 9,v y v
poseen regularidad L2(0, T; H2(Q2)) para datos pequefos. Finalmente, en §4.4 analizamos
la regularidad de orden superior para ambas velocidades, (9,v,v) € L%(0,7;H3(Q)), lo
que a nuestro conocimiento son los primeros resultados de regularidad superior a H?(2)
para (EP).

2. Regularidad débil del sistema

Teorema 1: Sea f € L2(0,T;L2(S)). Supongamos que, o bien h € W?3(S) y se
verifica la condicion de disipacion (2), o bien h € H?(S) y se verifica la condicién de
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disipacion (3) junto con Vxh - ngg = 0. Entonces, el Problema (EP) posee solucion débil
v € L*>(0,T;L2(2)) N L2(0, T; HY(Q)).

Si consideramos una funcién h més regular, h € W24(S) para ¢ > 2, también podemos
concluir el mismo resultado sin imponer condiciones adicionales de disipacién. Sin embargo,
en ese caso, el sistema no es fisicamente aceptable al no ser disipativo.

Esquema de la prueba: Tomando ¢ = v como funcién test para (EP), obtenemos:

1d

i%HVH%Q(Q) + HVVH%%Q) = /Qf v dQ — <aj(v‘rb)7ajh‘V‘Fb>H—1/2(S),H1/2(5’)' (1)

Para obtener la acotacién en las normas débiles, la principal dificultad estéa en la estimacion
del 1dltimo término. Podemos optar por dos opciones: 1) acotar directamente de la forma:

(9;(vIr,), ajh(x)V‘Fb>H*1/2(S),H1/2(S)‘ <05 (vIr,) mr-172()[1052(%) VIr, | 12y
< ClVIn, 1125 Vhllwraes) < ClIVIG ) IVxhllnracs)
donde para obtener una desigualdad de energia de tipo disipativo impondremos la condi-
cién de disipacion:
IVxhlwias) << (2)

o bien 2) integrar por partes el término en dualidad (usando resultados de [3, 4] y teniendo
en cuenta que H'/2(Q) — L*(99)), obteniendo:

= {05Vl ) Ve, 1725y i)l = \ /S Ve, PAxhdx| < [[vlr, B | Axhllz2(s)

<C ||VXV”%2(Q) +(1+2 HvthQoo(s)) ||azv||%2(g)] ||Axh||L2(S)
e imponiendo la otra condicién de disipacién:

[Axhllz2(sy << (3)

3. Regularidad débil de 0,v

Teorema 2: Supongamos 0.f € L?(0,T;H™Y(Q)) y la siguiente condicion de pequeriez
sobre la velocidad inicial:

M _
10:3(0)[L2) < Mo = e, (4)

siendo A > 0 una constante suficientemente grande y M > 0 una constante (M < 1)
suficientemente pequena y
C 0Ll g1 () < Mo, (5)

Entonces, 0,v posee regularidad débil, es decir, 9,v € L>(0,T;L%(Q))NL%(0,T; H'()).
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Esquema de la prueba: La particular estructura de las condiciones de contorno facilita
el estudio de la regularidad en la direccién vertical, esto es, de d,v. Para ello, elegimos
una base especial como funciones test. Aunque un estudio més riguroso se puede ver en
[1], razonando formalmente corresponde a tomar funciones del tipo —d2,v donde:

2
—0;,v=XA\V en(, vlr, = 0, 0.v|r,ur, = 0.

Estimando convenientemente, usando las desigualdades anisétropas de [3, 4], obtenemos:

d o3
032y + (2= 191700y ) 110:-V1301 g o
< C(10:012 1) + I VxVI22(0) 10:V 1220

Llamando y(t) = ||8zv(t)||%2(m, usando que 0.f € L%(0,7;H1(Q)) y la regularidad
ya conocida de Vyxv € L%(0,T;L?(f2)), escribimos para a(t) = C’Hvxv(t)H%Q(Q), b(t) =
CHazf(t)H?—[—l(Q)

Y (#) + (2 =y )0V (@)l @) < alt)y(t) + b(D).

Es facil demostrar que si se verifica (4) y A = |lal|z1(o,r) (en (4)), entonces la hipétesis
(5) implica que [|0.v(t)||12(q) < M, para todo ¢ € [0,T]. Usando que 8.v en L*(Q) es una
cantidad suficientemente pequeiia, concluimos la regularidad de d,v en L?(0,T; H*(Q)). m

4. Regularidad fuerte y “muy fuerte”

La obtencién de regularidad superior para el sistema (EP) con las condiciones de
contorno no estandar sobre d,v plantea un problema a la hora de elegir convenientemente
la base de funciones test. Normalmente, se consideran las autofunciones del problema
de Stokes asociado, del que se conoce la existencia de solucién al ser un operador lineal
autoadjunto. En el caso de las condiciones de contorno consideradas en este trabajo, la
existencia de dichas autofunciones no esta garantizada, de manera que debemos buscar un
método de resolucion alternativo.

Basandonos en que, gracias al tipo de condiciones de contorno consideradas 0,v es
una derivada “especial”, nos planteamos el estudio del problema verificado por v como
suma de dos: uno que capturaria “la parte vertical’de v, y otro que capturaria “la parte
horizontal”. A continuacién describimos dicha descomposicién.

4.1. Descomposicion del sistema

Las ecuaciones que satisface “la parte horizontal”v(x) = h—(v(x, z)) son:

Bu(h¥) — Vi - (hWVx¥) + (Vch - V)V + Vi - (h% @ ¥) + hVp
= (f) = Vy - (VO V) — (Vyh - V) (¥Ir,) — Vi - (I, ® Vxh), en S x (0,T), (7)

Vx-(hv) =0, en S x (0,T), v]gps =0, V|i=g=Vp, en Q.

4
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La parte vertical tiene como solucién w = w(x,z) = 0,V(x, 2z) siendo v(x, z) = v(x, z) —
v(x) la solucién del sistema:

Ow — Axw — 02w+ (V- Vy)w + 1v30,w = 0.f + (Vx - V) w
—(w-Vx)v en Qx (0,7), (8)

wlon =0 en (0,T), wli—p=0,vo en Q.

Observemos que v = v + v donde (v) = 0, siendo v(x,z2) = — fzow(x, s)ds + A(x) para
0 0
A(x) = ﬁ f_h(x)(z + h(x))w(x,2)dz y v3(x,2) = fz Vx - v(x, s)ds.
Para justificar que la descomposicién presentada aqui es vélida, en [1] hacemos una
identificacién de v y v+v (desde el punto de vista débil) demostrando que las formulaciones
variacionales de ambas funciones son la misma.

4.2. Regularidad débil de v y w

Aunque gracias a la identificacién entre v y v+ v este resultado ya ha sido demostrado,
el hecho de estudiar la regularidad débil a través de la descomposicién introduce algunas
diferencias que comentamos aqui.

Para dicho estudio, tomamos como funciones test v en (7) y w en (8) con idea de
obtener desigualdades de energia para ambas funciones. Debido a la apariciéon de términos
en w en la desigualdad para v y de términos en v en la desigualdad para w, no podemos
obtener la regularidad de ambas funciones separadamente sino que tenemos que sumar
ambas desigualdades. Ademas, el tipo de desigualdad obtenida no es acotable sin imponer
hipétesis de pequefiez sobre los datos. Concretamente, obtenemos v € L>(0,T;L2(S)) N
L0, T; HY(S)) y w € L>(0,T; L2(2)) N L0, T; H'(£2)), imponiendo que las siguientes
normas son pequenas:

_ 1 -
[V(O)llz2(s) = HE(VO>HL2(S)a |w(0)[| 22y = 119:Voll 2 () IKE)I22(s)s 10:E L2y (9)

Observemos que la hipdtesis (9), relativa a la pequenez de datos, reemplaza a las hip6tesis
del Teorema 1, correspondientes a una determinada forma de la funciéon profundidad h.

4.3. Regularidad fuerte de v y w

Teorema 3: Bajo hipdtesis de pequeniez para [|0:f| 12y, [[(E)lz2¢s), V(01 (q) ¥
|w(0)[|71(), las funciones (V,w) wverifican la llamada regularidad fuerte, es decir,
v € L>(0,T;HY(S)) N L2(0,T; H%(S)), 0,v € L?(0,T;L%(S)) y w € L>®(0,T; H'(2)) N
L?(0,T; H2(2)), dww € L?(0,T;L3()).

Esquema de la prueba: Para estudiar la regularidad fuerte de w, estudiamos el proble-
ma:

{-Aw =Aw en w =0 sobre 01, (10)

El operador asociado verifica la hipdtesis del teorema de Hilbert-Schmidt, luego podemos
encontrar una base de autofunciones. Buscamos entonces una desigualdad que garantice la
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acotacién de w en las normas fuertes L>(0,7; HY(Q)) N L2(0, T; H2(£2)), para lo que elegi-
mos entonces —Aw como funciones test en la formulacién variacional de (8). Conseguimos
una desigualdad del tipo:

d
ﬁllvwlliz(m +AwllF2(q) < C(h) Vw20 | AwllZz g,

(11)
ta (11913 5y 1011371y ) 190220 + C 10220 + /Q (Vx V) @ AwdS

Para controlar el primer término a la derecha de (11) necesitamos imponer pequenez sobre
los datos, y el dltimo no es controlable sin conocer una mayor regularidad de v. Por tanto,
como en §4.2, parece 16gico buscar una desigualdad para las normas fuertes de v.

Para ello, consideramos el problema de tipo Stokes:

—Vx-(hVxV)+hVxp = g enS,
Vx:-(hv) = 0 enS, (12)
v = 0 sobre dS,

que nos ayudard a considerar adecuadas funciones test para (7) en dicho empeno.

Llamaremos B al operador que resuelve el problema (12), tal que a cada g € L?(9) le
asocia la solucién de (12), v € D(B) C H%(S). El operador B : ‘H — D(B) se inyecta de
manera compacta en H, siendo H = {g/hg € L%(S), Vx - (hg) = 0, hg - ngs = 0}, es
decir, H = {g: hg € H(S)} dotado del producto escalar:

f,g)n = / hf-gdx,
S

siendo h = h(x) la funcién profundidad. Para una funcién u definimos su proyeccién sobre
H respecto a (-, )5 como:

Pypu)=v & {Vx-(hv)=0, (u—v,w),=0, VYweH}

Bajo las hipdtesis del Teorema de Hilbert-Schmidt, H es un espacio separable y, en con-
secuencia, podemos obtener una base espectral.

Una vez demostrada dicha existencia, consideraremos como funciones test para (7)
aquellas del tipo Py p(—+ Vx - (h VxV)). Observemos que (ver detalles en [1]) gracias a
que PHJL(h\_/') =V

_1d

_ 1 _
L) P o (1 Vx0)) dx = 54

th/QVxVH%?(S)-
Por otra parte, gracias a las propiedades del operador proyeccion:
_ 1 _ 1 _
N /s Vi (hVx¥) - Prp(=3 Vi (R Vx¥)) dx = |n*/? Prn(=5 Vx - (R Va9))l72(s)

La presién desaparece gracias a:

1 1
/ hVxp - PH,h(—ﬁ Vx:(hVxV))dx = — / pVx - (h PH’h(_E Vi - (hVxV)))dx
S S
1
+ / phPyp(—=Vx-(hVxV)) -ndox =0
oS "h

6
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El resto de los términos en ) son faciles de acotar teniendo en cuenta que las normas
1VIlezcs) ¥ | Prp(—3 Vi - (b VxV))|lz2(s) son equivalentes; y si ademds hmin < h < Apax,
entonces ||h!/? Pyp(—% Vx - (h VxV))|lz2(s) es también equivalente a ||V f2(g). Para los
términos en .S, usamos ademas resultados de Teoria de Interpolacién en espacios de Sobolev
junto con estimaciones hechas en [3, 4]. Todo ello nos lleva a una desigualdad del tipo:

d _ 1 _
— B2V 5y + 102 Prp(—5 Vi (0 Va9)) [ 72)
dt h (13)

< Ca (I]m1(5), Vo) [V gy + Cb (191200 A 1) 3as))

en las que hay términos a la derecha que dependen de la regularidad fuerte de v (que atin
no conocemos). Sumando entonces (11) y (13), obtenemos una desigualdad que bajo las
hipdtesis del Teorema 3 permite obtener estimaciones en normas fuertes para w y v.

La regularidad para las derivadas en tiempo 0w € L%(0,T; L3(Q2)) y ;v € L*(0,T; L2(9))
se obtiene directamente de las ecuaciones (8) y (7), respectivamente, usando la regularidad
fuerte obtenida. [

4.4. Regularidad muy fuerte de v y w

Teorema 4: Suponiendo mds regularidad para los datos, las funciones (V,w) verifican
la llamada regularidad muy fuerte, es decir, v € L>(0,T;H?(S)) N L?(0,T; H3(S)),
ov € L0, T;L2(S)) N L2(0, T; HY(S)) y w € L>=(0,T; H3(Q)) N L2(0,T; H3(Q)), Ow €
L>(0,T;L2(2)) N L2(0, T; HY(Q)).

Esquema de la prueba: Esta vez, empezaremos obteniendo la regularidad para Oww
y v usando las estimaciones de tipo Ladyzhenskaya. Para ello, derivaremos los sistemas
(8) v (7) respecto del tiempo, y tomaremos dyw y ;v como funciones test, respectiva-
mente en sus formulaciones variacionales correspondientes. Como antes, la obtencién de
desigualdades que permitan concluir la regularidad no es posible separadamente en w y v,
sino sumando las desigualdades obtenidas en cada caso. De ese modo, para a, b € L'(0,T)
funciones que dependen de la regularidad de w y v conocida hasta el momento, obtenemos:

d _ _
2 (19l + 10210651122 ) ) + (1001211 + A1 [F(D19) 25, )
< (@) +az(®) (1015 + 1901132, ) +b(0).

lo que permite concluir gracias al Lemma de Gronwall la regularidad deseada. Notemos
que, en este caso, la regularidad se obtiene sin hipdtesis de pequenez para los datos (adi-
cionales a las ya necesarias para regularidad inferior).

Para demostrar que w € L?(0,T;H3(Q)), tomamos A%w como funcién test en (8),
siendo w la solucion del problema:

A2w = Nwen Q, w|sq = 0, Awlgn = 0. (14)
Observemos que las autofunciones del problema:

Aw = \w en 0, wlgn = 0.
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verifican, en particular, (14). De ese modo conseguimos demostrar que HV(Aw)H%Q(Q) €

LY(0,T), lo que gracias a las condiciones de contorno permite concluir que w € L2(0,T; H3(Q)).
La regularidad w € L>(0,T;H?(Q)) se deduce del siguiente hecho:

0]y = 20w, M) = ~2{V(Aw), B(Ve)

para cada elemento w de la base espectral de (14), junto con la acotacién:
T T
| 1vaw)aTwiae < ¢ [ ellus 100l o) dt < Il olow i o

La regularidad de v en L°°(0,7; H?(S)) se demuestra de forma similar a la obtencién
de v € L>(0,T; H'(S)) N L?(0, T; H(S)): tomamos Pj(—7 Vx - (h VxV)) como funcién
test en (7), pero esta vez tratamos de forma distinta el término en 0;(hv), que se estima
directamente aprovechando la regularidad ya conocida para 0;v. De ese modo, conseguimos
demostrar que ||\7||%,2 (s) estd acotada en L>°(0,T) y, gracias a las condiciones de contorno,
que v € L>(0,T; H%(S)).

La obtencién de v en L2(0, T; H3(S)) sigue de reescribir el sistema (7) como el siguiente
problema de Stokes 2D:

= F en (0,7) xS,
= 0 en(0,7) xS,
0 sobre (0,7) x 99,

~— —
|

<
|

donde:
F = (£)+pVxh—2(Vxh -Vx)Vv— (Axh)Vv = Vs - (hW @ V) = V- (VR V)
— (Vxh-Vx)(VIr,) = Vx - (V[r, ® Vxh)

Asi, si probamos que F € L?(0,T;H!(S)), los resultados de regularidad para el prob-
lema de Stokes permiten concluir que v € L2(0,T; H?(S)). Para ello, imponemos (f) €
L2(0,T; H'(S)), junto con Vyih € L=(S), D2h € L*(S) y que gracias a la regularidad ya
conocida para v, sabemos que p € L>(0,T; H(S)). ]
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