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Resumen

El presente trabajo está dedicado a la resolución de problemas de la Mecánica de
Fluidos incompresibles en régimen de convección dominante. Nuestro propósito es
presentar una técnica de post-proceso de una solución Galerkin con E.F. P1 inicial
oscilante, que permite recuperar a partir de la misma, otra solución no oscilatoria, y
que además es una aproximación de segundo orden de la solución continua.

Presentamos también, una extensión de esta técnica al caso no lineal, proporcio-
nando un método eficaz para la resolución de choques.

Como extensión del Método Multiescala Variacional debido a Hughes, estamos
introduciendo un Método Multiescala Variacional “a posteriori”.

1 Introducción

Consideramos el problema de convección-difusión en una dimensión:
{

a u′ − ν u′′ = f en [0, 1]
u(0) = 0, u(1) = 1

(1)

donde la constante a representa la velocidad de convección del fluido y ν es el coeficiente
de difusión. Supondremos a 6= 0, ν > 0.
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Consideramos una discretización de (1) mediante una aproximación Galerkin con ele-
mentos finitos, usando funciones afines a trozos sobre una partición 0 = x0 < x1 < . . . <

xN = 1 del intervalo [0, 1] de tamaño uniforme h = 1/N .
El espacio aproximante será entonces:

X̃h =
{

xh ∈ C0[0, 1] | xh| ]xj−1,xj [ ∈ P1 , 1 ≤ j ≤ N
}

.

Denotemos por {ϕi}N
i=0 la base canónica del espacio considerado, es decir cada ϕi es af́ın

en cada subintervalo ]xj−1, xj [ , 1 ≤ j ≤ N y ϕi(xj) = δij , 0 ≤ i, j ≤ N.

Aproximamos la solución u de (1) mediante, uh =
∑N

i=0 ui ϕi ∈ X̃h , con u0 = 0, uN =
1 y ui = uh(xi).

Denotemos por Peh =
|a|h
2 ν

el llamado número de Péclet de malla asociado a la dis-
cretización.

Es bien conocido que cuando Peh < 1 la sucesión {ui}N
i=0 satisface el principio del

máximo discreto, justo lo contrario que sucede cuando Peh > 1, y por ello en este caso,
es decir, en situaciones de convección dominante, aparecen oscilaciones espúreas en la
solución discreta de de (1).

El método SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin) proporciona una técnica pa-
ra eliminar las oscilaciones espúreas antes descritas en la discretización Galerkin de las
ecuaciones de convección-difusión 1D. También permite amortiguarlas en problemas de
convección multidimensional. Recordamos que la estabilización propuesta por el método
SUPG, [4], equivale a discretizar por diferencias finitas centradas la ecuación

a u′ − (ν + νnum) u′′ = f , (2)

con νnum = ν Peh ξ(Peh), donde

ξ(α) = coth(α)− 1
α

.

La elección indicada de νnum, se deduce imponiendo que sobre los nodos de la malla,
la solución apróximada uh que proporciona el método de Galerkin aplicado a (2) coincida
con la solución exacta de (1), es decir uh(xi) = u(xi), 0 ≤ i ≤ N . Por tanto, con la técnica
empleada en la construcción del método SUPG, se busca conseguir un método más estable
y de precisión óptima.

En [8], se demuestra que el esquema numérico (2) proporcionado por el método SUPG
es equivalente a añadir al espacio X̃h, una burbuja “óptima”por elemento y ”condensar-
la”después.

Por “burbuja”sobre el elemento ]xi−1, xi[ por ejemplo, entendemos cualquier función
de H1

0 ( ]xi−1, xi[ ), extendida por cero a todo [0, 1].
”Condensar”las burbujas significa eliminar expĺıcitamente los grados de libertad ”bur-

buja”y obtener la ecuación equivalente satisfecha por la componente P1 de la solución.
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Este método es un caso particular del Método Multiescala Variacional introducido por
Hughes en 1995 , [7]: la componente P1 de la velocidad constituye las ”escalas resueltas”,
mientras que la componente ”burbuja”forma las escalas ”no resueltas”, cuyo efecto es
incorporado a la ecuación satisfecha por las escalas resueltas. Este efecto es una viscosidad
numérica que en el caso óptimo es la precisa para que la solución proporcionada por el
método SUPG coincida con la solución exacta en los nodos de la malla.

2 Autoestabilización óptima: caso de coeficientes constan-

tes.

Consideremos una descomposición de Xh en la forma Xh = Yh
⊕

Zh, donde Yh y Zh son
subespacion de Xh, siendo Yh de elementos finitos, con Yh

⋂
Zh = {0}.

Si f es constante, es posible determinar Zh de forma que la aproximación filtrada de
la solución oscilante uh coincida en los nodos de la partición de paso 2h con la solución
exacta u del problema de convección difusión con coeficientes constantes (1), de modo
análogo al método SUPG.

Tomamos como subespacio Yh, el espacio de las funciones afines a trozos sobre la
partición 0 = x0 < x2 < . . . < xN−2 < xN = 1 del intervalo [0, 1], y de tamaño uniforme
2h. Construimos el espacio Zh de base {ϕ1, ϕ3, . . . , ϕ2M−1} de modo que se tenga la
descomposición

uh =
M∑

i=1

yiφi +
M∑

i=1

z2i−1ϕ2i−1, con yi = u(x2i) para 1 ≤ i ≤ M. (3)

Para ello, el soporte mı́nimo que debe tener ϕ2i−1, 2 ≤ i ≤ M , es el intervalo [x2i−3, x2i], y
el soporte mı́nimo de ϕ1 debe ser [x0, x2]. En este caso, (3) puede ser resuelto anaĺıticamente
de forma única. Definimos las siguientes funciones de base,

ϕ2i−1(x) =





− 1
h(x− x2i−1) + 1, six ∈ [x2i−1, x2i] ,

a2i−1(x− x2i−1) + 1, six ∈ [x2i−2, x2i−1[ ,
( 1

h − a2i−1)(x− x2i−3), six ∈ [x2i−3, x2i−2[ y i ≥ 2 ,

0 en otro caso.

(4)

Imponiendo la condición de que la solución discreta coincida en los nodos pares con la
solución exacta, obtenemos

z1 = uh(x1)− 1
2
u(x2), a1 =

1
h

,

y para i = 2, 3, . . . ,M,

z2i−1 = uh(x2i−1)− 1
2
(u(x2i−2) + u(x2i)),

a2i−1 = −1
h

[
uh(x2i−2)− u(x2i−2)

z2i−1
− 1

]
.
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Figura 1: Base óptima de Zh para la ecuación de Convección-Difusión (1), para Peh = 10.

En la Figura 1 aparecen representadas las funciones de base de Zh. Podemos observar
cómo las pendientes a2i−1 se incrementan al acercarse el punto x2i−1 a la capa ĺımite.

Es claro que Zh depende de la solución exacta u. Ahora bien, dado que u(x2i) =
1− e2iPeh

1− ePeh
, en realidad Zh depende únicamente del número de Péclet de malla. Esto

permite generalizar la definición de Zh a problemas con velocidad de convección variable,
cambiando el número de Péclet de malla que define cada pendiente a2i−1, por un número
de Péclet de malla promedio en un entorno de x2i−1.

Por otro lado observemos que con esta construcción Zh es subespacio de H1
0 (]0, 1[).

Además, es inmediato que Xh = Yh + Zh. En efecto, dada una función xh ∈ Xh, se tiene

xh =
M∑

i=1

ŷiφi +
M∑

i=1

ẑ2i−1ϕ2i−1, (5)

donde los coeficientes ŷi, ẑ2i−1 , están dados de forma recursiva, para i = M, M − 1, . . . , 1
por,

ẑ2i−1 =
xh(x2i−2)− 2xh(x2i−1) + ŷi

−1− ha2i−1
, ŷi−1 = 2(xh(x2i−1)− ẑ2i−1)− ŷi .

Observemos que las pendientes a2i−1 son positivas, como se comprueba sin dificultad, por
lo que los denominadores −1− ha2i−1 son estrictamente negativos, y por tanto los valores
de ẑ2i−1, están bien definidos para 1 ≤ i ≤ M.

Concluyendo, podemos considerar que el método presentado con la elección realizada
del espacio Zh, puede ser visto como un método SUPG “a posteriori”, en el que para el
caso de coeficientes constantes se recupera la solución exacta sobre la malla de paso 2h.
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En este sentido estamos introduciendo un método Multiescala Variacional “a poste-
riori”. Nuestras escalas “resueltas”constituyen el espacio Yh, mientras que las “no resuel-
tas”forman el espacio Zh.

3 Ecuaciones de convección-difusión no lineales.

En esta sección aplicamos el procedimiento de autoestabilización óptima a un problema
de convección difusión evolutivo no lineal, concretamente la ecuación del tráfico.

Consideramos el siguiente problema:





u,t(x, t) + F,x(u(x, t)) = ν u,xx(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, 1],

(6)

donde u representa la densidad del tráfico y la función de flujo F es dos veces diferenciable,
y verifica,

F (0) = 0, F (umax) = 0
F (u) > 0 y F ′′(u) < 0 en 0 < u < umax .

(7)

El flujo F (u) depende de la v́ıa en que circula el tráfico. Aqúı hemos considerado el caso
modelo

F (u) = u (1− u).

Si consideramos un problema de Riemann,

u0(x) =





uL if x ∈ [0, 1/2],

uR if x ∈ [1/2, 1],

(8)

con uL < uR, la solución está formada por dos estados constantes unidos mediante un
choque con difusión, que se desplaza hacia la izquierda .

Para resolver (6), discretizamos en tiempo mediante el esquema semi-impĺıcito de Eu-
ler, obteniendo una ecuación con la estructura

1
∆t

un+1 + a(x)
(
un+1

)′ − ν (un+1)
′′

= fn+1 +
1

∆t
un

un+1(0) = uL , un+1(1) = uR ,



 (9)

donde a(x) = F ′(un).

Discretizamos ahora (9) por el método Galerkin estándar, usando para ello el espacio

5



Tomás Chacón, Antonio Domı́nguez

de Elementos Finitos Xh. De esta forma, en cada etapa de tiempo resolvemos el problema:

Obtenerun+1
h ∈ Xh tal que ∀vh ∈ Xh,

1
∆t

(un+1
h , vh) + (a

(
un+1

)′
, vh)− ν ((un+1)

′
, v′h) =

= 〈fn+1, vh〉+
1

∆t
(un

h, vh)

un+1
h (0) = uL, un+1

h (1) = uR .





(10)

Al aproximar la solución mediante el método de Galerkin usando Elementos Finitos
P1 Lagrange, la aproximación que se obtiene para altos valores del Péclet de malla, viene
afectada de fuertes oscilaciones en torno al choque, (ver Fig. 3).

Es posible aplicar a la solución de (10) el filtrado óptimo descrito en la sección anterior.
Con ello se eliminan las oscilaciones espúreas. Sin embargo, es mucho mejor estrategia
aplicar este filtrado sólo en el instante de tiempo en que interese calcular la solución con
precisión:
ALGORITMO FILTRADO ÓPTIMO CASO NO LINEAL:

Inicialización.
Se determinan N, 4t = T/N, u0

h y 4t∗: número cercano a la precisión del ordenador
(pero mayor).

I: Iteración en tiempo sin filtrar.
Se resuelve el sistema (10), obteniendo un+1

h a partir de un
h, para n = 0, 1, . . . , N − 1.

II: Filtrado.
II.1: Se resuelve el sistema (10), obteniendo uN∗

h a partir de uN
h usando el paso de

tiempo 4t∗ .
II.2: Se efectúa el filtrado “óptimo”de uN∗

h , usando la base “óptima”de Zh determinada
mediante los promedios de aN∗

h sobre cada intervalo [x2i−2, x2i].
II.3: Si la solución presenta oscilaciones se hace uN

h = uN∗
h y se vuelve a II.1.

Observemos de nuevo que el filtrado no se realiza sino hasta el mismo instante de tiempo
T en el que queremos obtener la solución.

4 Tests Numéricos.

Presentamos en primer lugar un test para la ecuación de convección difusión lineal (1), con
término fuente lineal. Como se aprecia en la figura, nuestra técnica de postproceso óptimo
permite recuperar la solución exacta sobre la malla de paso 2h. El resultado obtenido se
muestra en la Fig.2
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Figura 2: Solución exacta (linea marcada por +), de la ecuación de Convección-Difusión
con término fuente lineal y condiciones de contorno homogéneas, aproximación por MEF-
Galerkin P1 (linea marcada por * ) y aproximación filtrada con Zh óptimo (linea marcada
por ◦), para Peh = 10.
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Figura 3: Solución Galerkin (ĺınea de puntos), solución filtrada (◦), y solución exacta
(solid line), para N = 60, ν = 0.001, t = 0.1.
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En el segundo test se ha aplicado la técnica de postproceso al problema no lineal de
tráfico dado por (6) con las condiciones iniciales (8). Los datos del test son:

N = 60, ν = 0.001, T = 0.1, ∆t = 1/200, uL = 0.2, uR = 0.9

De aqúı Peh = 16.66. El número de filtrados realizados (paso II.3), una vez alcanzado el
tiempo final es de 6.

Los resultados obtenidos se presentan en la Figura 3.

Agradecimientos

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por el Proyecto del Plan Nacional de I+D
MTM2006-1750.

Referencias

[1] C. Baiocchi, F. Brezzi and L. P. Franca (1993), Virtual Bubbles Galerkin-least-squares type methods

(Ga.L.S.) Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 105, pp. 125-141.

[2] F. Brezzi, M. O. Bristeau, L. P. Franca, M. Mallet and G. Rogé (1992), A relationship between
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