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INTRODUCCION -

1. - El problema de la simulacion numérica de la turbulencia

£l comportamiento de los fluidos turbulentos, con estructuras que varian
rapidamente en tiempo y en espacio, es un problema matematico muy complejo,
cuya resclucion numerica no puede realizarse directamente, debido a la capa-
cidad limitada de los ordenaddres existentes. En efecto, consideremos las

" ecuaciones adimensionales de Navier-Stokes en un dominio §§ de diametro unidad :

(0.1) Uy + u.Vu + Vp = v Au =0,

(0-2) V.ou=20 H
donde v es el inverso del numero de Reynolds.

Cuando v tiende hacia cere , u(x,t) oscila cada vez mas fuertemente en x, t
y la experiencia muestra que la talla de las menores oscilaciones es del

3/4

orden de u . Entonces, una discretizacion de Q de talla 1/N podra representar

solo las menores estructuras creadas en el fluido para numeros de Reynolds de

orden no mayor que Na/3

: Con los ordenadores acutales, el millar [2, 3]. Sin
embargo, si es posible estudiar los estadisticos de un campo tubulento, como
pueden ser el tensor medio de energia cinética (%-EEU) y el campo medio u. Fl
problema se plantea ahora de forma diferente : Obtener ecuaciones para estos

estadisticos a partir de (0.1)-(0.2)

2. - DObtencion de Ecuaciones para la circulacion media

La obtencion teorica de ecuaciones para el campo medio u parte de la ex-
periencia, que indica.que en un instante t dado la fluctuacion turbulenta,

dada por

(0.3) u' =u - u,

es semejante a un campo aleatorio en x de media nula. Ello sugiere estudiar
el préblema (0.1)-(0.2) con condicion inicial aleatoria U, + ul- Tomando
la media estadistica (notacion :< .>) de (0.1), se obtiene la ecuacion, lla-

mada de Reynolds :

(0.4) 4, +U.VU -vAU+Vp + R =0,

donde



(0.5) R = <u'm u'>. . -

La résolucion de la ecuacion (0.4) requiere la resolucion téorica del
problema de cierre : Expresar el "tensor de Reynolds" R en funcion de u.

Hay otras posibles formas de obtener ecuaciones de la circulacion media,
que proporcionan expresiones de (0.4) con diferente definicion del tensor de
Reynolds [Cf. 8]. '

Una forma de cierre muy utilizada en las aplicaciones industriales es el
modelo k -¢ [19]. Supone en primer lugar que el tensor de Reynolds es un tensor

de difusion :

(0.6) R =V (Vu + vuhy,

donde VT es la "viscosidad turbulenta" ; que es tomada de la forma

2
- ko L2 =Y u u 2,
©.7) vy =g k=g QUi e=g g 1Yy 5+ Yyl
donde k es la energia cinetica turbulenta,e es la tasa de energia de visco-
sidad turbulenta y 4 >0 es un parametro a determinar por la experiencia.
Mediante diversas asunciones heuristicas de tipo fisico, R y€ resultan
ser soluciones de sendas ecuaciones de transporte no lineales, en cuyas ex-

presiones no todos los autores coinciden. Una posibilidad es :

(0.8) kyp + Y. Vk - V.(aVk) - %;-U(Vu + VUT) : Vu +e= 0,

2
(0.9) €5y + U, Ve - V.(bVe) - p (Vu + VuT) : Vu + %z = 0,

donde a, b y pson parametros, a determinar tambien mediante la experiencia.

Este modelo es muy usado en la pratica ; y proporciona buenos resultados
en bastantes casos (Ciruculacion en conductos, circulacion de capas limites,
p. €j-).

Sin embargo, parece no abarcar plenamente las pequenas estructuras de la
circulacion turbulenta y las grandes estructuras de la circulacion media, ya

que los parametros a, u, b yp en (0.8)-(0.9) dependen del problema concreto

a resolver (En particular de la geometria del dominio [ Cf.4]) ; mientras que
deberian ser intrinsecos al movimiento.turbulento. ‘

El problema planteado es; por tanto, realizar de forma sistematica un

cierre del problema de Reynolds que exprese las interacciones entre las grandes
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y las pequenas estructuras creadas en una tirculacion turbulenta.

3. - E1 modelo M.P.P. de turbulencia

Bl modelo de turbulencia desarrollado por Mc Laughlin, Papanicolaou y
Pironneau [2, 4, 6] supone una aproximacion matematica a la resolucion del
problema de Reynolds mediante tecnicas de homogeneizacion [12, 20, 21].

~ Su asuncion de base consiste en suponer que la "gran" escala en que se
desarrolla la circulacion media y la "pequena" escala relativa a la circu-
lacion turbulenta se encuentran bien separadas, en el sentido de que la tur-

bulencia viene generada por unas condicicnes iniciales en "microestructura"

(0.10) u (x,0) = u%x) + ﬁ% %, %),

donde u®(x) es el campo medio inicial, w®(y,x) es la fluctuacion turbulenta,
1 1
2’ 2 - |
entre la gran y la pequena escalas. El termino w (g, x) es supuesto altamente

aleatoria o periodica en y sobre Y =[ - ]3, y el parametro ¢ es la razon

oscilante cuando ¢ +0, pero con media regular en x.

. € . . .
Usemos la notacion u~ para designar la solucion de las ecuaciones de Euler

incompresibles :
(0.11) ‘u, +u". W+ B° =0,
€

(0.12) V. u" = 0,

con las condiciones iniciales (0.10).
fo L . €
Las técnicas de homogeneizacion sugieren expresar u en la forma :

(6.13) ue(x,t) = ulx,t) + [w(y;x,t) + € u(l)(y ;x,t) + o] l

:a(x,t)

€

(1)

(0.14) pe(x,t) p(x,t) + [M(y;x,t) + €p (y; x,t) + ool l

_alx,t)
===

(1) (1)

dondew , , /,...,01 , p ,+.. son funciones aleatorias o periodicas en y
de media nula ; u, p son respectivamente el campo y la presion medios, y a

son las coordenadas lagrangianas del problema.

]
El modelo muestra entonces que si la energia cinetica inicial qo(x) =

1 9 2 . . :
§'<!W (.,x)l >es pequena, u es solucion del sistema de ecuaciones



(0.13) u,,

¢+ U Vu+ Vp +V. R =0,

(0.14) V. u =0

donde el tensor R es una funcion de Va y de la energia cinética turbulenta

q = %-<lw!2> , dados por :
(0.15) 9y +uU.Vu+ R :Vus=0,q(x,0)= qo(x)
(0.16) a,, +u.Va =0, a(x,0) = x.

El calculo de R requiere la resolucion de un broblema canonico de micro-
. T
estructura (i.e., relativo a la variable y) en el cual la matriz C =Va Va y

g intervienen como parametros.

El interes del sistema (0.13)-(0.16) reside por una parte en la eliminacion
de la dependencia de las ecuaciones (0.10)-(0.12) respecto a los datos de
variacion rapida, y por otra en que permite el seguimiento de la evolucion
de las dos escalas en que se ha supuesto que se desarrolla el movimiento del
fluido.

La ecuacion (0.13) no contiene terminos de viscosidad turbulenta. De
hecho, Ia presencia del tensor R le confiere caracter hiperbolico para pequenas
variaciones del campo u [cf. Cap. 4, Secc. 3]. sin embargo, su estudio en
mayor profundidad muestra su gran semejanza con el modelo k - €, recientemente

estudiada [cf. 171.

4. - Contenidos del presente trabajo

En el primer Capitulo, se realiza una extension de los ecuaciones del
modelo M.P.P., que parte de la inclusion de una escala de variacion rapida

en tiempo en los desarrollos (0.13)-(0.14), en la forma

(1)

(0.17) ue(x,t) ulx,t) + [wly,t;x,t) +€u

(y,T;x,t) + ...] _alx,t) _ S(t
A y e ’T.-"'E
(1)

(0.18) pS(x,t) plx,t) + [M(y,t,x,t) +€p

e Y O S e
' Y = ¢ R >
y se caracteriza por explicitar los terminos de primer orden en €, y por
incorporar. la dependencia del tensor R respecto de una nueva variable en mi-
croescala, la helicidad total trubulenta h =< w.(Va Vy) x w >. El sistema.

de ecuaciones verificado por u, qy h es :



(0.19) u,, + u.Vu + vp +7. R+ ev. R 12 o) , V. u-=0,
(0.20) g, + u. Vg + R : Vu + V.A +¢V.B = O(e)
(0.21) h,t +U.Vh +S :Vu+V.D+¢evV.E = 0(eg)

R (1)

donde los tensores R, y S vienen dados por

(0.23a) R = <waw>, R = R(q,h,va),

(0.23b) Rl :<wmu(l) + u(l)_@ w, Rl= Rl(q, h, va, yu, w),

(0.23c) S = <war + rew>, S = S(q, h, Va) siendo r = (VaV)xw;

y los tensors A, B, D y E son funciones de g, h, Va, Vu y v, en principo

calculables [cf Cap. 1, Secc. 3}

La fluctuacion w viene determinada en la forma
—T~
(0.28) w = (Va) "w

siendo ¥ solucion del problema canonico de microestructura que sigue :
S, Wy, +w.Vw+CVI=0,V .w=0en¥= I 1 l[
tT y >y 2’ 2

y
(0.25) <@ = 0, %<§.c‘1§> = q, w.C P = h; (F= Va)'r)

w,I[ Y-periodicos en y;

(1)

mientras que u viene expresado de analoga forma a partir de la solucion

de un problema del tipo (0.25) linealizado. [Cf Cap 1., Secc. 4].

La resolucion de (0.19)-(0.21) (Incluso de las ecuaciones en eo) requiere
la tabulacion numérica de 1a solucibn de (0.25) en funcion de C, q y h.
Actualmente no es posible controlar a un tiempo g y h, pero si es posible
eliminar la ecuacion (0.21) para fluctuaciones w impares e independientes
de la pequena escala en tiempo. Reteniendo los terminos de difusion aportados

(1)

por la presencia de U en (0.19)-(0.20), las ecuaciones del modelo resultan



b

(0.26) u,t+ u.Vu + Vp + V.(qR") +§V.(ql/2a:Vu) = 0, Vau =0 3
' v 3/2yy _

(0.27) Q5 * u.Vq + qR :Vu + V.(BV(q7' %)) =0 ;

donde

(0.28) R' = (Va) “<gmw>(Va) ! , R = qr",

(0.29) o= (Va) T<mme s ¥lmws(va)t a7t a7l
| Va) Ay 2,1

_loo =T ok ok —le~ 1 1e ]~ oo ok -
(0.30) Bij‘ §(Va) <(¢p+ gr.c w)wi+ (EW.C w +II )€i> aj,k

Aqui, la fluctuacion canonica v esta definida por

(0.31) w.Vw+CVi=0,V.sr=0centy;
y y y
<> = o, %<5.C—1§5 = 1; ;,ﬁ Y-periodicos en y.
~kl ok . : :
y K, & son soluciones del pb (0.31) linealizado :
(0.32) 2.V w+w.NZ+CVp=¢f,V.l=genY;
y Yg Yp y E 8

,3 Y-periodicos en Y ,

™2

<> =0, <t.cles = o;
para diferentes valores de T y g [cf. Cap.2, Secc.2].

La tabulacionde los tensores R', ay B en funcion de C es un problema

numérico a resolver con cuidado.

-La tabulacion:dérca de la identidad puede realizarse aproximando tales tensore
mediante los primeros terminos de sus desarrcllos de Taylor. El estudio de
las simetrias de las ecuaciones (0.31)-(0.32) permite reducir el numero de

parametros de tabulacion de 5 (Grados de libertad de C) a2 [Cf. Cap. 21

Ello plantea la necesidad de desarrollar codigos numericos de resolucion
de (0.31) y (0.32) que respeten tales simetrias. En el Capitulo 3 se efectua
un analisis de este problema : se utiliza un algoritmo de gradiente conju-
dago que incorpora un mallado simetrico de Y y una inicializacion que veri-

fique las simetrias teoricas. La implementacion numérica de este algoritmo



-

requiere la puesta a punto:; de un método numérico que permite el uso de la
transformada de Fourier Rapida para resolvér el laplaciano discreto sobre
mallado reqular simétrico [Cf. Cap 3. Secc. 37.

- En la tabulacion general, se consique una gran simplificacion si la turbu-
lencia inicial es isotropa : En este caso, el tensor R depende solc de los
invariantes de la matriz C, y ello hace que el numero de parametros de tabu-
lacion quede reducido a uno para circulaciones bidimensionales, y a dos para
tridimensionales [Cf. Cap. 4, Seccs. 2 y 4].

La convergencia de los desarrollos (0.17) y (0.18) requiere la existencia
de soluciones aisladas de (0.31) y (0.32) continuas vy deferenciables respecto
de C. E1 estudio riguroso de esta propiedad es un problema de gran dificultad,
del cual se conoce poco : Actualmente, solo se puede asegurar la multiplicidad
de las soluciones [Cf. Cap.l, Secc 1.4]. Desde el punto de vista numérico,
parece plausible la hipotesis de existencia de soluciones aisladas ; y ha
sido posible obtener tabulaciones regulares, a pesar de la dependencia de
la solucion continua respecto de la inicializacion tomada en el algoritmo de

gradiente conjugado [Cf. Cap &4 ; figuras].

Este trabajo representa una contribucion al estudio del modeloc M.P.P.,
comprendiendo una extension de los métodos asintoticos que permite la inclusion
de los terminos de viscosidad turbulenta, asi como la tabulacion de las di-
ferentes funciones que en el aparecen. Los calculos numéricos necesitan
adaptaciones no triviales de los métodos numéricos clasicos, y en ese sentido
este trabajo constituye tambien una contribucion original al estudio de los

fluidos tridimensionales incompresibles.
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CAPITULO I

EL MODELO MPP DElTURBULENCIA CON :CUATRO INVARIANTES

p

Este cagitulo presenta la aplicacidn del modelo MPP de turbulencia
a las ecuaciones incompresibles de Euler : Partiendo de la hipbtesis de que
la turbulencia viene generada por un campo inicial de velocidades en micro-
estructura (Sec. 1) se efectua la homogeneizacién formal de tales ecuaciones
mediante desarrollo asintdtico (Sec. 2), que permite la obtencibén de las
ecuaciones del campo medio. Estas ecuaciones suponen un cierre del problema
de‘Reynolds\[7] » [8]1, ligado a los invariantes de la ecuacion de Euler
(Seccs. 3 y 4) ; y de ellas se explicitan los terminos obtenidos en [2]y
[4], ademds del primer corrector. Por ﬁltimo, se presenta un caso reducido

a cuyo andlisis se dedicar4 el resto de los capitulos (Sec. 5).

1 - Descripcidén del problema

Sean las ecuaciones de Euler para fluidos incompresibles, dependien-

tes del pardmetro € :
€
(1.1) uE,c)r%-VuQJrvPe:O
em ,O.xIO,Tf[

(1.2) v-u=0

atz Ug sobre (‘x'to,‘rﬁ’]
(1.3) c

uc)o'-mcae):gewe) Lobre Z—:g

€
(1.4) W x,0 = =)+ wc,(%; z) em L

donde la notacién utilizada es la siguiente :

(1.5) Qﬁiz;t) : velocidad del fluido en el punto x e instante t,
' correspondiente al valor & del parémetro.
F§(1)4:) ¢ presién en (xX,t) correspondiente a £ .
0o : dominio de ZR3 ocupado por el fluido.

EIJ,Tk] : intervalo de tiempo en que se considera el comportamientc
del fluido.
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N(xed : Normal unitaria exterior a ("=9OS5L en x.
Ue 96 - : Funciones regulares definidas sobre Mxlo, Tﬁ]-

Son datos del problema

Zf{(f:c,t) e I"x[o,T#J 28> - oncxd ¢0}

Las condiciones iniciales vienen expresadas en forma de microestructura,
segin el modelo desarrollado por MPP [47 :

Las funciones}uccz)catuo(3ﬁ2) son datos del problema, y seran supuestas
funciones regulafes de susfg;gumentos.

- Myl%> es el campo madia.de.veloecidades inicial

- ubagfx) es el campo turbulento inicial. Se trata de una funcidén en dos
escalas de espacio diferentes, cuya razén es € ; siendo periddica res-
pecto de y.

Sea Y la célula de periodicidad de W, :

(1.6) Y= _%}12[-_3

Pongamos, para una funcién 1 : Y x Q)L —> ﬂQ?)

(1.7) (,q)*):/ ey, ) du
y e

5

Entonces, por hipotesis,
(1.8) Lwy” =0,

y ello significa que cuando € tiende a cero,qfix,cy) osclla cada vez
mis pero su media permanece regular.

Este comportamiento de las condiciones iniciales es el que va
a propagar la turbulencia. De hecho, el tomar tal tipo de condiciones
iniciales supone que en el instante t = 0 el movimiento del fluido se
puede descomponer en suma de un campo medio y de un campo turbulento en
dos escalas, de razon € , y de media nula. La regularidad supuesta para
los datos del problema, 'l(&)ge , Wo a W, sera aquella que permita asegurar

la exisfencia de solucitn de (1.1)-(1.4).
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2 - Desarrollo asintotico de (us; Pg)

Nuestro objectivo es calcular las ecuaciones verificadas por
el campo medio del fluido. Para ello, consideremos los desarrollos forma-

les de '\LE, PE en potencias de € que siguen, segun el modelo MPP [4] :
(1.9)  wz,©) = uce, )+ [wCa, LB TEUY, T, E U (T ]

(1.10) PLz,'v) PREFIN(Y T 250D H'EP Lg,t. 2,td+ £ F (B T, ED

en el punto

&Cz)t) S(k)
.’(1.11) 5:—. c y T = “"8 >
W . . i
siendo w, u, 'Ltz? , T, "5‘) ?P(Z). - funciones periodicas
respecto de (3 en Yxl16,4 L de media nula en '(a,t)
0

Las funciones U, p, wJ, u, 1T) P, -(Lds van a ser determinadas mediante
la insercidn de (1.9)-(1.10) en (1.1)-(1.4).

Ultilizaremos las siguientes notaciones :

) ?ay
(1.12) L s Matriz 3X3 de elementos (V&) d gf
L
Para <9r, 2,8)¥x10,{Lx 82X 10, TL = R3,
> (24 of D
(1.13a) = f : — = £

1,\]» aéd fr)t:'— Y 7 £’J= B’«'{J [ f)h:: é—t‘ s
- - 2
(1.13p) 9=V, ¢= £)L€L A VH f= \D'rxeg i Va‘(az-‘e‘ aal,d' 11 ed )

. 3 . . 3
siendo {3“3,_) 85} la base vectorial canonica de R".
Adoptemos tambien el convenio de Einstein : los indices repetidos indican
sumacién, incluso si uno es maydsculo y el otro mindsculo

Se tiene entonces(ver Apendice 1)

(1.14) u&+uvu+vP—(va) LeTcw T; c)+Lu)' q,wc)+f 1A
donde t(a ta-va)- VZCE ‘W),
~ ~ T 3
(L1s)  Zj= 4% & T=(Va) 2, VEER

(1.16) C = (va,)T(va,)



(1.17)
(1.18)
(1.19)
(1.20)
(1.21)
(1.22)

(1.23)

y también

(1.24)

donde

.13

T(w,1,¢)= 8, Wt g)_»vaw-fcvav,
— [S] ~ . DNy :v”v o C'V
L, q, w,C> S'b(\);t+ w Va'\%r 8w+ aﬂ_

~E D) N(z,)

2= £ +€¢ +.--, donde

P
? = (v [(wrwd, + (uewd Virw) +9(p+rm1,

(D) T a) 0))] o @D &)
g4 -(meu,gfu. V(?,L+u)§+(u+w) VU+TP + U* VJ’LL 1,

M(R) te-0 (-4) (E,"()

(n-1)
4 —(VCO[AL gt U VUrWIH(Urwd YU + VP 3

: m—r) -2 ) (e-4-1)
+ Z Mu) + Z -V ,] >
c=4 Iy
para \lesj.
E e T U Qe nteat
v-u = W+ Yy B+
3 9% "3

2>

g W
(1.25) g: % +€2+..» , siendo

(1)

e (Ut wo D )
e-4>

= VU >, Ry 2.

3 - Ecuacidén del campo medio

El sistema de Euler (1.1)-(1.2) sera verificado si se cumple,

en primer lugar :

(1.26a)

(1.27)

0—)t+'u-va, 0,

T—(m)“ﬂ'[C):o,

~ e - o~
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La ecuacién (1.26) queda completada con la condicién inicial impuesta

por (1.4), (1.9)

(1.26b) a(z,0) =%,

La funcién a(x,t) constituye la coordenada Lagrangiana del problema. Es
plausible esperar que el efecto de u® sobre w° sea de conveccidn (o sea,
wo(%n 2 sea transformado en-w<> ‘m—é@,mz,tﬂ en un tiempo t). Ello
justifica la eleccidn de los desarrollos (1.9)-(1.10). Por otra parte,

'(1.26) aparece también en los desarrollos realizadosf7~en potencias de
Eys pr M.P.P. [2], como consecuencia del anilisis dimensional de

Kolmogorov-[31] .

Por ultimo, la ecuacidn para la divergencia (1.2) serd verificada si

~e

(1.29) 2.8 =0,
~€
(1.30) VB"‘”SG"O‘

Las ecuaciones (1.27) y (1.29) constituyen una . generalizacidn
de las ecuaciones de evolucién de Euler para fluidos incompresibles, en
funcién de una matriz C simetrica, presentando los tres invariantes que

siguen (Ver Apendice 2), expresados en funcifn de W :
(1.31) L wi, 7 (Media)

; * o cirmékica)
(1.3 q=3Llwe,ol> (Eme,mal.ov cmekica

El operador L definido por (1.18) es , por otra parte, el linealizado del
operador T definido por (l1.17). La verificacién de las ecuaciones (1.28)
y (1.30) exige el cumplimiento de las cuatro condiciones de compatibilidad

mostradas en el Apendice 2.
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De esta forma se obtienen las ecuaciones verificadas por el campo medio u
. s s c .
(ver Apendice 3), de las que se explicitan el termino en € y el primer

1
corrector,en &

D)

Ut UVU+ VPt VLAWY +E V- Lwel W w7 = 0 (&)

(1.34)
VeU =0
ademas de un par de ecuaciones de transporte relativas a la energia cinética

y a la helicidad, respectivamente :

(1.35) LWy cotb el
Gt Vg +Hlwewy: N+ v é(ziwi+‘ﬂ')w7+

W : “ ®), ,4) .
+€[Lu,)»w> FU T Wy T LWeU F L RW > 1 T+

+ V- 4([92&—1,(6 ‘ww +( o e T u, )] olg),

(1.36)  h + u-vh +,;_<wer+r®u>>,va+ v-L(%_)wi tTDW Y + 5 LW VXW7

, w u Wy W ) . .
.. "E[Lu-‘r7,t+wVLu?~r7+ 'iéw@»(b 2&%&{+P@wi--r&%)> - VT

1A @

\ F4LW V-wY yxUt chﬁ%u uujr+( iwlz'i—‘iT)P vt
‘ wy W

5, AW NXUH Uy VxW Y] = 608,

donde se utlllza 1a notacidn :

(1.37) = (Vavd)x w {\)u),—,: (va v )X"L:,D

y las medias estan tomadas con respecto a (3 i .
Los terminos en ﬁ de (1.34) y (1.35) constituyen las ecuaciones obtenidas
por M.P.P. [2][4] .Las ecuaciones (1.34) y (1.35) tienen la misma estructura

que &stas, ya que si se define

(1.3 wewred, vr T+E ", = crg ¥

(0 W W W
q=% 4y, = ety

se tiene ;

a
(1.39) u+uovu+vl:>+v <w)®w7 o€, v-u):O

t

( " '
(1.40) ) 4.9+ L@yt VUt V- (Wis"e 1) &y 0@ ;
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[£))
(1.41) io, +u-vh+Lw29v v: vu,+v Q('iwl T W )1—3 Lw cuxw Y = 6lE)

Es claro el paralelismo entre (1 34) - (1 36) y (1.39)-(1.41) : Estas ﬁltima'é
ecuaciones resultan de sustituir w por ugl)- en los términos en 5 de las
primeras. Por otra parte, las ecuaciones (1.35) y (1.36), o bien (1.40) y (1.4l
tienen exactamente la ﬁisma estrﬁctura en el caso estacionario (Desarrollo
asintdtico independiente de T ).

Existe adem3s una gram analogia entre el sistema (1.39)-(1.41) y las ecuaciones
del modelo h;E

El cierre empirico de las ecuaciones propuesto por este modelo es aqui sus-

t1tu1do por el tensor . Luf ?au)“% que se determina, como veremos, a partlr

de | N(L{(VCD 3 f'\ . Se trata, pues, de un tensor de Reynolds, que serd un

T
tensor de VlSCOSldad turbulenta si es de caracter eliptico respecto a -(VW+VW

4 ~ Determinacidn de los términos del desarrollo

4.1, Fluctuacidn candnica

o , .
El par (w,7T) que aparece en los terminos en & de los desarrollos
(1.9)-(1.10) puede ser calculado a partir de la solucidn (&’;,'ﬁ) de (1.27)

ya que

(1,42) @ =(Va.{w

N . - - 3 3
Llamaremos a w '"fluctuacidn candnica'. Puesto que la media de w es nula,

% debe verificar tambi®n -
(1.43) LWy =o.

Sin embargo (1.27) y (1.43) no determinan (s oy w} D) de forma Unica, ya
que si (S)“ w) D) es solucibn,también lo es (XS”7 ,'J\t{))) }Q_Tfj, ¥rer.
Es aqui donde los invariantes de la ecuacidn (1.27) juegan un papel impor-
tante, al venir q y h determinados por (1.35) y (1.36) : ( debe ser la
solucidn de (1.27)=(1.43) cuyos invariantes sean :

1

L) i ) T
(1.44) (By=0, ¢<W-CD>=9, -C ¥>=h.
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La determinacién de una solucién aislada que verifique (1.27)+(l1.44) dista
de ser un problema resuelto. Es posible encontar soluciones con espectro
discreto : por ejemplo, la funcidén independiente de T

Ly . 3 3
(1. 45) W= Re e !w=o(+(,[-5!*o(,(5e,u'{)va€‘ll

verifica (1.27) y (1.43), si o= B-b=0. Por tanto, (l.44)
sera verificado para una infinidad de valores de oLy P . Sin embargo,
estas soluciones son degeneradas en el sentido indicado en el Apendice 4,
y s0lo pueden 'ser considerados a titulo indicativo. En adelante, seri
necesario asumir la hipotesis de que las ecuaciones (1.27) y (1.44) defi-m
nen soluciones aislédas, de forma continua respecto de C, cuyo valor par%
la identidad sea Wg, .

Desde el punto de vista numérico, como se muestra en el Capitulo 4,
es posible aparentemente encontrar soluciones que verifiquen tal propiedad
de continuidad, a partir de un W, arbitrario, pero hasta ahora sdlo ha

sido posible "controlar'" q para h = 0.

4.2, Términos superiores

Las ecuaciones (1.14) y (1.24) pueden escribirse como

qf,t«»&rvu%a—vﬁ: (va,;TZ G‘,HC w?é / C7+A£MJ
(1.46) il
7 - uf = >, qu(VH t’}tm*r?w))
w7z A
En pr1nc1plo, 31?3 vendria definido mediante la anulacifn de 1os terminos
en E‘- de (1.46). Sin embargo, ello no es posible porque {‘g éfns no

cumple las condiciones de compatibilidad (Apéndice 2). Por tanto, es necesario
considerar la proyeccidn de %:Eﬁu) (h)} en el subespacio ortogonal del ker de

operador adjunto de {L, VX‘} (Apéndice 4), que notaremos ‘SIP}EUQ uz)} i

y escribir (1.46) en la forma

2 e Lty pm, W, e+ ﬂ’i 1+ ¢ ?% e):o)
a.any ¢ ¢
E. ‘V QL ﬁ) +rq-—-Fq zo.
E‘i [ ¢ g “1 9 -9

Las ecuacilones (1.34)-(1.36) pueden ser escritas
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49 ¥ ¥= 49, P

i) . .
y, por tanto, W viene determinado por :

“Tak
(1.49) 4= (v i

ol (e 3O, tey
R $%%,0) +PF =0 Yy 0+ Py =0
(1.50) .

~ ()
LU ) =0
estando dados, ademds, los otros dos invariantes, determinados a traves

de (1.35) y (1.36). Si en (1.36) notamos
— - ()]
(1.51) %‘ =q+4q£°- wy €, 1= hreu y7E,

se tiene

) Al -t - )
(1.52) QQ*E)C WYy = '(_Cl q’\ Lu, CT):'('{O 'h)

Es necesario realizar aqui la misma hipdtesis de existencia de soluciones
aisladas de (1.50) y (1.52), dependientes continuamente de C y nulas para
la identidad, que en el caso de la fluctuacibén candnica.

(2%
5 - Ecuaciones reducidas : W impar

En la actualidad no es posible determinar la fluctuacibén canbnica

prefijando los tres invariantes. Hay, sin embargo, un caso particular en

que este problemg jueda soslayado : Y impar.

o

En tal caso, los términos en © de (1.36) son todos nulos. Si la
fluctuacién w es pequella, se puede despreciar la ecuacidn (1.41) para la
helicidad, ya que los terminos no nulos para W impar son de tercer orden

en k. , 0 bien son 0(€).

El sistema se reduce entonces a las ecuaciomes (1.39) y (1.40), siendo

)

posible determinar W y "

¢
guimos notando O a P! 0 .

a partir de fluctuaciones normalizadas, que se-
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(1.53) o~ ‘ ~ _,‘t‘u no [a ¥ ¢

Lwy=0, S (w-C wy =4, T,T Y- prucdicas

‘ Wy > ' N(\) L{) L‘) N(J,) _JIL N(()

C(LE O, 0 =B W R 9, B ey p = PE

(1.54) ' O RPN < .

va»?ﬁfo:le; 1390 o (3% =0 ;WP Y- \omuo&wa»sl
B L)) )] .
Entonces, o>, 7, w P vienen dados por -

AIQ_

w=q (9> Uu = %TY

(1.55) «
D —T~ 0 O A
w = (Y P :q(zp

' De esta forma, las ecuaciones del modelo reducido son las siguientes :
' w W , S
(1.56a) W, + W IRTIpt P Lwewy+ £ Vrdwagu+tuewy=ol(ed,

(1.56b) Vv-U =0

@ e ¥ LU+
(1.57)  Gp + W-VG+AwewY s YU+ E DLW w7, r )

“w
W) -
w8y £ 90 Lp il WY w (TSI Uy = oE).

En adelante, consideraremos el modelo definido por (1.53)-(1.57).Su. imple-
mentacidn numérica requiere la tabulacién de los términos de (1.56)-(1.57)

que dependen de la matriz C, en funcidn de esta. La dependencia respecto de

u de i?'i“) hace impracticable tal tabulacidén en general. Por ello, se utiliza-
ran métodos indirectos que permitan la obtencidn de los términos de viscosidad

Q) -
generados por W en (1.56a) y (1.57). A ello se dedican los Capitulos 2 y 4.
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CAPITULO 2

SIMETRIAS DE LAS FLUCTUACIONES CANONICAS :

APLICACION A LA TABULACION DE LOS TENSORES DE REYNOLDS
En este capf{tulo se estudia una aproximacién mediante desarrollo

de Taylor de los tensores de Reynolds

[£)) 1) W
R=twowy y R = LwaU + U BW Y

que aparecen en la ecuacidén del campo medio (1.34).

En primer lugar, se muestran las simétrias presentadas por los ope-
radores (1.52) y (1.53), que seran aplicadas posteriormente a las tabula-
ciones. ‘

La aproximacidn realizada es lineal respecto de las componentes
de la matriz C en el caso de R, y constante en el de RF . En la tabulacién
de R se usan las derivadas formales deEB respecto de las componentes de C,

affn de obtener los coeficientes de Taylor de primer orden.

1. - SIMETRIAS
3 ] 3
Sean ﬁ[ el conjunto de los matrices cuadradas de tercer orden, y elgs
. . oo 3
el conjunto de los matrices simétricas de A
Consideremos los operadores que intervienen en los ecuaciones verifi-

i
cadas pora') vy "ﬁ() :

2.1) TR, ) = - 90+ T

y su operador linealizado :
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(2.2) LX,3/®,e) = W% TR+ CIp

3
para C¢ el(./.
Tales operadores presentan dos tipos de simetrfas : De permutacion -
Afectan a las posiciones relativas de variables y componentes, y de paridad -

Afectan a los signos de variables y componentes.

/’
1.1. Simetrfas de permutacion de los operadores.

Sea 33 el grupo de permutaciones de orden tres, y definamos para

0€ Sys
(2.3) Dado yef,,
-

3 = (‘Avcn ! ‘30'62,)) 30‘(5) ).

(2.4)  Dado $:Y¥=0-%,451°—> R?
e Iy 7 .

'y 04> = oy 0 D, 1sied.

(2.5) Dado b Y — R,

-4
\—fc\a) = hi‘ac ).
(2.6) Dada Ce gh’,
(’_0'61%3 definida por Cf:() = Co’u’,)(r{,d') R 45(,’,6'5 2.

. . . e .
Bajo tales notaciones, las simetrias de permutacidén se expresan como sigue :

Proposicion 2.1 : Se verifica :

2.7) T, (%77 ) (‘333T0”LL)(“NJ’%,/'C)C5—‘)

~NT e ~ N oo -
2.8) LT, c"')caust_w) CRITNDICE
(2.9) - ?ifuah (9.2 L\a"‘")

~ =4 e o LY
(2.10) L'\f- (WY =2cw. (’Jw?
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Demostracion : Veamos, por ejemplo, (2.7)

L I
Puesto que "- m(a ) —a——g- (‘3 ) , se tiene
¢ th) ™ 0"
T. (19,55 & W = W, C
L (W, 1) )133 ‘“d’a ) “""’53 3 Y+ %‘“y ’“‘d’(j ) Tc‘wcw,v; )La
Para obtener (2.10), basta considerar que ( (¢ )L_ C’O'u,)o“%))
' J

Consecuencias :

Sea W(+;¢Y), (+;¢) una solucidn periddica de

(2.11) T’L:g}%r’,'c) ) en Y,
VW zo ) Lioe C-;“(T)) =D
Si C{r: C parage 33 dado, entonces %7 es también solucidn de (2.11).
En caso de existir solucion {inica de (2.11) para C=T , ello implicaria
L7 .
Se trata, pues, de una propriedad deseable de ™ . Por ello, nos

>

. - . ~ ro . ~ g
interesaran los soluciones w=zw(*; 1) que verifiquen w = w .
Es de notar que estas simetr{as generalizan las mostradas por

BEGUE y PIRONNEAU [5].

1.2. Simetrfas de paridad de los operadores.

Adoptemos las siguientes notaciones

s+9¢ oL
21 gz 0 oM cen
J -4 st C#d
(2.13) Para ae Rg) k=1,2,3 ; a‘le ﬂf definido por

v

.= - £. . 1€y &
‘36 EdR%d ’ (() 5ru
(2.14) Para X -14, NQRI.QL’UO: Y —> R,

"il,k, &® definidos por

(-\a) >‘- ;LLULB Y5

(‘é) A Eje Uy U (4%)
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(2.15) h{r“ta) = ﬁ(\ah) ,
"ﬁ“ca) = “\SLB'E)

(2.16) Para CE€ Qﬁﬁ, Que,@4L3 definida por
QLJ = &Lm €n ci,(j

Las simetrias de paridad, expresadas bajo estas notaciones, son :

Proposicidn 2.2 : Sean k=t i, /LQIR Entonces,

(2.17) TR 3 U= - Eon Ti @, %)y
(2.18) L;("{f,"(s“,"&h, () P=-g € L LB, @,0) La“)
(2.19) v-w'v%‘) = (q-&?)tat)

it w1 hd Y
(2.20) W+ (CY) "\L“S =L C @Y - "

Consecuencias

. W, . s le, Ny
1) De nuevo, si ® es una solucidn de (2.11), se tiene & solucidn de

P o) 2%
(2.21) TEL % @) =0, - 0% -0,
oW A~
LG (C) Wy=2.
Por ello, nos interesaran las soluciones que presenten estas simetrfas,

en el caso de ser (_’:(’,‘l .

2) Si se toma A=-41 en (2.14), se tiene

W (-3, )

%IT (.'AA \. C«)

W

-&ngcﬁ

(2.22) - 3
o (31'63 , dYCe WM/S

I

0 sea,'{";(.lv c) es una funcidn impar para toda matriz C. Entonces, la helicidad

es nula, y

(2.23) 4?13):0.
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Por ello, nos interesaremos en las soluciones de (2.11) que presenten este

. 4
tipo de simetr{a, y asi las supondremos en el resto del capitulo.

. ‘ ~ ' .
1.3. Simetrias dew y sus derivadas.

3
Sea C€ el » ¥ sea la ecuacidn obtenida derivando (2.11) formalmente

respecto de la componente C

d:.

(2.24) L& d/’i}f" w,e) = :f’, e Y, ‘ll,/(& periédicasen Y

q'NLJ'O) (;Ld'éw7— C Q

donde
N A ~ (2 ¥}
ot Quw s Uy 9‘“’ 4 . .
(2.25) Wi 5(: ) /uf“' 5C, ) :{3& =" SLR TT,() J

J ¢
desde un punto de vista formal : si ?&f“ es la derivada de w respecto de
C

g debe verificar (2.24).

Proposicidn 2.3 : Yge S, , se verifica

(2.26) B 17 ) = Uy, (geed> L Ty = Tgied

: w i & ATUEY)D oLt ~?¢& ou)
@27 W (ff V=W, g 1 YT ) =Y .

Demostracion :

(2.26) es consecuencia inmediata de (2.7).

Por otra parte,

ogwd Gg\

3!
(2.28)  f y°rH=¢ g0 €D

o

Habida cuenta de (2.8), (2.9) y (2.10), se tiene (2.27).

Nota : Los igualdades (2.26) y (2.27) deben ser entendidas en el sentido de
que si, bor ejemplo,
T, 5 ;CY=0, entonces

(2.29) T(wa)’wa‘cz)’w 3)-’7 C)La )’

-



Proposicion 2.4 : VYegge S, , se verifica
= . e -—-—i: W, S ey =Te ' C).
~Cd. .- Rk & - NL’J - 5 .

« ¢
Demostracion :

(2.30) se sigue de (2.17) para L =-4i . Puesto que

231y §9 (e ) b
’ e Y0 =7 Bre Ea g PECONE i

tomando /u,= €ie %Jn en (2.18) se hacen coincidir las simetrias

del operador linealizado y del segundo miembro de (2.24).

Consecuencias

1) Notemos, en el caso de la matriz identidad,
(2.32) W C Y= (':ip(' "D ’&d( N = ’Tk‘:d( ) ).
9= ez, Wiy 0

o . . o~
Entonces qL presenta las mismas simetrias que w , tanto de

« 7 .
permutacion como de paridad.

o4 il
2) Cada ’ul."“(« ,'C‘) es una funcion impar, siendo /ad(- , € par.

Se trata de la misma propriedad (2.22) verificada por .

3) Comportamiento en las fronteras.

Sean las caras de Y :

t |
(2.33) Amz{aex [ 9m=24 ], pems?d
y las intersecciones de Y con los planos coordenados :

(2.34) -\—‘rm" {"ae\l / ‘30,—,:0} y Adam4 3,.

25
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del caracter perioddico dew ,wu? se tiene

& - A e & )
(2.35) w“‘z:m- 2 U~ €em) Prly .

(2.36) ¥9 v 5

‘llz'm:
(2.37) /'Z}f" \2 = (A €y Eom ) }'kbd |5
‘ [240)

(A’)‘EW cjm Eam)

N

‘Zjan

¥+ -
donde Zg"npuede ser.[&hdjxc“ y anj

2. - TABULACIONES

2.1. Tabulacidn lineal de

. . 7
Consideremos la transformacion

&) ~ o
(2.38) T Ceph — ¢ ;0 0BC, Oy € el

ra
aproximada mediante los terminos lineales de su desarrollo de

Taylor, entorno a la identidad :

DC _
(2.39) T _(¢H= °C§13+55;¥(17 '(Cﬁ ém().

Afin de determinar ?:L , sean las matrices

(I)+—— (L) s{ p#
(2000 A= a%& oCqp PrR

2% (1) st P~ %

Entonces,
P o ~
2.41) A =gy o @Bty

donde

w +

~Pq
2.42 & = f
( ) - S 31 G

26
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~PF W
Siendo de nuevo W - = T (.

Si ¢ WM}S » se tiene entonces

(2.43) 't (c)= T+ 38 A (¢

- Spq )
o IS

Pe

Las matrices A presentan una estructura especial que puede ser
obtenida mediante el cilculo directo de sus elementos, a partir de

. 7 . . . ,
la ecuacion (2.1), o bien a partir de sus simetrias.

Proposicién 2.5 :

Sea (w,“n') una solucidn de (2.21) con simetrfa impar (LU Lgl ey - "EJ (3))
tal que LT[) O, y sean ('u, 5 m?“-) soluciones de (3.24), L/Lq')
Notemos
~ + ¢ 2C
@40 A=A VA D= ST
PY
Entonces,

(2.45) 1) (O 'a‘)d. y = 5,;5 ?fds,;; 4
(2.46) ii) Lu?g'” +“{Eq” o> u €) U-EL E 35 Wy ‘“Pg‘ats )
d = Ld FL ?{,L

Demostracion :

i) Si se multiplica (2.21) por 3;%, 3 se integra por partes, se

obtiene : (D1 Normad exterior a @Y
(2.47) -S\{(%d- WO, + %‘n"ﬂgm &Ja + %y‘% B, + Cd“* Iy o, d.g =o.

Puesto que D \+: t éké , utilizando (2.35) se tiene ?bp.bn \_A.
e

Ademas,

(248)54.{7‘3“)&3—2[5 wgb&s j ngt&s]

- Co: Q%ds: .
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ii) De igual manera; de la ecuacidn (2.24) se obtiene

(2.49) -J (&, ::d + W L)&u&«k—} Lw_.u?+w %_qr)j.»vu As=
= - LW Ty -ds - g Pﬁ\’ ds.
g‘a*l AL oY 39

Utilizando las simetrfas conocidas para la identidad ; (2.35) y

(2.36), se obtiene

o N?q' R _4 ) : add “-’PQ’ .
(2.50) 0 W \9‘&3,,&5—2"(1-8(5._3(4'£YLEQL)J ,W-’% ds;,
(2.51) ] F \D %b (&5 = ,(,A (4“'8?(_ %va /.A/ dgb)
(2.52) frp %AQ—A%S Tds; .

Nota : Los expresiones (2.46) y (2.47) siguen siendo validas si se

invierten i y j.

Aplicando esta proposicidh, se obtienen las siguientes estructuras

fa, © ©
% ©
(2.53) D= %2 .) q,.g:[ T ds, ;
o 0 & Ny
-O 42
& o
2.56) A =l 0 o g wz"kAdS'l'S T ds, p:j Mo As, -
’O (6] P A4 .[\.4 1\-3 ’
_ M
Ad p O‘ e A4
e & 14 ~ Al A N
(2.55) A = (o< Sl %=l 54,(5=J"ndt54+0<a
0 O« ‘A'4 A/I

y anélogas estructuras para el resto de los A

; e . . < o
Las matrices A * estdn interrelacionadas segliin el siguiente resultado

Proposicion 2.6 :

Para todo G ¢ 53. , se tiene
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| oi(P) (4D
(2.56) /{:q( = i ‘? .
*g TUd THD

ol
Demostracion :

Segin las simetrfas de la proposicidn 2.3,

] N‘Q'Q: '0'-’ A NO"UQB JP(Q)
Rlag? u’d > (e )= LWy %cnd')

> (c)).

o
si C=I, entonces C = C, de donde (2.56). ‘ o

V' ’r .
De esta forma, el numero de parametros desconocidos en los expre-

siones de los A?Q es de 5.

Por dltimo, de (2.11b) se deduce

(2.57a) Te T =2,

y de (2.24c¢),

A4 TR 2.

TeA =20 %y = X
(2.57b) 1% ~42

™A =2L%-3 Y= 0.

11 {2
Se obtiene asf 1la siguiente estructura para A

-n
1 —g 2K O o

A
A =

fo) X O
O ol
(2.58) L © i
A {'o (b O
- o ©
A & |
o © o]

’ /
donde solo se desconocen dos parametros.

Nota : Segun la Proposiciéﬁ 2.6,
M [0y Py P ]

A= | B Ty 9y

‘ %
(2.59) L P Sy
Fol, ‘32- Ti-
B oy T

7
| ¥, Y, &, |

>
\l
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. : 44 AL
obteniéndose las demas matrices a partir de A , A por permutaciones.

Segin la proposicio’n 2.3, se tiene

~ P o ~P% o .
(2.60) {w (.Ud vz SLF 8&3‘ LV wd.) sipfq ¥

~PY

(2.61) LW uad-> = 5¢d Lm.wév si p=q ,

De donde se obtiénen de nuevo las estructuras dadas por (2.54),(2.55).

« ¢
Conclusion

. . !
Segun las simetr{as de permutacion,

(2.62) TCIY=%21,

z
>

y entonces

(2.63) T == oATY C L+ BC+ (5 - 3a-p) D (Cu, €2z, €33)

siendo Dcd- (Cu,s €o2 , C?,a) = ngd' Ceio-

Por tanto, una aproximaciéh linéal respecto a C de R viene dada por
(2.64) RygdaTrc Tis 1+(5-3u- ')(vd)TD@Ci:)A}
3 ( 37 2% 7P )
donde

(2.65) C = v (vay -

s e ~ ""Cé { ~ E
Nota : Las condiciones /£ uss U :768 hacen que Gg=w+u ¥ U
- 4
'Zj{ o }fﬂ ~33 :)T verifiquen
=‘}¢ + 4.1/& T
’ Ao

. id o~
Lto,q; w,Id=0, Ve v =0

LB-0Y=0 -
22 33

. A
Por tanto, v=0'; A+ A+ A :% I.
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4)
2.2. Tabulacidn constante respecto a C de R
El tensor
«w ®)
(2.66) R =<uw @uj—\-w@% 7

constituye el término superior en € de la ecuacidn (1.34) : Depende del
campo medio u y de la matriz C. A continuacidn se efectua una tabulacidn

)
, s 3 C
constante respecto a C de los terminos de viscosidad contenidos en R .

. ‘. . .
a) Expresion de los terminos de viscosidad

Segun (1.49),

~Asa -4 5 -3
MOy
(2.67) { V}J':‘;’ R uu , Lu Cw) =0,
l M) ~ T
AL ) T Y—perlodlcosen y.
\
~

Sea Y solucidn de
o 4/ 4/
L% %,y =% LVOJ (% CIfLw@w7 TW W - wrY) =g
(2.68) ¢ wy-%=0, (X C'®y =0,
) o
% ,V Y-periddicosen y.

~ (D) ~
Entonces w = "X + Resto, y este resto no depende explicitamente de Wu.

Se tiene la igualdad

-4 '4 4 ~ ~ ™o - o -

Definamos %éﬂn como solucién de

LL"\)’LQT:S ;S W, )= %_ 4'&3{33,,,,) W - C\u-é\z?’:ﬂm:h{:em
(2.69) { 9. %™=0; <% .~ C'®Y =0,

cotuy o dm

«,V periddicasen Y.
~ 20 ~ Lo
Entonces {PE ,o}z‘gp ;O}> 8-

. Y= - A ivem
(2 70) y -_— M(”d a,c’ a’d',m }(x’
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oo
Por tanto, si notamos w'= (JA) w,

(2.71) L\o®u+’&)®w7 qr /4 'U.\;id':-\'R

donde R no depende de Vu, y

(5 . QM -4 -4
(2.72) A = LweX +’>6 ®w>a»,e0«,

~ &m
: ! o~ ' :
0 sea, en funcion dew y ’

\ - _
273 A= (903 % @ X+ Y > (vad " di, a:J.,m.

b) Tabulacidn

Afin de realizar una tabulacidn constante respecto a C de los tensores

@

(2.74) B =<4w@x +7% ®39>,

basta considerar que las funciones %:&“’definidas por (2.69a) verifican las

simetr{as de posicion (2.28), as{ coma los de signo (2.31). Por ello, en el

caso de la identidad, X y ¥ tienen el comportamiento sobre las fronteras

indicado por (2.36) y (2.37) ; y se verifica

N €an o~ ~ Rm

Ky Cf i w, T = Xy, 13 ©, 1),
2 Qe ~ 8ern —~
(2.75) XL (a‘e' w, D= - Cir Epp Ermn X € X w,ID

VOl W, I B Cme P (3w, 1)

y también

~ ~o&m

i
@276 (% 4% wn——u'e%)u—eu em,;)f B % dsg +
AUHEu Ecro»)j e‘"’dst

+ é?’i} g <w 3L> 5?d$9rL4wq_3¢7.
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De forma andloga a 2.1.1, se obtiene

2o o (&) G Um)
. ) Lo
pudiendo obtenerse la estructura de los matrices , bien a partir de (2.75),

o bien a partir de las simetrfas (2.74), que indican

emn on

Bcd'—’-(gcus’m Bgd- si XA+,
(2.78)
| Lo X s L =0m

se obtiene entonces

i -2 © © F o (5 o
'H. o o o 42 o
(2.79) B = , B =(0 © ,
. o o o o o
siendo
°L=,( dslzj pdsa’—J v ds, -3t Y,
(2.80) Ao N3 Ay
~ ~ 42 ~A2
ﬁ:j W, X%, ds, = / B, s L@y Yo ¥
A4 AZ

’
se obtiene asi la aproximacion

'(4) ‘ A/'L’. ~ ~ A
(2.81) R 2 G (Loxrxelby(Id=

41y T
=37 pvwrany - (3‘**'2(5) DWa 7 Ugpe us;s)];

que es constante respecto a C.

¢’ ' oot .
En el capitulo 4 se muestran los valores numéricos obtenidos para los

)

- R s g
los parametros que aparecen en las aproximaciones de R y R aqui

efectuadas.
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3 - Términos de viscosidad en la ecuacién de la energia

En la ecuacidn para la energia turbulenta (1.56) los té&rminos de

. . W
viscosidad aportados por W  vienen dados a través del vector

(2.8 V=< (pritwdw ¢ (T+5 1w’y

W)
Tales términos pueden ser, como en el caso de R , expresados explicitamente

en funcién de & . Para ello, consideremos que

) §
(2.83) t = (g (W TW+ UM +Y , 30= v-w,

donde v no depende explicitamente de 94 . Puesto que la dependencia de

respecto de q viene dada por

‘ vl
2.8  w= q*w', T=97F,

se tiene
~ WD - s
{ T .
= (5.":)'- wray, o ew_'n) 9, +vento
X)) -1 1

3 =£2—.q' w),g:q’u:

y entonces

(2.85)

A e D Arg -4
o—‘:lae' ) 3 =(q' ))' Q,L¢LD¢

Si definimos ahora ('éf,) N‘é") como solucidn de
~¢ MO e ) &~ PR o
L(%-‘Q"' ,C) + EP(?.(—%"):O} va.g°+|?(wL)=o
m\, Wg: ML
(y-c'Oy=0; T,¥ Y - periddicar
~ (4

w, P“D pueden expresarse en la forma

(2.88)

M(‘ 4/2 ‘{ 4/2 —{

(2.89) qr é«rv%tc P~—(9r P Le(e +re/5to
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y por tanto, . :
(2.90) N=pvy (q,l) +vexto ( me\fz.yte- de vg)
siendo /3 el tensor dado por

_
(2.91) [chiz 5 d,e“q’ bt w; +(1rf«\w| )% 7

oo
Las simetrias de w permiten asegurar que

) G (O
@92 G, fi Y= 6, 1Y) ,NTES,,

y por tanto debe verificarse

~T@

.93 “éi(ac’_ CGd:'gw (406 ¢ (*a 7Y = g 0).

Para la matriz identidad se tiene

(2.94) p*’d = /)Gu:)o'(é)

¢ ¥ ¥
(2.95) (5: ¥ & ¥
Y YT A

Por otra parte, las simetrias de signo son

AT
(2.96) 3(3 ;)= € ME(BC) q(a,cﬁ- £l (4 Q)

y entonces, si C=1L :

(2.97) P% = é"d (5% )
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con lo cual, aproximando V por.su valor ed la identidad, se tiene
' o 3o
~nND —
(2.99) AV 3 V(q_ )

En el capitulo 4, se obtiene numéricamente el valor del parmetro & .
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- CAPITULG 3

CALCULO NUMERICO DE LAS FLUCTUACIONES CANONICAS :
INCORPORACION DE LAS SIMETRIAS AL CASO DISCRETO

Este capftulo presenta la resolucidn numérica de los problemas de
U(l) (Cap. 1, Secc.5).

En la Seccifn 1 se describe la via de obtencién numérica de las simetrias presen

Euler generalizados que aparecen en la definicién de W y

tadas por la fluctuacién candnica, modificando el codigo numérico desarrollado
por Begue [1], que es adaptado en laSeccisn2 al problema linealizado.

La importancia de las simetrias tedricas en el calculo de los tensores
de Reynolds R vy R(l) (Caps. 1,2) hace necesario el desarrollo de un algoritmo
de resoluci6n del Laplaciého discreto sobre un mallado simétrico, mediante el
uso de la Transformada de Fourier RApida, descrito en la Seccién 3. Por

. , - . .« s
Gltimo, se presentan los resultados numéricos obtenidos, en la Seccidn 4.

1. - Obtencién de las Simetrias en la resoluci6n numérica del problema para la

fluctuacibn canbdnica

Consideremos la ecuacidn verificada por la fluctuacifn can6nica en el

caso reducido del modelo MPP (Cap.l, Secc.5)

¢

o~ .N
w,q\aw{-cv.v:o, v, W =0 em Y

3 3

(3.1)
lM

1 z 4
w (1>

~ ”, . .
s W péribdica,

- - . rd .
en la cual la condicién sobre la norma esta impuesta afin de excluir la

solucién nula.

En [11, Begue describe un algoritmo de resolucidn de (3.l)bpor el métodc

de minimos cuadrados ; consistente en minimizar el funcional:

(3.2) E(w,) =/ 19E, (®,) lzdg, W, €W,
Y

(3.3) €,e W, , <¢, ¥ =0
|
—AT, = V- (C W -yw
(3.4) h n)
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siendo Wh y Qh espacios de velocidades y presiépes, respectivamente, afines
por trozos y continuas sobre un par de mallados isétropos,tlh/z y TZh, de Y,

de forma andloga al caso de la ecuacidn de Stokes [cf 11, 12].

La talla h corresponde a 2P+ 1 nodos por dimensi6n, estando esta elec-
cibén determinada por el uso de la Transformada de Fourier Ripida (F.F.T.) en la
resolucidn de los Laplacianos discretos requeridos por el algoritmo. Se obtiener
asi soluciones discretas que, en general, dependen de la inicializacidn dada.
Sin embargo, la utilizacibén de mallados isbtropos impide la apariciﬁn en las
soluciones discretas de la propiedades de simetria mostradas en el Capfitulo 2,
necesarias para la correcta tabulacifén de los tensores Ry R(l). fllo se consigue
incorporando mallados siméticos respecto a los planos x=0, y=0, 2=0, e inicia-
lizando el algoritmo con funciones que verifiquen las simetrfas. En 3 dimensione
el mallado simétrico no se ajusta al esquema en diferencias de 7 puntos, propio
de un mallado isbtropo, requerido para la resolucidn del Laplaciano discreto
mediante la F.F.T. Se hace as! necesario el desarrollc de un esquema numérico
de resolucifn del Laplaciano discreto sobre mallado simétrico mediante la F.F.T.

mostrado en la Seccibn 3.

2. - Resolucidn numérica del problema de Euler linealizado

Consideremos el problema de Fuler linealizado :

Gy [ LG 0N = Gyl 4o vy Frcryp=t, yo¥=g emy
< 64g)>=o(gfﬁ7 G periddica, .
Siendo {%,3} :{P?, IFa} (se conservan los notaciones del primer

Capitulo).

Su resolucidn numérica ha sido realizada mediante un metodo de minimos

cuadrados, andlogo al desorrollado por Beque { 1] para el problema no lineal.

2.1 - Caso continuo

Sea (V, Il I ) un espacio normado de campos de vectores Y - periédicos. Dada

V € V; definimos el error’i:‘Yq iR? por :

< =1 7 [T 4 >
~8yL=C [va~c%®w+w®%)- (f+g)1+ VP
Tev

donde p : Y -*R viene dado por

(3.6)
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-4 ~ eV ~r n s :
(3.7) -A(.j p= 9, C (W'VEUJ“%LU'VH'V*:?) .

P Y-periddico

Fard

Entonces, el error cometido al aproximar-{?,g} mediante {L{%,P;w,C) » qa-qig

viene medido por el costo
~ Vo
(3.8) JE = holh”,

donde tadas las funciones han sido supuestas suficientemente regulares.

Supongamos W solucién de (1.52). La equivalencia entre (3.5.a) y J(v):O
s6lo es cierta para las ¥ ergbticas : si definimos las curvas caracteristicas :

Z(t,y,) / yg€Y; teR por =

EL(O05 ao) ‘50

& es ergética si el grafo de Z(.,y ) cubre densamente Y, para casi todo y & Y

(3.9)

(o sea, en realidad hay una sola curva caracteristica).

En este caso,
~ (o4 < [av4 ~o

(3.10) ( L('\J’,P}' w,C-) = f; Vaa qy:g ) & J(@r) =0.

En efecto, realizemos el cambio de variables

~T )

(3.11) z=(vang, baey
y definamos V
w(zd = (va) ?’%33 ) wey=wa) By, ped=peyd

(3.12) s
K= (va Y.

si J(v) =0, (3.6) J (3.7), y quedan transformados.en :

(3.13) (VW WRUI+T, p = frwg em K,
(3.18)  =A p= V- (VW +w: I, v~ £) em k,

respectivamente.



40
Tomando la divergencia de (3.13), vy teniendoven cuenta (3.14), resulta
(3.15) w.v%ot=o, A= T v -g-

0 sea, sobre las caracteristicas,

(3.16) A (Yik,4od) = Cigod

Pero segin la hipotesis realizada, c no depende de yo’ Yy por tanto
(3.17) V-qj’(g): q ,7 = { .
X Y &(8) 3«,3)-“:,

Siendo la constante nula al ser nula la media de g. Ello, junto con

(3.13) equivale a (3.5a). « 0O
La ergoticidad, sin'embargo, no es cierta en general para las soluciones

que nos ocupan, y por ello el problema de minimizacibn a considerar es
(3.18) Min { I (‘-‘&ev,q.“n;»:ﬂ},

cuyas soluciones lo son también de (3.5.a).

Fd -4
Cabe sefialar, por Gltimo , que la condicién (¥-Cwy=o puesde ser tra-
tada facilmente, ya que si V es solucidn de (3.5.a), entonces V + X U también

lo es, Y€ R. La funcidn

j -~
By w

(3.19) %o Line
2
es, pues, solucidn de (3.5).

2.2 Resolucion numérica por el método de minimos cuadrados

Efectuaremos en este apartado una resolucién discreta del problema de opti-
mizacidn (3.18). Nuestro objetivo es la tabulacidn numérica del tensor de

W, W .
R(l): (wew +tuewd ,cuyas simetrfas han sido mostradas en el

Reynolds
Capitulo 2. Para hacer aparecer talessimetrfas en la solucidn discreta, serd
necesario que la geometrfa del mallado considerado las incorpore. Definamos
en primer lugar los mallados que se utilizardn :

a) Mallado Isdtropo : 75&

' _
Dado N€ N, sea h = _1 , y sean los nodos
) N-1

' ‘ { 1 )
(3.20)  Plie,,Ry,R3) = (gD, (RO, (k1P =3), A2leieN,
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y los cubos k(kl, ks k3) l4se; ¢ N-1, de vértices
(3.21) Pll,+e,, W +8,, R, +€,) V€ 8,8, €40,4¢,

E1l mallado isétropo‘tg; de N nodos por dimensibn, se obtiene por descomposicidn

de cada cubo k(kl, k

' 29 k3) en seis tetraedros iguales(Salvo rotaciones y trasla-

ciones).

b) Mallado simétrico : T

S
h -
Dado N = 2p+1, sea h = é%—para pelN ;

£l mallado simétriccﬁti es el obtenido a partir de un mallado isbtropo de

-3 y01] , correspondiente a p + 1 nodos por dimensibén, mediante simetrias
respecto a los planos coordenados Y= =0, Yp= =0, y3

Notemos t uno cualquiera de los mallados C o ‘Ci

Los espacios discretos considerados para velociadades y presiones, respectiva-

mente, son :

Vo= Loe [COn] ) T 1 e (R, ¥Te Tum s 49,720,
(3.22) % Y - periodico }

k2]

]

[+
Q, = {4, Co 4 Il €ER,NTET, , {(3nY=0,

% N - periodico},

donde CO(Y) es el espacio de las funciones continuas sobre Y, y H} el espacio
de las funciones afines sobre RB.
Usaremos la notaci6n (.,.) para el producto escalar en [LZ(Y)]k, k = 3x3{

(6 k = 3, ehtendiendo :

x3
(T, s):/ (335 (3) A\A,VT SELL(Y)]

(3.23)
(u l\ﬂ [ U, L\a) ‘\? (3) ota ¥, WCLLW)]
El problema de optimizacidn (3.18) queda formulado discretamente como sigue

obviando la condicidn Vy.v =qg:

= | 1L (v dy,
’“'GV | i g} v h W 3
donde el error Ch estd difinido por :

~
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~ o~ -i o AP R
(ve,,vi,) = - CC (500, «+ 0,00,y , v a,)*

(3.23) ¢ +N?h—c£;,+c3333h Yy, U,), Vi, e V,
tn€ N,
- _ -] oo o ~r :.w rv s
ey | TP 94 = (O E N 4 8- 9% - 1,1, 99,0, Ve,

e Q,

Siendo ﬁ), Eh’ (Wg)h las funciones interpoladas sobre Vh de ?, v y Vg,
respectivamente.

Los problemas (3.25) y (3.26)equivalena sendos sistemas lineales, que
tienen solucibn unica al ser nulas las medias dei% y P, Numéricamente, estos
sistemas han sido resueltos mediante un algoritmo de punto fijo basado en el
uso de la F.F.T. (Sec. 3), que permite aprovechar el caracter periddico del

problema para obtener un bajo costo de calculo.

El problema (3.24) se resuelve mediante el algoritmo de gradiente conjugado,
para cuya implementacién es necesario el cilculo del gradiente, realizado
como sigue :

Dado vhé Vh, notemos G Gr$V%) al gradiente de J en v,«G, viene definido

h:
por :

e ‘;]c“«?,,-a-ﬂ&,,) - J¥)

: Vé?héi\d“'
A=>0 - VAT

(3.27) (96, 9%,)

~ o~ L.
Sea'?ne Vh definido por

~ ~ -4 o ~ ~ n LV ~ ~o
(¥, T Uy ) = —(C(§0 0, + W,@9), YU +(T Ly, Uy, ), VUE

- (C.‘(%-.,;V?’*”h"' Wor 96,3, 99, ), ¥9,6 &,

(3.28) ¢ (Iu,,V9q,)

M€ Ry,

Entonces

.29 (9%, ,9¢, ) =2 (v, ,9%)-

Afin de expresar el segundo miembro de (3.29) en funcién de vh, definamos
‘Pt1€ Q , mediante

(3.30)  (V¥,, 99, )= ~(¥,,99,), ¥4,€Qu-
Entonces se tiene, segﬁn (3.%2)
(3.31) W}*—w vzh): (C-‘(%h.v&h-‘—a'ph»‘qteh))ﬂ'lyh),

' ~
Y por tanto, segin (3.30), Gh'viene definido por
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D o "‘ o ~ o os -
(V%h)'ﬂ\eh) =-2(cC ((Ph® Ll).n“' U:’\n@&eh)) Vt}h) +
"41\- a ~F o ) no oY ]
(3.31) + 2 (C(g W + &2 99,), I W) ,V Y, e N,y

¢.eV,

El algoritmo de gradiente conjugado utilizado es de tipo standard, consis-

tiendo en las siguientes etapas :

0. - Inicializacién
~0 [P . 2 R . ’ .
- v verificando los hipdtesis de simetrila necesarias al problema
- Ndmero de iteraciones N
- Precisién €

- Se toma X_l: g, H_ls 0

Para n = 0,..., N-1.
1. - Célculo de:
- error,, segin (3.25)-(3.26)
~
- Gradiente G seqgldn (3.32)

2. - Nueva direcgién de descenso del costo,
' Mm o~ 7 ..
(3.33) - ¥ = IQhI :si ¥LE, se ha alcanzado la precisién deseada
. )
el ~ N X v -4
(3.34) - Hb = -G, + "%‘;‘ H,
3. - Minimizacibn unidimensional :
m ) ~ M la%da}
(3.39) = pivea. B = Mim J(B * pH,)
Pe.Rz

tEs posible obtener Pn explicitamente, ya que al ser el operador L(3.5.a)

lineal, J(VE]+ P ﬁg) es un polinomio de segundo grado en P

4. - Nueva solucibn aproximada :
o~ N ~ M n Ve
(3.36) - W= R+ p H

En la Seccién 4 del presente capitulo se muestran los resultados numéricos
obtenidos mediante la éplicacién del metodo de minimos cuadrados descrito.

La solucidn discreta dep;nde en general de la inicializacibn tomada. Por
otra parte, es primordial la eleccifn de una inicializacién que verifique las

propiedades de simetria deseadas para la solucibn.



44

NQméricamente, la no inclusién de la condicién :E.V = g en la formulacidn
(3.24) queda justificada : E1 algoritmo ha sido implementado para g = 0. To-

~0 . . . . .
mando v~ de divergencia nula , la solucifn correspondiente conserva tal propieda

3. - Resolucibn del Laplaciano discreto scbre mallado simétrico

3.1 Descripcién del algoritmo

Consideremos el problema "Laplaciano discreto", cuya resoluci6n es requeride

en la obtencidn numérica de las fluctuaciones.

2. 2 \ ,
Dada 4 € LL(Y)Y], w43, calcular (\Lhé V,, solucidn de :

(3.37) {(V"‘L\mva,)= (f,wn), Yw,e N,
{w,>»=0

donde
w 2 . U ey e
(3.38) V,={ w,er €l | w, € (R, ¥Te Ty, Wy, Y- peridetice]

El problema (3.37) equivale a un sistema lineal cuya matriz es no singular
al ser (uh> = 0, y cuya solucitn existe si {f)»= 0.

Afin de resolver (3.37) sobre mallado simétrico mediante la F.F.T., conside-
remos urr mallado isdétropo :Z:; y otro simétrico_: zi; segin la Seccibn 1.2,
para

P
(3.39) h= /—% , N=2+1, PeN.

siendo necesaria la eleccifn de N de esta forma para posibilitar et uso de la
F.F.T. '

I )
Sean Vi y Vg los espacios discretos correspondientes a los mallados 2Zh y T ’

respectivamente, segin (3.38). Ambos tienen la misma dimensidn :

' 3
(3.40) M= (N‘i)3=2.P

sean {P } los nodos {P(kl, 29 k )/ 14 ki £ N—l}. Entonces, una base
canfinica de V es{U) h} 10 siendo

I - ‘ L. 1. 1 .
(3.41) W’:h(%’)" Scd'A; Asb)déM;’ w{hevh) A4LE M.
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definida de forma analoga.

3

.

Podemos shora describir el élgoritmo utilizado, como sigue :

Sea‘*ﬁ?ﬁ} ?:l’ la base canonica de V>

0. - Inicializacién :
\] © T I
Sea 'U.h= U, %he\lh la solucidn de
"1 © I T T
(3.42) (vlth}qu:cg,wh‘s, Vuw, eV,
(U, 7 =0
La inicializacidn tomada es, entonces,

3.43) W= wo \I:S
3. Y = iwifhe h

1. - Nueva aproximacidn :

S

. I .
Supongamos conocido Ug € Vh. Definamaos el error Fg € Vh como sigue :

m I S - S
(3.48)  (F,,w, )= (Wi Y - (g, gw,)

. m m 7 I
Entonces, el corrector (R € \/r‘:’ se define a partir de Rh= A\ w‘-’_né\fh ’

solucidn de

T ™ T
(YR, VW) = (F, W) ,VwleV,

(3.45) o
(R,y =0
en la forma
™ m S

3.46 - Y. .
( ) % rb LU.Lh

y la nueva aproximacibn es

i " ”m

(3.47) v, = U, s T

El problema (3.45) tiene solucién dnica, ya que
v m ) -
(3.48) L F ¥ = (§,4) - (v, V4) = L{ED =0

3.2 Convergencia

En el estudio de la convergencia del algoritmo (3.42)-(3.47) es interesante
considerar el caso bidimensional. En primer‘lugar, definamos los mallados para

este caso :
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Sean » :
’ O | i 2 . — P . | = ~i- »
(3.49)  Y=1-7,3] ;N=2+4 penN; h g1

Sean los nodos P y los cuadrados Kk :

P, B = (oD h-5 , (R4 n-5), Ak 2.
(3.50) R
W LR, B D) de virtices Plrgeg, ®,+8,9, €,,8,€%0,4%,
Los mallados isotropo (Zﬁ) y simetrico (Zi) se definen de forma andloga
al caso tridimensional, mediante descomposicidn de cada cuadrado k(kl, kz)

en dos tridngulos iguales. (Fig. 1).

La convergencia del algoritmo (3.42)-(3.47) para los casos bi y tridimen-

sional queda expresada como sigue :
Teorema 4.1 :

Sea U_ € Va la solucién del problema
S S
(90, , 9wy = (g.w; >, Ywie N,
(3.51)
, <.\}h'> = 0.

se verifica

a) En 2-d, U_= U2, definida por (3.42).

h™ “h’
b) En 3-d, la sucesibn definida por (3.42)-(3.47)

converge fuerte en Hl(Y) hacia Uh'

Demostracidn

Sean las matrices
P < T .
(3.52) A - [(wih ’\)ﬁh)])Aﬁ\:;J-éM
) J s U3 .
A’-Dwgh:“{,‘h)],“ GgeM

y sean los vectores deﬁRM :

m_ m .
(3.53) a = [ug],ﬁ(éy\ / b=[(£)u}.§h]];diiim

Entonces, (3.45) puede ser expresado como sigue :
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mtl o

(3.54) A(a—a,) b—Aga”f

Si consideramos los espacios

Non, = fwfie vy /¢wyy=0}, :; Uenzww € Vou b

(3.55) g
Vah-{“’ e\’g / <wh7 O}) E {,KQR b ohg
. I S .
se tiene Ug € Voh’ Uhe\kwﬁ siendo A inversible sobre E” y A” inversible
sobre E7.

(3.56)  wp = u_ (P), a=2Lnl . ome

Entonces, (3.51) puede ser escrito como

1

\
(3.57) Aa=b X

y de (3.54) se deduce

m+d m

~4
(3.58) A= = (AY A(a-a)
de donde

m -4 g |
(3.59) ua—a,umm ¢ - (ADY AT Uo?——a/llﬁm

siendo

-4
nez- (85 Ky clign

(3.60) i 1~—(AI)-4ASI\‘; Su _—
ce R {o} ¢ g

i (AT Y ¢ Im

= SLLT’ ; .

ceffoy HCTAC |

Calcularemos separadamente esta cantidad para los casos 2-d y 3-d :

i

a) Caso bidimensional :

Sea un cuadrado k dividido en 2 triédngulos de vértices'{Pi} o segin

la figura 1 ‘ '



i (R, YAy R, T4
%lkllw'gﬁ'd) ARy TA> BT
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‘ ) Fig. 1 .
P4 (b{ )*2:1.) ?2( QAJH ) \Q:L)

Sea

. T
(3.61)  w = U (F), A4 eh paa we V) S Vi

I .
para.ﬂ%ﬁe \/h se tiene
i 5 Z _ 2 ' 2z 2 2
(3.62) |9, “L’(kf (V- 7,) F(U-) + LT - R ENCASVADN

y por tanto

2 s T
(.63 WG M. = COEDT A LoE)] =
25 K y v 3]
= - * " -
v k’,zk"\d’_‘u.(kfr‘)hz) 'UEbA)p'D (Petku,h‘f’{) {'b"lez‘)
4> 27

Para%ﬂ; e Vi, la expresién (3.63) también es cierta, y por tanto

(3.64) U1~ (A5 AS) =0 & A=A

' - O -
por tanto ; Uh = Uh.

b) Caso tridimensional

Consideremos un cubo k de vértices {Pi} 8’ dividido de forma regular

/ . 143 &
en 6 tetraedros, segln la figura 2.

?q(kukznlaﬂ) Pq»(bpk;" h3‘H)

il AR
B [ '\ N
o (g +i Ry B3N — B Rt e d, Ry d) : N\
o |
!

1 \
! \;\
// : N
B,k k) [ | \
A e B AR A AN ZTR il
I . ‘ , <\
!, il )

Pz(k‘i-l‘)nl,ha) Pg Uyt ds Rk )

Fig 2.
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i I S .
Dado[\fh € \Ih 0 Vh, se tiene

A \\ . k3 1 2
3.65 g = 2 {2f{(¢- - T (g-0 )+
(3.65) i hﬂLz(m e[ {O0-0) + (9 1)) +(9,-9,)
i T
+ (V- 'v),-w ‘\);)7'“!-(’1)’3"0;34'

2z
+ “2"’2) + (v V) (V5T

2 =
+ (9, U'S)z‘»('g— v3) (V- %Y},

r
H

I
Por tanto, 81%‘\7h€ Vh’

. P
2
2 LS
(3.66) by, =h 2, [(v -y Y+
n 20y T Rl e,k Tlry,n, k)
+ - > - Y
; v + (U .
f ] (knk,_-H,VZa) (bb-nuk%)) (bl 0 +4) L/ hkz)k%)v ]
y 311\};6 Vh’; .
2 z 2
(3.67) TAVAVART = (v — .
] b Li(Y) h P ] § h - 4[ (h4+‘)k2)le3> ozhl)hz)‘lg)) *
1)%2) %a- )
2
t ('\r - Y " v, - +
)kl."‘ k ) (h"lpl)%)) ( 4, Z’b' .'4) (hQ)kzshé)‘> J
2
- h - ) +
+ Z" [{' (bu,o,o) (e,0,0) (vio.\m,o) ,o)§+( 0,0,%+¢) ﬁ(o,o o
* (v . =7 ,
(etd,4,0) UZ\: % Q3 ¥ wh,ku,u Ve \aa)) ¥ (% (4,8, e+1) ({&,h))
+{ly, Y+ L 3 + (v - )2+
(e+d, 2,05 ~ (k 2,0) (8,2 +1,0) u B,0> (0,R+4,0)" “to,e,0)

+ (1, - > |
(0,L,k+1) ‘0’(0)&)@) +( 1’2\&4,0,&) (\z 0) 0) +( C{,O \Q'H) (€ a,b))k-j
Siemdo £= 2+ |

Entonces,

A - A
(3.68) | - (AIBI‘AS =3
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ts interesante observar que en el caso‘Z—d las soluciocnes discretas
correspondientes a los dos mallados considerados éoinciden, hecho verificado
en la practica.

En el caso 3-d se obtiene una rapida convergencia del algoritmo. En la
prictica, la tasa de convergencia dada por (3.68) no es respetada, ya que la
F.F.T. solo resuelve exactamente el laplaciano discreto sobre el mallado is6-
tropo si el seqgundo miembro (f) estd en el espacio discreto de Fourier co-

respondiente a Pl modos por dimensidn. [Cf 15]

4. - Resultados numéricos

4.1. - Problemas Euler :

Las propiedades de simetrfa descritas en el Capftulo 2 para la fFluctuacién
canbénica y sus derivadas han sido obtenidas en la prdctica mediante la imple-
mentacidn de los algoritmos descritos en las Secciones 1 y 2 del presente Capi-
tulo sobre un par de mallados t%/z y Zh simétricos, tomando la condicidén ini-

. . - . I .
cial de forma que verifique las simetrias requeridas en cada caso.

Ambos problemas han sido implementados sobre un ordenador DPS68, sistema
Multics, usando mallados de 5 nodos por dimensidn para la presidén y 9 para
la velocidad. E1 problema no lineal ha sido tanbién implementado sobre un
ordenador vectorial CRAY 1, correspondiendo los mallados a 9y 17 nodos por

dimensién, respectivamente.

Debido a la condicidén sobre la norma, el descenso del costo es relativa-
mente lento, pues el gradiente es, en general, muy pequeho. La mayor lentitud
corresponde a matrices con varios autovalores iguales. Sin embargo, un costo
relativodel orden de 1072 basta para obtener una aproximacién de R y R(l)
regular en funcién de la matriz C.

Consideremos el caso de matrices C diagonales. Segun las simetrias, debe
tenerse (wl V. ) =0sii#j.Enla practlca, se obtienen valores del orden de
1074 sobre el ordenador CRAY 1, y 10 sobre el DPS68, con unas 20 iteraciones
del método de gradiente conjugado.

En el caso del problema lineal, podemos considerar por ejemplo la matriz

823 definida por (2.74), cuya estructura debe ser, seglin las simetrias,

23 P A 3

. o o
(3.68) B = e+ e > = o d
< O

Q0 o
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TN SImAD Do SEVELDY
C e s . Lo S CAGTRTL S DE LT NG
Se ha tomado como inicializacidén V € V. :
} } ’h TP T N - XWOR,

3.69 o] ~ Q0 “~ o~ 0
. ; - v = T = W
( ) v4 =0 J 2 - UJS ) vz 2 )

siendo ¥ una solucién discreta de (3.34) parg C = 1. De esta forma,
(5°@m+ﬁ';®'§r°) presenta la estructura (3.68). Con 45 iteraciones, el costo relativo

- / . . w23 .
es de .3 x 10 2 obteniéndose la aproximacibn de LW eW> que sigue :

§ 3
3

-9 - ) ~
-.F % (o s EX A0 -.2X40
(3.69) crx 467 —3x%463 _ yqmy

.2 X 163 _, IVEL _.Sx153

Figuras : 1.- Problemas de Fuler.

Figura 3 : Curvas de descenso del costo relativo para el problema no lineal.

Corresponden a la matriz

210
C= 1110
001

Los cdlculos se han efectuado con los ordenadores CRAY 1 y DPS68, mediante
cuatro iteraciones del Laplaciano discreto.

El descenso inicial sobre CRAY 1 es menor que sobre DPS68 debido a que los
gradientes iniciales que aparecen sobre CRAY 1 son muy pequefios (% 10_6 frente
a 10"3 para DPS68). Se observa, sin embargo, un descenso mis uniforme sobre
CRAY 1 a causa de la mayor fineza del mallado en este caso. Los costos despues
de 15 iteraciones son praticamente iguales. £l mismo comportamiento compara-

tivo se da para la generalidad de las matrices tabuladas.

Figura 4 : Curva de descenso del costo para el problema lineal. Corresponde

al célculo de Y 27 definida por (2.24), mediante 4 iteraciones del Laplaciano.

Bl tiempo medio de célculo por iteraci6n es de 925 segundos de C.P.U.

Figuras 5 y 6 : Curvas de variacidn relativa del costo y de la norma L2 del

gradiente, respectivamente.

Se han representado tres casos de matrices C con autovalores de la forma

2

z ° —
)ﬁ=/k+e('i'+9(iul~l/h+o(1)12:/,&+ﬂl %V"’/a,-{»o(z) ‘?.3:/1,(_2-
para /u__—__,s),{al)a «<=2. .
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Los célculos han sido hechos sobre el ordenador CRAY 1, con 4 iteraciones
del Laplaciano. Cada iteracién de gradiente conjugado necesita 50s. de CPU,

aproximadamente.

Figura 7 : Espectro de las soluciones discretas en los 3 casos anteriores.

Se han representado sobre el eje de abcisas los valores

A 2
=7 LW,
R CY PR Y ey

N ~L R
siendo {:Jh s Z wh(k) e .
- Q’

El interés de estos valores estriba en que la energia turbulenta relativa

~ “
a v viene dada por

; 5(R) -

de forma aniloga al caso continuo.

Se observa la semejanza de las tres curvas, que presentan una pendiente

del orden delkfs. La inicializacidén tomada es comdn, enlkfz.

N . “ - / .
2. - Resolucidn Lapaciano discreto sobre mallado simétrico

Las figuras presentadas corresponden. a los mallados simétricos de 5 y 9
nodos por dimensién ; con cdlculos efectuados por el ordenador DP568. Se
ha dibujado el cociente c_ = iIV‘UT+‘I 2 [1||V1£ni 2 .
Figura 8 : Corresponde al segundo miembro
2 2 2
$= cocx + cos 4 + Cos &

que no estd en ninguna base de Fourier.

Figura 9 : Segundo miembro en ambas bases de Fourier :
f = sen x sen y sen z

Se observa como en este caso

, ) 1,8, _ i.
:CméiiI~(A Y Al = 3’

lo cual no es verificado en el caso anterior.

3. - Visualizacidn de soluciocnes

Figura 10 : Fluctuacién candnica discreta correspondiente a la matriz C de
la figura n® 3 calculada con el ordenador DPS68. Se presentan los cortes
de Y con los planos y :'2, x = 2f. Se pueden obsevar las simetrias y el carac-

ter periddico de la solucibdn discreta.
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Figura 10a

Corte de Y con el plano y = z

Figura 10b

Aiage s A T e T T e a yp
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CAPITULO 4

LOS TERMINOS DE VIS“COSIDAD EN EL MODELO REDUCIDO :
TABULACION DE LOS TENSORES DE CIERRE.

Los términos de orden cero del modelo M.P.P. reducido (Capitulo 1,
Seccion 5) constituyen una ecuacion hiperbdlica no lineal para pequeilas
variaciones del campo medio, al menos en el caso monodimensional mostrado
en la Seccidn 3. Por ello, la viscosidad turbulenta ha de ser buscada en
los términos de orden superior. En la Secci6én 1 se da una expresidn del
modelo en que se extrae la dependencia explicita de los términos de orden I

en funcién de VW y vq ; que presentan caracter de viscosidad turbulenta,

segun la tabulacidn numérica mostrada en la Seccidn 5.

Fn las Secciones 2, 3 y 4 se estudia la tabulacidn del tensor R
para turbulencia localmente isbtropa : En este caso, R depende sdlo de los
invariantes de la matriz C. Los cilculos son realizados mediante soluciones

‘'simétricas que proporcionan una buena aproximacidén del caracter isbtropo
(Secc., 6).

Por ultimo, la Seccibn 7 presenta la expresidn de las ecuaciones del
modelo en funcibén de las aproximaciones por desarrollo de Taylor desarrolladas

en el capitulo 2.

1 - Expresibn del modelo reducido en funcidén de los términos de viscosidad

turbulenta
Los .términos de viscosidad generados por la presencia del corrector
de primer orden (Qﬂ)) en las ecuaciones del modelo M.P.P. reducido pueden
ser expresados en functidn de fluctuaciones dependientes tan solo de la
matriz (:=(VCL92VCL), segin se mostro en el capitulo 2, tanto en la ecuacidn
del fluido medio como en la ecuacidén de la energia. Reteniendo solo tales

términos de viscosidad, las ecuaciones (1.55)-(1.56) se expresan como sigue :
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4/2
(4.12) Uy + U VU IPH v-(qRY + € v+ (4 Arvud = ole)

(4.“)) V*'u,:.o - !
. ) " 3/2
(4.2) QetUVG+q RV~ ev'(Pv(qr YY) ~ole)

donde Rz ﬂb son tensores de orden 2 y 7A es . un tensor de orden 4, depen-
dientes solo de va& , dados por :

4.3 R=@a) Rivad', R= Ban>
¢ T~k _ o~ ee  ~2l
@6 A= 9ayT A w0y a,w':u, ATs e ¥ L ey
(4 5) B ~ e N\Q G )
' f%“ (vad’ PL d\a; @ “lg~5 “”)‘”*(W* >§>’

Las fluctuaciones uu)'X B p vienen definidas por (1.52), (2.75) y (2.88)

respectivamente :

a ~ 3

T(W)Tf] CE"O) Qa'w:o em \/ 7_)42[‘)

A ~r -4 os ~s -

i(w%lw)=i,u%%,yw?mwmth
bkl ~kl ~ ~ e A ~ - oo

Lk, B8, ey=F ST LWWI WL W, e Y
114 . ~rled _4:\; ’\Jb'{ ,ube. -

VyrP =0/ &X -Cw>=0; %,V M’Femtéc\.{,ca/&
ol a\o,

LR, @ B, cy=-2P(& )"21?( w+C ev)em ;
~w ~ ~W f\/lﬁ

Vaa({>=—wk,‘4§ c'Hy=0,%, 1 - periédicar

El cardcter de viscosidad turbulenta del término‘wﬁgﬂk)(y también Vo(é%?iﬁvlkt
va a depender de su comportamiento respecto a yuw . En la Seccibn 3 se estudia
la circulacion monodimensional en un tubo, caso en que el tensor R confiere
un caracter hiperbb6lico a los terminos en €% de las ecuaciones (4.1)-(4.2)

para pequeflas variaciones del campo medio (i.e., C préxima a la identidad).
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En la Seccidn 5 se muestra que los términos en £ aportan la viscosidad tur-

bulenta, y de ahi el interes de extraer los terminos en QU ¥y le en .-
- . 1

(4.2). '

Los términos despreciados en (4.la) son pequeflos respecto a .V
o bien respecto a V-(qj%ﬁ ; al ser de orden uno en £ . El término de difusién
€ - (‘i,?'/e : VW) no se puede despreciar frente a ningun otro en &£° .
Lo andlogo puede ser dicho sobre.la ecuacién de la energia (4.2).
El sistema (4.1)-(4.2) concierme las variables u, q5 que aparecen acopladas,
y contiene derivadas de estas incégnitas basta el ségundo orden. Su resolucidn
numérica requiere en primer lugar la tabulacibn numérica de los tensores

en un entorno de la matriz unidad. A ello se dedica el resto del capitulo.

2 - Turbulencia localmente isbtropa
Si suponemosque el campo turbulento inicial es localmente isbtropo,
la ecuacibn (4.2a) debe permanecer invariante bajo giros del sistema de

referencia,
Afin de expresar esta propiedad, consideremos el espacio (93 de las

matrices ortogonales de orden 3. Dada Q& @3 , sean X, W, A los transfor-

mados bajo Q de x,u y a, respectivamente. Se tiene entonces :

4.6) X=Qm, U=0u, A-Qa ,  a=Q I AR,

La ecuacidn (4.2a), expresada en funcién de X:QL,/\ es

.7 QAU r 9 L) + PI+GRR GV AR A 1100,
La invariancia bajo rotacidn requiere que esta expresién coincida con
(4.8) cﬂu}g 9 Luw) + pTr G RV AYTY = O,

De donde :

4.9 R @LAQ) =& Rl(v A @, Yaeo;:
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Utilizando ahora (4.3) y (4.6d), se tiene la misma propiedad para R :

4.10) R COY =R RIDQ, C= (I,A) (T A, NREO;-

~s
Por tanto,R y C son diagonalizables en la misma base. Al ser det C > Q ,

es posible aplicar el teorema de Rivlin-Ericksen [16] :
~ L o s 2
G.1D R(OO= a,I+a,C ra,C,

a0 e ~ - . .
donde Oy, Q, «a @, son funciones escalares de los invariantes de la

matriz C:

(4.12a) A=t C

(4.12b) L, = tr (Add' cy,
(4.12¢) Ly = &etCzi;.
y por tanto

(4.12) Ry =dyet

Q1
—
+
2
Ol

donde

(4.13) T = (va) (v

La matriz C verifica su polinomio caracteristico, segun el Teorema de

Cayley-Hamilton. Como C y C tienen los mismos invariantes, se tiene
(4.14) C'= C-4, T+, T,
y entonces

| - -2
(4.15) R= a,t+2,Cc+a,C)
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siendo

no ~ . g o oo N .
(4'16) a’O: 0‘4+a'o la) &A=,Q"L_ ao LA) a“z,: &0'
) .
De esta forma, la tabulacidn del tensor R queda reducida al calculo de
los tres valores Qo,8,,Q, en funcién de solo dos pardmetros (Y no cinco,

como en principio se desprende de las propiedades de C).

3 - Un caso monodimensional : circulacidn en un tubo

El papel jugado por el tensor de Reynolds EL=&¥?2) en las ecuaciones
reducidas (4.1)-(4.2) puede ser ilustrado considerando el caso de circulacién

unidimensional en un tubo analizado por M.P.P.[ 27 ,[ 41
(4.17) QX:((U’AIL%z)t))O)O)t

Las coordenadas Lagrangianas a pueden ser obtenidas explicitamente de (1.26)

t

(4.18) o (2,t) = (24‘5 Up(2,,8) AS, 2o, 23 ) .
(o]

De esta forma, las matrices ¢ vy C son

¥] o O A%4X1 ol O
A

4.19 ga= | °© O B

o o A 0 O A
siendo

t
(4.20) :—S %&nz(TZ.G)&S

(8]

Puesto que va=vq(z,,t) se tiene w cwi(n,,t), y la ecuacidén (4.la)

se expresa en la forma

(4.21a) W, e+ LW w,> + By = 008),

(4.21b) . Lwy 7,y ¥ Pp= 008>,
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(4.21c) szwgvmj Pia = 0.

Bajo la hipotesis de isotropfia local, LW, :;C> segin (4.15). Para

satisfacer (4.21), p debe ser de la forma

(h.22)  P= T LW (L €D 4 py )

y entonces (4.21) se reduce a

(4.23)  w  *+ (39, = O(e),

donde

(4.28) Rz, 8) = W (o0 (7,8)) = - Ly wy) ¥ (o)

. rd
Por otra parte, la ecuacibén de la energia es

(4.25) Fyet q WUy, = 0145

Al ser d)E:»-z%'b , si definimos

(4.26) ¢Co<> = S:(Q(F,) dp,

se tlene

- Dl
(4.27) g (2,8) = g,(x,) €+ O(8D.

La ecuacién (4.23) puede ahora ser expresada en funcién de la dnica variable
V definida por

X
(4.28) N = Sd Uyl 2,,8) ds ¢

— BN,
(4.292) N, o+ [q@ @ < P(-v._)1 = oe)-
r2C )'2’

(4.290)  N(z,0) =0, N, (x,0)= % (2,0).

Se trata de una ecuacidn en derivadas parciales no lineal, que presenta la

. . B s’ (4
siguilente ley de conservacion de emergia :



b b ¢L'\'nz
d A dt+ ; +
(4.30) i [ L 5 IV, JHL%'@) e 'obe]
¢(‘v|1)‘ . ‘2=‘9 ’
¥ [%o@ﬂ e ©(V,2) V,pleoa =9 paroe a,beR.

La ecuacidn (4.29a) sera por tanto una ecuacidn de ondas no.lineal si
¢(—e() es convexa. En este caso, el problema de valores iniciales (4.29)
linealizado esta bien planteado, y una condicién suficiente para ello es

que Q) sea creciente.
La funcion {(x) esta representada en la figura l. Segunlas simetrias
Q(x) es impar y por ello es creciente en un entorno de o =0 (N.,.ogtix< oS

Por tanto, (4.29) tiene caracter hiperbdélico si N, es pequeétio,

4 - Tabulacidn de R mediante isotropia

La tabulacidn de R respecto a la matriz C ha sido realizada mediante
la 1mp1ementac10n numerica del algoritmo de resolucibn del problema para
la fluctuacion candnica descrito en el Capitulo 3. Se ha tomado una ini-
cializacién comin W, para todas las matrices, que presenta las simetrias
correspondientes a la identidad, y tienme un espectro de energfa en(éﬁ
(4.31) W= T F, &Y, ae®.

e i¢43 I

Los puntos discretos de tabulacién se han tomado mas densos cerca de la iden-
tidad, affn de afinar la expresidn de R.
El tiempo de cdlculo sobre el ordenador CRAY 1 es de unos 50 segundos de CPU
por iteraciém, y elbcosto relativo de las soluciones discretas tomadas es del

orden de 10—2

4,1, Caso bidimensional

La circulacién bidimensional con turbulencia bidimensional estudiada

por M.P.P. [2 ] corresponde a matrices ¢ con la siguiente estructura

o C O
© o 4
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Estas matrices presentan un solo invariante no trivial :
(4.33) ~*(4; ExC= a+b+ 4 "(-L':&:“i:/l; L'B:A>

sea A la matriz correspondiente a la circulacién 2-d :

A_(:(L c
(4.36)  A=( no]

se tiene
2 .
(4.35) A = (L4*.4) A—I.

y entonces R se puede expresar en la forma

-

~ K"}_ O o o~ ~
(4.36) R= ~ , R,= b 1+b A,

. , 2 ¢ 1
0 255

donde

ns ~ — ~
(4.37) bo: Q'O_a"?—' qu zﬂ“"a?,({,q”ﬂ)

Fatd

o
nr (0% . o .
Los parédmetros &,,Q&,, &2/ bo(j L‘ se obtienen a partir de R mediante el

siguiente sSistema lineal :
~r ~ o . s . 2z [
Jop= Rap + Rop = 20s+ Gy= 4D &y 7 LU 4D -27a,
(4.38) Mo = Raa = Rt aura,
= (O CMO Y = 4,0,+30,+4a,

cuyo determinante A= (L #({);3) sblo se anula para la identidad.
La tabulacién en funcion de la unica variable ,L" ha sido realizada en la
practica para las matrices C correspondientes al caso monodimensional

(Seccién 3) ., en el cual

(4.39)  [= wtd , A= (x4
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teniéndose

(4.40a) Qg = &4 C oy - <+ 5D /(&9/‘%2]"
(4.401)). a, = o ( go<2+ é) I

(4.400) &y = ALy - (25 Lo+ 2% 6]
(4.40d)  bo = A -2 o - (42D Jtp + 2+ 2]
(4.400) By = ALl r2dp 4 2o 4]

Las figuras 2 y 3 muestran las tabulaciones de/L(,1 y /L(g, en funcidn de &,
realizadas sobre los ordenadores DPS68 y CRAY! respectivamente. Se observa
una semejanza entre ambas tabulaciones, siendo mds regular la correspondien-
te al CRAY1, debido a la mayor precisién en los cdlculos.

~ ~ ~ r~ ~
Los pardmetros 0y ,2; y 4, estan representados en la figura 4, y b°5b‘ en
" la 5. Al estar los valores para la identidad sujetos a la (nica condicidn

ns . ~ A
‘Lf\}”}l?>:2’)se han tomado @, =2/q , A4Ut3; bo= O, by =2/ 3.

4,2, Caso tridimensional

Para circulaciones tridimensionales, la tabulacidn ha de ser realizada
en funcién de los dos invariantes Ayrha (4.13). Al ser det C =1, se pueden

considerar sblo matrices diagonales de la forma

* O ©
(4.41) c={0 »0| , %, %15:45
O 0 Mg

con A >0 ya, que C es definida positiva.

El caso monodimensional (4.19) corresponde a X, = '):41 , siendo
2
A &
(4.42) p=r,)= A+ vV Ara? A=, o), K= 4
seghn (4.11),'\{@,34 Saz son soluciones del sistema lineal

Bt (2% o~ o 2.
(4.43) R = Qo+ QPer X , 14k ED,

cuyo determinante es
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(4.44) A= (Ra=2) (A= 220 (A~ M),

que es nulo para matrices con dos autovalores iguales. Segin (4.43), ha de

darse

(4.45a) MRu = &, Elm)
(4.45b) %ﬁz:ll BN % - Q/u'

Estas propiedades derivan, por otra parte, de las simetrias de paridad
Vi -
(Capitulo 2) de W en el caso de matrices diagonales . Nume€ricamente,
la incorporacién de mallados simétricos ha permitido obtenerlas con errores

del orden de ,464 utilizando el ordenador CRAYI.

a) Caso no singular

Supongamos iA#O . Se tiene entonces

P
~ =4 Ay ~ —4 ~ —4
(4.462) Qo = A LRy, LY Cr)‘g")z) - Ry ™, {x3_1.4> T Raz Rg (R 240 1,

no "4 [a¥) ‘ - -~ 2 ..
(4.460) Gy = AT-R, (M=) + Rap (05-40 = Rz (2% ],

n

N~ A ~ =
(.h6e) A, = A LRy (Ay-2a) — RaalXa ) + Raz (Rz- 20 1.
Sea

(4.47) (}*'6:/0:2; M>O-
se puede generalizar (4.42) bajo la forma :
Y V—'————‘
(4'48) )‘A:‘-’H (N)/"L): /&‘f’ %: + %‘_ Z"/A-“’dz Pl 1‘2: j\’A C—O(’/A))

correspondiendo el caso I-d,a,}in . Es interesante realizar la tabulacidn

sobre las hipérbolas

(4.49) %, 12=/ﬁ > f70,
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afin de observar la variacion de los coeficientes 3, a3 ’a:b respecto al caso
1-D (Figuras 6, 7 y 8).

. B 4
De hecho, basta realizar la tabulacidn para )‘4>//(A (&7 X7 0) , Yya que

. -1 =2 2 ~1 -2 - . . .
las matrices C( 1,/;%;\_,% ) v C.(./x)» ;A ,/l/L ) tienen los mismos 1lnvarlantes.

Por otra parte, la expresién (4.42) permite escoger los puntos dis-
cretos de tabulacidén en o a partir de los puntos tomados para el caso 1-D :

sl estos son o , 1¢L4N} , se toma

Lf—l/la/uw; L As{en.

2

Zz
(4.50) 0 (/M) =t O—‘i +

ol

b) Caso singular

forma
© 2
o) ) (Q:——

. feo
(4.51) R = O P ('4—-?/ ‘3
° o prr

se trata, pues, de la tabulacidén del pardmetro p sobre la recta =Ry

/ '3 . . » 13 3 -
Es de hacer notar que el unico caso singular para circulaciones bidimensio-

nales es C=1. 1]

La tabulacidn de R' en funcidén de los invariantes viene dada por la

expresion de estos en funcidén de o(,/u_ :
. oy 2
(4.52a) = /(A ¥ ?./u, + AR,
' . 2 -2 - A ' 2
(4.52b) Ag, = D(/(A '1‘"2/& 'f/.,L 5
y de la expresidn de R' en funcidn de 'Eio,’b; La (59,1 : (4.15)~(4.16).

5. Tabulaciones mediante desarrollos de Taylor

Las expresiones mediante desarrollos de Taylor de los tensores R, 7{ y

ﬁ dadas en el Capitulo 2 han sido calculadas numéricamente como se indica

a continuacién :
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5,1. Tabulacién de R

Segln (2.46), R es aproximado limealmente respecto a C por

(453 RE G4t TCT ' o T+(3-35-0)(va) p(val'},

donde

T = T 5. &
(4.54) C= (Yo (o', DLd = 5_% C
y los pardmetros ¥, g vienen dados a través de las derivadas formales de o

3% w3 .

respecto a C ,C (W, W respectivamente)

338" 23

& 0 o

(4.55) A= Welbr el »y= |0 & o

o o &3—2};

2%
(4.56) A= LW BHrHawly =

[
o
9 o o0

O
oy
o

Numéricamente, los valores de Y , 0 han sido calculados resolviendo los

problemas lineales verificados por u_a lb (2.24). Teniendo en cuenta las

51metr1as, las inicializaciones tomadas han sido

33 | o 23
(4.57) g =3 W, (Wg), =0, (u)rwa,cu 3

33

Despues de 60 iteraciones para U y 30 para QL se obtiene :

[.0852 .0003 ~-.000%"

G458 a3 o | 00004 434 L0003
' _,o004 .0005 4494 |
-.00%4 -, 0000% . 000 2',
4.59) L@ ul>y=|-.0000% .o02F . A4F4

. 0602 . A4 F4 'ooéég
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Pricticamente, se tienen los valores Q:%, =3 (considerando validas

los dos primeras cifras decimales), y entdnces
‘ ~ 2 - -1 : ) -T -4 3
(4.60) R = g{(‘rv CTC 4+ L~ (va) DIlva)

En el caso monodimensional, se obtiene

(4.61a) féﬂ = 3'5 27y o %: %o(z+?:_§
v 2
(4.61Db) }241: oot = 'C“
= N e L 2 2 2
.61c) R, = R = Lo t5=3d* 3

. s . .
La tabulacidn de Taylor en este caso consiste, pues, en aproximar la curva
[a %4

A —~> 7347_ por su tangente en el origen.
La expresion (4.60) resulta aceptable si 9Q queda cerca de la identidad
lo cual se tiene si el campo medio u es casi lineal en x. Ello es cierto, por

ejemplo, para tiempo pequefio.

5.2. Tabulacidén de A
El tensor A es' aproximado de forma constante respecto deC segun
(2.81)

(4.62) A VU= T(EU+TU ) - (385+¥) DWW, Wy, %3,33

donde & y T vienen dados por

& © o
33 N~ V33 33 N o
(4.63) P =Lw@x +t X w7 = & o
0 o6 -2§
5 [o 0 ©]
2 ~ W23 23
(4.64) BS: wdr+rxedw>=|0 ©0 T
‘ © T o]

33 V23
P2 2 son soluciones del problema lineal (2.69)
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N{ﬂ‘ﬂ

i{l’»,13= F(I), - =0,

LCx , »
(4.65) o e o erm

LY.AL(:J'):—O)"\)Z , O y Fe;u/oc\»coe

El calculo numérico de &, T ha sido realizado inicializando el algoritmo
para el problema lineal (4.65) de la misma forma que para REA s 3133 , ya
que & y aw presentan las mismas simetrias. Se ha realizado 40 itera-
ciones para ﬁgsy 30 paraifﬁz% obtieniéndose las aproximaciones :

<033 - x40, 2x40°

4.66)  (We¥» = [x10° .08 .exug©

L1x4078 - 2x46% L g

f.axi6> . 8x16° <5%16°©

(4.67) choaY ¥ = -2 46°© - 3x16 -, 224

| 16T 224 - axi0™

Pricticamente, §= > y F=-:

4
9

. Por tanto,

4.68) Arvu- 3 (Yu+rsw) + £ D(y

13 s U 5 713)5)

De esta forma, el tensor /4, aporta términos de viscosidad turbulenta, de
forma andloga al modelo k-€ , como se esperaba al considerar los términos

de primer orden en el desarrollo (4.1)-(4.2).

5.3. Tabulacidn de ﬁ?

N El tensor F> ha sido tabulado calculando en primer lugar una funcidn

tal
E%L que
e o~ e AN
. = _ . [ 2 =0
(4.69) V-g) =-w, LgOL cC w7y
y resolviendo el problema lineal
Te vk o ~l ool P ~yy
L(C,,‘{/W,C "ZFP(@ )—UUVECL %OLV‘DJ ‘g =0,
(4.70) ~ b ~l Lk

L - C <42“7 T, e Y- ﬁ7eﬂdix&h

y entonces

@y g= l; Y
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se tiene la siguiente aproximacidén para ¢ = T

02305 4076 407
(4.72) I @ 40"‘2; .'02’3465 1073
A0 A0 02313
obtenida medianté el calculo discreto de Eé4. La inicializacién tomada present:

~4

- L
las simetrias de E;'

4 . . . V4 .
6. Isotropla de las soluciones discretas simétricas :

En principio, las fluctuaciones discretas simetricas W no confieren
al tensor R caracter isdtropo.
Sin embargo, si C es diagonal, como se ha tomado en la tabulacidn tridimensio:
nal, las simetrfas de ¥ imponen R diagonal, y por tanto expresable en funcidn
de C en la forma indicada por el Teorema de Rivlin-Ericksen (4.15). Para matri
ces C no diagonales, se obtiene una buena aproximacidn del cardcter isdétropo
de R : Por ejemplo, tomando C monodimensional para oi=4 :
L 40
(4.73) c=|1 40 R
0 o 4

y la matriz ortogonal Q dada por

0SQ cos® ool Sem® sem®

4.74) Q= |-Sen®eosp -semPsem® oS [para p-Tiz, p=7FT/q,
-semB ety o

se obtiene
»049F . o064 . 1059
.75 R(QTcAanN = [-0064 0492 -.0946
' A0S -. 0946 s.400

BN '9660 -.0053 . 4160
(4.76) OO R(cYQ= |—00S3 .0638 . 164S

4460 —104S  4.6233

Puede, pues, considerarse aceptable la tabulacién en el caso isotrépico

mediante las soluciones simétricas.
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7. Las ecuaciones M.P.P. segun el desarrollo de Taylor

Si llevamos las aproximaciones realizadas en 4.3-4.5 a la expresidn del
3 \ .

modelo en funcidn de los términos de viscosidad:(4.l)—(4.2), las ecuaciones

del modelo toman la siguiente expresidn :

' L ) -
(4.77) Wy + UV +v,cc¥e Yte -4 g{'z ;/A(VQA—VU,‘) +(J DewI ¥ = o,
(4.78) V-U =0,

L 3/
(4.79) 9, twU-vq + ?iqr R:(@Qurauw) +E£9- Lp (03,131 =0,

donde
L - -7 -4 -4 T -
(4.80) R = LTy (v y(va)) (va )(va) +T I +T (vad DEAY (YO (V&
-0 0 O
(4.81) D,Cd (C\ = Cgkd C/C,(, ) P: © 0% O
(s} 0O .0%

F Z 2 2
@ p=tg, Pl =g T=g)\t-g
El tensor R confiere a estas ecuaciones un caracter hiperbdlico (caso
monod imensional), mientras que los terminos en £ aportan la viscosidad
turbulenta.

La aproximacién de Taylor del modelo es tan solo lineal, y produce
la aparicidn de terminos "extrafos'"(Matriz D (4.81)). Es posible expresar
todos los términos de (l) segun la invariancia por rotaciomes [17], que
confieren al modelo una gran semejanza con el modelo k-€£ . La tabulacién
numérica de los parfmetros que aqui aparecen, as{ como la implementacion
numerica de las ecuaciones del modelo con los términos de primer orden,

. ’ » . . /7
suponen en un arduo trabajo, continuacién immediata del presentado aqui,
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Figuras

1]
1

. ~AJ . -
Figura 1 : LW, W,> monodimensional .
Se trata de una funcién impar y, como se observa en la figura, creciente

en un pequeno intervalo entorno al origen.

Figuras 2 y 3 : Pardmetros Mo 3’-/)\,2/ Renp:

usados en la tabulacion bidimensional, tabulados sobre los ordenadores DPS68
(Fig. 2) y CRAY1 (Fig. 3) (Funciones pares). »
Ambas figuras se asemejan bastante, siendo la correspondiente al CRAY! mucho
mds regular a causa de la mayor precisidén en los cdlculos. Tal semejanza es
un dato interesante, si se recuerda que las soluciones dependen de la inicia-
lizacién tomada en el algoritmo de gradiente conjugado. De hecho, las inicia-
lizaciones tomadas para ambas tabulaciones han sido diferentes, si bien con

-2

espectro enlR] .

’ . -
Los dos parametros parecen, segun las figuras, converger a un mismo valor

asintbtico.

. ~ o~ T ™~ . .
Figuras 4 y 5 : Parémetros ac,a43az,bo\ab4, respectivamente, correspondientes

al caso monodimensional, usados en la tabulacién bidimensional.

Figuras 6, 7 v 8 : Coeficientes 31”2143 ELm , caso general.

. . L 2
Figuras 9, 10 y 11 : Tabulaciones de <)uqﬁ), Qw,l >y L1Wyl > ;5 caso

tridimensional.

Se trata en todos los casos de funciones regulares, con aparente limite
asintético respecto de & ,

La variacidn respecto a /u, , DOTr otra parte, parece también ser regular.

Es de observar que (luu,_lz‘) es prdcticamente nulo parax 2.5 en los tres
casos.

Los valores correspondientes a‘/L==1 han sido extrapolados de la tabulacién
monodimensional, suponiendo la invariancia de R bajo transformaciones orto-
gonales. Las curvas obtenidas concuerdan bien con las otras dos tabulaciones

realizadas propiamente (Secc. 5).
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Figuras 12, 13 y 14 : Curvas de nivel correspondientes a la tabulacidn
. - . rno N no 1 v
bidimensional de <LU1WL7’ (\u)lyg’ s (IGJJ4|>' , (@)P.
. ~ 7
La curva exterior es ab=1 (curva de nivel correspondiente a <W,W,%), ¥y

las demds corresponden a valores escalonados uniformemente hasta los mdximos
2% 2 — ~s N
mox LBy = Q426 maw (W00, 7 = 3. 449,

. . 2 . . .
La figura correspondilente a 4\%_,_! > es la simétrica de la correspondiente

7 ~ N
a Llﬁ“ 7 respecto de la recta a = b, al ser (UA(Q.)b) = Uuz(b'a')
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Figura 6b

Figura 7a
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Apéndice 1

Calculo de los desarrollos asintdticos

Consideremos los desarrollos asintdticos de ue, pe'.

bajo la forma

} A& D £ (%)
(A1.1) =5 U , == 7 8‘3—
g%0 4%0
- Siendo
(A1.2) o )

W= Urw , P :FHT

Entonces, se tienen las siquientes formulas de derivacidn :

(400 (q+) @) ?F
(AL.3) XA 3.72.4.( G Qe+ Uiye St Ui ) €
dondeot= t, 0 1, 2, 3 y S5 = 0, 1¢1i%£3; y se conviene
u(_l)a—: 03y
| (4+O £ 4
(ML) Poi= I (py Oy v P E
q) -4

Se tiene entonces

i o) o) q-r) q
(AL ol o= % [Z (uLKan,d-,kuZd)u Ie.

q»-4 ¢=-4
E1l operador de Euler (1.1) se expresa ahora en la forma :

E € . e € . 2
(A1.6) Ui+ Wi Uy 19,0 = € Gy + W, i Qi W) T, B 1)

) &)
* 5 Wy A (W d*“» K“”@'md P X,y

+ w0y, 4 Uudwug) Cﬂﬁwn d + CTH)D),,; +
m w0 (2)
+¢ [Slt <t (Uu”< <l +’U. w~)®_k‘d' + ?,Kam- +

W) (7)) ) (0
+ H'ua )u +ud('ut+wL) TP T U'da'“/d L_.K]+

: A
+ Z &* Cs u‘“\+(w 'uf~7+rum W) Qe +}>,le
9473 “d L¥ 4



@) \ X VRN CTY)) Gq-0 4D
+ ‘%c*“‘d +wd)fud+ud~ C‘U«:“"Uu)d"'? UG ey
((_,, o . @--)
+ Z( "‘fc,d' YU, 1+
+0
( W Z. q '
+ f— VK+Q> )(Qn,t'*%’d <§

Siendo (1.14) la expresidn condensada de (Al.6)

Por otra parte, (1.2) resulta ser, segiin (Al.3)

Q ] (A
(ALT) 9eal= € 0og, du,i )+ oy,

G- 1 (q+n
+2 £ *.K Qu,L t % “57)
471 ’

de donde (1.24).

+ Ug, | + wC)i

+

1)
a.,K+
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© Apéndice 2,

1. Invariantes de la Ecuacidn Generalizada de Euier

Consideremos la siguiente generalizaci6n de las ecuaciones de Euler para

fluidos incompresibles :

(A2.1) T(X,7;C) =b, +%-v% 16T =0

q.1 1 =
e 11-5 S0 x16,AL = Z
(A2.2) Q-w=0
(A2.3) ?*9(3"63;%(3.1‘.5 periddicos en Z

3
donde G es una matriz no singular de orden 3X 3 be R’- b#0.

Notemos

) ' £ 43
(A2.4) C=&' 6, Y=1-3,3L"

Sea {W,T} una solucidn de (A2.1)-(A2.3) tal que
(h2.5) e H'(ro,3; [HePP) ; Te (fo, 41, LM,
entonces

(A2.6) O LTry=bex> - vaaﬁn,

y por tanto
(A2.7) LWy =0.
.. ~ -4 ~
(A2.8) (1) L C TY=blvewy-dohy - £o% (Liwlf+1 >,
o~ A

para toda funcidn g | (Ce 41/ [H‘(‘I)]a) .
Sea

(A2.9) Nz (6P xw.

. o~ o .
Si se toma 4y = w, se tiene

, ™~ -4 oo
(A2.10) (w.C TH= "-Zb 4uutz>),c- £ 9w (iilwﬁr'rr))
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y por tanto,

L] -1 A _ 2 _
(A2.11) fw-.C wy = LIwi" Y =0;

4

<1

para (=Y,

e Y

(A2.12) LY C WY =b (yow, ¢y = %b“"‘“zt

de donde

~ e - _
(A2.13) «Y-C w)}t—; LY-wy,  =O.

2. Condiciones de Compatibilidad de la Fcuacidn Linealizada

Consideremos las ecuaciones linealizadas de (A2.1)-(A2.2) :

N ) s ~ o~ [d oo <~
(A2.14)  L(A, B, B, ¢ = b A t W0+ T T + €1 = E

o~ em
(A2.15) Q-%:%

U, P peribdicas en Z

~ b 4
donde § . | g son funciones peribdicas de L. (Lo 47, # (D).
Sean W E H' (ro,47; L I>), pe L (o 43, Sy

adoptemos la notacién (1.38).

Tomando la media de (A2.14), se tiene

o a2 o~
(A2.17) LLtr R +T-nioYy =b 4wy, o
de donde se obtiene la primera condicitén :
ta g [ %3 ) \
(A2.18) LR +U~>8>7 =0,
multiplicando escalarmente (A2.14) por C?‘zs)

o -\ . ‘ o ~ _
(A2.19) <@ C L+ LT v w + (rw+rT) T u>=
]

i\

b i’UJU));t )
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. . . . .
que implica la segunda condicion :

Ve

2 e ~ ~ X 4V 2‘ —
(A2.20) & {-C @+ (L %.C&+T) g4>7 = « $ous +(5 Hwi +xT)8>> =0,

-4
£l producto escalar de (A2.14) por ¢ ¥ da

& -4 }1
(A2.21)  £0-C'Ly= L b L emrxwr we (ewdnuy, ¢,

siendo por tanto la tercera condicidn :

~ _'1~
(A2.22) <& RC YOy =2l f.vy>=0.
La cuarta condicidn se obtiene tomando la media respecto a y de (A2.15,
(A2.23) 43>=O.

Notas : 1) lLas igualdades (A2.17),(A2.19) y (A2.21) pueden ser obtenida:s
mediante diferenciaci6n formal de (A2.6),(A2.10) y (A2.12), respectivamente, al
igual gue el operador L (A2.14) a partir de T(A2.1).

2) En el caso estacionario se tienen 1 s mismas condiciones (A2.18),
(A2.20) y (A2.22), estando las medias tomadas solo respecto a y, ademds de la
condicion (A2.23).
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Agéndice 3

Obtencion de las ecuaciones del modelo

Las condiciones de compatibilidad mostradas en el Apéndice 2 aplicadas a

los ecuaciones (1.29) y (1.30) determinan

(13.1) < frwg®y 4 ad‘”lwa‘”) =o(€,

) e ) D
(A3.2) 4 =< =0,
Yy + Lé’_‘.la 3 9‘ >
(A3.3) <£Lo+—LMN+T)67+gL£ ““’m"*w)ﬁa>'°M€)W

()] 2)
(A3.4) 292 - vY+ELR Ty =01(8),

conservando las notaciones del Capitulo 1.

1. - Terminos en £

El cdlculo de los terminos en € de (A3.1)-(A3.3) ha sido ya realizado

por M.P.P. [2], siendo
(4) d) + E
(A3.5) <%+ wg > = Uy tWIRF gp + V- L W@ w7,

(A3.6) <°};“> = < w,

(3.7) <4 '“—’+(Llu>l-\—‘}r)g =9, WIG+Lwswriqu +V*‘4(‘lw\fﬂ')w7-

Es facil obtener

W) .
(A3.8) <3 r¢>= %_Lw-f7,b+u-v(‘z4w.~r7)+4upaw>:Vu,+<(wevu3+vr)-(>

Afin de transformar esta expresién, consideremos dos funciones
) ( -
v, ‘\7’2% [Hq(v)la. Notemos- “') = (va-v) x '\Tcn, (=4,2.

Entonces

W ®w O e . (29 ~(n
(A3.9) <9, O -9 U 7= e(,'d"p.[.%’t, o',rﬂ— <P Yy v

>].,
d d
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donde €ijk es el tensor alternado de tercer orden, y las medias estan

tomadas en vy.

Ello implica, en particular,

(A3.10) (‘D@T)ZéL\D&Y+T®LO7-

Por otra parte,
Wo QW = - (WX (TXW) + 45
y entonces

Lo YWtV ety = <<(%lu}iz'l"ﬂ')'f>“ L wx(Ixw)e¥v )
La ecuacibén (1.27) pude ser escrita en la forma

. . . 7

28 W UJ%‘(+‘V1LV3,(%Juﬂ +1T3 =0,
EFllo permite de asegurar :

V\wlz,

LW (YW~ ry = —S,th,t- IxwYy-<LNav )(%_tw\iﬂT)-wa >
= CWXWWD ¥>=-8, Lw, 2 IxXWy - L (LiwEeTvr 7,
De donde

(A3.11) < (WsQWNTIX>= Voé(%—_twi"a—“ﬂ"? ¥y + S5, {w,¢- kw2

. 4
Terminos en &

Ficilmente se obtiene

) 2 () ()
(13.12) ¢4+ wg Oy s W LU + U BWD

{ .
Para calcular los téminos en € de (A3.3) y (A3.4), consideremos la

ecuacién (1.53), verificada por ﬁ(l). Multiplicando esta expresidn por C~lﬁ(l)
y C—lﬁ(l), se obtiene, respectivamente :
) 4+ =z ) w. 0y
(A3.13) Cw¥ +('2;w1+1()% V= w- Uy, + U VLU >+
+ Lwedt s wy YW +
“> >
+Q-Lu:(mf‘?w+]§”) +U ("Eluoi +T) Y+
) () )

. +P4w-‘«& 7-\—’((‘)4*'% 7,
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()

(A3.14) <€ +1)= 0

M)
LW T+(>°®> + = uvc --r+() wy +
) > D
Lu&f+~(®u+w®f +ff WS IJUL +

(<]
LW w) » Ik +<i-<f(vu'w+t> Y+Y (~;u,s+1r7>+

Dutn Yy +’€ L(va.va)wo vo.va)fu > .

ISkl Nl g M*

-+
+
+

T

Para la obtencidén de esta expresibn se ha usado la igualdad, deducida de (A3.9.

W @ wd
(A3.15) <fu,,;g-+w;r v =AW '(L-\—wd'(j’ v * 54;‘

ademds de la igualdad
@) U _
(A3.16) L'L'b(LD'Vu)+w-<1'u.+V.F(D)sf+(_w-VUJ+V‘W>'P >=

4D
:v«Lc‘awﬁ—W)Pm AT u)‘()-\—s 4u + Wxwo + W, ¢ VW 7,

obtenida de forma similar a (A3.11).
P P ORI ,
Por ultlmq’los terminos en B a ¥ de (A3.14)y (A3.15) |

no afectan las ecuaciones (1.35) y (1.36) puesto gue

, S |
(A3.17) (5“): eled "6H= o(ed.

En efecto, (A3.3) y (A3.4) pueden escribirse como
O )
P g+ = o)

(A3.18) 2}@(41{”"— 'K(A)L\f‘2>=042)'

Es de hacer notar que (A3.17) no podra deducirse de (A3.18)

si

2.
(A3.19) ey LAtiEy - cwexr> =0,

i
-~
lo cual ocurre solamente en el caso-de las W degeneradas tratado en el

Apéndice 4.
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Apéndice 4

"
Proyeccidn sobre[ker(lf,qa-)]

. .- . !
1. - Caracterizacion de la proyeccidn

Sea el problema generalizado de Euler linealizado :

Lo ® )

L(“Nk'/%fm)c.,\: £ )

Una condicibn necesaria para que este problema tenga sclucién es que
*
esté en el espacio ortogonal de ker(f,Vg), donde L es el operador

adjunto de L, definido por

o

N oo e o~ o oo 1% ~1 a
(A4.2) LLN‘;/UL,'UJ,CL)5-[5,t0+w»va'\3'-r(cvau)'\7',c(U]"'Cva/-b
para ¥:Vxlo L — R, L. Ny lo,4L — R

Sabemos gue [ker(lf, Vb' )]-L esta contenido en el conjunto de pares
que verifican los condiciones de compatibilidad. Hasta ahora, se conocen las
mostradas en el Apéndice 2, y no se ha demostrado que estas sean las dnicas
(En dos dimensiones, existe una infinidad, cf £91).

Consideraremos, pues, las proyecciones sobre este conjunto de pares ;

que notamos A y enmarcamos funcionalmente como sigue :
Si
. 3 23
(A4.4) E=Yx10,A0 N=[L(2)] x L (2,

con 1 s notaciones del Apéndice 2,
(A4.5) A=< (4 gIEN teq- 497 =0, 1§ +logr7 =0,
o — A ~ 4~ -
7 i-d‘&’n(vﬂz%%’.'wB%» =0, 4L £-C WO>r =0}
suponiendo weH{EO;ﬂ;[Hk\DJJ:, Y- périddica.

La proyeccidn sobre A de un par (z,%) € V existe y es dnica, al

ser ‘A un subespacio cerrado 'de V, y viene expresada en la forma

H:£+0(+puo+j(R \ fg(VQSTE , W;:(’VQ; ‘PZ@

YP%-=3+/LA. ; .oLE[RB,'(b,'K,/(LGIK

ﬂAa.é)
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donde

o

(A4.7) R = A R
4(1:")’1

sean las notaciones

T,= L4 WHy = 4w,

(A4-8) { T = 21wy = Llwl*> )
~%f
T,= 4L w-Ryy= cw-vy Liri®y =
A:A: 43)
»{, = LL +Wwa >
(A4.9) 2 frwg

L3= 46 £ewr (Liwtem R
’Cq = 4£~~fo,¥l))»

. > 2
Entonces, St A= I,- 144 - XI5,

. . ) 2 . - -
(A4.10) (b=[u(‘31:_'l14l Yt i Iy= 1y v L, Tx1/ A,

c A . . -
a.11) XL I= 5 5.) T - T, I3 4T+ L, (1105 220 ] /!,A,

(A6.12) k= -y,

(A4.13) ol = (L(P\ Ta-L,-
Si W es impar, Il = 0, 13 = 0 y se tiene

b o
(A6.14) P4~ T, , T=-1{,

- [d -
2. - Fluctuaciones cancnicas degeneradas

SeqGn (A4.10) y (A4.11), no se podra definir P{ si

(A4.15) A= I,-1T4>T;=0.
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Sea

(A4.16) W= w-2ZwYy —Lw-R> R.

Entonces,

2
(A6.17) 2l Py = I,- 1T\ - 15

Afin de caracterizar (A4.15), supongamos w = O.

Entonces,
(A4.18) W= Lw-RYR +Lw>,
y la ecuacidn (1.52.a) equivale a
(A4.19) Vie=0O , Y -o=0.
Se trata, pues, de un caso degenerado, tratado por Henon[_lO] para

C = I, y generalizado por M.P.P. [2]; quienes han obtenido la expresién explfcit

de tales soluciones. O
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