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Resumen

La proliferacién de modelos de teoria axiomdtica de conjuntos (ZF 6 ZFE), que la técnica
de forcing y los nuevos axiomas han hecho posible, nos pone en situacién de estudiar sistemati-
camente las interrelaciones entre modelos y familias de modelos, con objeto de desentrafiar
aspectos tedricos y sentar las bases de nuevos desarrollos de la semdntica y la teorfa de modelos
de los lenguajes y teorias formales. La teorfa de toposes aporta instrumentos iitiles a tal fin. En el
articulo se presentan algunas propuestas en este sentido. :

Abstract

The proliferation of models of axiomatic set theory (ZF or ZFC), possible by forcing
techniques and new axioms, leaves a situation in which we can sistematicaily research interrelations
of models and models families, in order to work out theoretical aspects and to put the basis for new
developments of semantic and model theory of formal languages and theories. Toposes theory
settles useful tools toward this aim. This paper shows some proposals in this line.

1. INTRODUCCION.

La axiomatizacién de la teoria de conjuntos se produce como reaccién a la
aparicion de las paradojas, con el objetivo de regular el uso de sus conceptos y evitar la
inferencia de contradicciones. El desarrollo de 1a 16gica y la hegemonia del formalismo
como pauta de investigacion gui6 durante los afios siguientes el estudio de 1as propiedades,
posibilidades y limitaciones de las teorfas axiomdticas de conjuntos. Al mismo tiempo,
dicho desarrollo se basé, en gran medida, en instrumentos de naturaleza puramente
conjuntista, particularmente por mediacién de la teoria de modelos: de hecho, desde sus
origenes, la teoria de conjuntos ha ostentado las funciones de fundamento de las
disciplinas formales, al menos entendiendo por tales las de ser base conceptual y fondo
de coherencia sobre el que, con planteamientos cldsicos, llevar a cabo las investigaciones
en esas disciplinas. Este influjo reciproco ha promovido gran parte del moderno progreso
de la 16gica matemdtica y originado, asi mismo, situaciones problemadticas complejas.
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Asi, unresultado tan fundamental como temprano de la teoria de modelos de primer
orden, cual es el teorema de Lowenheim-Skolem, es un desencadenante de las investi-
gaciones que, durante este siglo, han descrito con rotundidad la esencial relatividad
conceptual y la indeterminacién formal de las teorias axiomdticas de conjuntos, que ya
asomaban las orejas tras la paradoja de Skolem.

La prueba por Godel de la incompletud de la aritmética formal tiene, igualmente,
inmediatas consecuencias paralateorfa de conjuntos, enla medidaen que lafuerzaldgica
de ésta, en la axiomatizacién de Zermelo-Fraenkel (ZF), por ejemplo, excede con mucho
la necesaria para probar los postulados de Peano como teoremas propios.

Uno y otro resultado dieron entrada a la posibilidad de concebir modelos de teorias
formales en los que sus términos cobraran interpretaciones en mutuo conflicto. El curso
de las investigaciones confirm dicha posibilidad y centr6 el interés en la construccién
de modelos de la teoria de conjuntos destinados a satisfacer ciertas condiciones tedricas.

2. FORCING, NUEVOS AXIOMAS Y EL SENTIDO ACTUAL DE LA TEORIA
DE CONJUNTOS.

La proliferacién de modelos de las teorias axiométicas de conjuntos exploté con
la invencidn y el perfeccionamiento del método de forcing y las pruebas de indepen-
dencia que hizo posibles con relacién a los axiomas tenidos por cldsicos!. Ademais, el
método entronca con procedimientos de aplicacién mds general que posibilitan plan-
teamientos semanticos de gran flexibilidad y, al mismo tiempo, uniformidad concep-
tual®. Por su importancia para la actual problematica de 1a teoria de conjuntos y el papel
que juega en relacién a los temas tocados en este trabajo, esbozamos a continuacién su

1. El método de forcing fue formulado y usado en COHEN, P.J., «The independence of the continuum
hypothesis», Proceedings of the National Academy of Sciences USA, 50 (1.963), pp. 1143-1148, 51 (1.964),
pp. 105-110. Mediante €] pueden construirse modelos de una teoria dada, como ZF, a partir de modelos dados
de la misma. Pero, ademads, los modelos obtenidos satisfacen ciertas otras sentencias del lenguaje, lo que
pemitié a Cohen probar la independencia del axioma de constructibilidad, el axioma de eleccién (AE) y la
hipétesis del continuo con relacion a ZF (a ZF+AE en el primer y tercer caso). La técnica hace un uso esencial
de cierto tipo de modelos de la teoria (en general, son modelos cuya relacién de pertenencia es transitiva - todo
elemento suyo estd incluido en el dominio - y bien fundada - toda subclase del dominio tiene un elemento del
que es disjunto - sobre un dominio enumerable), que manejaremos también aqui (excepto, quizés, por lo que
se refiere a la enumerabilidad del dominio). Cuando queramos expresar la relativizacion de una expresién del
lenguaje de teorfa de conjuntos a un modelo determinado, M, es decir, dar la versién de dicha expresién para
ese modelo, lo haremos utilizando un superindice del nombre del modelo: asi, ¢ ser4 la relativizacién de la
férmula ¢ al modelo M.

2. Tales son los que suelen denominarse con el apelativo Semdntica de Beth-Kripke-Joyal, BK]J, cuya
formulacién en términos categoriales la ha hecho suficientemente general como para hallar multiples
aplicaciones. Vid. LAMBEK,J. y SCOTT,P.J., Introduction to higher order categorical logic. Cambridge
University Press, Cambridge, 1.988; BELL,}.L., Toposes and local set theories. An introduction. Oxford
University Press, Oxford, 1.988; TROELSTRA, A.S. y DALEN,D.v., Constructivism in Mathematics. An
Introduction. North-Holland, Amsterdam, 1.988.
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proceso general, ilustrindolo con el ejemplo, facil de seguir, de su uso para la prueba de
la independencia de la hipétesis del continuo®.

Sea M = <M, e > un modelo enumerable de ZF (en nuestro ejemplo puede asu-
mirse, ademds, que lo es de ZFE + HC, lo que es posible por la prueba de consistencia
de Godel - vid. nota anterior). Llamamos nocién de forcing a cualquier elemento de M
que sea una relacién de orden parcial (es decir, reflexiva, antisimétrica y transitiva) con
elemento mé4ximo®*. Los elementos de una nocién de forcing serdan denominados con-
diciones y seran considerados como unidades de informacion, cuyos contenidos crecen
en el sentido descendente de la relacion de orden (de manera que el mdximo elemento
proporciona la menor informaci6n). El tipo de informacién por la que estamos intere-
sados trata sobre la composicioén de ciertos subconjuntos de la nocién de forcing, a los
que llamaremos conjuntos genéricos: esta denominacién obedece a que la propiedad de
pertenecer a ellos, con los elementos a nuestra disposicién en el modelo M, es compartida
previsiblemente por cualquier condicién, ya que cada una de éstas asi lo ratifica de si
misma. Pero hay nociones de forcing con cierta propiedad, cuyos conjuntos genéricos
son. subconjuntos propios que no son conjuntos de M, aunque si de determinadas
extensiones que son modelos de ZF.

Sea P=<P,< 1 > una nocién de forcing, Pe M. La propiedad que define a los
conjuntos genéricos viene dada por lo siguiente:

Decimos que DCP es denso si para todo pe P, hay un ge D tal que g<p. Decimos
que GCP es M-genérico si G verifica:

a) Vpge G3re G (r<p & r<g),
b) Vpe GVg¢e P (p<q = qeG),
¢) Si DCP, DeM, es denso, entonces DG = @.

3. La hipétesis del continuo de Cantor (HC) afirma que el cardinal del conjunto de los mimeros reales,
IR}, es el primero no enumerable. Dado que R es equinumérico con P(N)={x:xCN}, N el conjunto de los
niimeros naturales, cuyo cardinal es X , HC afimma tP(N)I = X . GODELK., The consistency of the axiom
of choice and of the generalized continuum-hypothesis with the axioms of set theory. Princeton University
Press, Princeton, 1.940 (versi6n castellana en GODEL,K.,Obras completas, Alianza Editorial, Madrid, 1.981
(edicién y traduccién de Jesiis Mosterin), pp. 205-293) probé la consistencia con ZF, no sélo de HC, sino de
la hipdtesis generalizada del continuo (HGC): para todo ordinal ¢, IP(R )l = X . La prueba estd mediada
por la de la consistencia de ZF con el axioma de constructibilidad (V=L, que afirma que todo conjunto puede
ser definido en el curso de una iteracion transfinita sobre los ordinales de las operaciones axiomatizadas por
la teoria, aplicadas predicativamente, es decir, siempre sobre objetos obtenidos en estadios previos), ya que
HGC es un teorema de ZF+V=L. Por otra parte, IP(X )l tiene restricciones derivadas de su propio concepto:
por el teorema de Cantor, es mayor que X ; por el lema de Kénig, para toda funcién fde X en IP(R I, todo
valor de festd acotado en éste. Cohen probé en el articulo citado en la nota 1 la consistencia de ZF con [P(X )|
=R .., 01. Parainformacién detallada sobre el método de forcing y las pruebas de independencia obtenidas
consuayuda, véase KUNEN K., Settheory. Anintroduction to independence proofs. North-Holland, Amsterdam,
1.980, cap. VIIy VIIL .

4. Llamaremos indistintamente nocién de forcing al concepto acabado de introducir y al conjunto que es
su campo, es decir, formado por los elementos de M que estén en la relacién con algiin otro elemento de M.
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Intuitivamente, un conjunto genérico estd formado por condiciones compatibles
(las informaciones transmitidas por cada dos elementos suyos pueden extenderse ala de
una condicién que comprende a ambas) y es completo, es decir, la informacién sobre la
pertenencia a €] de cualquier condicién estd determinada. Para nuestro ejemplo, sea

P = {p:p es una funcién & (dominio de p)C(wx R )M &
: (rango de p) ©{0,1} & ipl < R},

si p,ge P, estipulamos p<q si gCp (de modo que el miximo es 1=@).
La propiedad a la que aludiamos cuatro parrafos antes es

(*) VpeP3greP (q<p & r<p & —3s (s<q & s5r)),

o sea, toda informaci6n tiene extensiones incompatibles entre si. Claramente, dado que
los elementos de nuestra P son finitos, dicha nocién de forcing verifica (*). Por otra parte,
toda nocién de forcing que verifique (*) y sea un conjunto de M tiene subconjuntos
genéricos que no lo son.

Dado Pe M como en (*) y GCP M-genérico, la clausura de MU{G} con respecto
a las operaciones representadas axiomdticamente por ZF constituye el dominio de un
modelo M[G] de la misma teoria (si ademas M es un modelo de AE, también M[G] lo
es). La prueba detallada de esto es compleja y requiere una definicién minuciosa de la
técnicade forcing, perolo que interesa destacares que, puestoque Ge M[G] (yes,ademis,
el menor modelo de ZF con esa propiedad que incluye a M), el concepto «subconjunto
de P» ve alterado su significado en el nuevo modelo y puede forzar (en los casos
interesantes lo hard) la validez en €l de sentencias falsas en el modelo original.

Cada pe P, en nuestro ejemplo, suministra informacion sobre los conjuntos ge-
néricos a los que pertenece; por su forma, p nos informa, ademds, de la composicién de
ciertos conjuntos de nimeros naturales (es decir, elementos del continuo) que no estdn
en M: si GCP es M-genérico y pe G, p nos ofrece datos sobre conjuntos G Cw, para
o€ (X )™, dados por:

para todo ne
p }nforma que ne G, i <n,0,1> ep,
p informa que ng G _ si <n,a,,0> €p.

Si no se da ninguno de ambos casos, p es irrelevante para esta informacién; pero
en ese caso p(<n,0>) no estd definido y podemos dar extensiones suyas, p,=pu
{<n,0,1>}, p,=p{<n,a,0>}, mutuamente incompatibles. Ademds, puesto que para
cada ne ® y ae (R )™, los conjuntos
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D ={peP : Joe (R MJie 2(<n,a,i>€ p)}
D _={peP : Ine wdic 2<n,0,i>ep)}

son densos, como ficilmente se puede comprobar, hay siempre un pe G que nos informa
sobre ne G_. Por otro lado, si 0, Be (X )" y a#B, entonces G #G,, ya que siempre habré
un pe G y un ne o tales que, por ejemplo, <n,,1>,<n,8,0>€ p. Asi pues, el cardinal del
continuo en M[G] es al menos (R )"IMS); pero puede probarse que los cardinales de
M[G] y M coinciden®, de manera que M[G] valida —-HC.

Como consecuencia de la aplicacién del método de forcing, el nimero de
resultados de independencia con respecto a teorias de la 6rbita de ZF y la constatacién
de un amplio abanico de conceptualizaciones de los términos de la teoria de conjuntos
se han hecho notorios. Un ejemplo es la aleatoriedad que, en contextos clédsicos, ha
adquirido el concepto de continuo. No s6lo las respuestas al problema de su cardinalidad
son, con las debidas limitaciones, casi arbitrarias; ademads, las variedades estructurales
para las que hay modelos que satisfacen ZF se han enriquecido con diversos tipos de
propiedades y gran niimero de combinaciones, la poblacion de entes y atributos que
consistentemente pueden aceptarse se ha multiplicado y, engarzados en una red de
interconexiones muchas veces difusa a nuestros ojos, han nacido nuevos problemas. Por
mencionar alguno, témese el esclarecimiento de la relacion entre medibilidad y pro-
piedad de Baire (y otras propiedades de conjuntos de reales), cuestion que ha tenido gran
eco entre los estudiosos de la teoria de conjuntos, que han desvelado vinculos con
numerosos aspectos tedricos, especialmente relativos a nuevos axiomas®; en este con-
texto hay que citar la investigacion en teoria descriptiva de conjuntos, con destacadas
implicaciones y conexiones metatedricas, ademds de considerables dilucidaciones
acerca de la estructura del continuo’; la direccion de implicaciones e influencias se
invierte del plano de la teoria al de las investigaciones en andlisis y topologfa a través del
estudio de Ia gama de los diferentes axiomas de Martin® y, en general, de los nuevos
axiomas propuestos a lo largo de los dltimos afios.

5. La prueba de esto excede los propésitos de este trabajo: brevemente diremos que depende de cierta
propiedad de la nocién de forcing utilizada, consistente en que todo subconjunto de P en M cuyos elementos
sean condiciones mutuamente incompatibles tiene cardinal enumerable; vid. KUNEN K., Op.cit.,pp. 211 ss.

6. Pionero en este terreno es el articulo SOLOVAY . R.M., «A model of set-theory in which every set of
reals is Lebesgue measurable», Annals of Mathematics 92 (1.970), pp.1-56. En €l se revela ya la sensibilidad
de este problema hacia las asunciones de fuertes infinitos. Con el curso de los afios, se han desvelado
conexiones con nuevos axiomas de otra fndole que mencionaremos mas adelante.

7. Unabuena referencia sobre teoria descriptivaes MOSCHOVAKIS,Y .N., Descriptive Set Theory. North-
Holland, Amsterdam, 1.980. Su objetivo es el estudio de clases de conjuntos de niimeros reales definibles con
diferentes grados de complejidad, y las propiedades estructurales del continuo derivadas de ese estudio. Un
elemento de gran interés para esta disciplina es el axioma de determinacién (AD) y distintas restricciones
suyas, que afiadido a ZF permite concluir importantes resultados de regularidad para clases de reales.

8. El axioma de Martin (AM) fue formulado en MARTIN,D.A. y SOLOVAY,R.M., «Internal Cohen
extensions», Annals of Mathematical Logic, 2 (1.970), pp. 143-178, como medio de clausurar la teoria con
relacion a los argumentos de forcing del tipo usado por Cohen (concretamente, aquéllos cuya nocién satisface
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La motivacién para la formulacién de estos nuevos axiomas es bastante variada:
en muchos casos se ha buscado suplementar ZFE con sentencias de gran fuerza l6gica,
intentando decidir cuestiones independientes, muy particularmente HC; tal es el caso de
la jerarquia de axiomas de grandes cardinales®. Al postular su existencia se pretende que
una parte del universo esté clausurada con respecto a propiedades y relaciones, evitando
construcciones que afiadan alguna novedad para los objetos de la porcidn aislada por
debajo del rango del gran cardinal. Sin embargo, ni siquiera estas nuevas y potentes
axiomatizaciones han quedado inmunes a la accién de los argumentos de forcing. Por
otra parte, esta linea de investigacion se ha afianzado como una tendencia con vida
propia, enla que el interés principal es el estudio de los modelos construidos bajo la égida
de los grandes cardinales y la generalizacién de las propiedades que los caracterizan.

Un rasgo notable es el hallazgo de interconexiones tedricas o metatedricas entre la
investigacién sobre grandes cardinales y la de otros tipos de nuevos axiomas. Quizis el
mads impresionante vinculo en este sentido se localiza en los modelos para distintos
grados de determinacién de clases de reales, obtenidos por restricciones diversas al
axioma de determinacion.

Ademds de la riqueza de problemas que la propuesta de nuevos axiomas ha
generado, hay una cuestién mucho mds general y ambigua, aunque necesaria, si no
hemos de considerar estas investigaciones como una actividad frivola y desconectada de
los intereses del conocimiento humano. Se trata de estimar el grado de evidencia que
dichos axiomas poseen. Subiendo otro escalén de generalidad, puede considerarse la

la propiedad a la que aludimos en la nota 5). Desde entonces se han propuesto distintas generalizaciones, por
extension de dicha clausura a familias cada vez mds amplias de nociones. As{ mismo, se han estudiado versiones
mds débiles de 1a original, restringiendo la familia de nociones respecto alas que se aplica laclausura. Lautilidad
de todas estas formulaciones es que permite obtener mediante prueba tedrica resultados que, en Topologia y
Andlisis, por ejemplo, requeririan un argumento de forcing especifico. Ademds, sin ser equivalente a HC, AM
comparte varias de sus consecuencias (los cardinales entre Ry IP(X )| tienen una serie de propiedades en
comiin) que hacen de su teoria lo bastante rica y determinada para ser objeto de estudio. Recientemente se han
observado conexiones entre una version, en cierto sentido méixima, de AM y ciertos axiomas de infinito.

9. Alfred Tarski fue uno de los primeros en interesarse en estos asuntos, que han llegado a constituir un
subcampo con identidad propia de gran importancia en las investigaciones en teoria de conjuntos. Su articulo
en colaboracién con H.J. Keisler, «From accessible to inaccessible cardinals», Fundamenta Mathematicae 53
(1.964), pp. 225-308, abrié nuevos horizontes, al centrar el interés en laindagacién de propiedades que suponen
postular un cardinal grande: los criterios sentados para ello son los siguientes: generalizacién de propiedades
de infinitos menores (por ejemplo, R ) a cardinales mayores; reflexién (atribucién de propiedades del universo
al estadio del mismo dado por el cardinal en cuesti6n); resemblanza (existencia de inmersiones elementales
de diferentes porciones del universo). En muchos casos, los nuevos axiomas se relacionan con la existencia
de autoinmersiones elementales no triviales del universo, lo que permite tratar la cuestion estudiando los
ultrafiltros que hacen posible la definicién de la inmersion. Para mas informacién, pueden consultarse
SOLOVAY ,RM., REINHARDT,W.M. y KANAMORLA., «Strong axioms of infinity and elementary
embeddings», Annals of Mathematical Logic 13 (1.978), pp. 73-116 y KANAMORLA. y MAGIDOR M.,
«Theevolution of large cardinal axioms in set theory», MULLER,G.H. ySCOTT,D,S.(eds.), Higher Set Theory,
Springer Verlag, Berlin, 1.978, pp. 99-275.
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manera de emprender el anélisis 16gico de los conceptos sobre los que presuntamente
trata la teorfa de conjuntos, con el fin de ponderar el papel de los nuevos axiomas en su
caracterizacion y proponer alternativas que contribuyan a dicho cometido.

Como se ha dicho, son éstas cuestiones ambiguas; su complejidad crece, incluso,
con el cuerpo de problemas y resultados. La razén es que estimamos la evidencia de
enunciados del lenguaje de la teoria y analizamos sus conceptos principalmente a la luz
del entramado en el que se localizan o al que dan lugar, incluyendo la implicaciones sobre
dmbitos extraconjuntistas en los que €l aparato conjuntista halla aplicacién. Tanto més
es esto asi cuanto la evolucién de la teorfa de conjuntos la ha llevado por caminos en los
que la intuicidn condicionada empiricamente tiene muy poco que decir; y dado que
nuestro conocimiento de las estructuras matemdticas se produce por obra de su elabo-
racién teérica, lo que en este sentido se pueda aportar al juicio de nuevos axiomas e
hip6tesis estd inmerso en la misma red de conexiones abstractas en la que estdn sumidas
las investigaciones en teorfa de conjuntos. Los instrumentos y criterios para juzgar la
evidencia de los enunciados o analizar los conceptos de este nivel pertenecen, por tanto,
mayoritariamente a su propia esfera. Pese a ello, la canalizacion de los esfuerzos por
valorar las hip6tesis abstractas debe contar, como ingrediente imprescindible, con el
estudio de sus aplicaciones y, en 1a medida en que ello pueda acarrear un contacto con
usos tedricos y lingiiisticos mds préximos a nuestra percepcion del mundo, puede verse
aqui un vestigio de empirismo de indiscutible valor.

Precisamente la bisqueda de aplicaciones es el momento en €l que el polimorfismo
de la teorfa de conjuntos puede traer consecuencias importantes para la investigacién de
otras ramas de la 16gica matemadtica: asi como la teorfa clasica de conjuntos subyace a
lateorfa cldsica de modelos, es previsible un desarrollo coherente de teorias multiformes
de modelos que entronquen con la pluralidad de planteamientos axiomaticos en teoria
de conjuntos y, sobre todo, con la sistematizacién de sus distintas interrelaciones.
Nuestro enfoque en las siguientes secciones procurard hacer hincapi€ en esta idea que,
pensamos, puede ser de interés para diversas tendencias no cldsicas y para el andlisis
I6gico de los lenguajes humanos.

3. PLURALIDAD DE UNIVERSOS.

Pese a la indeterminacion conceptual y formal de la teorfa de conjuntos, las
investigaciones suelen adoptar el supuesto de que hay un universo tinico y estable que
funciona como marco de los argumentos y de 1a modelizaciones de las axiomatizaciones
consideradas. Asf, el universo bien fundado, designado por V, definido recursivamente
por iteracién transfinita de las operaciones de conjunto potencia y gran unidn, es
considerado el modelo natural de ZF, por referencia al cual es costumbre ofrecer los
contenidos, incluso aquéllos relativizados a modelos restringidos, de la teorfa de -
conjuntos. Lo cierto es que los resultados metateéricos adoptan a menudo el supuesto de
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laconsistenciade ZF, lo que permite operar en el marco de su modelo mas comprehensivo,
V. Andlogamente, aunque la referencia dltima es V, algunos resultados se concluyen de
hipétesis adicionales, como V=L, axiomas de infinito, axiomas de determinacion, etc.,
modificindose oportunamente para ello el modelo marco en el que se razona.

A despecho de la naturalidad de este planteamiento, esbozaremos aqui un punto de
vista diferente que, lejos de acentuar la fijeza (presunta) de los conceptos conjuntistas,
resaltael cardcter dindmico y plural que el panorama actual de sus modelos tiende a poner
de relieve.

Ante todo, debe notarse que las mismas técnicas habituales de construccién de
nuevos modelos, especialmente la de forcing y la de ultrapotencia, aportan datos paraun
programa de articulacién orgdnica de distintos universos, e incluso clases de universos,
en estructuras que podrian, en principio, ser caracterizadas con cualquier grado de
precision.

En el caso del método de forcing, nuestras consideraciones quedardn probable-
mente mejor aclaradas utilizando su sistematizacion por medio del concepto de modelo
booleano™.

Al esbozar el concepto de forcing y la construccién de modelos genéricos, dijimos
que la informacién que una condicién transmite se refiere a la composicién del conjunto
genérico: en tanto el nuevo modelo se construye tomando dicho conjunto como
parametro en la definicién de sus elementos, podemos concluir que la informacién es
relevante para cualquiera de éstos y para la evaluacién de las expresiones del lenguaje
formal en su dominio y estructura, es decir, para la delimitacién exacta de la teorfa del
modelo genérico. Hay mecanismos elaborados para entender esto del siguiente modo:
por una parte, la estructura de una nocién de forcing, <]P,S.,,1‘?>, puede ser inmersa en
un dlgebra booleana completa’', <B,< 1 >, de manera que laimagen de dicha inmersién
i:P—>B es un subconjunto denso de B. La informacién sobre el modelo genérico, re-
cabada ahora por los elementos de B, adopta la particularidad de que cada sentencia del
lenguaje puede asociarse, dada la completud del dlgebra, con el supremo de las imédgenes
por i de las condiciones que la fuerzan; es posible ahora insertar las configuraciones
tedricas en el lenguaje dentro del marco proporcionado por la estructura de B. Como
consecuencia, ademds, podemos tratar (en ¢l modelo base dado) cada candidato a

10. Este modo de representar los argumentos de forcing fue elaborado por vez primera, de un modo
completo y como hoy se utiliza, por Dana Scott y Robert Solovay en una intervancién durante el Symposium
on Pure Mathematics dedicado a Teoria de Conjuntos, celebrado en la UCLA el verano de 1.967. Una
exposicion detallada puede hallarse en BELL,L.L., Boolean-valued Models and Independence Proofs in Set
Theory, Oxford University Press, Oxford, 1.985 (2* edici6n). Debe mencionarse, no obstante, que el origen
del método se remonta a 1.965, en que Solovay llegé a su planteamiento de modo simulténeo a Petr Vopenka
en «The limits of Sheaves and applications on constructions of models», Bull. Acad. Pol. Sci. Ser. Math. Astron.
Phys. 13, pp. 189-192.

11. Un 4lgebra booleana completa es aquélla que posee supremos e infimos para subconjuntos arbitrarios
de su dominio (recuérdese que la relacién b<c se define por b+c=c, para b,ce B).
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elemento del modelo genérico como un conjunto (o casi-conjunto) cuya funcién
caracteristica, en vez de recibir valores en {0,1}, lo hace en B: ello hace posible, con
instrumentos puramente algebraicos, el computo del valor de probabilidad de
sentencias del lenguaje en el marco ofrecido por B, y definir asi una estructura (que
es, asi mismo, un modelo de ZF) cuya teoria corresponde a la clase de sentencias con
valor booleano 1.

Como se ha dicho, estas construcciones se definen sobre un marco previo que
validalas asunciones de las argumentaciones y que, con frecuencia, es V. Incluso pueden
definirse universos booleanos V® dados con relacién a la estructura base de V y con
relacion a un dlgebra B que es un elemento de V. Lo que queremos ahora destacar es
que puede establecerse un discurso coherente sobre conceptos conjuntistas no fijos, ni
siquiera internamente a estructuras dadas, como en el caso de los universos y modelos
booleanos: sus elementos son conjuntos difusos cuyos contenidos son dados en evo-
lucién, de acuerdo con la informaci6n proporcionada por los elementos del dlgebra: 1
equivale a la minima informacién disponible para la especificacion de los modelos en
los que valen sentencias con dicho valor (y, por tanto, de los contenidos de sus
elementos) y, de hecho, no ailade novedades a la estructura del modelo booleano
mismo. Si b,ce By b<;c, entonces b da mds informacion que c, ya que las sentencias
vélidas en modelos que admiten ¢ como verdad son vélidas en los que admiten b (por
tanto la clase de los primeros estd incluida en la de los segundos).

Este punto de vista ha resultado poco relevante para los problemas tipicos de teoria
de conjuntos, yaque generalmente cualquier conjunto genérico resulta adecuado paralos
argumentos llevados a cabo en pruebas de independencia. Sin embargo, tenerloen cuenta
puede ayudar a acentuar aspectos de una representacion distinta, sobre todo en relacién
con contextos mds generales, de este campo de investigacion.

Un primer contexto m4s general viene dado por el concepto de iteracién'?. Ademas
de sistematizar procesos de extension genérica iterada y las pruebas de independencia
basadas en ellos, el estudio de las propiedades de nociones iteradas de forcing aporta
datos de gran interés concernientes a los modos de preservacion y alteracién de
conceptos en la transicién de unos modelos a sus sucesivas extensiones: la investigacién
de este 4mbito revela lo sensibles que son a la presencia de dichas propiedades y de las
del orden que actia como indice de la iteracidn, tanto el proceso en si como las
transformaciones experimentadas en €l por los conceptos conjuntistas. La represen-
tacion de este proceso como iteracién de la obtencién de modelos booleanos, relativos
a dlgebras que guardan entre si diversas relaciones especificables con claridad, induce

12. El método de forcing iterado fue introducido en SOLOVAY,R.M. y TENNENBAUM,S., «Iterated
Cohen extensions and Souslin’s problem», Annals of Mathematics 94 (1.971), pp.201-245. Detalles sobre su
definiciény uso puedenencontrarseen KUNEN K., Op.cit.,cap. VIII. Unainteresante y reciente generalizacién
del concepto puede hallarse en GROSZEK M. y JECH,T., «Generalized iteration of forcing», Transactions
of the American Mathematical Society 324 (1.991), pp.1-26.
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a pensar en factores de uniformidad y concomitancia de la estructura de la familia
(indexicada de alguna manera) de dlgebras y las relaciones entre los diversos modelos
obtenidos, sus elementos y las relaciones entre éstos, etc. De esta manera, el proceso
puede concebirse coherentemente como un cuadro dindmico en el que los conceptos de
la teoria de conjuntos asumen un significado variable, si bien el estudio en profundidad
de su variacion puede ser sometido a control.

Algo similar puede decirse de 1a técnica de ultrapotencias'®. En este caso, también,
la posibilidad de definir iteraciones (sobre un conjunto indice dado) y el carécter
fuertemente algebraico de la operacion de ultrapotencia, benefician la idea de una
representacion paralela de la familia de ultrafiltros y de las transformaciones producidas
en los conceptos de la teoria a lo largo del proceso de iteracion.

Ambos casos nos llevan a considerar ciertas familias de modelos de la teoria,
conformadas de acuerdo a estructuras que, por asi decir, despliegan (de una forma
también estructurada) las posibilidades de los conceptos teéricos. La teoria de las ca-
tegorias' constituye un marco que, como intentaremos mostrar, es lo bastante general
como para permitir un apropiado estudio de la cuestién.

Todo modelo de teoria de conjuntos (al menos de ZF) puede considerarse como
una categoria cuyos objetos son sus conjuntos y flechas sus funciones (que,
incidentalmente, son también objetos) y con propiedades que caracterizan un tipo
particularmente interesante, el de los toposes'S. Los modelos y universos booleanos se
adaptan a esta conceptualizacidn, si bien, ademds, son categorialmente equivalentes
a toposes de un cierto tipo: los toposes de haces sobre un dlgebra booleana completa
con valores en el universo conjuntista al uso en la definicién del modelo booleano, Por
ser mds claros, dichos toposes tienen por objetos la clase de functores (o sea, flechas

13. El uso de ultrapotencias en teoria de conjuntos estd asociado a ciertas hipétesis de grandes cardinales
(vid. nota 9); en particular, se ha investigado la existencia de ultrapotencias médulo ultrafiltros completos no
principales sobre un cardinal no enumerable (1lamado cardinal medible), que, en presencia de AE, resulta ser
muy grande. Al definir iteraciones «largas» del método puede generalizarse este concepto, obteniendo as{
propieades atin mds fuertes. Para los conceptos de ultrafiltro y ultrapotencia, puede consultarse CHANG,C.
y KEISLER ,H.J., Model Theory. North-Holland, Amsterdam, 1.977 (22 edici6n), cap.4 y 6.

14. La teorfa de las categorias comienza su andadura hacia los afios 40, de lamano de Saunders MacLane
y S. Eilenberg; su base conceptual es extraordinariamente simple y, sin embargo, adecuada para la
consideracién de cualquier estructura matematica. Una categoria es una coleccién de objetos y flechas entre
los mismos, sin més especificaciones. Las propiedades de unos y otras caracterizan los tipos de categorias de
las distintas estructuras. Ademds, es posible acceder a un plano superior en el que consideramos categorias
cuyos objetos son otras categorias. Para mas detalle, consiltense LAMBEK,J. y SCOTT.,P.J., Op.cit. 1y
BELL,J.L., Toposes and Local Set Theory. An Introduction, cap.1.

15. Los toposes son categorias clausuradas respecto a propiedades que son una generalizacién algebraica
de propiedades de conjuntos, como productos cartesianos y conjuntos potencia. Su creador fue F.W.Lawvere
en los primeros afios 70. Para m4s informacién sobre este concepto y algunas especificaciones suyas puede
consultarse LAMBEK,J. y SCOTT,P.J., Op.cit,, 111, y BELL,J.L., Toposes ..., especialmente cap. 2 y 5 (para
toposes de haces).
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entre categorias) entre el dlgebra en cuestién, B, considerada como categoria (cuyos
objetos son los elementos de B y flechas las desigualdades b<c vélidasen B) y el dominio
del modelo base, que invierten la direccién de las flechas (si b<c y F es un functor del
tipo descrito, llamado contravariante, entonces la flecha correspondiente en el modelo
es una funcién del conjunto F(c) en el conjunto F(b)) y con la propiedad de que la
imagen del supremo de cualquier subconjunto X de B es el dominio de la imagen por
el mismo functor de cualquier desigualdad entre los elementos de X y dicho supremo.
Las flechas de un topos de haces son las transformaciones naturales entre haces,
aplicaciones 1M que, si se dan entre haces F y G, mandan cada elemento b de B a una
funci6én del modelo 1(b):F(b)—>G(b), de manera que si c¢<b, entonces G(c<h)n(b)=
n(c)F(c<b). Esta representacién de los modelos booleanos ayuda a percibir con méds
claridad el caricter dindmico de sus elementos, ya que cada uno de ellos puede verse
como un haz que va adquiriendo valores a lo largo de B. De este modo, las construc-
ciones para los argumentos con forcing pueden efectuarse con instrumentos categoriales.
" El modo de representacién de los modelos de teoria de conjuntos como toposes de
haces tiene proyeccién en el tratamiento sistemdtico de familias de modelos, ya que
podemos introducir categorias de orden superior cuyos objetos son categorfas y cuyas
flechas son functores entre ellas (y, asi mismo, categorias de functores y transformaciones
naturales entre ellos). La forma general en que esta idea puede articularse es la siguiente:
consideramos un marco presupuesto para un argumento metatedrico (tal como V) como un
espacio cuyos puntos son sus elementos, en el que las construcciones efectuadas para el
desarrollo del argumento, es decir, los modelos ideados para la prueba, son contemplados
como abiertos suyos conrelacién aoperaciones sobre modelos que signifiquen laintroduccién
de modelos mas comprehensivos. Estrechando el foco de atencion, las familias de modelos
introducidas por los procedimientos conocidos de prueba (clausuradas respecto a mani-
pulaciones que permitan obtener nuevos modelos) son categorias dotadas de una estructura
que, bajo ciertos criterios, pueden asemejarse a la de un espacio topoldgico.
Dado un modelo M de ZF, llamaremos subespacio de marco M a cualquier familia
de modelos de ZF, A, que tiene a M como elemento y para la que hay un dlgebra de
Heyting completa, H y una aplicacion fde H en A con las siguientes propiedades:

AD=M;
$i a,be H, entonces fla-b)=fla)f(b) y fla+b)=Ra) *f(b);

donde 1 es el mdximo de H, - y + son las operaciones de infimo y supremo, y U* expresa
la clausura de Skolem de una unién entre clases'®.

16. Un algebra de Heyting completa es una estructura de orden parcial con infimos y supremos de cada
dos elementos suyos, maximo y minimo elementos y supremos de todo subconjunto de su dominio. La nocién
¥ puede definirse por recursién, para cualquier enumeracién de las expresiones del lenguaje que definen
operaciones finitarias entre conjuntos, como la clausura de la aplicacién de dichas operaciones a elementos de
la unién sefialada.
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El requisito que define un subespacio de marco M puede ser ampliado a propieda-
des, en atencién a las cuales su riqueza estructural puede verse incrementada: por
ejemplo, podemos describir un subespacio de marco un modelo booleano M® que
comprende todos los submodelos definidos como modelos booleanos relativos al mismo
modelo base, M, y subdlgebras completas de B. Pueden luego estudiarse las transferen-
cias estructurales de la categoria de subalgebras de B al subespacio y explotar algunos
aspectos de la teoria de dlgebras booleanas (como el dualismo de Stone o la represen-
tacion de un dlgebra por los haces sobre una subdlgebra'’) para obtener representaciones
del marco MP mediante distintas topologias de haces sobre subalgebras: la utilidad de
este punto de vista consiste en que podemos asi trazar las transformaciones de unos
modelos del subespacio a otros como aplicaciones continuas, estudiar dentro de tal
aparato tedrico las variaciones conceptuales privilegiadas por el argumento de forcing
y clausurar formalmente la teorfa con relacién a las novedades introducidas en unaescala
gradual. Este modo de representacién puede ser especificamente aplicado con detalle al
tratar argumentos que utilicen nociones de forcing iterado.

La iteracion de la operacién de ultrapotencia puede concebirse con arreglo a un
plan similar: asumido que el conjunto indice de la iteracién posee una estructura arbérea
con minimo elemento, €l correspondiente al modelo inicial, la construccién, debidamen-
te clausurada con relacién a propiedades topoldégicas del conjunto indice, puede
engarzarse en un subespacio de marco nuestro universo de partida: el cuadro obtenido
nos permitird, nuevamente, estudiar los procesos de variacién de conceptos, especial-
mente la generacién de nuevos ultrafiltros a partir de sus antecesores, de manera
sistemadtica, continua y exhaustiva, proporciondndonos informacién de detalle sobre la
estructura del universo bajo la asuncion de la existencia de un gran cardinal.

Un tercer contexto en el que puede ser ttil el modo de representacién esbozado es
el de los modelos de distintas restricciones del axioma de determinacion. Sabido es que
podemos someter las familias de modelos para distintos grados de determinacién
proyectiva a una ordenacidn jerdrquica segin sus grados de complejidad, riqueza y
regularidad de clases de reales. Nuevamente la clausura de dicha ordenacién con relacién
a ciertos rasgos topoldgicos puede permitir su transferencia a las familias de modelos y
ofrecernos un seguimiento continuo y sistemdtico de las variaciones detectadas en la
construccién de los modelos.

La uniformizacién categorial en el tratamiento, por diversas razones, de familias
de modelos de teoria de conjuntos que se evidencia en el concepto de subespacio tiene
las ventajas de asegurar la homogeneidad de instrumentos en el control, manejo e
investigacion de variaciones, aunando asi métodos y resultados al amparo de un solo
esquema. Ademds, el enfoque puede verse considerablemente generalizado tomando,

17. Para estos conceptos, remitimos al primer volumen de MONK,J.D. y BONNET,R.(eds.), Handbook
of Boolean Algebras, North-Holland, Amsterdam, 1.989.
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como objetos de nuestras categorias, estructuras valoradas, no ya en dlgebras booleanas,
sino en algebras de Heyting completas: por ese camino pueden ofrecerse vinculos
interesantes de las teorfas cldsicas de conjuntos con las tendencias constructivistas de la
l6gica matemadtica, ya que cabe entender que la adopcién de tal enfoque generalizado
abraza indistintamente unos y otros planteamientos.

Otro aspecto que no debe escapar a nuestra atencion es que el planteamiento
esbozado desemboca, inevitablemente, en la bisqueda de relaciones de orden superior,
es decir, en lainvestigacion de categorias de subespacios y operaciones que nos permitan
el transito de uno a otro, o de las transformaciones naturales entre functores que
transfieren argumentos de un subespacio a otro.

La sistematizacién 1égica de estos estudios puede conducir a la formulacién de
nuevas hipétesis de teoria de conjuntos, a desvelar aspectos valiosos para el anélisis de
los conceptos tedricos y, en definitiva, a una mejor comprension de la situacién de la
teoria de conjuntos.

4. UNIVERSOS DINAMICOS INTERACTIVOS.

Precisamente una linea de trabajo interesante consiste en tratar las interrelaciones
entre subespacios de diferente indole. Dentro de ella cabe el estudio, como ya se ha
mencionado, de los resultados de las diferentes combinaciones de métodos utilizados en
el disefio de subespacios, obteniendo subespacios mixtos.

También hay que pensar en las transformaciones inducidas por flechas en las
categorias de los objetos que funcionan como indices en la definicién de subespacios: por
ejemplo, las producidas por operaciones sobre dlgebras booleanas, mds alld de los
homomorfismos completos que configuran un subespacio de marco un modelo booleano
MB; las diferentes disposiciones reticulares de secuencias de ultrafiltros existentes en un
punto determinado de un subespacio; las relaciones definibles entre reales y entre
conjuntos definibles de reales que pueden tener efecto sobre series de modelos para
grados de determinacidn creciente; etc.

El estudio de estas cuestiones debe esclarecer relaciones de convergencia y
divergencia entre subespacios diferentes, asi como la delimitacién de intersecciones y
dreas disjuntas (contradictorias entre si): es decir, debe arrojar luz sobre las diversas
formas de evolucionar los conceptos de la teoria en el seno de un subespacio, con la
consiguiente disparidad de determinacién formal en las extensiones de ZF.

Nuestra propuesta para el acometimiento de esta tarea se basa en la generalizacion
del concepto de forcing al contexto de los subespacios: con ello existird la posibilidad
de expresar (y, en lo posible, computar) la relacién de un modelo con la posicién de una
determinada sentencia en un subespacio concreto, y, extendiendo ain mds la cuestion,
podremos tomar un subespacio como nocion de forcing.
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A continuacién ofrecemos los detalles del planteamiento, asi como una lista de
cuestiones suscitadas a rafz del mismo.

Sean M=<M, e > N=<N,e > dos modelos internos de ZF, S un subespacio de marco
N, funa aplicacién con dominio incluido en (posiblemente idéntico a) M y rango incluido
enN,x,....x €M, ¢y dos f6rmulas del lenguaje de teorfa de conjuntos cuyas variables
libres ocurren entre las v, ..., v . Definimos la relacién de forcing entre (M) y las
férmulas del lenguaje, sobre el marco S, por induccién sobre la complejidad de las
férmulas:

1) M) [k ve v [x,x ] sii fix), (x,) estan definidos
y VAeS (fix), fix )e A= Asv e v [(x) fix)D):

2) M) g v=v,[x,x ] sii fix,), fx,) estén definidos
y VA€eS (fix), ix))e A= A=v=v, [fix ) Ax)];

3) (M) g OAL[XK X ] 81T (M 5 O [XpperrX, ] Y (M /6 X KX ];

4) M) k= 9[x,...X ] sii VM’ DMV g(g es una funcién & fCg & (rango
de g) ©N & (dominio de g)CM’= no (M’,g) /x O[x,....X |;

5) M) [k 6o [Xpp-X ] 8L (M) [ & [Xpooo X 1 M) [ X [Xpe X T

6) M) [ OV [X,,...X ] sii VM’ DMIM’” DM’ Jg[g es una
funcién & (dominio de g)&M’’ & (rango de g)CN & fCg &
M”,8) [k ¢ [X...X ] 6 M”,8) [r % [X,,... X )];

7) (M) [k Vv¢ [x,-.-.% ] sii
VM’ 2DMIM”’ DM’Ixe M”’ Jg(g es una funcién & (dominio de g)cM”’
& (rango de )TN & fCg & (M”",8) /¢ 6 [Xx,....X 1);

8) M J. Mox,..x ] sii
VM’ ©SMVxe M’Vg(g es una funcién & (dominio de g)CM’” &
(rango de g)CN & fCg=(M’,8) /5 O[XX ... X ]).

En este caso, el rango de los cuantificadores VM’y IM’es la clase de los modelos
de ZF. Relativizando las definiciones de (M,f) /¢ ¢[x,...x ] a un subespacio §” dado, es
decir, restringiendo el dominio de valores de M y los cuantificadores VM’y IM’a §”,
podemos estudiar las conexiones entre las estructuras de S y S°. En particular, podemos
definir una nocién de forcing del siguiente modo:
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i) (Mf) es una condicién si Me §’ y f es una funcién con dominio incluido en M
y rango incluido en N.

ii) Si (M,f), (M’,g) son dos condiciones,
M) < (M,g) sii M'CM y gCF.

Restringir i) a funciones con ciertas propiedades permite dar a /« distintos grados
de efectividad: por ejemplo, si se estipula que sean finitas, enumerables, computables
por algiin procedimiento determinado, etc. Por otro lado, dicharelacion satisface algunas
de las propiedades tipicas de la relacién de forcing, en particular:

Mf) S (M’,g) & M’.8) [ O [Xpp.- X =M [£ O XX |5
no M) /5 & A —0[X,...X ];
~ Para toda férmula ¢ y toda condici6én (M), hay otra condicién
M’,9)SMf), M’,8) /& O[X;....X ] 6 (M’,8) /& —0[X ... X .

Dos aspectos del anterior concepto que pueden tener interés son los siguientes:

a)Ladefinicién de condiciones (especialmente de sus segundos miembros) a partir
de la estructura del subespacio S’ y su relacién con la estructura del subespacio S. En
particular, si dichas estructuras poseen rasgos reticulares, puede indagarse vias de
definicién de funciones parciales de los elementos del primer subespacio en los
elementos del segundo atendiendo a las relaciones algebraicas entre ellas.

b) La estructura del subespacio que define la nocién ;permite introducir una
coleccidn genérica de condiciones? No se trata tanto de describir nuevas construcciones,
cuanto de establecer una relacién (operacién) entre (marcos de) dos subespacios, que
permita sefialar la transferencia de cierta estructura del uno al otro.

Lainvestigacion en el &mbito de estos modos de representacion y manipulacién de
familias de modelos de teoria de conjuntos puede generalizarse a contextos mas amplios
que el de la teoria ZF: por un lado, pueden buscarse aplicaciones al estudio de nuevos
axiomas e hipétesis de la axiomatica de tendencia cldsica. Por otro, pueden insertarse los
conceptos introducidos en estudios de cardcter constructivista, por ejemplo, en los
relativos a teorfas intuicionistas de orden superior y de conjuntos.

5. CONCLUSION.

Larelatividad e indefinicién de las axiomatizaciones de la teorfa de conjuntos, asi
como la dificultad de ofrecer alguna base sustancialmente distinta a sus contenidos y al
tratamiento de sus problemas, ponen en tela de juicio las posturas realistas sobre sus
aspectos ontoldgicos. En su lugar, nos parece que una visién que acentiie las funciones
delateorfa para articular y representar nuestro conocimiento de estructuras y las posibles
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manipulaciones sobre ellas, desde un plano de abstraccién superior, cuenta con rasgos
menos problemadticos y mds significativos para el desarrollo de las investigaciones en
curso.

En particular, dicho punto de vista, apoyado en las ideas que hemos expuesto en
las anteriores paginas, puede auspiciar su uso como instrumentos heuristicos destinados
a la propuesta y justificacién de procedimientos légico-matematicos de razonamiento
vinculados al concepto conjunto, de enunciados y problemas tedricos concretos y de
programas completos de investigacion en teorfa de conjuntos, tanto mediante 1a exploracion
de subespacios concretos especificados de alguna manera (por ejemplo, mediante una
propiedad tedrica expresada por alguno de los nuevos axiomas), como de una multiplicidad
de ellos relacionados de modos que puedan ser sistematizados con las herramientas
consideradas. En estos posibles desarrollos, ademds, existird siempre la aspiracién de
ofrecer planteamientos orgdnicamente dispuestos, en una red de resultados y problemas
en continua interaccién.



