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1. CEROS DE LAS FUNCIONES ANALITICAS

Sea G una regidn de Cy Q =41 (G). Si f: Q> A es analiti-
ca existe g : G—> C tal que es analitica y el diagrama

S
Qe —— > A
‘| |+
&
G —C

es conmutativo.

Diremos que f es semiconstante si g es constante, Diremos que
f es seminnla si g es nula.

Si existe @ € Q tal que f () = 0, pueden ocurrir dos cosas: o f
es seminula o no es semiconstante, En este dltimo caso, y sélo en:
éste, diremos que ¢ es un cero de f.

PrOPOSICEON 1.—Sea f : Q —> A amalitica. Sea a € Q un cero de
f. Existe v es tunico el nimero entero n tal que pueda escribirse

1(z) = (z—a){ (2)
con
f@z#0 ¥y f Q>4

analitica. Llamaremos a n el orden del cero.
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Como f (@) = 0 se tiene en un entorno de a el desarrollo
f@) =a (z—a) +a,(z—a)+

Sea 7 el menor entero tal que @, 7 0 que existe, pues f no es idén-
ticamente nula, Se tiene

S (z)= (3 — a)* f1 (z)
en un entorno de o. Fuera de este entorno podemos poner
@ =1 E—a™

pues se tendra ¢ (2) # 9 (@). Esta f, cumple evidentemente todas las
condiciones del enunciado, El # es tinico, pues si existieran dos se
tendrian dos desarrollos diferentes de f en el entorno de a.

De hecho, incluso la f, es tnica, pues dos f, diferentes propor-
cionarian también dos desarrollos distintos de la f.

Prorosicion 2.—Sea G una regidon de C. Q = ¢71(G). {: Q> 4
analitica. Sea 8 1 G > C lo funcidn analitica tol que ¢ o f = g o 0.
Supongamos que £ no es semiconstante. Entonces, si a es cero de
f, o (a) es cero de g. Ademds, si o« es un cero de g de orden n, lg
suma de los Jdrdenes de los ceros a de f tales que o (a) = « es @
lo mds n.

El primer enunciado es trivial. Como f no es semiconstante, g
no es constante. Sea, por tanto, « cero de g, y a4, Gy, -, O, --. 108
ceros de f tales que ¢ (@) = « contados con su multiplicidad.

Aplicando la proposicién 1, repetidamente se tiene pard cada k

f(z) z—a)(z )...(z——ak)fk (2)

donde f; es analitica en Q. Sea g, la funcién asociada a f; entonces
aplicando - a la igualda danterior se obtiene"

£(3) =(2—a)f g (2.

Como g, es analitica, debe ser k'<< u.

Si el ideal maximal de A es principal; esto es, si A es anillo de
valuacién discreta, el estudio de lag funciones analiticas puede redu-
cirse a las no seminulas. Pues si f es seminula, los- coeficientes de
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su desarrollo pertenecen todos a un ideal del tipo (4}, siendo & el
generador del ideal maximal de A, La funcion f puede entonces es-
cribirse en la forma

@) =2 (),

donde la funcién f, no es seminula. Sin embargo, en el caso gene-
ral esto no es posible.

Sea f analitica y no seminula en Q = ¢7* (G). Donde G es una
regidon de C. Llamaremos grado de f en « € G al orden del cero en

« de la funcién g asociada a f. (Naturalmente, el grado puede ser
cero.)

Sia€Q es tal que 9 (@) = o, ¥
f&)=3a,(z—ay

el grado de f en =z es precisamente el entero n tal que ¢ (a,) %0,
siendo o (@) = 0 para k << u.

Sea f no seminula y analitica de Q en A, siendo Q = ¢7* (G) y

G una regién de C. La proposicién .2 nos dice que para cada 2« € G
se tiene:

Card{a|gp@ =2 y f(a) =0} grado de f en a.

Sabemos que para € esta desigua'dad es siempre una igualdad,
Induce .esto a definir el concepto de 4lgebra de Abel cerrada.

DerFinicioNn 1.—Sea A un dlgebra de Abel. Diremo sque A es

cerrada. St para cada f: Q—> A onalitica v no seminule. Siendo
Q =¢(G) y cada v € G, se tiene:

Cord{ajo@ =a 3y (@) =0}=grado de { en «

El objetivo de lo que sigue es estudiar con mas detalle las rela-
ciones entre una funcién ana'itica.y sus ceros.
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2. TEOREMA DE PREPARACION

Vamos a extender el conocido resultado a nuestras algebras, para
lo que serd necesario modificar las demostraciones conocidas, Sobre
todo para probar la convergencia de las series que aparecen.

Llamaremos S (A, X) el anillo de las series convergentes {esto:
" es, con radio no nulo) de potencias con coeficientes en A.

Prorosicion 3.—Sea
B=3b, XneS(4,X)

tal que existe b, & M, y llamemos p ol menor k tal que by § M.
Dadqa

A=Sa XneSA, X)

existen Q €S (A, X) v un polinomio

p—-1
R = Z r, Xn,

n=90

tales que A =B () + R y tanto Q como R estin determinados de
manera Hnicd.

Probaremos primero la existencia y después la unicidad.
Existencia

a) Reducimos primero el problema general al caso en que divi-
dimos por un B de un tipo particular.

B puede escribirse en la forma
B=B +X’B,
donde
B =b +b X+..+b, X'~1 y B

es un clemento de S (A, X) que es invertible en S (A, X), pues
o (by) # 0. Estamos usando el hecho de que la composicién de fun-
ciones analiticas es analitica y que 1/X es analitica en b,.
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Entonces B = B, (X’ — (), donde C = — (1/B,) B, es un ele-
mento de S (A, X). Debemos encontrar Q y R tales que

A=(XP—C)S +R,

donde S=B, Q. Basta de hecho encontrar S y R, donde S€S (A, X)
y R es un polinomio de grado p —1 o inferior, pues entonces se
tendrd Q = B,7' S,

b) Plan de la demostracién.

Determinaremos por recurrencia elementos de S (A, X),
Se, 81,82, ..., Sk, L.,
tales que se verifique:

A -—~XP S sea un polinomio de grado menor o igual que p—1.

0y

[ C 5F— X7 S¥+1 sea un polinomio de grado menor o igual que p —1.

No cabe duda de que existen y estan determinados de manera
{inica estos elementos de S (A, X).

Pongamos
Sk = xok + sl" X +s kX2 4 ..

Probaremos que las series

son absolutamente sumables en A. También veremos que la serie

S =

o oo

(o) x

n=0 k=90

pertenece a S (A, X).
Una vez probado esto, la existencia de S que verifique

A=X’—C)S+R
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es trivial, pues sumando las & + 1 igualdades de (1) se obtiene que
A—XP (S04 St 4 ... 4 SK1) + C(S + S + ... + 5%

es un po'inomio de grado menor o igual que p —1.
Como los coeficientes de

S0 4 S1 4 ... 4 Sk

tienden en la ropologia de A hacia los de S, se deduce facilmente
que los coeficientes de

A—XP(S9 + St L4 SH) + L+ SF)

tienden todos a un valor que es el correspondiente coeficiente de
A—X’S + CS, y por ser éstos a partir del de X? nulos, su li-
mite no puede ser mas que cero. Asi, pues,

A=X"—C)S+R,

donde R es un polinomio de grado menor o igual que p —1.

¢} Calculo de los s,*.

Las ecuaciones (1) proporcionan las igualdades

sni' =085,
k. —_

sk = .\‘0" Cpn T sl" Copnen + ... +Sk1’4?' €y
de las que pueden obtenerse los s,* en funcién de los a; y los ¢; coe-
ficientes del desarrollo de C.

Con una notacién obvia puede escribirse:

k+1

So cp Cp_y Cpog vvan. g 0 .o 5o
k+1

5 + _ Cppq Cp [7 R £ Cop conse .!‘]k
+1

Szk Chpia €H41 Cp e ees Oy €f vevnn S‘zk

................................

Si ponemos



_los_

la matriz infinita esti formada por los elementos aum con # >0,
m > 0. Siendo @um = Cpynm- -

Entonces con el sentido obvio, pues todas las sumas considera

das son finitas, se tiene para cada k
[s#] = T# [a,,,],,

donde T es la matriz antes considerada, y [s*] y [as,,] son los vec-

tores fila obtenidos variando 4.

Asi, pues, s*, es un polinomio en las variables ¢; y a; lineal en
las @;. Tratamos de expresarlos explicitamente. Para ello debemos
obtener la expresién de los términos de T*.

Se tiene asi si B> 1 '

® .
$u* = z a;,+/,( E a,.,-la;l,'-z.....a,-k_ll.)=
=0

UE T A

@«
= E Qhyp ( E Cpyn.is €p+,'1_," EITIE 0‘1)4,,"!_‘_;,) S
h=0

ida e g,

= Cpaj CP4jyrer e Chyiy A1, = E €9 Cvg o0 Cvy Qpyvp
Jotj e i =m Sv=n+kp :
0Ljp< + 0Ly, <+

—tLAaL+ @
Los ¢ son los coeficientes de — (1/B,) B,, pero

B, =b,+b, X +..+b, X1,

donde los coeficientes pertenecen todos al ideal maximal de A, por
tanto todos los ¢, pertenecen a este ideal.
Més afin, si

—(1/B,) = Sd, X»
se tiene
e, =b,d, + b, d, .+ .. + b,,_]'dv_,n,

donde se ha puesto
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Sustituyendo esto en la expresién enconirada antes de s%, se ob-
tiene

Sv=n+kp r1=20 rp=10
oévk<+eo

-1 p—1 p—1 ‘
.Snk = Z av.q.p ( Z br‘ d‘)l—n) ( 2 br, dv,-;»z) e ( Z ﬁrk dv/’_— 74 )
rk=0

Pondremos ahora

=, Ty e 1y v = (Vs Vs e )

En cambio, un subindice #,, v, indicari un niimero simplemente, Di-
TEemos que 7 << v si

<V, ¥ 21’=1{1+V2+-~-+Vk\-
Ademas,
£ k-
by = I | bvi dp= H dv,i etc.
i=1 i=1

Entonces se tiene

s,,k == av0+p bv dy.
ve+Iv+Ep=n+kp

vL(p—~1p—1,..,p—1)

Es interesante saber cuintos sumandos aparecen en esta suma
con un mismo v; es decir, cudntas soluciones existen de la ecuacidén

x50+}:#=%+kp—21'.

El problema equivale a saber cudntas soluciones enteras positivas
0 nulas tiene la ecuacion

x1+x‘2+...+xh=A.
Sera el coeficiente de 2* en el desarrollo de

A+z+z4..)t=1—2)-"
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h4+A—1

En definitiva ( h—1 ) En nuestro caso es

h=k+1 y A=n+kp—Sv,

luego el nimerc de términos deseado es

(n+k(p+])——§:v)
k

d) Acotacién de los s*,.

Puesto que — (1/B,) vy A son series de S (A, X) existe un ni-
mero real positivo # < + o¢ tal que

_—n —n_____
sup lim v g (d) <r y suplim +/ q(a,) <7,
7 ¢

€l supremo en ¢ se toma sobre el conjunto de todas las seminormas
multiplicativas que definen la topologia de A.
Por tanto, para cada ¢ existe un M > 0 que verifica

g@)y<<Mm y q(a,)<<Mm 3)

De aqui, y usando la igualdad (2), se obtiene

(5,5 < > MEH pEpen+p g (bu),
+Ev+Ip=n+ikp
VL(p—1, .. 0—1)

-y tentendo en cuenta el niimero de sumandos con un mismo ¥,

n+k(p+1)—3=
q (Snk) < Z ME+1 ( (Pk ) v ) re+(k+1)p—2v g (bv)"
vL(p—1, ceep—1) :

Los by, by, ..., by_; dan lugar a p funciones enteras

' Z q (bin) 3",

nZLO0o
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pues b; € M. Entonces

{sup q (b))} 2"
n£0 Fl

-eg también entera; lamemos a los coeficientes de esta ltima By
Entonces ¢ (5,") < 8.

Poniende T v = & se tiene

% (}’ —1) 1 .
(EH< D Mk~+1( k) e ( 22}} ¢(5,))
=0 y=

VLB =1, p—1)

donde hemos puesto

t=n+k(p+1)—h ¢=n+k+Dp—nh

Pero
D! g (bv)= > g Goby .. b))
Zv= © Ev=4
VL (p—1, .0 p—1 VL(p—1y.unp—1)

Cada v, es 0,1, ..., 0 p—1; n, de ellos son iguales a 0, n, de
ellos a 1, ..., 7np, de ellos valen p —1; como en total hay k2 de
ellos, se tiene

, + o+ oy = k.
Ademas,

Ev=0n0+1n1+... +@—1n,  =h

Pero dos v son distintos, incluso aunque sélo se diferencien en el
orden. De todo esto obtenemos:

D k< > NCOTILIN
Dve=} etk hny =R
vZ(g—1,0008 1) Ong+1lm+.c.+(p—1ing =4
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&1 ' Al

£ E ———Bug e B, £
“no+...+np__1=k ”1! "'nf—l!
0n0+...+(p—1)n[,_1=lz

-1y
e g (8,270
=10 gtmt. cnpyi

B Bmi Bry

£ B! ' ~ 4 1'

gttty =k 7 : 7 Bp—y

0n0+...+(;§—1)n[,_1=h
Comgo los § son positivos,

Brs a”ﬁ—x
g(&y) £ k! > - —
V=4 mt. .ty =k Mo’ Bpr®

vZ(p—1...p—1)

Llamemos a estos nimeros v,. Entonces y:/k! es justamente el coe-
ficiente de &, en

(=2 B,/ nt 2P

Probaremos que Xy, 2* es entera. Supongamoslo probado. Se
tendri entonces

k(p—1) p
k k1,27
g (s:k) < ;.2 MA+1, (k)u-
=0
Suponiendo ahora » > 1, lo que es posible, pues # sélo estd su-
jeto a verificar acotaciones en un solo sentido, se tiene para
O<h<k(P—D y 1 (:)< 2 = (DT (12 @)

Sea

R=@n/(2r—1) =3 (1/20)"
Se tiene

g(s,F) K MFH1m+E+D? gtk P+D Ry, =

= R M 72 (2 M) (2 7)")* (27)" v
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Entonces la serie E $.* es absolutamente convergente, pues
%

Z‘ g (s,5) < RM7* 27 Z (2 M) 2 7P))E v,

E>0 k=10

Como X y; 5% es entera, la suma anterior en k es finita. Sea L esta

suma que no depende de x, obtenemos

Z g(s,) SRM# 2L
%

Sea entonces

tenemos la acotacién

g )<< RMA2@2"L.
De aqui que

n

lim & ¢ (s) <2r,

y por tanto

sup lim v g (s,) < 27,
aq

ya que r es independiente de g¢.
Esto es la serie

S5, X" €S (A, X).

e) Demostracién de que la serie X y; s* es entera,
Es decir, probaremos el siguiente enunciado: sea T 8, X" ente-

ra y sea
Sy /b XF = (3 8,/k ! XF).

Entonces T y; #* es entera.
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Consideremos el orden y el tipo de la funcién entera
S B, /k 1 XE,

El orden seri

¢ = Tim (log n)/(log (1/¥/ B/n 1) = lim (log n)/((log ¥ 71— log ¥/ B,

Como

|

”
lim v

w

n=0

se tiene

I n___.
p < lim (log n) /log (4 1) = 1.

El tipo ¢ esta determinado por

Tm #1/P ' B Jnl = (¢ p 7)1IP,

Por tanto, si p = 1, se tiene

— “ n
eo =limn ¥ B,/nt < lim VB, /et = 0.
Sea entonces

M@)= sup |ZB,/n!em|.

jry==2

Para todo ¢ >0 se tiene M () << ¢*" siempre que 7 > R ().

tonces M ()" < e”*’. Por tanto,
(Z B /nt 2P

de orden <1 y si es de orden 1 es de tipo cero.

En-
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Asi, si
(Z B, /nl a)? = Z ¥k 2*

y suponemos que esta funcién es de orden 1, se tiene

limn &/ y,/m! =0.

Como sabemos que

. lim :/—H/(n e-1) =1

se tiene en este caso

n___
lim vy, =0,

que es lo que queriamos probar.
Si suponemos, en cambio, que el orden de I y./k! 2¥ es menor
estrictamente que p << 1, obtenemos

Tim (log m)/(log (¥ 7,/n1)=1) < .
De aqui que a partir de un =,

logn < ulog ¥/nl/y,.

Esto es,

n__
m/e < Vi,

lo  que proporciona

n__ n____
Vo, < N nl/ml/e >0,

pues u < 1. Esto es; de nuévo la serie pedida es entera,
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Lnicidad
Basta probar la unicidad de las series S y R que verifican
A=(X"—C)S+R.
‘Supongamos que hubiese dos de ellas:
A=(X"—QS, +R, y A=X"—0O)S,+R,
entonces
(X*—0)(S,—S,) =R, —R,.

Aplicando la existencia ya probada, existe un polinomio P de
grado menor o igual a p — 1 y una serie H tal que ' '

XP=(X?—C)H+ P
Pasando a las funciones analiticas asociadas, mediante ¢ se obtiene
22 =27 h(2) + p (2),
«donde p (2) es un polinomio de grado menor o igual que p — 1.
Asi, pues, p =0 y & = 1. Esto en los coeficientes de P son todos
*1o0 inyertibles y H tiene una inversa K en S (A, X). Por tanto,
(X? —C) = (X — P) K.
La relacidn entre los S y los R queda ahora en la forma
| (X —~P)(S,—S)K =R, —R,.
Probaremos seguidamente que si la serie '
Sb, X" € S (A, X)

v los

ey €



son no invertibles, la ecuacién

@+ 0, X o 4 05 X070 = (¢, + €, X o oo 4+ 6, XP71 4 X7) (S5, X7

no tiene mas solucidén que

b =b =..=b, =..=0

y por tanto,

Aplicando esto a nuestro caso, se obtiene
K(S,—~S)=0 y R,—R =0.

Esto es, R, = R,, y puesto que K es invertible, S, = S,. El teo-

rema quedard asi probado,
Igualando los coeficientes de potencias andlogas, en la ecuaciém

se obtiene

p-1

— 4
bk - ZC n bﬂ+k-7z’

n=90

donde hemos puesto ¢, = — .
Tenemos entonces que probar que b, = 0. La demostraciom,
de que los demas b, son nulos se obtiene de la misma manera.

Sabemos que

' -1 P—1 D3
’ ’
bn= § c/nbp_nz' 2 Cn.E Fnzbzp—nl—n2=.
n=20

=10 ny == 0

L= Cm Cny o Cnybhp—(m+m+...+my)s

Si b, 70, existe una seminorma ¢ tal que ¢ (b,) % 0. Por ser

’ s
vy €

¢ 'piy

’
o Cur



no invertibles, existe una funcién entera con coeficientes positivos
T3, & tal que ¢ (¢/) <C3, para todo n y para todo

i=0,1,..,p—1

Tratemos de acotar ahora ¢ (b,); €l razonamiento es analogo al
usado antes en d):
RP-1) :
bo = E bhll—k ( E Say g o C'nh);
=0 Ev=14%

k=

ademas

r t 1y rHty Pp_y
E L O E (h!/(mo..A.mp_l!))cO e 60
Sn==%k Im==k

Sim; ="k

Asi) pues,

q ( Z el e c’n) < Z' (h~!/(m0! ey Mg < I (c’;"fzx) £ s

In=4 Im=2%

donde, como ya vimos en e), £y, 2" es entera,
Como

56, X"€S(A,X)

existe ¥ < + oc tal que ¢ (b,) < M #* y podemos suponer ¥ <1,
pues si se verifica sélo para » > 1, tomamos*R > » y se tiene

g (b,/R") <M (/R)*

y bastaria sustituir en la ecuacidn propuesta al principio X por
X/R y multiplicar por R? para obtener

8, R” + ... + a,  RX™1 = (¢ R” 4 ... + X?) (3 h,/R" X1).
Tenemos entonces

h(vs—‘n . . ;
g (b)) < M phP=k o = L M #7?,
o/ k:_:)

donde L =v;/7*. Como esto valé para todo k, se obtiene ¢ (b;) =0.
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3. (CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE PREPARACION

Sea A un 4lgebra de Abel y anillo de integridad. Sea Q@ = ¢7* (G)
una regién de A; f: Q—> A una funcién analitica, y g ; G—>C
la funcién asociada. Si g tiene un cero simple « € G, g («)’="0, exis-

te 3 €Q talquem(a);ayf(a)_
En efecto, desarrollemos f en =«:
FX) = Sa, (X —a.
Como
g =39, (z—a.
se tiene
p@)7#0 vy o) =0
Dividamos X por la serie T a, X*, se obtiene
X =Q(Sa, X" +7,;
pasando a las funciones asociadas resulta
E= g6 Gp) ) + el
luego

@ () =0

Sustituyamos ahora 7, en lugar de la X en la igualdad obtemda por
division:

Qry) (Sa,r,) =0

Pero Q (r,) no puede ser cero, pues su primer coeficiente es inver-

tible. Como A es de integridad, », es cero de X a, X"
Supongamos que siga siendo A anillo de integridad; f sea como

antes, pero g'tenga en « un cero de orden n. o
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Desarrollemos f:
f {X) =S4, (X — .
Apliquemos o:
g@) =2¢(a)(z ~ ).
Por tanto, |
p@)=9@)=..=9¢(@, )=0 y o()#0
Si dividimos X" por S = X a, X", obtenemos
Xn=QS+r +r X+ .. +r_ X+l
Aplicando ¢ se obtiene que
) =¢() = =9, )=0

¥y que ¢ (Q) no tiene cero en el origen.
Asi, cualquier cero de
Xn—r,  Xrle L —7,

es cero de S (X). Los ceros de f serin, pues, éstos mas u.
De aqui se obtiene facilmente la siguiente proposicidn:

ProproSiciON 4. — Un dlgebra de Abel, anillo de integridad, es
cerrada si y sdlo si todo polinomio mdnico de grado n tiene justa-
mente n raices.

También se obtiene la siguiente:

ProOPOSICION.—S8i A es un dlgebra de Abel es un anillp hense-
liono,

Esto es consecuencia de la nota anterior tomando para f un po-
limomio. No es necesario aqui suponer que A sea anillo de integri-
dad. Para més detalles puede verse M. Raynaud.

Sean A y B dos 4lgebras de abel; diremos que f: A->B es
un morfismo si es homomorfismo de C-&lgebras y continua, '
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Llamaremos subalgebra de Abel de A a una subilgebra B-de A
que con la topologia inducida sea un algebra de Abel, En este caso
la inyeccién ¢ : B—> A es un morfismo. "

Sea A un algebra de Abel. Buscamos un algebra de Abel cerrada
A y un morfismo = : A > A que verifique la propledad siguiente.
Cada vez que B sea un algebra de Abel cerrada vy f: A— B un
morfismo, existe un imorfismo g : A ~> B tal que hace conmutati-
vo el diagrama

A

T I
N
A

—_— B
v

A una soluciéon A de este problema de aplicacién universal la
llamaremos cierre analitico ‘del algebra A.

Puede plantearse este problema considerando sélo algebras de
Abel que sean anillos de 1ntegr1dad En éste caso parece que la so.
lucién estarfa en darle una topologia adecuada al anillo B ciefre ‘en-
tero de A en un cuerpo K que sea el cierre algebraico del cuerpo
de los cocientes de A, K. En esta direccién se dispone de un resul-
tado parcial (véase Arias de Reyna, Prolongacidn de seminormas
maultiplicativas). En todo caso quedan problemas abiertos: el de la
existencia de 4lgebras-de Abel cerradas no triviales (es decir, distin-
tas de C) y el de encontrar e] cierre analitico, si es que ex1ste, de
un algebra de Abel,

BIBLIOGRAFiA

ARIAS DE Rf;YNA, J.: Diferenciacidn en espacios vectoriales topold-
gicos. Tesis doctoral. Sevilla (1973). -

— — Prolongacidn de seminormas Sultiplicativas. Comunicacién
presentada en -las IT: Jornadas Matematlcas chpano——Lusrcanas
(1973).

— — Algebras de Abel e integracidn en algebras de Abel. «Rev. de
la Real Academia de Cienciasy, tomo 68, pigs. 495-545 (1974).
BOURBAKI N.: Topologie générale. Chap. 2 v 3, 3a edltlon Her—

mann, Par;g (1960). -



— 119 —

Boursaki, N.: Topologie générale. Chap. 9, nouvelle édition. Her-
mann, Paris (1968).

— — Algébre commutative. Chap. 1 a 7. Hermman, Paris.

‘CartAN, H.: Seminaire Henri Carton 1951-52, 1953-54, W. A. Ben-
jamin, Inc, (1967).

Micuaer, R. A.: Locally multiplicatively-conver topological Alge-
bras. Memoirs of the «Amer. Math, Soc.», number 11, Providen-
ce R. 1. (1952).

PoLva, G. y SzeGO, G.: Aufgaben und Lehrsitze aus des Analyses,
3. ed., 2 vols., Springer, Berlin (1964).

Rickart, C.: General theory of Banach Algebras. D. Van Nostrand,
New York (1960).

Rayvaup, M.: Anneaux Locauxr Henséliens. «Lectures Notesn, nil-
mero 169. Springer Verlag (1970).



