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Las funciones definidas por series de potencias en un algebra de
Banach no comparten con las funciones analiticas mas que algunas
-propiedades, por ejemplo el radio de convergencia no tiene un sig-
nificado claro y la serie puede converger fuera de él. Definimos
unas algebras topoldgicas para las que se extienden practicamente
todas las propiedades de las series de potencias en C. Las llamamos
Algebras de Abe]l porque fue imponiendo al algebra tolopdgica que
-verificase el lema de Abel como llegamos a su definicidn.

1. DeriNiciON DE LAS ALGEBRAS DE ABEL

Designaremos sencillamente por Algebras a C-a'gebras con ele-
‘mento unidad, asociativas y conmutativas. Podemos entonces supo-
ner C< A, siendo A ¢! algebra, Consideraremos a veces A como
anillo o como espacio vectorial sobre ©; se tratard siempre de las

correspondientes estructuras subyacentes a la estructura de alge-
bra de A.

Llamaremos seminorma en A a una aplicacidén no idénticamente

nula p : A= R tal que para todo par de clementos ¢, b de A ¥y
todo )€ C, verifique:

1D pa+ b <p@)+p(d)
2) p(a by <p(a)p ().
3 p0Oa)=1[2]p)
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Como frecuentemente se usa el concepto sin imponer la condi-
cién 2), cuando lo exija la claridad hablaremos de seminormas multi-
plicativas y no multiplicativas.

Usaremos el concepto de algebra localmente m-convexa, es de-
cir, las Algebras dotadas de una topologia definida por un conjunto.
I' de seminormas multiplicativas, Para mas informacién, véase
E. A. Michael (¥).

Necesitaremos el siguiente resultado, que puede encontrarse en
C. Rickart.

Prorosicion 1.—Sea A un dlgedra; p : A - R, wna Seminorma.
Existe siempre el limite

B(x) = lim ¥ (D)
n—> oo

y es igual @

inf /D ).

Ademds, f) 1 A >R es una seminorma que verifice
0 <P ) <P .
Podemos definir ya las dlgebras de Abel,

DeFINICION 1.—Llamaremos dlgebra de Abel a un dlgebra doto-
da de una topologia localmente m-convexa T de manera que: 1) La
Topologia T es separada. 2) Existe una seminorma continua
Pe : A >R, ial que para cada par de elementos a, b de A se tiene

p, (ab) =p, (a) p, ()

(igualdad y no desiguaidad). 3} Para toda seminorma continua

p:A>R se tiene 5 = p, (Véase la proposicion 1). 4) A es com~
pleta por sucesiones, ’

{*) Las referencias a la bibliografia se darin por el nombre del autor y, si
es necesaria, la fecha de publicacién.
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Posteriormente daremos caracterizaciones mas simpes de las al-
gebras de Abel.

Las condiciones 2) y 3) de la definicién son las mas caracteristi-
cas. Una seminorma verifica que

prn<r e H
En las algebras de Abel se verifica ademés
im /5 (@ 3 = lim v5 @) lim v (5,
lo que evita en parte la desventaja de tener en
PEN <P P

un’ signo de desigualdad y no uno de igualdad, como se verifica para
el valor absoluto en los cuerpos valuados.

La seminorma p, jugard un papel muy importante en la teoria
de las Algebras de Abel. Sustituird en muchas ocasiones al valor
absoluto de €. Si A es un algebra de Abel, denotaremos por T'y un
conjunto de seminormas que definan la topologia de A. En cambio,
designaremos por T's al conjunto de todas las seminormas multipli-
cativas continuas en A.

Podrian definirse las 4lgebras de Abel como algebras completas
en el sentido de Bourbaki. Pero la condicién 4) es suficiente en las
aplicaciones; ademas en los ejemplos habria que afiadir elementos
sin interpretacién clara. El ejemplo mis simp'e de algebra de Abel
es C. Daremos méis adelante ejemplos no triviales. Un 4lgebra que
verifique todas las condiciones de la definicién salvo la 4), se dird

predlgebra de Abel; estas dlgebras pueden comp'etarse v formar ast
ilgebras de Abel.

ProposICION 2.-—Si A es una predlgebra de Abel, el espacio to-
poldgico completado A odmite una estructura de C-dlgebra que in-
duce en A lo dada v gue junto con la topologia de A define en A
una estructura de dlgebra de Abel que lUamaremos completada de lo:
tredlgebra A. ’ \ '

Nota.—Como toda algebra de Abel es predlgebra de Abel, pluye\de:
usarse la proposicién 2 para obtener algebras comp'etas en el sen-
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tido de Boubarki de 4lgebras de Abel que s6lo sean completas por
sucesiones.

Sea A el anille topolégico completado de A; sabemos que es
conmutativo y con unidad (cfr. Bourbaki (19600). Sea v : C—> A la
inyeccién canénica; « es un homomorfismo uniformemente conti-

nuo. Existe una prolongacién 1:C->A finica, que proporciona una
estructura de C-dlgebra en A. La topologia de A es separada. La
topologa de A estd definida por la familia de semidistancias

(# 3)>p & —y)

para p €T,. Como p : A—> R son uniformemente continuas, pue-
den prolongarse a A, obteniéndose aplicaciones § : A >R, que
por el principio de prolongacién de desigualdades son seminormas

en A. Sea I'y el conjunto de las p. Las seminormas de I'x definen la
topologia de A (cfr. Bourbaki (1958)).

Por tanto, la topologia de A es localmente m-convexa. Veamos
que es una estructura de algebra de Abel. De p, se obtiene una se-
minorma $, : A - R, que por el principio de prolongacién de iden-
tidades verifica

Polxy) =58,

Dada una seminorma p € ', evidentemente ﬁ = p, pues las dos coin-
ciden en el subconjunto denso A de A y son iguales a p, por la
misma razoén, Por altimo, la condicién 4) de la definicidon se verifi-
ca trivialmente, :

Jugardn un papel especial las 4lgebras de Abel que sean anillos
de integridad. Si A es una prealgebra de Abel de integridad, no
puede afirmarse que A sea de integridad.

2. EL HOMOMORFISMO v : A > C

PROPbSICI(’)N 3.—Sea A un dlgebra de Abel. Entonces A es un
amllo local. Si designamos por M su ideal maximal, es A/M iso-
morfo a C.

Sea

M={x|r €A, po(x)=0}.
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M es un ideal de A, pues

P, F—) <P, B+, M

1, (@ 5) = 1, (@) b, (@)

Esta dltima relacién, junto con el ser p, no idénticamente nulo,
prueba que ademas M es un ideal primo,

Decir que a — b € M equivale a decir que p, (@) = p, (&), pues
como para toda seminorma, se tiene

|2, (@) —2, () <p,(a—10)

Por tanto, p, induce una aplicacién q : A/M = R definida por

g (@ + S0 = p, (a).

Esta aplicacién evidentemente vérifica en el anillo de integridad
A/M las relaciones

IE+FN<<I®+90), ¢@Qx)={r]qg@), ¢y =q&qO).

Podemos hablar de )&, puesto que A/M sigue siendo algebra.
Ademds, ¢q (#) = 0 equivale a x = 0.

Sea K el cuerpo de las fracciones de A/M. Identifiquemos A/M
con una parte de K. Entonces K es de forma natural una C-algebra.
Podemos prolongar ¢ a K de manera que se convierta en valor
absoluto, En efecto, si dos fracciones de A/M son iguales a/b =
= ¢/d, se tiene ad = b ¢, luego

g(@ g@) =g q(
y podremos poner para fracciones de A/M

a

b

q (@)
o)

Se tiene entonces para x e y en K: 1) |xy|=[2x]]|v];
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2) |#+yI<|x|+|y]; 3) la|=0 equivale a 4 =0. En
efecto, 1) es trivial, 2) se obtiene directamente:

a d ac+db g(@c+dti)
b ¢ be q (b )
q(a) ¢ (&) + g (d) ¢ (&) g (@) g ()
£ = +
q(b) g (o) g (b g (e)

y 3) es cierto, pues | # | = 0 implica que si ¥ = (a/b) que ¢q (a) = 0,
luego a = 0; asi, pues, x = 0.

Como ya hemos dicho, K es C-algebra de manera natural me-
diante el homomorfismo temeov = /:

T T :

C A AfM K,

donde = es el homomorfismo que define el dlgebra A, = la aplica-
cién canodnica e 7 la inyecciéon de A/M en su cuerpo de fracciones.

Para X € C se tiene

[RM) ] =]ieror)|=ql@or W) =p,(r(A) =
=p D =Irfp, M) =]2r]

(es trivial que p, (1) = 1). Por tanto, para la C-dlgebra K se tiene

fAal={hrl= A [#]=]r][#]

Es decir, K es una C-algebra normada
~ Aplicando el teorema de Gelfand-Mazur, para cada x € K debe
existir 1€ C tal que # — % -1 no sea 1nvert1b1e en K, como K es
cuerpo. » = A -1. Por tanto, 5 : C—> K es sobre. Pero % {(C) =
= A/M, va que i es una inyeccién; asi, pues, A/M es isomorfo
a C y M ideal maximal, _
Sélo queda ver que A es local, pero antes probaremos la si-
guiente proposicién. ‘

Prorosicion 4.—Sea A un dlgebra de Abel, para cada a € A el
espectro a es unitario: S p4(a) = {1} Si designamos por ¢ : A >C



— 501 —

da aplicacion que o cada a € A le hace corresponder el tinico nimero
complejo en su espectro o es un homomorfismo vy

p, @ =1e@]|

En efecto, sea p, (¢) = 0, entonces Sp, (@) = {0} ; para probarlo
observamos que la serie

1 a az

— — —_— + .
A + A2 A3

€s conmutativamente convergente en A, para todo X € C con X # 0.
Pues si p €T, sera

lim ¥/F @7AF) = (/| A ) p, (@) = 0.

Por tanto, la serie

()3 ()

s convergente. La suma de esta serie es trivialmente 1/(X — @), lo
que prueba que Spy (@) = {0}.

Sea ahora ¢ cualquier elemento de A y usemos las notaciones es-
tablecidas en la demostracién de la proposicién (3). Como = (a) € K
existe . € C tal que = (¢) = h (p), es decir, a — 1. € M y por tanto
Po (a - U') = 0.

Segtin hemos probado, Sps (@ — p) = {0}, luego escrito en otra
forma, Sps (@) = {p}. Ademas,

12y @— | al=1p,@—p, @) ] < py(@a—u)=0.

Esto es, | pn| = p, (a).

Sélo queda, pues, ver que ¢ es homomorfismo, pero por la defi-
Ticién, ¢ = A7 o m.

También se obtiene asi que 97 = Id., c. d. d.

Podemos ahora terminar la demostracién de la proposicién 3.

M es el {nico ideal maximal de A, pues si e no es invertible en
A, Sp, (@) = {0} (usando la proposicion 4). Entonees

p,(@) =le@|=10]=0;
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esto es, @€ M. Por tanto, M es el conjunto de los elementos ne
invertibles de A, lo que claramente implica que es el {mico maximal.

Hemos visto unas propiedades de las algebras de Abel; veremos.
ahora que en cierto sentido las caracterizan.

Tendremos que usar la férmula del radio espectral en élgebras de
Banach. Si E es un algebra de Banach (compleja y con unidad) re-
presentamos por SPg (#) para cada # € E el conjunto de los A € C
tales que # — X no sea invertible en E. Entonces

n
lim /)| = sup |A].
7n—> 0 . AESpp (%)

Probaremos entonces la siguiente caracterizacion de las 4lgebras
de Abel.

ProrosicioNn 5.—Sea A un digebra, G ung topologia localmente
m-convexa separada y completa por sucesiomes. Condicidn necesaria
y suficiente para que A dotada de T sea un dlgebra de Abel es que
A sea un anillo local,

La necesidad la hemos probado en la proposicién 3. Supongamos,
pues, anillo local y vamos a probar que es algebra de Abel.

Sea M el ideal maximal de A. T, el conjunto de seminormas con-

tinuas para la topologia %. Sea por fin p € T,. El conjunto

g={r€A p@ =0}

es un ideal de 'A. Tenemos asi definida un 4lgebra B = A/J. St
x -y€J setiene p (x) = p (v). Podemos definir una aplicacién de
B en R, que representaremos por | ||, de manera que

I#+ 7| =2

B dotada de || || es un Algebra normada sobre los complejos; com-
pletandola obtenemos un &lgebra de Banach compleja B.

Sea ahora # € A, Pongamos # = # + 9. Como B es un algebra
de Banach existe un elemento en el espectro de #, sea A. £ — X no

es invertible en B, Con mais razén no es invertible en B. Por tanto
tampoco en A, Como A es anillo local, debe ser ¥+ — %€ M. No
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existe otro A que verifique esta relacién, pues si fuese # — X" € M
se tendria A — ) € M, luego A =X, ya que M #* (1). Esto es,
A/M es isomorfo a C. Existe, pues, un homomorfismo ¢ de niicleo

M de A en C.
Hemos probado ademis que x no tiene mas que a ¢ (x) en su es—
pectro en B. Segtin la férmula del radio espectral y la definicién de

la norma | || en B se tendria
o ()| = lim V&5 = tim V5 ).
Esto prueba que si p € Ty y q €T, se tiene p — ¢. Si a esta se‘-_l

minorma la llamamos p, se tiene p, (#) = | ¢ (#) |. Evidentemente se-
tiene

PN =lo@EnN|=loe® oOI=2,® ¢, 0.

Sélo queda ver que p, € I'y. Pero esto es consecuencia inmediata
de ser

0<p, ) =5 () <P,

para toda p € T4.

3. SERIES DE POTENCIAS EN UN ALGEBRA DE ABEL

Probaremos a continuacién el lema de Abel, pero es necesario an-
tes definir un concepto que juega el papel de la convergencia abso-
luta en las 4lgebras de Abel.

DEeFINICION 2.—Sea A un digebra de Abel; unag Serie % a, de éle--
mentos de A se dice absolutamente convergente si para todo p €T 4
se tiene T p (a,) < + o0,

Prorosiciéon 6.—Si la serie T a, es absolutamente co'iwergente en
um dlgebra de Abel A, la familia (ay) ¢ & es sumable y su suma coin-
cide con el valoy de lg serie.
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En efecto, dada una seminorma p €T, y un ¢ > 0 existe un n,
tal que

P {a,) <e
n g

Sea entonces J una parte finita de N que no corte a [0, n]. Se
‘tiene

Asi, pues, el filtro de las secciones del conjunto de las partes fini-
tas de N se transforma por la aplicaciéon

I — a

nel

en un filtro de Cauchy. Puesto que A es completa, por sucesiones
este filtro tiene un punto adherente

L]

lim E a,,
n=0

luego es convergente.
Pasamos ahora a considerar el lema de Abel en la forma valida
-para algebras de Abel,

Prorosicidn 7.—Sea A un dlgebra de Abel;

S = a, X»

-una serie de potencias S € A[[X]]. Existe wn R € [0, + o] tal que:

a) La serie £ a, X* es absolutamente convergente para p, (X) < R;
b) La serie % a, X® es divergente para p, (X) > R.

- Ademds, si T4 es un sistema de seminormas que defina la topo-

dogia de A se tiene |

1

B

—— D
= sup lim &p(a)).
pSI‘A o> oo
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© Supongamos p, (X) << R. Entonces la serie = @, X" es absoluta-
1mente convergente, ya que para cada p €T,

Tim v3 (@, X9) < Fm v3 (@ VI = p, () m V7 (@) < p, (/R <1.

‘Para justificar la igualdad es necesario tener en cuenta que como
suponemos p, (X) < R, es 1/R finito. Debe usarse esto si p, (#) = 0.

Por tanto, % p {a, X") es convergente para cada p € I', pero para
todo g € T, existe un p €T, y un £ > 0 tal que g (a) < k p (@) para
todo a € A.

Supongamos ahora p, (X) > R. En la demostracién cisica las
«dos desigualdades usadas anteriormente :

ifm /7 @, XD < Tm V3 (@) vy Imvi(E) <R

son igualdades, puesto que p es el valor absoluto en C y la demos-
tracién de la divergencia resulta por tanto de que entonces

—
fmyvie, Xt =|X|/R>1

En nuestro caso todavia puede escogerse un p €T, de manera
que ya que p, (X) > R, también sea cierto

#, (X) fim f/p (a) >1,

dada la definicién de R.

Todavia debemos probar que la segunda de las desigualdades es
bajo ciertas condiciones una igualdad. Antes de terminar la demos- '
tracidén de la proposicién probaremos un lema gue es de demostra-
cion facil, pero que tenia un papel oscurecido por las particularidades
en el caso de C.

Lema 1.—Sea A un dlgebra de Abel; (ay)y c » una sucesidn de ele-
mentos de Ay x € A. Si p €T 1y el segundo miembro estd definido,
se tiene lg igualdad

n

m v (@, X = p, (X) fm v7 @),
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Nota.—Cuando el segundo miembro no esti definido; esto es
cuando p, (X) = 0 y el factor vale + oo no puede afirmarse nada
sobre el primer miembro. No es dificil probarlo con ejemplos.

Sabemos ya que

Y ”n

fim 7 (@, X% < Tm /5 (@) VPO = p (X) i V7 (@) =

n

= p, (X) Tim v/7 (a,).

Salvo si estamos en €l caso de indeterminacién.

Debemos probar la desigualdad opuesta. Si g, (X) =0, la des-
igualdad no puede ser mis que una igualdad. Podemos, pues, supo-
ner p, (X)# 0. Entonces ¢ (X) # 0, luego # ¢ M. Asi, pues, X
tiene un inverso y en A X y = 1. Aplicando {a desigualdad que ya
conocemos, pero a a, X" se tiene:

fim w5 (@, X" 3% < b, ) m V5 (@, X9).

Como
e (X) ¢ ) =1, , (X) = 1/p,

y la desigualdad equivale a

by (X) fim VF (@, Xr y7) < Tm 45 (@, X7).
Por fin, como Xy =1

p, () Tim 7 (@) < Tim vp (@, X7,
que prueba el teorema.
Podemos terminar ahora la demostracién de la proposicién T, S¥
b, (X) > R, existe p€ T, tal que
Py () T V3 @) > 1.

Puesto que p, (X) > R, se puede usar el lema 1, Esto proporciona
la desigualdad

fim :/p (@, X")>1.



__507_

Por tanto la sucesién p (@, X*) no estd acotada. La serie X @, X"
no es convergente entonces, pues su término general no tiende a
.Cero

De la demostracion se deduce que la férmula aniloga a la de Ha-
damard puede escribirse con cualquier familia I'y de seminormas
que defina la topologia de A.

Si una serie de potencias con coeficientes en un algebra de Abel
‘tiene radio no nulo, representaremos por la misma letra S la serie
¥ la funcién que define en su disco de convergencia, Vemos a con-
tinuacién las relaciones que existen entre la serie y la funcién.

ProrosiciONn 8.—Sean M y N dos Series formales de A [[X]]
con radio de convergencia > R. Las series suma y producto M + N
y M N tienen radio >» R. Si p, (x) < R se tiene

M+ N)(x) =M+ N

(M N)(x) = M (x) N (x).

No merece la pena detallar la demostracidn, que es idéntica a la
«demostracién clasica. La demostracién de la parte relativa al pro-
ducto usa, como la demostracién en C, el lema siguiente,

Lema 2.—Seam T u, y = v, dos series absolutamente convergen-
tes en un dlgebra de Abel A, Si ponemos

W, = U.a Vﬁy

o4 B8=n

la serie T wy es absolutamente convergente y se verifica la igualdad

Tw, =(EZn)Ev,).

PRrOPOSICION 9.—Sea S € A [[X]] una serie de potencia con coe-
ficientes en un dlgebra de Abel y radio R. La sevie derivada S’ tie-
ne radio justamente iguol a R.

Es trivial usando la formula de Hadamard valida para el radio
de convergencia. .

Veremos mas adelante la relacién existente entre las funciones
asociadas a la serie y a su serie derivada. Pasaremos antes a anali-
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zar algunas propiedades de las funciones definidas por series de po-
tencias,

Las series de potencias con coeficientes en C y radio positivo R
convergen uniformemente en discos cerrados de radio menor que
R. La demostracién no vale en Aalgebras de Abel, puesto que la

desigualdad

= b, (&) Fm V7 (@) < p, @)/R

no permite acotar uniformemente en # los ndameros p (@, 7). Sim
embargo, se puede decir atin mucho en nuestro caso. Esencialmen-
te las series de potencias en 4lgebras de Abel siguien convergiendo
uniformemente en compactos, la diferencia estd en que los con-
juntos

{x]p,(8)<p, ¥ €A}

no son ya compactos. A pesar de todo, la demostracién no es tam .
directa como en el caso clasico,
Necesitaremos el siguiente lema.

LEmMa 2.—Sea K un espacio topoldégico compacio; u, : K >R,
unag sucesidn de funciones reales positivas y continuas tales que

L. (%) <, x) v, (x)
para toda x € K. Existe emtonces v : K >R, tal que para coda
x € K se tiene

i V) = v ().

Ademds, si v es conttnua se Heme v = lim f/?n uniformemente en K.

La existencia de v es consecuencia de un conocido teorema de
Polya y Szegd, que ya hemos usado en la demostracién de la pro--
posicién 1. En efecto, obsérvese que alli se demuestra que existe el
limite

lim :;p (wr) = inf ¥/ p (x7)
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basdndose tinicamente en la propiedad
Py < p (@) p (0™

y por tanto la demostraciéon nos puede servir sustituyendo p (4™
por u, (x). Por tanto, existe el limite

(&) = lim :}un (x) = inf :/un (€3]

para todo » € K, Nos queda probar que si v es continua, el limite
se alcanza uniformemente en . La conclusién se parece a la del
teorema de Dini, s6lo que la hipdtesis no nos permite asegurar que-
la sucesién y/m, sea decreciente, sélo es casi decreciente en el si-
guiente sentido.

Dado me€N y ¢> 0, existe n, tal que para u > #,

:L/un ) <<e+ r:/um ().

Una vez probado este enunciado, el teorema serd consecuencia.
del siguiente teorema de Dini negeralizado.

Prorosicion 10.—Sea K wun espacio topoldgico compacto fn :
K >R una sucesion de funciones continuas que converge simple—
mente en K hacia { : K >R también continua. Supongamos ade-
mds que dado m € N y « > 0, existe n, tal que

fn x) < fm (x) +¢

para todo n» n, v todo x€ K. Entonces f, converge wuniforme-
mente en K hacia f.

En primer lugar, para todo m se verifica f, (#) > f (#). Pues.
dado ¢, a partir de un n, se verifica

L) <e+fn®)
y tomando limites para n, tendiendo. a infinito, se obtiene

1@ <e+ (),

v esto para todo e..
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Demos ahora ¢ > 0 y sea x € K existe m (x) tal que
Fu ey B) — 1 () < /2.
Esta igualdad se verificard en un entorno V (#) de x. Asi, pues,
FEV () =2 fr oy B)—F (1) < /2.
Un nimero finito de estos entornos
V@), V()
<cubren K. Para cada i (1 <i < #) existe un #n, (#,) tal que
> ny (@) = @) < /2 fppy ().

Sea N el mayor de los n, (%) y sea t € K. Para algtn i, £ € V (x)).
Para este i se tiene si n > N

L@ —f@ <e/2+f, @ @) —Ff @) <e/2+ ¢/2 =
Esto es, dado = > 0, hemos encontrado N tal que si # > N,
[f, =7 <e

para t€ K,

Para terminar la demostraciéon del lema 8 tenemos que probar
-que .dados m € N y ¢ > 0 existe #n, tal que

n>n, ¥ re€ K => :/l'un(x)<e+~/um(x).

Observemos en primer lugar que u, es continua y se verifica

Uy om (%) < 1, () 4, (%).

Dado m, sea n€ N; dividiendo se obtiene # = g¢m + r, con
0 < » <m. Entonces

#, (2) < %, (%) f)um ) u, () = w,, () u, (%)
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Tomando la raiz n-ésima

q

V@ < v (x)) ", @)

L
”
Como s u, (#) es funcién continua en K, tiene un maximo en

K. Sea M. La funcién (#, %) > x* definida en el rectingulo

[0, M] x [1—35, 1+ 8]

con 0 <3 <1 es continua. Por tanto, uniformemente continua.
Existe entonces 3" tal que 0 <& <1y

(£, 0) €00, M] x [1—§, 1+ 8] => | 2% — x| < ¢/3.

Por tanto, a partir de un #'; se verifica

qm

n > n => (n:/um (x)) " < T/ #,, (#) + €/3.

Para 0 < v <m, u, (#) estd acotado por una constante L. Para

Yy<Lya>0esy*<L*ylim L* = 1; existe, por tanto, un #,”
tal que : x>0 :

n
nxn” ¥y 0L r<m=> Vu, (5) L1+

Tomemos ¢ < min {2/3, /(3 M)}.

Sea ahora n, = max. {n’, n,”} y sea n > #n,, se tiene:
’:/u,n (*) < [”:/um (*) + ¢/3 ] 1+e] < ’:;um (#)+ B8+ Me +
+ ¢ e/8 < Wity () +

Podemos ahora probar que una serie de potencias converge uni-
formemente en compactos.

Prorosicion 11.—Seq S = £ a, X* ung serie’ de potencias en um
dlgebra de Abel con radio R > 0. La serie T a, z° converge unifor-
memente en compactos de {z |z € A, p, (z) < R} hacia$ (z). .
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Sea K un compacto contenido en

{z]1€A p, (<R}

Sea p € T'y una seminorma. Debemos probar que dado ¢ > 0, existe
n, tal que
’ nxn y 2€K p(Zanz")_ge.

7
Consideremos las funciones p (¢”) definidas en K, Se verifica

P () << p () B (2™

Segtin el lema - 3, :/m converge simplemente en K. Por ser A
un algebra de Abel, sabemos que su limite es p, (2). Ademas, en
un algebra de Abel, p, () ¥y p (¢*) son funciones continuas. Por el
lema 3 se tiene

lim ;[)_z")_ =p, (&)

uniformemente en K. En K, p, (s) < R. Pero por ser K compacto,
"serd p, (2) <7 para un cierto r < R y todo z€ K.

Sea r << 7 <Z R; como el limite se alcanza uniformemente en K
existe m, tal que

7 > 1710 :—"> j) (Sn) < .
Se puede entonces encontrar una constante M tal que

5 €K =>p () < My,

Sabemos que R es el radio de convergencia de S; asi, pues, to-
mando 7 < ¢ < R se tiene

ifm W5 (@) < Up.

Existe entonces #n, tal que » > n, implica
p(Z anz”) < Z p(a,) M <e
N n> g

ya que # <lp:
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El teorema analogo en el caso clisico permite asegurar que la
funcion S (2) asociada 'a una serie de potencias convergente es con-
tinua. Como las 4lgebras de Abel no son, en general, localmente
compactas, este razonamiento no es valido aqui. A pesar de todo,
la funcién S (2) es continua, pero éste es un resultado que hay que
ligarlo al criterio de analiticidad que estudiaremos a continuacion.
La convergencia uniforme nos serd, sin embargo, util para probar
la existencia del desarrollo de Taylor de las funciones regulares.

Clasicamente se definen las funciones analiticas como funciones
definidas en un abierto y conexo de C qu een cada punto admiten
un desarrollo en serie de potencias. Esta definicién es conveniente
por el hecho de que los conjuntos donde convergen las series de
potencias (los discos) forman una base de la topologia de C.

En un algebra de Abel los «d’scos»

feiec A p, () <R}

no forman una base. Aparece de este modo aqui la necesidad de con-
siderar la topologia en A para la que estos discos forman una base
Evidentemente esta topologia es la definida por la seminorma p,,
por tanto no es separada. Hemos usado © para designar la topo-
logia en A que hace de A un algebra de Abel. Llamaremos T, a
esta nueva topologia. G, es la topologia menos fina que hace con-
tinua la aplicaciéon ¢ A > C. Si U es abierto de C, ¢~ (U) es abier-
to de A para G,; reciprocamente, si V es ablerto de A para B,,

(V) es un bierto de C y V = o~ (¢ (V)). Estas consideraciones
hacen trivial el hecho de que un abierto V de A para G, es conexo
si y sblo silo es o (V).

Llamaremos regidn de A un conjunto de A no vacio abierto y
conexo para G, Dada una regién de A O, ¢ (Q) serd una regién
de C; reciprocamente, si G es una regién de C, ¢! (G) es una
regidén de A,

Siempre que hablemos de la topologia o de algfin concepto to-
polégico en un Algebra de Abel, se entenderd que nos referimos a
la topologia T, salvo que se indique lo contrario. El concepto de
regién, sin embargo, se referird siempre al definido arriba.

Podemos definir el concepto de funcién analtica.

DeriviciON 8.—Sea A unm dlgebra de Abel; Q una regidn de A;
f: Q> A una aplicacion. Divemos que f es analitica si para cade
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a'€ Q existe una serie de potencias con coeficientes en A y radio
no nulo S = X a, X* tal que £ (z) = S(z—a) en un entorno en
T de a. '

' Nota.—Probaremos mas adelante que en este caso f(2) =
= S (2—a) en un entorno para G, de a.

" Admitiendo la nota que probaremos cuando establezcamos el
teorema de Cauchy, vamos a estudiar una relacién importante entre
las funciones analiticas clasicas y las aqui definidas,

© PROPOSICION 12.—Sea f : Q> A wuna funcidn analitica definida
en lo region Q del dlgebra de. Abel A. Pongamos ¢ (Q) = G. Ewis-
te wna funcion analitica dmica g @ G —><I‘ que hace commutativo el
diagrama
Q—
d
G

Sea «€ G. Existe ¢ € Q tal que ¢ (@) = «; f admite un desarro-
o en serie en un entorno (en T,) de a. Es decir,

-

(___.
< >

L

fl&)=Xa,(z—ay

para ¢ (2)€ A, donde A, es un disco de centro « en C.
-Como ¢ es continua :

p(f() =T ¢la,) (w—a),

‘donde hemos puesto T = ¢ ( ) Ademas, la serie del segundo m'em-
bro converge con seguridad. Basta poner para

‘LvaE»A;;g (w) = o (a,) (w—a)"
¥ se tiene que g es anahtlca en Am y tal que péra v (2) € Ay
o (f (2)7 = g{g (M.
GCcQy pOdemOS definir -g en G por

g(W) —qOof(w)



Si hubiese solucién al problema seria esa g, pero el razonamiento

anterior prueba que esa g es ana’itica en G y verifica la condicién
del teorema.

Vamos a probar a continuacidén un criterio de ana’iticidad.

Prorosiciox 13.—Sea S = £ a, X* wuna serie de potencias con
coeficientes en un dlgebra.de Abel A vy radio no nulp R. La funcidn
asociada S definida en la regidn

Ap=d{x|x€d, p,(x)<R}

es analitica.

Mas exactamente: las derivadas sucesivas de S tienen el mismo
radio que S y si @ € Ag, la serie

S, = (E@ (a)/n!) Xn
tiene radio mayor o igual que R — p, (@) v se verifica
S =S, (z—a)
para
z—a€{r|x€A p (N<R—p ()}

La derivada »-ésima es

(g Z‘ r +9)sDa, X3
3

y sabemos que el radio de esta serie es R (proposicién 10). Por
tanto, los nimeros s (a) estin definidos, asi como la serie S,.

La serie S, conduce de manera natural a la serie doble

Z‘ ((r + )Vr sty a, (6 (z2—a).

Trataremos de ver que -es absolutamente convergente para

z—a€{x|r€A p, (") <R—p @}
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Sea p €I, una seminorma de A. Pongamos p = R — p, (a). En-
tonces p, (2 — a) << p. Sabemos que

lim Z/;;T(E‘-W} =p,(z—a).
Luég‘o si
pyle—a)<r <p
existe un M tal que
p{e—ar} < Mrm
Anilogamente, como
Py (—a) <71, <R—p, (@)
existe 7, tal que
b, (@ <r,<R—r,
ya que
toe—a)+p (@) <r +p ()< R
Existe entonces un N tal que |
p (@) K N7
Entonces
Z p{r + ) rishe, @' (z—0)} < Z(V +9)Yrishp (e, JNMr?7 g“

rs

=N Z p (an) (7'1 + 1’2)"‘ <+ 0,
”

pues v, + r, <R, y como R es el radio de S.

fim v (@) < (/R).
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Por la proposicién 6 la familia es sumab'e y pueden reagruparse sus
términos; vamos a hacerlo de dos maneras distintas.

Una primera agrupaciéon proporciona

Z((y +9)r s a,, 0 (s — ay :ZG"Z (;) (2 — @) an-? =
= Z a, z" = S (2).

Otra agrupacion es

Z'. (r+ )Yrtsha, o (z—a) = Z‘ (; — a)f( (1/r ) Z’ (r+ s)1/sva,, a~51)

= Z (2 —a) (5" (a)/r!) = S, (g —a).

Esto implica, por un lado, que e lradio de S, es como minimo
P, (2 — a), que lo hemos tomado de cualquier modo siempre menor
que R —p,(a); es decir, el radio de S, es mayor o igual a
R — p, (@). En segundo lugar, S(¢) = S, (¢ —a), lo que prueba
la analiticidad de S. ' »

Vamos a continuacién a obtener algunas consecuencias del teo-
rema anterior. '

Prorosicion 14.—Sea A un digebra de Abel; f: Q—> A una
funcidén anclitica definida en una region Q de A, f es entonces con-
tinua en Q. '

Sea a € Q; vamos a probar la continuidad de f en a. Existe una
serie de potencias S de radio no nulo tal que en un entorno V de a
se tiene f (2) = S (2 — a). Como la aplicaciéon que pasa de 2 a g-—a
es continua en @, basta probar la continuidad de S (2) en 0. Pero
esto es trivial, pues si

.SzZanX”

70
sea p €T, y demos ¢ > 0. Se tiene S (0) = a, y

p (S () —S(0) = ,,( Z a, z")< Z‘ ?(a,) P () < Z‘ » (an>‘p (e

X1 n>1 71
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Pero la serie S tiene radio no nulo y por la proposicién 7 se dedu-
ce que

(a,) Xn

tiene un radio mayor o igual. La funcién definida por esta serie es
continua y se anula en 0 luego existe 3 tal que

P () <8=D p(S(e)—S0) <e.

Prorosicion 15. — Sea A un digebra de Abel; £ : Q—> A una
juncién onalitica. Sea a € Q. En un entorno de a (Salvo en a) estd
definido el cociente incremental

(f@)—1f@)/(z—a)=g(zx)
v existe el limite de g (2) cuando z - a.

‘Nota—Cuando A no sea anillo de integridad no podemos ase-
gurar que el cociente incremental sea tinico; pero veremos que
existe una g tal que

(e=a)g @) =f@—f(@

que verifica las condiciones del enunciado. Mas adelante se puede
probar que éste que definimos aqui es el dnico cociente continuo.
Por la proposicion 13 sabemos que puede escribirse

f() =f(@+5S(z—a),

donde S es una serie de primer coeficiente nulo. Pongamos enton-
ces g(2) = T (¢—a), donde T es la tnica serie tal que X T = S.
Sabemos que la serie T tiene el mismo radio que ‘a S y ademais

f@=f@+b(—a)+b,(z—0a)+

Es evidente, después de la proposicién 14, que existe el limite de
£ (2). Puede asegurarse que el limite coincide con el valor de la
serie derivada en a. Basta comparar las demostraciones de las pro-
posiciones 13 y 15.
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Por dltimo, veamos que una funcién analitica es diferenciable.
Usaremos la teoria de la diferenciabilidad desarroliada en J. Arias
de Reyna (tesis).

Prorosicion 16. — Sea A un d.gebra de Abel; 1 : Q> A una
funcidn analitica. Sea a € Q. { es diferenciable en a y la diferencial
tiene la forma D f(a) (x) = b.x. Donde b € A es el coeficiente de
{z — a) en el desarrollo de I en el entorno de a.

Sea

fE@=f@+bGE—a)+b,(z~0a)?+ ..
el desarrollo de f(s) en el entorno de a. Pongamos
rig—a)=f)—fl@)—b(z—a)=0b,(z—a) + ...

Basta probar que r es resto,

7 es continua en un entorno de 0, luego dado K compicto que
contiene a a, existe un entorno de a tal que » (V N1 K) es relati-
vamente compacto. So6lo queda ver que

fim A/ r(tz) =0

tomando el limite cuando ¢ > 0 y s € K. Esto es

lim (b, 25% + b, #22% + ..) = 0.

Es decir,

z-lim (b, (F2) + b, (£2)2 + ...) = 0.
Por ser K compacto y la funcién
b2,z + b3 22 + b4 z3 4 ...

continua en cero, el resuitado es trivial.

Llamemos L. A el conjunto de aplicaciones lineales continuas de
A en A definidas por cada elementos a € A por ser & — ¢ #. He-
mos visto que si f es analitica en ¢, D f (o) € L. A. Estas son pre-
cisamente las condiciones de Cauchy-Riemann en el caso c'dsico, de
manera que podemos esperar la validez de la proposicién:
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Prorosicion 17.—Sea A un digebra de Abel; f . Q—> A una
funicidn defimida en una region Q de A. Condicidn necesaria ¥ Suft-
ciente para que f sea anolitica. en Q es que f sea diferenciable en todo
punto de Q v s¢ verifiguen las condiciones de Couchy-Riemann. Esto
es, que D f(a)€ L. A para todo a € Q. :

La demostracién la pospondremos hasta que dlspongamos de 1a
teoria de la integracién.
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