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Abstract

Assuming the existence of inaccesible cardinal numbers it is proved that there is not a notation, for
each numerable ordinal number, satisfying the conditions imposed by N. Cuesta Dutari in his book La
matemdtica del orden (1959).

Cuesta (1949; 1959, ap. 48, y 1981, pp. 542 y 718) compara la notacién usada por
Cantor para los ordinales con la numeracién romana de los numeros naturales y
plantea el problema de dar una notacion sistematica para los ordinales numerables.
En 1981, pp. 46-47, 648-649 y 721, critica la notaciéon de Von Neumann porque no
satisface el requisito de tener el nombre una longitud menor que el ordinal
nombrado.

Particularmente, Cuesta nos ha planteado el problema onomaéstico en los
siguientes cuatro puntos:

1. Se consideran unicamente los tipos de las buenas ordenaciones del conjunto
N de los nimeros naturales; es decir, los nimeros ordinales de cardinal wy.

2. El alfabeto seria un conjunto A4, numerable a lo sumo, de «letras». Quiza
convendria darlo bien ordenado. Podrian ser sus «letras» los nimeros natu-
rales, puestos entre paréntesis: (1), (10), (11), (100), (101), (110), (111), etc.

3. Las «palabras numéricas» que nombrarian a los ordinales numerables, serian
sucesiones bien ordenadas de letras del alfabeto; (4; < ) (A2 < p,)s €tC.
Por ejemplo:

(1)(11)(101)(111) - (10)(100)(1 10)(1.000) ...

4. Parece exigencia esencial que el tipo ordinal de la palabra numérica, sea
menor que el tipo ordinal designado. Es decir, que si (4; < ,) fuera el
nombre del tipo de la buena ordenacion (N < ), se ha de verificar siempre:
tipo ordinal de (4; < ;) < tipo ordinal de (N < ).

Este problema asi planteado tiene sentido en un sistema axiomatico basado sélo
en los axiomas de extensionalidad, comprehension, union, reemplazamiento e
infinito. Por tanto, no se necesita admitir la existencia de los reales ni de w,. Nosotros
probaremos que, admitiendo la consistencia de la teoria ZFC + I (donde I es la
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proposicidn: existe un cardinal inaccesible), el problema no tiene solucién. Aun
siendo esto, desde el punto de vista de Kronecker, un defecto esencial de la
demostracion, creemos, sin embargo, que ésta serd util a los creyentes en ZFC + 1.

Dado un conjunto A que denominamos alfabeto, llamaremos palabra a una
aplicacion x: o — A4, donde o es un ordinal, designaremos la palabra con la notacién
x ={xp: f<a), donde x; = x(f). Diremos que « es la longitud de la palabra x y
escribiremos « = I(x). Denotaremos por P,(A4) el conjunto de las palabras de
longitud menor que w, formadas con el alfabeto A.

El problema entonces es el siguiente:

Dado un alfabeto A numerable, jpuede definirse efectivamente una aplicacion o:
w; — P,(A), inyectiva y de modo que, para todo a < w;, se tenga I(o(a)) < a,
verificandose la igualdad sélo para un conjunto numerable de ordinales «?

Al decir definir, efectivamente queremos indicar que debemos escribir una
férmula @(t) con una sola variable libre y sin parametros de modo que o = {¢: ®(t)},
pero admitimos que para probar las propiedades requeridas se use el axioma de
eleccion. Pueden verse ejemplos en Sierpinski (1921).

Si no exigimos que o esté definido efectivamente, sino que sélo pretendemos
demostrar su existencia, tenemos una soluciéon muy sencilla usando el conjunto de
numeros reales definido por Hardy (1904). Esta es en esencia la critica de Hobson
(1907) a dicha construccion de Hardy (véase Hardy (1907) y Russell (1907)).

Desde otros puntos de vista el problema onomastico para los ordinales numera-
bles ha sido tratado por Veblen (1908), Kleene (1938) y Cuesta (1959). En este Gltimo
se encuentra una amplia bibliografia del tema y se da una impresionante notacioén
para un segmento inicial de los ordinales numerables.

Proposicién (admitiendo I). Existe un modelo de ZFC en el que toda aplicacion
inyectiva 0: w; — P (w) definible a partir de una sucesion de ordinales verifica /(o(x))
> o para todos los o de un subconjunto no numerable de w;.

NOTA. A < w, dice estacionario si A n C # ¢ para todo conjunto C < w,
cerrado y no acotado. En particular, si 4 es estacionario, no es acotado.

Se dice que un conjunto X es definible a partir de una sucesion s = {a,:n<w) de
ordinales si existe una féormula ®(x, y) con s6lo dos variables libres tal que X
= {t: (¢, s)}. Es claro que si X puede definirse efectivamente, puede definirse a partir
de una sucesion de ordinales. El concepto de ser definible a partir de una sucesion de
ordinales tiene la ventaja de ser expresable en el lenguaje de la teoria de conjuntos.

Demostracion. Solovay (1970, teorema 3) construye, admitiendo I, un modelo M
de ZFC tal que verifica:

1. 29 = |,

2. Cualquier conjunto no numerable de reales definible a partir de una sucesion
de ordinales contiene un subconjunto perfecto. (Aqui se entiende por real una
sucesion de naturales, y se dota al espacio de todos los reales de la topologia
habitual).

Veremos que en este modelo .# se verifica nuestra proposicion.

Supongamos 0:w; — P;(w)definidaen .4 a partir de una sucesion s = {a,: n<w)
de ordinales. Existe una formula ®(x, y) del lenguaje de la teoria de conjuntos
tal que 0 = {z: ®(z, s)}. Suponganos, ademds, que salvo para un conjunto numerable
de o < w, se verifica [(o(a)) < o
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Modificando convenientemente /(o(o)) en un conjunto numerable se tiene
entonces una funcion regresiva. Aplicando un teorema de Fodor (1956) (cfr. Levy,
1979, pag. 153), existe # < w; y un conjunto estacionario 4 — w, tal que ae A
implica /(o(a)) = 7.

Sea t:w — 5 sobreyectiva, que existe por ser # numerable. Consideremos el con-
junto de sucesiones de naturales R = {r(2):2 < w,}, donde r(a) = {o(a)(t(n)): n<w).
R es un conjunto de reales definible a partir de la sucesion de ordinales sy, to, S,
L1y ooy Spy Ly - Y@ QUE

R = {x: 3 3(x = <ula)(tn): n <w) Au= {z: ¥z, s)})}

a<w; u

Por ser o inyectiva y recorrer ¢t todo # resulta que a,fe A y « # f implica
r(o) # r(f). Asi pues, como A4 es no numerable, R es un conjunto no numerable de
reales. Pero segun 2, R contiene un perfecto, luego [Rl = 2. Esto contradice 1,
pues es claro que [R| < |w4].
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