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1 INTRODUCCION

animales voladores despertd una curiosidad en el ser humano que se ha mantenido hasta nuestra época

actual. Es en estos comienzos de la humanidad donde muchos expertos situan precisamente el origen de
la aviacion, y no en el siglo XVIII, con la aparicion de los primeros globos aerostaticos capaces de elevarse en
el aire, 0 en 1903, con el primer vuelo de los hermanos Wright, como se podria pensar. Y es que, mucho antes
de que sucedieran todos estos hitos historicos, el hombre ya imaginaba formas de volar tratando de imitar la
estructura de las alas de algunas aves; introducia a personajes con poderes divinos en sus historias entre los que
se encontraba la capacidad de volar... Y es todo esto lo que nos lleva a asegurar que el deseo de volar ha estado
siempre muy presente en toda la historia de la humanidad y ha sido el impulsor de grandes avances y desarrollos
tecnologicos hasta llegar a la situacion actual.

El deseo del hombre por volar se remonta a tiempos prehistoricos, donde la observacion de las aves y otros

Por tanto, vemos que la observacion de la naturaleza ha sido una de las principales fuentes inspiradoras que han
permitido alcanzar estos grandes desarrollos que podemos observar hoy en dia. Y es en este punto, en esta
observacion de la fauna que nos rodea, donde nace la motivacion de este trabajo, pero no tan centrado ahora en
las aves sino en otros seres vivos que probablemente no sean los primeros que imaginamos al pensar en un ala,
pero que, sin duda, son una fuente reveladora de conocimiento para este campo: los peces. A través de la
observacion de estos se ha comprobado que son capaces de impulsarse y mantener un movimiento controlado
dentro del agua a través, principalmente, del movimiento de su cola. Asimismo, gracias a una serie de
mecanismos de adaptacion que han ido desarrollando, batiendo esta cola con una frecuencia y amplitud
determinadas, consiguen el movimiento deseado con el minimo consumo de energia necesario.

Por otra parte, como es bien sabido, la aerodinamica nos proporciona la capacidad de analizar el movimiento de
un s6lido a través de un fluido, no teniendo que ser este necesariamente un gas. Por tanto, gracias a las ecuaciones
de la aerodinamica seria posible realizar un estudio de estas colas en movimiento para tratar de buscar estas
frecuencias y amplitudes optimas. De hecho, yendo un poco mas alla, si observamos en mayor detalle la forma
que adopta la cola de la mayoria de peces vemos que, gracias a la adaptacion al medio que han experimentado
a lo largo de su evolucion, esta forma no es mas que un ala en flecha (véase Figura I). Este estudio seria
extrapolable, pues, al caso de un ala moviéndose en el seno de un fluido incompresible y, posteriormente, se
podria extender, incluso, a un caso compresible. Por todo esto, este estudio se reduce al analisis de un ala,
tipicamente en flecha, moviéndose a través de un medio fluido incompresible.

En este trabajo se desarrollaran las ecuaciones necesarias para poder realizar este estudio desde un punto de vista
aerodinamico. Por otra parte, también se desarrollara un método de resolucion numérico que implementara estas
ecuaciones con unas ciertas simplificaciones y que permitira estudiar este problema. Sin embargo, para probar
la validez de este método, sera necesario realizar multiples analisis y comprobar los resultados que proporciona.

Heterocerca

Redondeada Truncada

En semiluna Homocerca

Figura 1. Ejemplo de diferentes formas de la cola de un pez.



2 Introduccion

1.1 Objetivos

Una vez expuesta la motivacion de este trabajo e introducido brevemente cudl sera el objetivo general del mismo,
se exponen a continuacion algunos de los objetivos principales de partida del mismo.

Las ecuaciones generales de la mecanica de fluidos, conocidas como ecuaciones de Navier-Stokes, permiten
describir de manera genérica el estado y movimiento de un sélido en el seno de un fluido cualquiera. Estas
ecuaciones son muy completas y aportan un gran detalle; sin embargo, su resolucion es extremadamente
complicada si se abarcan en su totalidad, sin realizar ninguna hipoétesis inicial que permita eliminar algiin grado
de libertad o reduzca el nimero de términos que en ellas aparecen. Por tanto, sera necesario establecer una serie
de simplificaciones que nos permitan abordar estas ecuaciones sin necesidad de tener que recurrir a modelos
muy complejos que serian inabarcables desde el punto de vista temporal para este trabajo. Por otra parte, estas
simplificaciones deberan ser realistas, quedando todas ellas totalmente justificadas y permitiendo reproducir
casos reales.

Por tanto, en primer lugar, se pretende llegar a las ecuaciones que definen el movimiento de un cuerpo a través
de un fluido, siendo este movimiento, en general, no estacionario. De esta manera, sera necesario establecer una
serie de simplificaciones bien razonadas que nos permitan llegar a un modelo suficientemente versatil para los
casos que estamos interesados, pero no demasiado complejo.

Establecidas estas pautas y siguiendo en la linea de resolucion del problema de un ala fluctuante, con la ayuda
de modelos ya existentes, se tratara de elaborar un método numérico propio de resolucion del problema que nos
permita estudiar diversos casos tanto estacionarios como no estacionarios y ver las diferencias entre ambos.
Asimismo, la comprobacion de la validez de dicho método y su sensibilidad seran también objetivos clave de
este trabajo. Ambos se trataran de conseguir a través de la prueba de multiples casos y el estudio de sus errores.

Por todo esto, el objetivo final tras este trabajo podria resumirse como el estudio de movimientos no-
estacionarios. Para ello, sera necesaria la consecucion de un método capaz de resolver el problema en que
estamos interesados y, a su vez, sera imprescindible plantear las ecuaciones que rigen dicho problema a través
de una serie de procedimientos que se veran a lo largo de este trabajo.

1.2 Estructura del trabajo

Una vez planteados los objetivos de partida de este documento, y antes de comenzar con los desarrollos de este
trabajo, a modo introductorio se analiza aqui cual sera la estructura que seguira este trabajo; mostrandose asi el
contenido fundamental que hallaremos en cada uno de los capitulos siguientes.

Para comenzar, como ya se ha planteado anteriormente, sera necesario fijar el modelo que utilizaremos en todo
el documento; estableciéndose asi en el capitulo 2 las hipotesis de partida que utilizaremos y desarrollandose
aquellos conceptos previos sobre el modelo que pudieran plantear algiin tipo de duda.

Posteriormente, aclarado este punto, se pasara a la formulacion de las ecuaciones que rigen el movimiento en
que estamos interesados. Para ello, en el capitulo 3 se partira de las ecuaciones mas generales de la aecrodinamica
y, a través de una serie de simplificaciones, se conseguira llegar a un sistema mucho mas sencillo. Del mismo
modo, en dicho capitulo se plantearan también las condiciones de contorno que cierran completamente el
problema y se estableceran los campos de aplicacion de estas ecuaciones, excluyéndose asi aquellos casos que
no cumplan con las hipétesis planteadas.

Una vez totalmente claro el problema que es necesario resolver, en los capitulos 4 y 5 se plantearan los
procedimientos necesarios para llegar a la solucion del mismo. En el primero, se deducira la solucion natural del
problema a través del conocido método de Green. Una vez hecho esto, en el capitulo siguiente se abarcard la
resolucion numérica del mismo, planteandose aqui todas las cuestiones geométricas, de aproximacion de
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operadores. .. necesarias.

En los dos capitulos siguientes se planteardn algunos resultados obtenidos a través de nuestro método y se
compararan con resultados para esos mismos casos de estudio reportados por la literatura. De esta manera, se
comprobara cudl es la efectividad del método, su sensibilidad, dominio de aplicabilidad. .. Igualmente, a través
del estudio de la causa raiz de las posibles desviaciones de los resultados, se podran plantear posibles mejoras
futuras para el método.

Para terminar, en el capitulo 8 se plantearan precisamente estas posibles lineas de trabajo futuras y se extraeran
las principales conclusiones de este trabajo, orientadas a la mejora futura de los métodos empleados,
posiblemente eliminando algunas hipotesis de partida demasiado restrictivas.

Asimismo, se incluye en el Anexo A al final del documento el cddigo generado para resolver este problema de
alas fluctuantes, implementando este el método que se analizara en el capitulo 6.



Introduccion
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2 HIPOTESIS INICIALES

conocimiento sera fundamental para la correcta comprension del mismo, asi como para plantear posibles

lineas de investigacion futuras para relajar algunas de las hipotesis establecidas y que podrian no darse en
la realidad. De este modo, quedara completamente definido el modelo que utilizaremos de aqui en adelante para
todos los planteamientos que se sigan.

En este apartado se estableceran las hipdtesis iniciales bajo las cuales se formulara nuestro problema y cuyo

En primer lugar, es necesario aclarar que se utilizara un sistema de referencia de ejes cartesiano ligado al ala,
como el que se muestra en la Figura 2.

Uy, Poos Poos Te
——

Estela

=
N\
<

4
—
4

A

Eala /

Figura 2. Ejes de referencia cartesianos para un ala tridimensional.

Por otro lado, para definir las direcciones de cada uno de estos ¢jes, es necesario introducir previamente algunos
conceptos. Comenzaremos con la geometria, definiendo aqui el alargamiento, A, como el cociente adimensional
de la envergadura al cuadrado entre el 4rea de la superficie en planta del ala Z;,, es decir, A = b?/S; donde b
(envergadura) se define como la distancia entre los bordes marginales del ala. La envergadura suele verificar
que b > c(y), siendo c(y) la cuerda o distancia que une los bordes de ataque y salida de cada uno de los
perfiles; por lo que, en general, dada esta definicion se verifica que A > 1. A la cuerda del perfil central la
denominaremos c(y = 0) = ¢, y se supondra contenida en el plano X — Z. Asimismo, consideraremos que
las alas son simétricas respecto a este mismo plano X — Z (véase Figura 2), y compuestas por una sucesion
continua de perfiles acrodinamicos segun la direccion de la envergadura.

Como estaremos interesados en obtener la linealizacion de las ecuaciones a las que lleguemos, para ello es
necesario que se garantice que estos perfiles que componen el ala sean esbeltos, ya que, como veremos, esto nos
permitira aproximar el ala por su proyeccion en planta, ademas de realizar otras suposiciones simplificadoras.
De modo que, si la superficie del ala satisface la siguiente ecuacion

z—2z,(x,y) =0 2.1

Debera verificarse que



6 Hipétesis Iniciales

o «1 0zp & 0y «1 (22)
ox Yoy Sox '

De igual manera, gracias a linealidad de la ecuacion que definira nuestro problema (la cual se demostrara mas
adelante), asi como de las condiciones de contorno a las que estd sujeto, podemos descomponer la funcién
Zy (x,y) = z.(x,y) * z,(x,y), es decir, cada perfil situado en un punto y de la envergadura quedara
completamente definido por la composicidon de su linea de curvatura mas su espesor en cada coordenada x,
medido sobre la cuerda del mismo. Esto nos permitira dividir nuestro estudio en dos partes o problemas distintos:
el problema de espesor o simétrico (z,(x,y)) y el problema sustentador o antisimétrico (z.(x,y)) [1] y la
solucion completa al problema sera, por tanto, la superposicion de ambas soluciones. Nosotros estaremos
interesados, de aqui en adelante, solo en este segundo, que sera el tnico que contribuya a la sustentacion. Por
tanto, una vez formulada la ecuacion general del problema, nos centraremos en el estudio de este segundo caso
unicamente, omitiendo el espesor de los perfiles. No obstante, por simplificacion en la notacion, no incluiremos
el subindice c en todos nuestros desarrollos; pero debemos tener presente en todo momento que nos estaremos
refiriendo a este caso. No se entrard en el estudio en profundidad de ambos problemas y su justificacion, puesto
que no es el objeto de este trabajo y se dan por supuestos los conocimientos basicos sobre la distincion de estos
dos problemas y su justificacion a por qué son simétrico y antisimétrico, respectivamente. Para mayor detalle
sobre ellos, es posible consultar [1] o [3] entre otros.

Por otra parte, supondremos que el campo de velocidades suficientemente lejos del ala es uniforme y

estacionario y que el vector velocidad en el infinito (l_j ) estara contenido en el plano X — Z de nuevo, formando
un angulo a con el plano z = 0. De esta manera, se obtendra un flujo cuya velocidad no tendra ninguna
componente segun el eje Y.

Dicho todo esto, estamos en disposicion de definir las direcciones de cada uno de los ejes. Para ello definimos
-
los vectores directores unitarios 7, J, k, que llevan la direccion de los ejes X, Y, Z, respectivamente. En base a

esto, el vector 7 estara orientado segun la direccion de la cuerda del perfil central, ¢,. El vector K se definira
como aquel perpendicular al vector Ty contenido en su plano de simetria, positivo hacia arriba. Por tltimo, el
vector J completara el triedro positivo a derechas. Para el caso de un ala cuya forma en planta sea rectangular,
este coincidira con la direccion que define la envergadura del ala. En otras ocasiones es posible que se utilice
otra nomenclatura para estos vectores unitarios, sobre todo en la proyeccion de fuerzas o para tratar el problema
bidimensional. En estos casos, tendremos la siguiente equivalencia:
6 =1 y 8, =k

Por tltimo, de aqui en adelante, en todo el estudio que realizaremos se considerara el ala aislada, es decir, sin
influencia del resto de elementos del avion, como pueden ser el fuselaje o los motores. De esta manera, no
consideraremos en ningun momento la interferencia que existe entre estos elementos. Del mismo modo,
tampoco consideraremos el posible efecto suelo sobre el ala en ciertas configuraciones de vuelo.

Dicho todo esto, estamos en condiciones de pasar a formular nuestro problema, teniendo presentes, en todo
momento, este modelo y sus hipétesis simplificadoras de partida.
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3 FORMULACION DEL PROBLEMA

necesario pasar a analizar las ecuaciones que caracterizan este problema de manera tinica e inequivoca.

Por tanto, comenzaremos planteando las ecuaciones generales a partir de las cuales llegaremos a nuestra
ecuacion final haciendo uso de una serie de relaciones y simplificaciones, como se vera a continuacion.
Comenzaremos asi con las denominadas ecuaciones de Navier-Stokes y las condiciones de contorno que rigen
el problema y proseguiremos analizando aquellas simplificaciones necesarias para, finalmente, llegar a las
ecuaciones linealizadas que emplearemos para resolver este problema sustentador.

Una vez establecidas las principales hipotesis bajo las que se formulard el problema sustentador, es

3.1 Ecuaciones de Navier-Stokes

=  Ecuacion de continuidad

dp B
TV () =0 (.1

=  Ecuacion de cantidad de movimiento

Jv
pa+pv-Vv=—Vp+V-£’+pfm (3.2)
=  Ecuacion de la energia
aT , 13
pcv§+pcvv-VT:—pV-v+§:Vv+Qr+Qq+V-(kVT) (3.3)

Este sistema de ecuaciones esta sujeto tanto a las condiciones iniciales como las de contorno que determinen
nuestro problema concreto. Ademas, es necesario completar el sistema con las ecuaciones de estado que
permiten relacionar las variables termodinamicas entre si, asi como con aquellas relaciones constitutivas que
sean necesarias, para finalmente proporcionar los campos de densidad, velocidad, presion y temperatura en
cualquier punto del dominio fluido.

De aqui en adelante haremos la aproximacion de que el gas es perfecto. Esto implica que nuestro sistema de seis
incognitas (p, v, p, T) y 5 ecuaciones ha de ser completado con la ecuacion de estado de los gases perfectos:
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=R,T (3.4)

IS

Anteriormente ya dijimos que, para cerrar completamente el problema diferencial, una de las condiciones
necesarias era determinar las condiciones de contorno. Volviendo a este punto, son conocidas las condiciones
tanto lejos del objeto (x — ©0) como sobre la propia superficie del mismo (x — x;), siendo estas las siguientes:

X — 00 p—)poo
v U, (3.5)
T > Ty

X = Xg ¢ v=_0
T =T, (3.6)

kng - VT = kng - VT,

En todas estas expresiones, el subindice co representa las condiciones aguas arriba del sélido, es decir, las
condiciones sin perturbar; mientras que el subindice s representa las variables sobre la superficie del propio
solido.

Hechas estas aclaraciones, quedan definidas por tanto las condiciones de contorno que rigen nuestro problema
en su forma mas general.

Este sistema al que hemos llegado es muy complicado de resolver y abarcar en su totalidad. Sin embargo,
podemos simplificarlo notablemente para cierto tipo de situaciones que se dan con mucha frecuencia en
problemas tipicos y reales. A continuacién, veremos por tanto algunas de estas simplificaciones y sus
implicaciones dentro de este sistema.

3.2 Simplificaciones

Aparte de las hipdtesis iniciales ya realizadas, analizaremos ahora cada uno de los términos que aparecen en las
ecuaciones en busca de posibles simplificaciones de estas despreciando, por ejemplo, términos de un orden de
magnitud muy inferior al de otros.

En primer lugar, comenzaremos analizando los 6rdenes de magnitud de las principales variables que intervienen
en nuestro problema. Esto nos permitira hacernos una idea de qué términos pueden ser despreciables frente a
otros.

Sabemos que la cuerda caracteristica de una aeronave, c, suele ser superior o del orden de 1m y las velocidades
relativas tipicas a las que el ala se desplaza con respecto a la corriente seran, por lo general U, > 10 m/s. Si
definimos, por tanto, el nimero adimensional de Froude (que, por definicion, compara el orden de magnitud de
las fuerzas masicas frente al término de fuerzas de inercia convectivas) como
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, donde

v:velocidad caracteristica [m/s]
l: longitud caracteristica [m]

g: aceleracién de la gravedad [m/s?]

, vemos que este verifica que Fr > 1, por lo que, en primera aproximacion, podremos despreciar el término
correspondiente a las fuerzas masicas frente al de las aceleraciones convectivas. Es necesario aclarar que, para
esta afirmacion, se ha utilizado la cuerda como longitud caracteristica del movimiento.

Asimismo, dado el tipo de estudio en el que estamos interesados, se pueden despreciar los términos
correspondientes a la potencia calorifica aportada al fluido por radiacion y reaccion quimica [1].

Por otra parte, definimos ahora el nimero de Reynolds como
ve
v

, donde

v:velocidad caracteristica del fluido [m/s]

c:longitud caracteristica del sistema[m]
v = “/p : viscosidad cinemética del fluido [m?/s]

Conociendo las caracteristicas del aire y las geometrias tipicas de las alas, podemos afirmar que c~1, v~107>
y v > 10. Dadas estas condiciones, el nimero de Reynolds verificara que Re>>1. Por definicion, este nimero
adimensional compara la importancia relativa entre el término de la ecuacion correspondiente a las aceleraciones
convectivas frente al de los efectos viscosos, por lo que, en general, este ultimo podré ser despreciado frente al
primero en distancias caracteristicas del orden de ¢, tal y como hemos visto. No obstante, no debemos olvidar
bajo qué condiciones lo estamos aceptando. Estos términos deberan ser retenidos en las regiones cercanas a la
pared del solido, en la zona conocida como capa limite. En esta zona si se consideraran los mecanismos fisicos
que fuerzan la condicion de velocidad relativa nula entre el fluido y el solido.

Por otro lado, con estas estimaciones que hemos hecho, conocidas las caracteristicas tipicas del aire, ya podemos
estimar que el nimero de Prandtl, que por definicion es Pr = v/« (siendo « la difusividad térmica del gas),
serd de orden unidad (Pry;-. = 0.7). Este resultado es de gran importancia para lo que analizaremos a
continuacion.

Sabemos que el nimero de Peclet mide la importancia relativa del término de potencia calorifica aportada por
conduccion a la particula fluida frente al término convectivo. Por su definicion, guarda la siguiente relacion con
los nimeros de Reynolds y Prandtl:

cv
Pec=;=ReC-Pr>>1

Por tanto, por las estimaciones hechas hasta el momento, vemos que el término debido a la potencia calorifica
aportada por conduccion sera despreciable en nuestras ecuaciones. De nuevo, al igual que sucedia anteriormente,
al despreciar la aportacion de este término estamos suponiendo implicitamente que el gradiente, en este caso de
temperaturas, sucede en una distancia caracteristica del orden de cy. Pero, tal y como sucedia antes,
suficientemente cerca del cuerpo solido si hemos de considerar estos efectos, asi como los mecanismos fisicos
que fuerzan, ahora, la condicion de igualdad de temperaturas entre el fluido y el solido justo en la pared de
contacto.

No obstante, es inmediato ver que el espesor caracteristico de estas capas limite es muy pequefio en comparacion
con cysin mas que saber que, por definicion, en esta region el término de esfuerzos viscosos sera del mismo
orden que el correspondiente a fuerzas convectivas, ya que estas fuerzas viscosas son las unicas que generan una
resultante tangente a la superficie que serd la unica capaz de forzar estas condiciones de las que hemos hablado
en la pared de contacto del solido con el fluido. Para el caso del gradiente de temperaturas, la explicacion es
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analoga, pero apareciendo, en este caso, el término correspondiente a la potencia calorifica por conduccion en
lugar de los términos viscosos, pero la 16gica seguida es completamente idéntica, puesto que las particulas fluidas
han de adaptarse a la temperatura del objeto en distancias del orden de ¢y y solo el mecanismo fisico de
conduccion de calor puede hacer que se cumpla esta condicion de contorno.

Dicho esto, si aplicamos estas condiciones y definiciones, la estimacion a la que llegamos para deducir el espesor
caracteristico de cada una de estas capas limite es:

Vo~V Us Ueo 0 Re™2 «1
v-Vo~V- = —_— .~ — & — ~
p g p Co M(Sz Co €
3.7
Too — T T — T Ot 11
~k & — ~Re 2Pr 2«1

VT ~kV?’T <
pCyv pPCy e 52 o

, siendo § y &7 los espesores caracteristicos de las capas limite correspondientes al campo de velocidades y
temperaturas, respectivamente.

Por lo tanto, hechas estas aclaraciones, vemos que existiran dos regiones claramente diferenciadas dentro del
dominio fluido: una primera en la que los términos viscosos y de conduccion de calor pueden ser despreciados
y que debe verificar que y > § y § K ¢p; y una segunda region en la que estos dos términos no puedan ser
despreciados, que se correspondera con el resto del dominio fluido, y tendra un espesor caracteristico § mucho
menor que la cuerda tipica de nuestra ala.

Tras haber definido estos numeros adimensionales de gran ayuda para estimar la importancia de unos términos
frente a otros en determinadas regiones, estamos ahora en disposicion de analizar las contribuciones o la
importancia de cada una de estas regiones en la sustentacion y resistencia aerodindmica que, como sabemos,
seran la proyeccion seglin la componente perpendicular o paralela a la corriente incidente, respectivamente, de
la resultante de fuerzas sobre la superficie del ala. Por tanto, tenemos que:

1 1
CD = 1—31 . < (p - poo)(_ns)d0'> + 1—31 : (f ng - gd0> = CD.P + Cva (38)
> pUZA % 5PUA s
) 2
1 1 )
=—er ([ w-pdnddo )t e ([ mozds)=Cpray o)
gpUZA Vs 2PU=A N

Puesto que los esfuerzos viscosos son tangentes a la superficie, se puede ver que

Us Uo 1
n-t~ 5 (e,cosa — e,sina) ~ yC—ReZ(elcosa — e,sina) (3.10)
= 0

, donde el angulo de incidencia de la corriente sobre el objeto @ << 1 para evitar el desprendimiento de la capa
limite [1], por lo que:

( ina) _% K1 3.11
CLr~ e, (ecosa — e,sina) ——— ~ aRe .
Lf ~ €2 (€ 2 U206 (3.11)
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Dado este resultado, podremos estimar el coeficiente de sustentacion — que sabemos, por resultados
experimentales € historicos (véase [2]), que debe ser de orden unidad — como C;, = C;,, ~ O(1). Por lo que, si
la capa limite permanece adherida (y esto sucedera cuando a <« 1 [1]), no sera necesario calcular la contribucion
de esta region de la capa limite a la sustentacion. Ademas, el hecho de que ¢ << 1 serd una de las condiciones
fundamentales que nos permitiran aplicar las ecuaciones del potencial linealizadas como veremos
posteriormente; lo cual simplificara notoriamente nuestro problema.

No abarcaremos aqui el estudio del coeficiente de resistencia. No obstante, para su calculo completo si seria
necesario realizar calculos dentro de la capa limite, lo cual no analizaremos en este trabajo. Para ver el desarrollo
de estos calculos, es posible consultar otros textos como [2].

Por tanto, viendo que solo nos centraremos en la region exterior a la capa limite, nuestras ecuaciones podran ser
modificadas y simplificadas. Sin embargo, antes de esto, es necesario ver si las condiciones de contorno (3.5) y
(3.6) que habiamos definido siguen siendo validas o se veran modificadas. Recordando que usamos un sistema
de referencia ligado al solido, las siguientes condiciones se mantienen

X = 00: p_poo_>0; v_)Uoor T_)Too (312)

Sin embargo, al despreciar los términos viscosos y de conduccion de calor y, con ello, la capa limite, no podemos
aplicar ninguna condicion directamente sobre la superficie del sélido, por lo que la condicion (3.6) deja de ser
valida. Ahora la tinica condicion que podemos aplicar es la de impenetrabilidad de la corriente sobre el ala, que
se traduce en lo siguiente

v-ng =0 (3.13)

, donde se ha tenido en cuenta que el espesor de la capa limite es muy pequefio, con lo cual los errores que se
cometen debido a la existencia de velocidades transversales en este punto son despreciables y asumibles [1].
Asimismo, esta condicion la suponemos aplicada sobre X en lugar de en el exterior de la capa limite, como
deberia (ya que ahi es donde se cumpliran nuestras ecuaciones), dado que esto simplifica enormemente el
problema. Nuevamente, los errores relativos derivados de esta aproximacion son muy pequefios para los casos
en los que estamos interesados [1].

Por otra parte, en los calculos realizados hasta el momento se han omitido algunos pasos o consideraciones que
se presuponen conocidas, ya que no es el objeto de este trabajo realizar un desarrollo de las ecuaciones que rigen
la aerodindmica, sino que se muestran de manera meramente introductoria como una fase natural para deducir
las ecuaciones de nuestro problema en las que si estaremos interesados. Por tanto, para mayor detalle o duda, es
posible consultar [1], entre otros muchos textos. Asimismo, en los desarrollos que mostraremos nos centraremos
en el campo de velocidades; no obstante, el calculo del resto de campos seria similar y se podrian obtener
utilizando las relaciones vistas hasta el momento.

Como conclusion de este apartado, debemos tener presente de aqui en adelante la aproximacion que estaremos
realizando para el coeficiente de sustentacion. Por ello, solo estaremos interesados en calcular la resultante de
presiones sobre el cuerpo y en eso nos centraremos a partir de ahora, dejando de lado el problema de capa limite.
Todos los calculos que se desarrollen de aqui en adelante se haran, por tanto, bajo estas premisas.

3.3 Linealizacion de las ecuaciones

A partir de las simplificaciones que hemos visto en el apartado anterior, podemos llegar a unas conclusiones
bésicas que seran en las que se base la linealizacion de las ecuaciones:

=  Puestoque @y = a(y = 0)~a(y) « 1 (siendo a, el angulo de ataque caracteristico, que no tiene por
qué ser constante a lo largo de la envergadura), la capa limite permanece adherida, por lo que no habra
desprendimiento de la corriente.
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=  Por este mismo motivo, la estela y el perfil forman angulos de ataque pequefios con la corriente incidente
y podremos aproximar el ala por su proyeccion en planta.
" hy K cp, b (siendo hy el espesor caracteristico del ala).

Por tanto, uniendo todo esto, podemos concluir que el ala introduce pequefias perturbaciones en la corriente
incidente. Esto nos permite escribir los campos de velocidades, presion y densidad como sigue [3]:

BR) = Uy + 7' (%), |9 @) K Uy
P(E) =P +P'(X), P'(X) < Poo (3.14)

p(X) = po +p'(X), p'(X) K poo

Siendo v'(X), p'(X) y p'(X) los campos de perturbacion de velocidades, presiones y densidades,
respectivamente.

Esto también nos permite realizar las siguientes aproximaciones trigonométricas: sina =~ a¢ 'y cosa = 1.

A partir de esta linealizacion, se puede demostrar que los resultados a los que llegamos para C;, nos revelan que
podemos expresarlo como una funcion lineal con el dngulo de ataque, C;, = € a, siempre que se verifiquen las
hipotesis de partida [1]. Al coeficiente C;  se le suele dar el nombre de pendiente de la curva de sustentacion y,
para la aerodindmica potencial linealizada, conocido el angulo de ataque del ala, calcular su valor es equivalente
a calcular el coeficiente de sustentacion. Este pardmetro resulta muy interesante puesto que nos da una idea de
cuanta sustentacion genera el ala a angulos de ataque pequefios, sin necesidad de conocer el angulo de ataque de
esta, y es una forma de comparar unas alas con otras, una determinada distribucion de perfiles frente a otra. ..

De aqui en adelante, en ocasiones hablaremos indistintamente de, por ejemplo, v(x) o v’ (x). Sin embargo, no
debemos olvidar que, por la definicion que hemos dado de ellas, conocida una de ellas, la otra queda totalmente
definida, por lo que sera equivalente hablar de una expresion u otra.

3.4 Vorticidad y movimientos irrotacionales

En esta seccion y las posteriores trataremos de simplificar el sistema de ecuaciones (3.1) — (3.3) al que nos
enfrentamos para resolver nuestro problema, escribiendo las ecuaciones solo en aquellas regiones del dominio
fluido no afectadas por los efectos viscosos ni de conduccion de calor y con el resto de simplificaciones expuestas
hasta el momento.

Como ya sabemos, estamos considerando aquellos casos en los que las particulas fluidas provienen de una region
en la que los valores de las variables termodinamicas son uniformes e iguales a Po,, Poo ¥ Teo. De las ecuaciones
deducidas anteriormente, sabemos que la entropia se conservaba en todos los puntos exteriores a la capa limite
y la estela [1], por lo que

| =

o 0
/%:i_y o p:pm(pi)y = Wp=(5) vp=avp (3.15)

Si definimos ahora el vector vorticidad como w = V X v la ecuacion de cantidad de movimiento en funcion de
este queda como
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v _ 0 vo=2 (D) coxw= Lty (3.16
Dt ot UV T e 2 )T Vre 0P 16)

A partir de esto, tomando ahora el rotacional de la ecuacion (3.16), y aprovechando la intercambiabilidad de las
derivadas, llegamos al siguiente resultado:

y (D‘I)) _ d(VxXv)

1
Dt 5% +V><V(§v-v>—v><(v><w)=

dw 1

=W+§V><V(v-v)+17'Vw+wV"’—“"V"_”V""= (3.17)
Vx( 1V) 1V XV azv XVp=20
= ——Vp|=—=VpXVp=—VpXVp=
p p? p?

Puesto que sabemos que la divergencia de un rotacional y el rotacional de un gradiente son 0, podemos
simplificar esta tltima ecuacion (3.17):

w Dw 1Dp
E+v-Vw=E=w-Vv—wV-v=w-Vv+;Ew
(3.18)
1Dw 1 Dp D /@ w
5ot 7069 " oilp) 5 7

Sabiendo ahora que, suficientemente lejos del solido la vorticidad es nula (por su propia definicion) y el vector
v tiende a U, podemos concluir, sin mas que integrar su expresion entre —co y un valor x genérico, que
w(x,y,z) = 0 para cualquier (x, y, z) perteneciente al dominio fluido no afectado por la viscosidad.

Por tanto, el vector velocidad serd irrotacional, de modo que podemos asegurar que proviene de un gradiente
v = V¢, donde ¢ es una funcion escalar que denominaremos potencial de velocidades y que se convertira en
nuestra incognita de aqui en adelante. Esto simplificara enormemente el problema, como se demostrara a
continuacion.

3.5 Ecuaciones del flujo potencial

Puesto que ya hemos demostrado que podemos reducir nuestro problema al célculo de la funcion ¢(x, y, z), en
esta seccion nos centraremos en la reduccion de las ecuaciones anteriormente mostradas a una ecuacion en ¢.
También se expresaran las condiciones de contorno en funcion de esta incognita.

Como ya mostramos como descomponiamos el campo de velocidades en la velocidad en el infinito aguas arriba
mas un campo de perturbaciones mucho menor en modulo que esta U, para el potencial es inmediato ver que
podemos hacer la misma descomposicion, de modo que ¢p(x) = ¢, + ¢’ (x).

Recordemos ahora que, por ser el flujo irrotacional, entonces se verifica que v = V¢. Esto podemos garantizarlo
en las regiones exteriores a la capa limite y a la estela. Aqui podemos expresar la ecuacion de cantidad de
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movimiento (3.2), en base a las simplificaciones que hemos visto anteriormente y mediante esta transformacion,
como

Ve Vp|?\ 1
Zvp =0 3.19
kn + V( > + ; Vp (3.19)
De la definicién de entalpia y recordando que dS = 0
dh d( +p) TdS d<1>+ d<1)+1d 1d (3.20)
= e — ] = —_ —_— — —_ — — .
p PEG) TP TP TP

Esta ecuacion debe cumplirse para cualquier incremento diferencial, luego también debe hacerlo para Vh =
Vp/p. Por tanto, volviendo a la expresion (3.19) tenemos ahora que

06 Vol |
v[EJr ‘ +h]—0 (321)

Teniendo en cuenta que C,,/C;, =y y que Ry /C,, = y — 1, la entalpia queda como

2

Cp
CpD (C_)p Yy \p_ a
n=c.r==pP_\lv :( >_: (3.22)
PT Ryp (R_g) y-1Up y-1
C p
v
Por tanto,
0 Vo|? a?
9 Vol = C(t) (3.23)

at 2 y—1

, siendo C (t) una funcién que solo depende del tiempo.
Vemos ahora que el problema queda reducido al calculo de ¢ y V¢ sobre la superficie del solido.

Para el caso incompresible (= p = cte), ampliamente estudiado por muchos autores, el problema puede
reducirse a una forma muy sencilla y se puede comprobar que, cometiendo errores del orden de 0 (M?), siendo
M = |v|/a el nimero de Mach (donde a representa la velocidad del sonido a una determinada altura),
finalmente se llega a que el potencial verifica la denominada ecuacion de Laplace [1], es decir,

Vip =0 (3.24)

Esta aproximacion, denominada casi incompresible, da buenas resultados, seglin los errores que hemos visto
que se cometen, cuando M2 <« 1, es decir, cuando el nimero de Mach verifica M., < 0.3. Esta simplificacion
nos permitira resolver el sistema general de una forma mucho mas sencilla, al convertirse este en la ecuacion de
Laplace, con soluciones elementales ya conocidas. La linealidad de esta ecuacion nos permitird superponer,
como se adelant6 en capitulos anteriores, soluciones elementales para hallar la solucion general a nuestro
problema, lo cual es un método clasico para abarcar esta resolucion.

La suposicion de un flujo incompresible alrededor del ala introducird unos ciertos errores en nuestro método
dependiendo del régimen que estemos considerando. No obstante, esta hipdtesis es adoptada en numerosas
ocasiones por otros autores para realizar los estudios y veremos que simplifica enormemente el problema vy,
ademas, nos permitird comparar nuestros resultados con otros reportados de la literatura. Asimismo, para el caso
del que hablabamos al principio del estudio del movimiento de la cola de un pez en el agua, al ser este medio
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casi incompresible, esta ecuacion reportara buenos resultados.

En algunos de los apartados siguientes abarcaremos el estudio analitico y numérico de este problema para ver
coémo es la solucion al mismo y como podemos deducirla de manera natural, sin necesidad de suponer ninguna
solucion previamente y luego verificar su validez. Para ello, haremos uso del denominado méfodo de Green,
entre otras herramientas.

Alno estar interesados en los célculos que llevan al resultado (3.24), que no son mas que simples manipulaciones
de las ecuaciones, no se han incluido en este apartado. Para mayor detalle es posible consultar cualquiera de los
textos de las referencias.

Por ultimo, es sencillo expresar las condiciones de contorno que cierran el problema en funcion del potencial,
quedando el problema completo de la forma [1]:

Vip =0

|x| = 00, V¢ — Ug
(3.25)

xeXg, n-Vp =0

+condicién de Kutta — Joukowski

Esta ultima condicion, conocida como condicion de Kutta-Joukowski nos permitira elegir la solucion real a
nuestro problema de entre las infinitas que pueden existir para este problema. Al estar considerando el flujo ideal
sin viscosidad, se obtiene que este problema admite una infinidad de soluciones. Sera precisamente esta
condicion la que nos determine cual de ellas es la que se da en la realidad, considerando el efecto que produce
la existencia en la realidad de la capa limite sobre este flujo no viscoso. A continuacion trataremos esta cuestion
con algo mas de detalle.

3.6 Condicion de Kutta - Joukowski

En este apartado abarcaremos, brevemente, el tema de la condicion de Kutta-Joukowski y sus implicaciones en
el problema aerodinamico. No obstante, no entraremos en mucho detalle, puesto que no es el proposito de este
escrito su estudio; pero si sera de gran importancia en el futuro a la hora de plantear nuestras ecuaciones y las
condiciones de contorno que cierran el problema.

Condicion de Kutta-Joukowski:

La solucion real del sistema (3.25) es aquella para la que el flujo no rebordea el borde de salida.

Una vez resolvemos el sistema, podemos observar que llegamos a una solucién que depende del valor de la
circulacion I' (que puede ser expresado de manera inmediata en funcion del potencial). Este resultado aparece
demostrado en varios de los titulos de las Referencias como [1] y [2]. Por ello, es necesario determinar aquel
valor de T, de entre la infinidad de posibilidades, que hace que nuestra solucion se corresponda con la realidad.
Este valor estd intimamente relacionado con la posicion de los puntos de remanso sobre el cuerpo cuyo efecto
estamos analizando. Por tanto, es necesario escoger aquella configuracion o posicion de los puntos de remanso
que garantiza que la corriente no rebordea el borde de salida. Este fenomeno se puede comprobar
experimentalmente.

Esta condicion, junto con el hecho de que la presion ha de ser igual tanto en extrados como en intradds en el
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borde de salida [3], indica simplemente el hecho de que no somos capaces de soportar una diferencia de presiones
en las regiones en las que no existe presencia de un sélido.

Para el caso estacionario, esto implica que las velocidades del fluido han de ser iguales en ambas caras. Como
la velocidad es tangente a los perfiles, en el caso de que el borde de salida sea anguloso, esta condicion se traduce
en que dicho punto ha de ser un punto de remanso; en el caso de que sea de retroceso, implica que las velocidades
de intradds y extrados han de tener el mismo sentido y médulo, pero no necesariamente debe tratarse de un punto
de remanso.

Veoxt = Vint

Figura 3. Condicion de Kutta para el problema bidimensional.

La extension de esta Figura 3 a 3D es inmediata.

Posteriormente deduciremos en qué se traduce esta condicion en términos de nuestras variables, tanto para el
caso estacionario como para el no estacionario, en mayor detalle.

Dicho todo esto, damos por concluida, por tanto, la busqueda de la ecuacion y condiciones de contorno que
definen nuestro problema. Llegados al sistema (3.25), en los capitulos siguientes nos centraremos en la
resolucion de este sistema con la ayuda de métodos clasicos y métodos numéricos.
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4 METODO DE GREEN

hipétesis citadas hasta el momento y que nos permitird obtener la ecuacion necesaria para resolver de

manera numérica la ecuacion de Laplace sujeta a la condicion de contorno de impenetrabilidad sobre la
superficie de un so6lido genérico. Este método lo que nos permite es obtener, de forma natural, cuél es la solucion
al problema que estamos resolviendo, sin tener que suponerla conocida desde el principio, como sucede en otros
métodos, en los que se suponen soluciones elementales del problema, se superponen para hallar la solucion y a
posteriori se verifica que la solucion sea la correcta.

! continuacion expondremos un método clasico conocido como método de Green, que se formula bajo las

Comenzaremos analizando este método en 2D, ya que esto nos permitira definir los dominios de integracion y
mecanismos fisicos de manera mucho mas sencilla e ilustrativa. Posteriormente, veremos su extension a 3D,
que sera inmediata sin mas que hacer algunos pequefios ajustes.

4.1 Estudio bidimensional

Comenzaremos mostrando este método para el caso de perfiles bidimensionales, para entrar en algo mas de
detalle en la fisica y matematica del problema y luego lo extenderemos al caso tridimensional sin mas que hacer
algunas pequefias correcciones. Esto nos permitira ilustrar mas facilmente los fenéomenos y dominios de
integracion que intervienen en el problema, mas dificiles de representar en 3D.

Este método permite expresar el valor del potencial sobre cualquier punto de la superficie del objeto como la
superposicion de una distribucion continua de dos tipos de soluciones basicas: fuentes situadas sobre la
superficie del objeto, Y; = ln”x - Xj |, donde x; € X, y dobletes situados sobre la superficie del objeto y
orientados segiin la normal exterior al mismo, n - Vip;.

De las deducciones realizadas hasta el momento, el sistema a resolver (recordemos que estamos tratando ahora
el caso bidimensional) queda expresado como:

Vip =0
|x| = 00, ¢ - cosax+sinaz
Xx€Z, n-Vp=0 @.1)

+Condicion de no rebordeo del borde de salida:

condicion de Kutta — Jukowski.

Para su resolucion se supone una funcion singular solucion de la ecuacion de Laplace, 1, como ya hemos visto.
Como los dos tipos de soluciones que vamos a utilizar son soluciones elementales de la ecuacion de Laplace, se
verifica que:
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Vip=0 y V*; =0 4.2)

Y, por tanto, también se cumple que

l,ijZ(;b - d)Vzl,b]- =0 4.3)

Se toma la integral de volumen de esta tltima ecuacion (4.3) extendida al dominio (0. (véase Figura 4), el cual,
para evitar la singularidad que presenta la funcion ; que estamos utilizando, excluye el punto de singularidad
afiadiendo una superficie circular de radio € << 1 en torno a este punto y centrada en ¢él. Aplicando el teorema
de Gauss a esta integral, el resultado al que llegamos es el siguiente:

fﬂ, (V2 — ¢V2Y;)dw = L V- (¥ — dVY;)dw = L (Ve — $VY;) - ndo = 0 (44)

, donde el vector normal n es exterior al dominio (definido en la Figura 4) y j € [1, N], siendo N el nimero de
fuentes localizadas en x; = xj’ i+ Zj' k, puntos distintos sobre la superficie del perfil.

(.
- - T ~~
P N
P ~
P N

/ \\

/ S 3, .
-n, e I [ 0%
/ b et
| ;’l " Estela
\ }
\ T, D
\\ f E{x)
/
\ /
N s
N P
U S~ a7

—_—— e — —

Figura 4. Dominios de integracion y definicion de los vectores del problema.

Llegados a este punto, para calcular esta ultima integral a la que hemos llegado, descomponemos la superficie
como X; = X, UZ UX;UX,+UZ,-, de nuevo definidos en la Figura 4. Aplicando esta integral al potencial
perturbado ¢’ = ¢ — ¢, sobre la superficie Z,, vemos que su resultado es 0, ya que el valor de ¢’ es nulo
sobre esta superficie por definicion. Por lo tanto, la integral que estamos interesados en calcular pasa a ser:

(Y;Vp — $pVy;) - ndo = 0 4.5)

fzeuzsuze+u):e-
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A continuacion supondremos que la estela es recta y sigue la direccion de la corriente incidente. Por lo tanto,
puesto que el espesor de la estela se puede despreciar, tenemos que n,+ = —N,-. Asimismo, la velocidad
asociada al potencial perturbado debe ser continua a través de la misma [1], por lo que V¢p'(Z.+) = v —
U /U = V' (Z,-). Con todo esto, sustituyendo estas expresiones en el integrando, llegamos a que Ve -
n,+ +P;Vp' - n,- = 0 sobre estas superficies. En el caso no-estacionario, la condicion de que la velocidad

debe ser continua a través de la estela no es necesariamente cierta; sin embargo, sabemos que, en el punto donde
termina la estela, si se verificara esta condicion, luego, al ser diferenciales exactas las que estamos tratando e
integrar entre 2 extremos donde el integrando es nulo, el resultado sera igualmente 0.

Luego la integral sobre las superficies X+ y .-, que delimitan las partes superior e inferior de la estela
respectivamente, queda reducida a:

f (Vo' — ¢'Vp;) - ndo = — (¢ — P IVY; - n +do = rf Vy;(—n,+)ds (4.6)
2+ UZe— 2+ 0

, donde ds es el diferencial de longitud a lo largo de la estela.
A continuacion, para los desarrollos de aqui en adelante, es conveniente deshacer el cambio ¢’ = ¢ — ¢p..

Por comodidad, definimos la integral

o= [ (996~ 7;) - ndo =
ZsUZe
= | (096~ 6.70) ndo+ | (096~ 4.99,) n-do + @7)

+f2 (¥ Vo — ¢ V) - nedo + L _(1/1,-V¢00 — P VY;) - (—ne-)do = Iops + oo e

Donde las superficies y las normales aqui presentadas aparecen esquematizadas en la Figura 4 para mayor
claridad; entendiendo la superficie X, como el circulo completo, X+ el semicirculo superior y Z.- el inferior.

Vemos que la integral I, . es la integral sobre una superficie circular de radio € — 0. Si recordamos que
definimos y; = ln”x — x]-”, sobre esta superficie, 1; = In€ y, portanto,n - Vip; = —e,. - e,(1/€) = —1/e.
De modo que

2T
loe = lin(l)f [(In€)Ve - e + (IN €)oo | €dO = 2o (X;) (4.8)
[Snd 0

Para esta ultima expresion, se ha tenido en cuenta que lin(q) Ine = 0.
€E—

Para la segunda integral, I, 5, aplicaremos el teorema de Gauss, de modo que podemos reescribir su expresion
como

los == [ (076 = $.720;)d0 = 0 49)
Qs,0

Como vemos, en el volumen encerrado por la superficie £,UZe-, V2o, = 0 y Vzlpj = 0 por no existir
singularidades en su interior.

Resuelta esta integral que acabamos de definir, ,,, pasamos a analizar la parte del problema en que estabamos
interesados. Volviendo a la ecuacion (4.5), tenemos ahora que
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f (Y;Vo' — ¢'Vy;) - ndo = f (Y;Vp — ¢VY;) - ndo — I, (4.10)
2 UZe Xe

N

Como ya hemos calculado esta ultima, procedemos a continuacion al siguiente calculo

AR | [aneve ne— (%) - (en)|eas = nocx) @“.11)

Ahora introduciendo todos estos resultados en la ecuacion original (4.5), podemos reescribirla como

1o l I'<i 1
¢(xj,zj) = Z(xj cos & + z{ sin a)+ Ef (—y;Vo + ¢VY;) - ndo +
z:S
(4.12)
F oo
+;f Vi; - (—kcosa + isina)ds
0

En esta expresion ya hemos considerado que la estela sigue la direccion de la corriente incidente.

Teniendo ahora en cuenta que x; = x]f i+ Z]fk, la condicion de impenetrabilidad sobre el cuerpo (n - V¢ = 0)
y que, por definicion,

n-(x—x;)
n-Vy; = (4.13)
(x—x) (x—x))
Llegamos finalmente a la conocida como ecuacion de Green, que tiene la expresion siguiente:
1 X—Xx;)'n
qb(xjf,zjf) = 2(x]f cosa+zf sina) +— ¢(x,z)%da+
e |x = x;]
(4.14)
r (x—xj)-(—kcosa+isina)
+ — f > do
"z |x — x|

Notese que, con este método, llegamos a la respuesta de forma natural y razonada de que la solucion al potencial,
en un punto genérico (x]' , Zj' ), es la superposicion de potenciales de una distribucion continua de dobletes de

intensidades por unidad de longitud ¢(x,z) y I' orientados segiin la normal de las superficies X v Z,
respectivamente.

Al comienzo de este apartado hablabamos también de la superposicion, junto con esta solucion, de potenciales
de una distribucion continua de fuentes. Para este caso de flujo potencial alrededor de un sélido, donde se cumple
la condicion de impenetrabilidad, la intensidad de estas fuentes es nula; no obstante, para casos mas generales
en los que esta condicion no tiene por qué cumplirse, segun la ecuacion (4.12), también es necesario superponer
los potenciales creados por una distribucion continua de fuentes de intensidad por unidad de longitud V¢ - n
sobre la superficie Z;.

Para la resolucion numérica del problema mediante el uso del método de Green, bastara con dividir la superficie
en N paneles y, sobre cada uno de ellos, obtendremos una ecuacion al sustituir la ecuacion de Green. De esta
forma, discretizada la geometria, ya tendremos el mismo niimero de ecuaciones que de incognitas y podremos
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resolver facilmente nuestro problema sin mas que solucionar este sistema al que llegamos.

No entraremos en mayor detalle en la resolucion mediante el uso de este método, puesto que no es el propdsito
de este trabajo y en apartados posteriores veremos cudl serd nuestra filosofia en mayor detalle, que no se alejara
sustancialmente de esta y seguird un procedimiento similar. De esta manera, podremos comparar caracteristicas
de nuestro procedimiento como la robustez del método, fiabilidad, rapidez... frente a otros métodos clasicos
empleados hasta el momento.

A continuacion, pasemos a analizar qué sucede con este método de Green para el caso en el que estamos
interesados: para un ala en el espacio tridimensional.

4.2 Estudio tridimensional

Acabamos de introducir el método de Green para la resolucion de un flujo 2D alrededor de un perfil. Con él, se
ha pretendido aclarar un poco de donde vienen las ecuaciones que se utilizardn a continuacion y su justificacion,
puesto que las superficies de control (en el caso bidimensional) son mucho mas sencillas de entender y
representar, aunque en 3D seran completamente equivalentes. Ahora simplemente tendremos que aplicar las
funciones correspondientes a dominios esféricos, que seria lo equivalente al caso anterior.

Bajo las hipotesis de partida reflejadas en el Capitulo 2: Hipotesis Iniciales de este mismo documento y las
posteriores simplificaciones que hemos ido realizando, se va a proceder a resolver la ecuacion que define nuestro
problema, haciendo uso de la formula de Green deducida en el apartado anterior, extendiéndola a 3D. Para ello,
de manera similar a como hicimos anteriormente, definimos una solucion elemental de la ecuacion de Laplace,
ahora tridimensional, correspondiente a una fuente situada en el punto (x4, ¥, Zg ), de modo que es una solucion
singular:

1
S —x0)2+ (7 —y0)? + (Z — 2)?

Wo (4.15)

Al ser esta solucién de la ecuacion de Laplace, garantiza que VW, = 0, al igual que lo garantiza el campo de
velocidades que estamos buscando. Por tanto, la siguiente diferencia también lo garantizara

Y, V20 — VW0’ =0 (4.16)
Vemos que llegamos a una expresion muy similar a la que teniamos en la ecuacion (4.3). De igual forma que
hicimos entonces, integramos en el dominio €., que estara delimitado por las mismas superficies que antes, pero

extendidas a 3D, y aplicamos el teorema de Gauss a la expresion a la que llegamos, haciendo uso de la siguiente
igualdad vectorial:

V- (YW — V¥v') = VY, - V' + W V20 — VAW, 0 — VY, - Vo' = W V2 o' — V29,0 (4.17)

Por lo que obtenemos lo siguiente

jﬂ (W, V2V’ — V2¥yv")dw = L (Won - Vv' —n - V¥v')do = 0 (4.18)

c alaUZestelaUZe
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En esta expresion ya hemos tenido en cuenta que v’ = 0 sobre X, ya que con r — o el campo de
perturbaciones se hace nulo.

Calculando ahora esta integral sobre la superficie X, tomando limites

1
limf Yon, - Vw'do=lim| —-n.-Vv'do—0
Ze

e—0 e—0 Te €
(4.19)
. . v'(x) ,
lim | —n-V¥v'do=—lim >—do = —41mv’(xg)
e—0 Te -0 Te €

La justificacion de estos dos limites es la siguiente. En primer lugar, debemos tener claro que el dominio sobre
el que calculamos la integral es una esfera. Por tanto, la funcion W, que va como la inversa a la distancia, en
este caso, ira como la inversa del radio, siendo este €. Por esto mismo, V¥ ird como 1/ €2. Ahora, como estamos
calculando una integral de superficie, do introducird un término €2. Aclarado todo esto, es trivial ver los
resultados. En la primera expresion de (4.19), el € del denominador se anula, quedando solo € en el numerador
que, como tiende a 0 segun el limite que estamos calculando, hace que toda la integral tienda también a 0. En la
segunda expresion sucede algo similar, solo que en este caso se anulan los dos €2 de numerador y denominador
y aparece el término 41 que proviene del clculo del area de la esfera. De esta forma, quedan justificados los
resultados de estos dos limites.

Por tanto, tras estos resultados, podemos reescribir la ecuacion (4.18) como

4mtv’ (xg) = j (Won - Vv' —n - V¥yv')do (4.20)

ZalaUZestela

, que multiplicando por el vector unitario k

Antw'(xg) = f (Won - VW' —n - V¥,w')do 4.21)

2:alaUEestela

Ahora, como por continuidad debe garantizarse que w’(x,y,z = 0%) = w(x,y,z = 07), y la normal exterior
a las superficies es k para 27;, Y Zogrera Y —k para X, y 22 0145 obtenemos que

— * l'p ! = _ . l-p ! =
fz;lauzalan v oW do 0 Y EZstelaUEestelan v oW do =0 (422)
Con lo que llegamos a
4w’ (xg) = f Yon-Vw'do =
ZalaUZestela
(4.23)
ow't ow'~
= _l‘po dO- + l'po dU+

+ + zZ - - 0z
z“estelauzala z“(—‘,’stelaUz“ala
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, donde w'*"~ representan la componente de velocidad de perturbacion vertical sobre el extrados y el intrados
respectivamente.

La ecuacion de continuidad (para régimen incompresible) impone que V - v’ = 0, luego, aplicandola en extrados
e intrados:

ow't  ou't vt
9z  ox dy
(4.24)
ow'~ ou'~ ov'”
oz ox  ay

Ahora debemos hacer una distincion. En el caso estacionario, al no haber salto de presiones a través de la estela,

1 1
Eonzo 3P [(Uoo + u'+)2 + (W'+)2 + (V'+)2] = —pUlu't =

1., 1 =\2 1=y2 Y - (4.25)
=5pPUs = 5plUe +u )"+ W)+ (v )] = —pUsu ‘

sut=u

Para el caso no estacionario, no se verifica esta propiedad en la estela y lo tinico que podemos garantizar es lo
siguiente

0@ —¢) AP —9T)

4.26
ot 0x 0 (426)

No obstante, como sabemos, la estela tendra una longitud finita, que ird aumentando a medida que vaya
avanzando el tiempo o el movimiento. De forma que, por ejemplo, en el instante inicial, esta tendrd una longitud
segiin X de Uty y asi ira aumentando sucesivamente. Por tanto, justo a esa distancia de Uy t,, al final de la
estela, donde el fluido se encuentra sin perturbar, si debe garantizarse que u't = u'~ y de hecho estos dos
valores deben ser idénticamente nulos por no existir perturbacion alguna. Este resultado nos valdra para poder
aplicar igualmente el resultado que estamos buscando y nos permitira generalizar tanto para estacionario como
para no estacionario, como se vera en un momento.

Para nuestro ultimo paso, necesitaremos hacer uso también de las siguientes igualdades

ou' _ 0 W) , 0¥,
°9x ~ ox ott U ox
4.27
v’ B i) Wov') L0, (4.27)
By oy "0 T oy
0 d _
—(\Pou’+)da+ - —(You'Ddot =0
2:Zstelauzgla ax z“;st'elauz“;la ax
(4.28)
i(‘{’ v'+)d6+ - i(‘P v)dot =0
0 0 =
z:Zstelauz+ ay a

ala Ee_stelaUE;la
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Con todo esto, la expresion final a la que llegamos es la siguiente

¥, ¥,
4w’ (xg) = — f u't——do + f u'~ a—da -
2“-c!-stelal'Jz:;la x ngtelauzala x
(4.29)
¥ i Y
—f v’+—0da+f v~ —2do
z:;—stelauzzla ay z:;stelaUEEla ay

Para esto se ha hecho uso de todo lo que dijimos anteriormente. En concreto, el hecho de que u'* = u'~ enla
estela o al final de ella, como ya hemos razonado, nos permite anular varias integrales, puesto que, al tratarse de
diferenciales exactas calculadas sobre una superficie, podemos descomponerlas en una integral doble segiin x e
y. De este modo, integrando primero en x vemos que nos quedaria un término que implica la diferencia de
velocidad u’ entre el borde de ataque del ala y el final de la estela. Por tanto, por esta propiedad que hemos visto,
vemos que esta integral seria finalmente nula (en el borde de ataque u" = 0 como demostraremos en apartados
posteriores).

Por ultimo, haremos uso de la antisimetria del campo de velocidades, con lo que la expresion final a la que
llegamos, y que usaremos para resolver numéricamente nuestro problema posteriormente, es:

oy oW
2w’ (xg) = — ut—2do — v+ —2do (4.30)

+ + 0x + + )
z:estelauzala Z:e'st:elauzala y

Por tanto, debemos tener presente esta expresion en todo momento en los calculos que realicemos de aqui en
adelante, que no tendran otro objetivo mas que hallar los valores que hacen que nuestro problema se corresponda
con el real.

Para el caso particular del régimen estacionario, si se tiene en cuenta que, por la teoria linealizada, las velocidades
de perturbacion vertical son iguales en cada punto de extradds e intrados tanto sobre la superficie del ala como
sobre la de la estela y que el campo de velocidades de perturbacion es antisimétrico respecto a z = 0 [1], es
decir,u’t = —u'~ y v'* = v'~; como también debe cumplirse la igualdad (4.25) sobre la estela, se llega a la
conclusion de que u’ = 0 en la estela. Esto permite simplificar la ecuacion (4.30), evitando en el primer término
el calculo sobre la superficie de Z};0;4-

Esta expresion es completamente analoga a la que obtuvimos para el caso 2D. Si derivamos la expresion de W,
como se muestra en la ecuacion (4.31) y combinamos su resultado con la ecuacion a la que acabamos de llegar,
vemos que ahora la ecuacion (4.30) nos demuestra que podemos expresar la componente vertical del campo de
velocidades de perturbacion como la superposicion de los campos de velocidades creados por una distribucion
continua de torbellinos situados sobre la superficie del ala de intensidad por unidad de longitud 2u'* (x, y) segiin
la direccidn j; mas la suma de los campos de velocidades generados por una distribucion continua de torbellinos
situados tanto sobre la superficie del ala como la de la estela de intensidad por unidad de longitud 2v'* (x, ),
situados siguiendo la direccion i (Ecuacion (4.32)).

¥, Xo— X

[(x = x0)2 + (v — yo)? + (2 — 20)? ]2

(4.31)
oY%, Yo— Y

0 = x0)2 + (= yo)? + (2 — 20)2]2

Un detalle importante de estas ecuaciones es que nos han permitido deducir la ley de Biot-Savart, sin necesidad
de suponerla conocida desde el principio. Ademas, si recordamos, en esta ley el factor constante que aparece es
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1/4m,y es por esto que aparece el factor de 2 en la intensidad por unidad de longitud de los torbellinos (2u'* 6
2v'"), por comparacion con la expresion (4.32).

1 ¥
wy = — o u'* 0—0 do
n 2“Zlauz:;-stela x
(4.32)
1 v,
Wy = —— v+ —dg
27-[ z:;laUz-r:stela ay

Por tanto vemos que, de nuevo, al igual que sucedia anteriormente, el método nos lleva a obtener, de forma
natural, cual es la solucion a nuestro problema, sin necesidad de hacer ninguna suposicion que requiera de una
posterior comprobacion; simplemente eligiendo al principio una funcion singular que verifique la ecuacion de
Laplace. En este apartado se han detallado menos los pasos realizados por ser practicamente idénticos a los
dados en el caso 2D, con las pequefias variaciones que introduce el hecho de considerar efectos tridimensionales
como el rebordeo. Estos resultados nos permitirdn avanzar en el método de resolucion numérica que sera
explicado a continuacion.

Una vez llegados a este punto, bastaria con determinar cudl debe ser la intensidad por unidad de longitud de
estos torbellinos para tener el problema completamente determinado. La solucion finalmente sera aquella que
garantice la condicion de impenetrabilidad sobre el ala. No obstante, no entraremos en detalle en este punto,
puesto que lo tnico que queriamos ilustrar con este apartado es la forma de llegar a las soluciones elementales
que estamos buscando de manera natural, sin necesidad de suponer a priori ninguna de ellas y obtener estas
ecuaciones necesarias para calculos posteriores como base del método. Para la determinacion de las soluciones,
utilizaremos el método que a continuacion se detalla.
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5 METODO DE RESOLUCION NUMERICA

resolver el problema sustentador numéricamente. En base a todas las ecuaciones que hemos ido viendo

hasta el momento, desarrollaremos nuestra nueva propuesta de método para la resolucion del problema
aerodinamico para el caso de un ala tridimensional y finita, que seran aquellas que encontremos en la realidad.
Las simplificaciones adoptadas hasta el momento siguen siendo validas.

Llegamos ahora a uno de los puntos clave de este trabajo: la explicacion del método que utilizaremos para

En primer lugar, tal y como sabemos de las expresiones deducidas anteriormente, podemos determinar la
resultante del campo de presiones sobre el ala como:

F® =] (- pw)(—is)do (5.1)

Zala

, donde esta fuerza F(t), en general, dependera del tiempo y puede ser descompuesta en una componente vertical
y otra horizontal sin mas que proyectar sobre los vectores unitarios en cada direccion que ya definimos en los
primeros apartados:

E:F-)'_)l
N (5.2)
szF'-)Z

A partir de la ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento (3.2) simplificada con todas las hipotesis ya
mencionadas, podemos deducir la ecuacion de Euler-Bernoulli como sigue:

ov
o; TPV VU =-"p (53)

Ahora, teniendo en cuenta que podemos escribir el campo de perturbaciones de velocidad como el gradiente de
Vv
2
podemos reescribir la expresion anterior como sigue

un campo escalar y que v - Vv = V( ), junto con la definicién del médulo de un vector v - v = |v|?,

'=V¢p': V a¢I+1 +p)=0= a¢’+1 tp=cte=spub + 54
v =V¢': P FoPvvtp)= P TPV VD =cte =2 pUa + Pa (54)

, donde en la ecuacion (5.4) se ha hecho uso de la intercambiabilidad de las derivadas. En esta misma ecuacion,
en el desarrollo final también se ha hecho uso del hecho de que el valor de la expresion debe ser constante para
cualquier punto del dominio fluido y conservarse por tanto en todo el dominio, incluyendo en el infinito aguas
arriba, siendo esta la justificacion del resultado obtenido.

Obtenemos asi la ecuacion de Euler-Bernoulli para un movimiento general (estacionario o no estacionario), que
sera de gran utilidad de aqui en adelante.

De nuevo, como venimos haciendo hasta el momento, linealizando y despreciando los términos de érdenes
inferiores, esta quedaria de la forma:

a !
a;ﬁ + puu' +p' =0 (5.5)
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, donde se ha tenido en cuenta que v = (U, + u')e; +v'e, + w'es.

Luego,

= a(;b,-l- ! 5.6
P~ P =—p| 5+ Ul (5.6)

Por lo tanto, vemos que para determinar el campo de presiones sobre el ala bastara con conocer la expresion de
¢’ sobre esta (la expresion de u’ sabemos que queda determinada por la de ¢’ sin mas que derivar respecto a

X).

Por otro lado, sabemos que en la region en la que no existe solido, se verifica que:

ap’ 1 ag’ D¢’
_ _r = i 5.7
pat+2p”°°ax 0:>Dt 0 ©-7

Es decir, la derivada sustancial de ¢ es 0.

La justificacion de la expresion (5.7) reside en que, como ya vimos por la condicion de Kutta, solo se puede
soportar una diferencia de presion en las regiones en las que existe solido; en el resto, no puede existir ningun
salto de presion en un punto. Por tanto, la deduccion que hemos tenido que utilizar es que la presion en cada
punto debe ser igual a p,,. Ldgicamente, esta deduccion es aplicable para cada punto donde no haya solido,
como es el caso de la estela (no es posible que un punto soportara una diferencia de presion tan grande en un
espesor infinitesimal).

La ecuacion (5.6), ya linealizada, podemos aplicarla tanto a las particulas fluidas del extradés como a las del
intradds, de modo que

op'*
p ?t +pue - u't+p't =0
5.8
a¢,_+ “4+p =0 "
Restando las dos expresiones de la ecuacion (5.8) y aplicando la definicion de u' = aai ,
Pi(¢'+ —¢"7) +pu i(<¢>'+ —¢)+pt-p =0 (5.9
ot ® 0x

Deberemos tener en mente en todo momento esta ultima expresion (5.9), a la que hemos llegado, pues sera la
base para definir todo nuestro movimiento y nuestras condiciones de contorno de aqui en adelante.

En primer lugar, describiremos precisamente estas condiciones de contorno para nuestro problema. Como
sabemos, aguas arriba, donde no existe solido, p'* —p’~ = 0, ya que sabemos que solo somos capaces de
soportar una diferencia de presion si existe un solido de por medio. Por tanto, la ecuacion (5.9) quedaria de la
forma

d + — d =y
P @ =)+ pun (¢ —¢T) =0 (5.10)
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De la expresion (5.10) podemos simplificar p y la ecuacion resultante la podemos expresar como

D™ =) _

0 5.11
T (5.11)

Si recordamos, el operador derivada sustancial es equivalente a calcular la variacion temporal de una variable
fluida (¢p'* — @'~ en este caso) para un observador que se mueve con la particula a U, segun la ecuacion a la
que hemos llegado. Por tanto, como sabemos que, en el infinito aguas arriba, ¢’ — ¢'~ = 0, ya que no existe
perturbacion alguna, tendremos que esta magnitud se conservara en todo el dominio fluido en el que no existe
solido. Por tanto, en el borde de ataque y los bordes marginales también debe verificarse, por lo que ya tenemos
las condiciones de contorno en estos puntos:

|¢’ = 0 en borde de ataque y bordes marginales

De esta manera se reduce nuestro nimero de ecuaciones, ya que el potencial sera conocido en todos estos puntos
y, por tanto, no necesitaremos las ecuaciones correspondientes. Desde el punto de vista numérico, esto tendra
repercusion en el numero de puntos de colocacion que necesitaremos (que se reducira, como ya veremos), asi
como en el nimero de recursos necesarios.

Para el resto del campo ¢, utilizaremos la Ley de Biot-Savart, al igual que hacen otros métodos muy similares
al nuestro. Por lo tanto, sabemos que, de manera analoga a lo que empleabamos en el método de Green extendido
a 3D, podemos definir una misma funcién que en el caso anterior con la forma:

1

- 5.12
Vo= (5.12)

Esta es solucion elemental de la ecuacion V2¢' = 0 para el caso 3D. Ahora, aplicando la ley de Biot-Savart y
los resultados del método de Green, el resultado al que llegamos es el siguiente:

1
w = — > DL Vipodo (5.13)
T ZaiaUZestela

, donde ¢’ es nuestra tnica incognita, ya que el campo de velocidades de perturbacion verticales lo podemos
conocer fAcilmente sin mas que conocer la geometria del ala y el movimiento que le estamos imponiendo a esta.
Esta ¢ aparece como incOgnita a través de v como veremos a continuacion.

Es necesario por tanto aclarar que, en la ecuacion anterior, v representa el campo de velocidades superficiales,
es decir, ¥, = u'é; + v'é,, que podemos escribirlo en funcién de ¢’ sin mas que hacer el cambio: u’ =
¢’ ¢’

AL
dx ay

. Por lo tanto, vemos que, dado w', nuestras incognitas solo aparecerian en el integrando.

A continuacion, para poder resolver nuestro problema numéricamente, lo simplificaremos discretizando el
campo ¢’ sobre el ala. Para ello, dividiremos el ala primero en cuadrilateros, como vemos en la Figura 5, donde
se muestra la division de un ala rectangular. Posteriormente extenderemos estos resultados a geometrias mas
genéricas con flecha y/o estrechamiento. No obstante, aqui comenzaremos con este caso mas sencillo para
entender la filosofia del método.

Nuestras incognitas las situaremos sobre las esquinas de cada uno de los rectangulos. A su vez, en cada uno
deberemos imponer los valores de w' sobre puntos discretos, que denominaremos puntos de colocacion por
analogia con otros métodos que también utilizan este concepto. A grandes rasgos podemos decir que la mision
de estos puntos de colocacion es permitirnos cerrar el sistema de ecuaciones al que nos enfrentamos al discretizar
nuestro problema y su introduccion viene motivada por la utilizacion de la funcion 1 y su forma. Dado que la
funcion 1, presenta una singularidad cuando 7 — 7, conforme mas nos acerquemos a las esquinas de los
cuadrilateros, que sera donde se sitiien los potenciales incognitas de nuestro problema, mas cerca estaremos de
esta singularidad.

Siguiendo con la division del ala, en cada cuadrado la componente w'del campo de velocidades sera la generada
por ese mismo cuadrado mas el que crean el resto sobre este mas el inducido por los torbellinos de la estela. En
principio, los resultados proporcionados por el método deben ser independientes de la situacion dentro de cada



30 Método de Resolucion Numeérica

elemento de estos puntos de colocacion. Sin embargo, como veremos mas adelante, por motivos de
condicionamiento numérico, esto no es del todo cierto.

Panel (i,3)

Figura 5. Division en paneles de un ala rectangular.

Hecho esto, dividiremos, a su vez, cada cuadrado en 2 triangulos idénticos como se muestra en la Figura 6.

(1,3) —]

Figura 6. Division en tridangulos de cada panel y definicion de vectores.

A continuacién, haremos la aproximacién numérica de suponer v constante en cada tridngulo (vs,y vs, ), de
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modo que todas las integrales de superficie quedaran reducidas a sumas sobre cada uno de los elementos de
division. Sabemos que, si los tridngulos en que dividimos nuestra ala son lo suficientemente pequefios, esta
aproximacion serd bastante buena y los errores que se cometerdn seran muy pequefios. No obstante,
analizaremos estos hechos posteriormente en nuestros resultados numéricos, determinando asi la validez y
campo de aplicabilidad del método.

Volviendo al hecho de aproximar v por una constante sobre cada tridngulo, tenemos que

Us - Vipo = Vs - (Tstho) —V %l}o (5.14)

Donde vemos que el ultimo término de la igualdad se anula por haber considerado precisamente, v, = cte.
Como veremos, esto nos simplificard enormemente los calculos.

Llegados a este punto, bastara con particularizar todas las ecuaciones anteriores para nuestro caso.

A continuacion se muestran las relaciones que se cumpliran en cada tridngulo particularizadas para el triangulo
t,. Bastara para extenderlas al resto de casos con particularizar con los subindices correspondientes, resultando
expresiones idénticas a estas.

1 >y 1 > =
Ya T "oy, V- (Usho)do = _ﬁfct (% - e, Jpods G.15)
1 1

,donde C; representa el contorno del tridngulo 1 y, en la ultima igualdad, simplemente se ha aplicado el teorema
de Gauss. Los distintos w; son datos conocidos de nuestro problema, ya que los impondremos nosotros mismos
através de la posicion del ala (&), el movimiento que impongamos. .., como ya hemos adelantado anteriormente,
simplemente adaptdndolos para que se garantice la condicion de impenetrabilidad sobre el sélido.

Es importante remarcar que hemos dividido nuestra geometria inicial en triangulos en lugar de dejarla dividida
en cuadrados (lo cual podria parecer mas sencillo a priori) porque, de esta forma, al tener 4 esquinas cada

1 , . 7 12 . 7
cuadrado, a la hora de calcular d¢p’ /dx, tendriamos problemas a la hora de elegir qué ¢, seleccionamos, qué
Ax (recordamos que estamos aproximando esta expresion numéricamente, por lo que la derivada la
sustituiriamos por incrementos en las esquinas, al ser las distancias suficientemente pequefas)... Asi, la
aproximacion de v que tanto nos simplifica el problema para la geometria triangular, nos daria grandes
problemas en otro tipo de geometrias, los cuales serian mas dificiles de solventar.

Retomando lo anterior y estos conceptos de aproximacion de derivadas de los que estamos hablando, sobre cada
cuadrado tenemos los siguientes valores:

! ! ! !
$1 ¢3 ;P2 — s , _$a— 3
e, = Ax U, = Ax
17
Vs, 1 Ax
n; .,
V. / / / ’
52 v,_¢3— 1 v’—¢4_ 2
P re— t, = A
b3 o ! Ay 2 Ay

Figura 7. Definicion del potencial y velocidades de perturbacion.

Aunque se haya utilizado aqui el simbolo de igualdad como base para la resolucion numérica del problema,
realmente estas igualdades se verificaran cuando los incrementos Ax, Ay tiendan a cero; aunque podemos
aceptar sus resultados como validos siempre que sean lo suficientemente pequefios, ya que se cometeran errores
relativos muy pequefios, como es facilmente demostrable.

Por otra parte, w{ (velocidad vertical que induce cada triangulo en un punto) se compone de la suma de la
contribucién de cada uno de los lados (11, n,, n3). Si analizamos en mayor detalle el problema vemos que, bajo
las hipdtesis que estamos analizando, podemos reducir todo nuestro problema a un problema de geometria y
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desarrollos trigonométricos.

Analicemos esto en mayor detalle. Para ello, centrémonos, por ejemplo, en el lado definido por el vector normal
exterior 1, de cualquiera de los 2 tridngulos (el resto serian completamente analogos):

Figura 8. Detalle del triangulo 1.

Si recordamos, la integral que queriamos calcular habia quedado para este 7ramo 1, después de los cambios
introducidos, de la forma

1 ¢;— ¢1f Wods (5.16)

27‘[

Que, viendo la Figura 7 y la Figura 9, y siguiendo la nomenclatura y los razonamientos anteriores, se reduce
ahora a la expresion (5.17).

1(s) (5.17)

15— ¢1f” 1 g LO2-®1
C2m Ax d(s) 2 Ax

(X0, ¥0)

Figura 9. Definicion de parametros del problema geométrico.

Para seguir avanzando, sera necesario hacer uso de las siguientes relaciones trigonométricas existentes entre las
distintas variables definidas:

s
dzcos@' tan9=g = s =lytand

(5.18)

1
ds = lod(tan 0) = lomda
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1(0) —fez cos6 b —fgz L 5.19
“Jo. Iy cos28 " J, cosB (5.19)
1 1

Resolviendo esta integral a través de un cambio de variable:

1(9)_f62 de _( sinf = x )_fsin"z dx _fin921( 1,1 )d B
B o, cos® \cos6df =dx) sin6, 1—x2 sing, 2\1+x 1-x *=

“ino (5.20)
z 1

1+ sinf, 1—sin6,
= —(ln . —1In : )
sing, 2\ 1+sin6,; 1—sinf,

= Z(n(1 +2) ~In(1 ~ )

Por lo tanto, vemos que el problema se reduce a la determinacion de los senos de 2 angulos, lo cual es sencillo
de abordar geométricamente como sigue:

sinf, = Yo~ N1 (5.21)
1= .
V1 —x0)% + (1 — ¥0)?

(Para sin 8, la expresion seria totalmente equivalente a la (5.21)).

Por ultimo, y antes de entrar en el resto de detalles geométricos de la resolucion numérica del problema,
pasaremos a analizar la estela. Para el caso estacionario, sabemos que esta debe tener una longitud lo
suficientemente grande en comparacion con la geometria del ala, aunque no puede ser infinita logicamente,
porque si no, no seria abordable desde el punto de vista numérico. Por tanto, le daremos una extension que se
correspondera con un cierto factor numérico entero multiplicado por la envergadura del ala. De este modo, a no
ser que se tome un factor muy pequefio, se puede comprobar que se obtienen soluciones bastante razonables y
que proporcionan buenos resultados. Para el caso no estacionario, la longitud de la estela ird aumentando
conforme avance el movimiento; de modo que, inicialmente, esta tendra una extension segun X de Uyt y se
ira propagando como veremos a continuacion. Por ello, aqui es posible realizar 2 casos: una estela de longitud
variable que vaya aumentando conforme una ley de variacion del movimiento del ala o bien predefinir una
longitud suficientemente grande de la estela, de modo que, inicialmente, sin ninguna perturbacion, el potencial
en esos puntos valga 0 y después se vaya actualizando conforme avanza el tiempo. Esto, 16gicamente, produce
mayores errores cuando se llega al limite de la dimension predefinida; sin embargo, puede resultar interesante
desde el punto de vista de que reservamos previamente un lugar en la memoria del ordenador para estos valores,
luego se acelera ligeramente el proceso, no tenemos que ir variando los limites de iteracion en cada instante y
esto simplifica el programa... Esta segunda suposicion proporciona, en general, buenos resultados puesto que,
a distancias suficientemente grandes, las perturbaciones por la presencia del solido ya pasan a ser despreciables
[2]. No obstante, hace necesario comprobar a partir de qué extension, aproximadamente, los errores que se
comenten comienzan a hacerse demasiado grandes.

Por otra parte, retomando la ecuacion (5.9), al no haber cuerpo solido en la estela, esta condicion se vuelve a
traducir en que

D@* —¢") _

0, en la estela. (5.22)
Dt

, que no es mas que aplicar la condicion de Kutta al borde de salida.
Ahora podemos distinguir 2 casos: estacionario y no estacionario.

En el primero, la parcial temporal de ¢’ desaparece, de modo que llegamos a la siguiente expresion:
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+ =
00" -6 _, (5.23)
Ox
, que no es mas que decir que
Upt = upg (5.24)

, donde el subindice bs representa el valor de una determinada magnitud en el borde de salida.
Ahora bien, si recordamos, el problema sustentador es un problema antisimétrico, por lo que, para cualquier
punto, debe verificarse que
ut=—-u'" (5.25)

Por lo tanto, para que se den las 2 condiciones (5.24) y (5.25) la tnica opcion es que

upt =up; =0 (5.26)
Y como hemos visto que debe mantenerse constante en toda la estela, tendremos que la condicion recogida en
la ecuacion (5.26) se verificara en toda ella.

En este caso estacionario, es inmediato ver, debido a esta misma condicion, que v’ serd constante a lo largo de
toda la estela; siendo, por tanto, su valor aproximado numéricamente en ella el siguiente:

Pbs, — Pb
v = S2 S1

5 (5.27)

Una vez impuestas las condiciones de contorno sobre los bordes de ataque y marginales (de las cuales ya hemos
hablado), asi como la condicion de Kutta en el borde de salida que acabamos de ver para el caso estacionario,
solo quedaria imponer la condicion de impenetrabilidad sobre el ala (que determinara el valor de las velocidades
de perturbacion verticales) para tener nuestro problema completamente cerrado.

Por lo tanto, con esto cerrariamos nuestro problema imponiendo las w' del ala a través de esta condicion y
obteniendo asi el mismo niimero de ecuaciones que de incognitas, que serian, como sabemos, las ¢’ sobre cada
esquina de los cuadrados en que hayamos dividido nuestra geometria.

Pasemos a comentar a continuacion el caso no estacionario.

Como hemos visto, para un caso no-estacionario general, tras ser linealizada la expresion del fluido en la estela
quedaba de la forma:

d ’ r— d ’ -\ _
S (@ =) H = (9 ") = 0 (5:28)

De nuevo volvemos a tener que la derivada sustancial de ¢'* — @'~ es 0 en toda la estela. Por ende, esta
magnitud se mantendra constante si nos movemos junto a una particula fluida a U,,. Por tanto, ahora tenemos
la situacion esquematizada en la Figura 10.
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Borde de salida —
T+dT
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4 1—:
/J\Luwdr
Borde de salida —

Figura 10. Evolucion del potencial en la estela para el problema no-estacionario.

En esta Figura 10 vemos una representacion bidimensional del ala, donde el extremo de la derecha representa
el borde de salida de la misma y los puntos tras ¢l pertenecen a la estela. Si nos fijamos, tal y como est4 hecha
la particion de la estela y por la ecuacion (5.28), transcurrido un instante dT, la posicion de un determinado
punto de la estela ahora se habra desplazado U, dT, con lo cual el valor que tenia el potencial en ese punto (por
ser nula la derivada sustancial), se habra trasladado con la particula. Lo mismo sucedera con el resto de particulas
tras ella. Por lo tanto, esto nos simplificara notablemente nuestro problema, ya que no sera necesario calcular en
cada instante de tiempo el potencial en la estela, puesto que lo conoceremos de los instantes inmediatos
anteriores. Por tanto, nuestra Unica incognita sera el potencial en el borde de salida, que ya hemos visto como
calcularlo; para el resto, bastard con propagar estos valores en el tiempo tal y como hemos mostrado,
simplificindose notoriamente la programacion y reduciéndose asi los calculos y, con ello, recursos a la hora de
resolver el sistema, tiempos de ejecucion... Esto también nos indica que no es necesario asi dividir la estela en
triangulos como haciamos en el ala, sino que bastara con hacer una division en rectangulos cuya longitud segiin
X ya hemos determinado.

5.1 Extension a alas en flecha

Aunque en el apartado anterior en todo momento se ha hablado de geometrias rectangulares para deducir las
ecuaciones del movimiento, es inmediato ver que estas son facilmente extensibles a otro tipo de geometrias,
como alas en flecha o incluso con estrechamiento, sin mas que hacer que los Ax o Ay que aparecen sean variables
segln sea un lado u otro del paralelogramo (los rectangulos se deformarian y pasarian a ser paralelogramos en
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una geometria mas general), o bien proyectando segun la normal a cada lado. .. No obstante, esto no modificaria
las ecuaciones que ya hemos visto, sino simplemente sus aproximaciones.

Ademads, como estos desarrollos se han hecho la mayoria para un lado cualquiera de una figura con lados rectos,
es sencillo ver que no se modificaran, independientemente de si elegimos rectangulos u otro tipo de
paralelogramos.

Por tanto, para conseguir un método atin mas genérico y con un mayor ambito de aplicacion, todos los desarrollos
geométricos y numéricos que se realicen de aqui en adelante se haran para un ala en general con flecha, como
se vera en apartados posteriores. Cuando esta flecha tome el valor 0, entonces estaremos en el caso extremo de
un ala rectangular.

5.2 Coeficiente de sustentacion

Por tltimo, vistas ya las ecuaciones y expresiones numéricas que nos permitiran calcular aquellos pardmetros
en los que estemos interesados, en este apartado introduciremos brevemente como se realizara el calculo del
coeficiente de sustentacion, que sera el principal valor en el que estemos interesados (o en su defecto €y, para
el que bastara con dividir entre el dngulo de ataque seglin la teoria linealizada).

Si recordamos la expresion (3.9), aplicando las simplificaciones correspondientes, una vez que desaparecen
nuestras variables fisicas del problema, dado que finalmente estamos interesados en calcular la resultante de
presiones sobre la superficie del ala, nuestro problema se reduce a calcular (volviendo a hacer uso de la relacion

(5.9))
j f <a(¢'+ 97y 207 - — d"_)) dx dy (5.29)

, donde hemos transformado la integral de superficie en una integral doble, calculada segun los ejes X e Y. Ahora
podemos dividir claramente esta integral en dos partes. Primero calcularemos la segunda parte de esta integral,
que es mas sencilla.

f f"bs(”a(qb’* ¢")

Xpa(¥) 0x

b
dx dy = [ (@3~ #5) = @i f daddy (5.30)
2

Puesto que ya demostramos que en el borde de ataque, el potencial se anulaba. Es inmediato ver que esta
expresion, finalmente, se reduce a calcular la integral seglin y de la funcidn de circulacion I'(y), que es a lo que
equivale la diferencia de potenciales.

Volviendo ahora a la ecuacion (5.29), tenemos la otra parte de la integral que nos quedaba por calcular:

f__ [ P -

Xpa () at

Para este caso, lo que haremos sera discretizar la derivada temporal, calculandola numéricamente a través de
una aproximacion usando Euler de primer orden, obteniendo:

t t-1
aai ¢ AZS (5.32)
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Y esta expresion la aplicaremos dentro de la primera integral de la expresion (5.29).

Esta es muy sencilla de implementar en nuestro método sin mas que almacenar los valores del potencial en el
instante anterior para realizar estos calculos.

Asimismo, es importante destacar que, al tratarse de un problema antisimétrico, se verifica que ¢p't — '~ =
2¢'*, reduciéndose asi a la mitad el nimero de variables a calcular.

Una vez hecho todo esto, finalmente lo que obtenemos es que debemos realizar una integral en y de una funcion
f (), lo cual sera sencillo y puede realizarse de multiples formas. Nosotros, por comodidad, precision y otras
ventajas que ofrece frente a otros métodos, utilizaremos la regla de los trapecios para resolver numéricamente
esta integral.

Todos estos calculos y este proceso de resolucion numérica resultan inmediatos sin mas que recordar que lo que
obteniamos era el potencial en distintos puntos discretos sobre la geometria del ala y la estela.

Por tanto, llegados a este punto, ya tenemos perfectamente definido nuestro método, a falta de establecer unas
ciertas relaciones geométricas para el calculo mas sencillo de las funciones que aparecen, como veremos a
continuacion.

5.3 Problema geométrico

Finalmente, vistos todos los desarrollos numéricos, en este apartado abarcaremos las cuestiones geométricas que
terminaran de definir nuestro método. De este modo, cerraremos completamente nuestro problema y veremos
que todas las ecuaciones a las que hemos llegado se reducen a un simple problema de geometria. Por tanto, no
aportaremos ningun dato ni ninguna ecuacion nueva, sino que nos limitaremos a reescribir las ecuaciones
actuales para dejarlas como una funcion de nuestra geometria.

Comenzaremos con los angulos 0 definidos anteriormente. Trataremos de definirlo en funcion de otras variables
mas facilmente calculables.

Figura 11. Definicion de variables auxiliares para el problema geométrico.

B+12-13
B=12+12-2Llcos0 = cosf=——713
200,

_ n . —wn (T —
90_9—5 > 51n90—51n(§—9)—c059 (5.33)

l, —1;sinf,

sinf, =
l3
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Ordenando los lados del triangulo de modo que se verifique 12 < I3 + [, definimos las siguientes variables
auxiliares:

B+1-3 I, — LR

L =sinf, = sinf; = L (5.34)

Por lo tanto, ya tenemos una expresion general para la ecuacion (5.20), en funcion solamente de distancias entre
puntos, lo cual es muy sencillo de calcular.

Segun hemos decidido dividir la geometria para mantener la simetria de esta, el resultado al que llegamos seria
algo como lo que se muestra en la Figura 12, donde se ha dividido en paneles, como ejemplo, un ala rectangular.

NOS

\ 4

Figura 12. Ejemplo de division de un ala respetando su simetria respecto al eje X.

Pasemos, a continuacion, a ver qué sucede con el resto de variables que intervienen en nuestro problema.

(Xo,VO)

Figura 13. Definicion de variables auxiliares y sentido de los vectores directores para j < Ns.

Definimos N5 como el valor del indice j (indice auxiliar utilizado para el barrido numérico segiin Y) que hace
que y = 0. Comprenderemos la importancia de este valor a partir de la Figura 12, que esquematiza como es la
division de la geometria alar en paneles. Como se desprende de ella, para conservar la simetria del ala, la division
en triangulos es distinta para la region y < 0 y la region y > 0. De ahi la importancia de este valor. En base a
esta distincion, podemos distinguir ahora dos casos de estudio geométrico. Como ya dijimos anteriormente, estos
desarrollos los haremos para una geometria de ala en flecha en general, para hacer nuestro método mas genérico;
de ahi la forma de paralelogramo presentada en todas nuestras imagenes. Dicho esto, veamos cuéles son estos 2
casos de los que hablamos, fijandonos ahora en la Figura 13 y la Figura 14, y viendo qué vectores componen
cada uno de los triangulos en cada caso:
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J1 < Nos: J1 = Nos:
T1:171,1J5,174 Tl:vs,v3,v4,
Tz:vz,v3,v6 TZ:U1’UZ'U6

Analicemos cada caso por separado. Para ello, recordemos que ya se dio la definicion de los vectores normales,
que eran exteriores siempre a los lados de cada triangulo (Figura &). Asimismo, para evitar confusiones con la
notacion, se recuerda que las componentes del vector velocidad las representabamos por u, v y w; por tanto, los
vectores Vjy ,, representan la componente x o y de los vectores que definen los lados del cuadrado o vectores
directores (definidos en la Figura 13), que nos interesaran para proyectar y obtener la componente v del campo
de velocidades de una forma sencilla y rapida. Comencemos pues con este andlisis.

T2
T n
Pz — ¢y
u=—
l13 (5.35)
Vi,€1 + V1€ —
vnl—V(,‘b[lxl 1y€2 ¢zl ®1 N uv1x+vv1y=¢2—¢1
21 21
(5.36)
P2 — ¢y Vix  $2— 1 P3— Py Vi,
> Vv=—m—F——Uu——= — —_—
U1y U1y U1y li3 U1y
1 v, 1 ) 1 Vi 1
v=@p | ———— |+ p,— —_— (5.37)
! (”ly liz vy 2 V1y ° U1y li3

Por lo tanto, vemos que, llegados a este punto, ya tenemos las dos componentes del vector velocidad definidas
sobre la superficie del triangulo en funcion del valor del potencial en cada una de sus esquinas.

A continuacion, en base a estos resultados, definimos, por comodidad, 2 vectores fila de modo que, al
multiplicarlos por el vector columna que contiene el potencial en cada una de las 4 esquinas del cuadrado (dado
por la expresion (5.44)), el resultado que obtenemos sea el vector velocidad sobre un determinado triangulo.
Esta definicion sera de gran utilidad para facilitar la comprension del método numérico.

(5.38)
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Pasemos ahora a analizar otro de los posibles casos en funcion de la geometria. El razonamiento a seguir sera
totalmente analogo al empleado hasta ahora, pero con el segundo triangulo que compone el paralelogramo de
los situados en la semiala izquierda.

u= Ps— ¢z (5.39)
lya
V3,€1 + V3 € -
vong =V 3x€1 3y 2]:¢3 0N S UV + Vv = 3 — By
lys lys
(5.40)
N v:¢3—¢4_u@:¢3—¢4_¢4—¢2@
U3y V3y V3y la vy
1 v3, 1 U3y 1 1
vy — Ty g (——+— (541)
2 U3y las 3 U3y * U3y las U3y
_ (0 1 0 1 )
fe T\ T,
(5.42)

vt = OI__I_I_____
2 ( U3y lys U3y V3yl24 U3y

Como vemos, dada la naturaleza geométrica de este problema, es posible calcular con este método cualquier
tipo de ala, ya sea recta, con flecha, estrechamiento. . ., puesto que hemos usado geometrias genéricas.

Dado el tipo de discretizacion que hemos hecho, lo que antes consistia en resolver una integral en un contorno,
ahora pasa a ser un sumatorio contando la aportacion de cada lado de cada uno de los dos triangulos. De este
modo, ahora el resultado en el que estamos interesados es el siguiente:
1 6 1 3 3
—>— ) Vs Nifaclog; = — oy [Z (Eti PNy + Ve, fngy) + Z (Etz “Pniy + v, fn;y) (5.43)
i=1

21
i=1 i=1

En la ecuacion anterior (5.43), vemos que hemos utilizado estos vectores auxiliares u;, y v, de los que
hablabamos antes que inventabamos como vectores auxiliares que creabamos por comodidad. Asi vemos que,
directamente, obtenemos una expresion que multiplicada por el vector columna ¢ nos permitira llegar a las

expresiones deseadas, donde
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b1
_ | $2
¢=| 4 (5.44)

b4

Finalmente, definimos una matriz auxiliar que sera la que vaya multiplicando a este vector y que tendra la forma,
seglin la nomenclatura de los lados utilizada anteriormente dada por la expresion (5.45).

_ ’ I ’ ’ I I
Mat = ug, nyy + Ve, Ny + Up, Mgy + Vg, Ny + Up, Ny + Vp Ny, +

(5.45)
! A ! ! 1A !
t U, Nox + Vp, Moy + U, N3y + Ve, N3y + Up, Ny + Ve, Mgy

Esto numéricamente sera muy sencillo de manipular ya que nuestro problema se reduce a resolver una ecuacion
del tipo A = Bx. Asimismo, vemos que en la ecuacion (5.43) hemos introducido un término denominado
faclog;; este recogera la aportacion de cada triangulo a través de los factores logaritmicos que obteniamos al
discretizar y resolver la integral bajo nuestras hipoétesis iniciales. Por ultimo, en esta misma ecuacion, en la
segunda igualdad se engloba bajo el nombre n{x'y la influencia tanto de este factor logaritmico como de cada
vector normal, segun el lado del triAngulo que estemos estudiando.

Repetimos que muchas de estas variables solo las introducimos por comodidad, no siendo necesario su uso. Para
mayor detalle, es posible consultar el Anexo A, donde aparece la implementacion de un c6digo numérico para
resolver nuestro problema usando este método y en €l intervienen todas estas variables.

Ahora pasaremos a analizar estos mismos resultados, pero para el lado simétrico del ala, es decir, para j = Nys.
En este caso, la geometria de los paralelogramos sera completamente idéntica, pero en su version simétrica
respecto al eje X, como se puede observar en la Figura 14.

- ~
‘ N\
! \ vy
I —
Vs v ¢ 2
] e
175 v,
\ ,I 4
\ ’ Va
N -’
Se_ - 3
D |
V3 -4

Figura 14. Definicion de variables auxiliares y sentido de los vectores directores para j = Nys.

T .
.l (5.46)
T2 liz
Vzx€y + Vzy€r] 3 — Py
V'n3=V¢‘|: o ] 4 ]= ] = uv3x+vv3y=¢3_¢4
34 34

(5:47)
_¢3—¢4_u@=¢3—¢4_¢3—¢1@

U3y V3y U3y liz vy
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_ 1 v3, 1 vy, 1 1
V=i kg (o= | =y — (5:48)

~(~=.000)
R R

(5.49)
1 v3, 1 vy, 1 1
vtl = l_ ) 0, - _l_y -
13V3y  V3y Usyliz  Usy
u= Ps— ¢z (5.50)
lrs
Vixe1 +Viye] ¢ — @y
v-n,=Vo- ; = l = UV F VU =Py — Py
21 21
(5.51)
=y Vix P2 —¢P1  Ps— Py Vi,
> v=—m"—Uu——= - —_—
U1y U1y U1y l21 U1y
1 1 v 1 Vi 1
v=—¢p,—+ ¢ <—+——>—¢—— (5.52)
lvly 2 Viy Viy l21 4Vly l21
_ (0 1 0 1 )
Y = T Ly
(5.53)
( 1 1 w1 Vi 1 )
v = - - 7 LYV, 7T
f2 Viy Viy Viy l21 U1y l21
(5.54)

li ! A 1A ! !
t U, Moy + Vg, Moy + U, Ny + Ve, Ny + U, Ny + Ve, N6y
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5.4 Comparativa con métodos clasicos de resolucion

Una vez introducido nuestro método, es inmediato pensar en hacer una comparativa que muestre las principales
diferencias con respecto a algunos métodos clasicos de resolucion.

En primer lugar, se puede comprobar que la tendencia historica de estos métodos ha sido, al igual que en nuestro
caso, utilizar la formula de Green y distribuciones de soluciones elementales para hallar la solucion al problema
completo. La complejidad o precision de estas soluciones se ha ido incrementando historicamente, determinando
en todos los casos, el peso de cada solucion dentro de la completa a través de las condiciones de contorno; siendo
esto por tanto un elemento que comparten la mayoria de los métodos con el nuestro. Esto ha permitido ir
eliminando hipotesis de partida y crear un método de resolucion mucho mas genérico. Asimismo, otro elemento
importante que comparten normalmente estos métodos es la division en paneles del cuerpo a estudiar.

Por otra parte, todos estos métodos y su evolucion han ido acompafiados de un rapido desarrollo de los
ordenadores y sus procesadores, lo cual ha ido permitiendo utilizar métodos cada vez mas complejos y
sofisticados. De esta manera, esto no solo ha aumentado la complejidad de los métodos, sino que también ha
permitido refinar las mallas en las que se suelen dividir los cuerpos a estudiar, pudiendo prestarse asi mayor
atencion a puntos criticos como bordes de salida, esquinas. .. Estas tendencias las podemos apreciar en la 7abla
1, donde se muestran las principales caracteristicas de algunos métodos y su afio de desarrollo.

Gracias a esta Tabla 1 se puede ver el procedimiento que se va a seguir para la obtencion de resultados en este
trabajo es muy similar a otras lineas desarrolladas por otros autores, con geometrias de paneles planas y
suponiendo fuentes de intensidad constante.

El método conocido como Hess Code fue probablemente el primer método de paneles que consiguio resolver
con éxito el problema tridimensional. Si avanzamos en el tiempo, vemos que con la gran evolucion de la
tecnologia, se han desarrollado algoritmos mucho mas complejos que el empleado por este primer método
basados en aproximaciones de drdenes cada vez superiores y, por tanto mas precisos, tanto a la hora de dividir
los cuerpos en estudio como en las propias distribuciones de soluciones elementales. Esta es precisamente una
de las mayores limitaciones que presenta nuestro método frente a otros mas sofisticados: estd basado en la
linealizacion de las ecuaciones y se utiliza muchas aproximaciones de primer orden (para el calculo de derivadas,
por ejemplo), lo cual limita mucho mas sus resultados.

Hoy en dia, con los métodos de paneles bastante maduros y los numerosos algoritmos de calculo desarrollados
y al alcance de muchas personas, las principales lineas de trabajo se centran en el pre- y postprocesado, es decir,
la generacion de las superficies y su division, la presentacion grafica de los resultados. .. Asimismo, otro de los
puntos de trabajo mas importantes es el desarrollo de disefios interactivos, donde el disehiador pueda modificar
libremente la geometria y obtener las distribuciones de presiones que desee.

Por otra parte, se ha demostrado que, a pesar de la sofisticacion de algunos de los ultimos métodos desarrollados,
los métodos de menor orden son claramente mucho mas rapidos y baratos de operar; presentando, por tanto,
grandes ventajas frente a estos otros, ya que ademas, en la mayoria de los casos, son capaces de proporcionar
resultados bastante exactos ajustando bien algunos de sus parametros.

Trailing edge
(upper side)

Trailing edge
(lower side)

Figura 15. Ejemplo de division en paneles de algunos métodos clésicos de resolucion (figura obtenida de [2]).
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Chronological list of some panel methods and their main features

Geometry Singularity

Method of panel distribution Remarks
1962, Douglas- Flat Constant source
Neumann
1966, Woodward | Flat Linear sources M=>1
Constant vortex
1973, USSAERO Flat Linear sources M>1
Linear vortex
1972, Hess 1 Flat Constant source
Constant doublet
1980, MCAIR Flat Constant source Coupling with B. L.
Quadratic doublet design mode
1980, SOUSSA Parabolic Constant source Linearized
Constant doublet unsteady
1981, Hess 11 Parabolic Linear source
Quadratic doublet
1981, PAN AIR Flat Linear source M>1
subpanels Quadratic doublet
1982, VSAERO Flat Constant source Coupling with
and doublet B. L., wake rollup
1983, QUADPAN Flat Constant source
and doublet
1987, PMARC Flat Constant source Unsteady
Constant doublet wake roliup

Tabla 1. Lista con algunos métodos clasicos y sus principales caracteristicas (tabla obtenida de [2]).

La principal diferencia con conocidos métodos como el de Vortex-Lattice es que nuestro método calcula los
potenciales en las esquinas de los paneles en que se divide el ala, mientras que en otros se calcula una distribucion
de potencial sobre cada panel, pudiendo ser esta continua, lineal... segin la precision que se requiera. No
obstante, debemos recordar, para poder comparar, las hipotesis bajo las que se postulan las ecuaciones, lo que
es equivalente a hablar de los casos de aplicacion; ya que no seria equiparable a otros métodos de geometrias
tridimensionales mucho mas complejas, sin tantas limitaciones y que no implica linealizaciones, por ejemplo.

Por tanto, podemos concluir que la mayoria de los métodos que se utilizan actualmente emplean algoritmos con
aproximaciones de ordenes bajos, luego nuestro método podria ser un digno competidor de muchos de estos
métodos de primer orden para los casos que nos permiten estudiar. Asimismo, en términos de aproximacion de
la geometria y divisiones de esta, para los casos de alas que vamos a considerar, nuestro método permite también
aproximaciones tan buenas como se desee, asumiendo las penalizaciones computacionales que esto pueda
suponer. Por tltimo, el uso obligatorio de las mismas condiciones de contorno para cerrar el problema también
es un elemento comun con estos otros métodos.
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Claimed advantages of low- and high-order panel codes

Low-order methods High-order methods
Denvation of Simple derivation More complex derivation
influence coefficients
Computer programming  Relatively simple coding Requires more coding effort
Program size Short (fits minicomputers) Longer (will run on
mainframes only)
Run cost Low Considerably higher
Accuracy Less—for same number Higher accuracy for a
of panels given number of panels

(but more accurate for
same run time)

Sensitivity to Not very sensitive* Not allowed
gaps in paneling
Extension to M > 1 Possible Simple (for arbitrary geometry)

Tabla 2. Comparativa entre métodos de resolucion de bajo y alto orden (tabla obtenida de [2]).
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6 PRESENTACION DE RESULTADOS

estudio distintos. En este capitulo nos limitaremos a presentar y analizar estos resultados, asi como tratar
de buscar su justificacion. Se deja para capitulos posteriores el analisis de posibles mejoras, la busqueda
de la raiz de posibles errores. ..

S continuacion se presentan algunos de los resultados obtenidos con este método para varios casos de

Dada la amplia posibilidad de casos que es posible estudiar, nos centraremos concretamente en 3 cuyos
resultados se presentan en [2], por comodidad a la hora de comparar valores y verificar asi la fiabilidad de este
método.

En primer lugar, estudiaremos como varia la pendiente de la curva de sustentacion al hacerlo el alargamiento
del ala, para el problema estacionario. Posteriormente, pasando ya al caso no estacionario, abarcaremos otros
dos problemas distintos: en el primero, una placa plana a un determinado angulo de ataque, arranca desde un
estado de reposo hasta alcanzar una velocidad U, y veremos cémo evoluciona el coeficiente de sustentacion
con respecto al tiempo; en el segundo, estudiaremos este mismo caso, pero en esta ocasion la placa partira del
reposo y adquirirda un movimiento ondulatorio arménico simple. A continuacion se detallan cada uno de los
problemas asi como los resultados obtenidos para cada uno de ellos.

6.1 C,, vs. AR enrégimen estacionario

Como hemos dicho anteriormente, en este apartado trataremos el problema de un ala en régimen estacionario.
Estaremos interesados concretamente en estudiar la evolucion de la pendiente de la curva de sustentacion al
variar el alargamiento o Aspect Ratio (AR), ya definidos en capitulos anteriores; ya que, como se deduce de su
expresion, existe una dependencia indudable entre un parametro y otro.

A continuacién mostramos los resultados que proporciona la literatura, en concreto [2], para este caso de estudio
en particular en la Figura 16.

Como podemos apreciar, en esta imagen se estudia esta variacion para distintos valores de la flecha. Aqui se
muestran tanto los resultados experimentales obtenidos de ensayos en tinel de viento como los resultados
proporcionados por otros métodos clasicos de resolucion.

Como vemos, conforme el alargamiento del ala aumenta, el valor de C;  se va haciendo cada vez mayor. Esta
tendencia es la esperada ya que, conforme este aumenta, el ala va tendiendo a un ala infinitamente larga o de
gran alargamiento, de modo que los efectos tridimensionales de rebordeo que hacen que se reduzca la
sustentacion de un ala tridimensional con respecto al caso de perfiles bidimensionales, se van haciendo cada vez
menos notorios. Por tanto, para el caso del ala recta, este valor debera tender, cuando AR — o0, a €} — 27,
que es el resultado tedrico bidimensional que se obtiene de la teoria potencial linealizada [1]. No entraremos en
mayor detalle en el estudio de estos efectos, puesto que no es el objeto de este trabajo. Para mayor informacion
de este punto, se puede consultar cualquiera de los titulos presentes en las Referencias.

Asimismo, también vemos que, al aumentar la flecha del ala, la sustentacion también se ve reducida. En este
caso, esta reduccion se debe a que, al aumentar la flecha, la componente de la velocidad normal al borde de
ataque del ala (que es la velocidad efectiva que ve el ala) que contribuye a la sustentacion se ve reducida, como
se esquematiza en la Figura 17.
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Figura 16. Pendiente de la curva de sustentacion frente al alargamiento (figura obtenida de [2]).

Por tanto, la sustentacion serd menor con respecto al caso de un ala recta. Sin embargo, a pesar de este efecto, la
tendencia de €y, con AR debe ser la misma que para el ala recta, tal y como se puede deducir facilmente de las
ecuaciones. De nuevo, no entraremos en detalle en el estudio de este efecto, pero, al igual que antes, se puede
consultar la literatura anteriormente mencionada para mayor detalle.

Figura 17. Efecto de la flecha sobre la velocidad efectiva del ala.

Explicado brevemente a qué se deben estas tendencias en las graficas y visto el comportamiento que debe
mostrar nuestro método, se pasa a continuacion a mostrar los resultados que presenta nuestro método para este
mismo caso que en la Figura 16. Es importante notar que en esta figura, correspondiente a otros métodos de
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resolucion clasicos, vemos que las graficas correspondientes a los resultados proporcionados por otros métodos
se ajustan perfectamente a los resultados proporcionados por la experimentacion (con pequefias desviaciones
que logicamente apareceran por la dificultad de reproducir un caso ideal sin ningtn tipo de perturbacion externa
en la realidad, simplificaciones adoptadas..., pero despreciables). Por tanto, para probar la validez de nuestro
método, ademas de mostrar estas tendencias, sera importante que los valores que proporciona sean bastante
cercanos a estos, con errores de aproximacion lo mas pequeiios posibles.

Nuestros resultados se muestran en la Figura 18.

AR[]

Figura 18. Resultados del método para la pendiente de la curva de sustentacion.

Como vemos, en la Figura 18 se ha utilizado la nomenclatura de la que venimos haciendo uso hasta el momento
para referirnos a la flecha del ala (1) y no confundirla con nuestro alargamiento (A). No obstante, no debemos
confundirnos y, en este caso, el valor de ¥ en la Figura 18 seria el equivalente de A en la Figura 16, que
representa el dngulo de flecha geométrica que forma el borde de ataque del ala con el eje Y.

Hecha esta aclaracion, pasamos a analizar los resultados. A simple vista, comparando los resultados numéricos
con los anteriores, los resultados parecen bastante cercanos a los reales. Asimismo, todas estas tendencias de las
que hemos hablado anteriormente estan presentes en nuestras curvas. No obstante, parece aparecer una cierta
curvatura en las graficas, mas pronunciada en unos casos que en otros, entorno a AR = 3, que no se observa en
los resultados de otros métodos. Estos errores los analizaremos en mayor detalle en el siguiente apartado de este
trabajo. Sin embargo, podemos adelantar que, como indicamos en los primeros capitulos, se suele verificar que
A > 1, por su definicion, luego estaremos mas interesados en reproducir los resultados para valores altos del
alargamiento. No obstante, el hecho de que algunos valores no sean del todo exactos nos crea una cierta
incertidumbre sobre la capacidad de reproducir resultados del método.

Para mayor claridad, en la Figura 19 se superponen nuestros resultados y los reportados por la literatura.

Como se desprende de esta ultima figura, nuestros resultados se ajustan bastante bien a la realidad
numéricamente. Aqui se han presentado solo algunos valores puntuales para apreciar mas claramente este efecto
y evitar sobrecargar la imagen.

Para el ala recta vemos que los valores son practicamente idénticos a los de la literatura, con errores relativos
infimos entre ambos. No obstante, conforme aumenta la flecha, vemos que estos errores se hacen algo mayores
y, en concreto, para el caso de AR = 3 del que hablabamos antes, es donde se aprecian los mayores errores para
la mayoria de los casos. Sin embargo, como veremos en el siguiente capitulo, es posible reducir estos errores y
conseguir ajustar mejor las graficas. Por el momento, aceptaremos estos resultados como validos. Por tanto, de
momento parece que nuestro método va bien encaminado y que proporciona resultados que se podran aceptar
para estudios aerodinamicos. No obstante, como ya dijimos, es necesario realizar comparaciones con otros casos
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Figura 19. Superposicion de resultados del método con datos de la literatura.

A continuacion analizaremos otros casos distintos y, por ultimo, cuantificaremos los errores cometidos.

6.2 Aceleracion repentina de una placa plana rectangular a angulo de ataque
constante hasta alcanzar una velocidad constante

Como se deduce del titulo de esta seccidn, ahora abarcaremos un caso no estacionario. Para ello, consideraremos
una placa plana rectangular en la que, por definicion, podremos suponer despreciable su espesor y, por tanto,
aplicar las ecuaciones de potencial linealizadas que venimos usando hasta el momento. Segin la légica de la que
estamos haciendo uso, esto también es aplicable al plano que forman las cuerdas de un ala tridimensional sin

torsion a un determinado angulo de ataque.

Esta placa con la que se trata se encontrara a un angulo de ataque @ = 5° constante, es decir, que no variara con
el tiempo. Ademas, en un instante inicial ty, que sera cuando comencemos a contar nuestro tiempo, la placa
arrancara desde una velocidad inicial nula hasta adquirir una velocidad de vuelo constante Uy, .

Para este caso, los resultados que ofrece nuestro programa aparecen reflejados en la Figura 20.
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Figura 20. Evolucion del coeficiente de sustentacion con el tiempo para una placa plana que arranca desde el
reposo hasta adquirir una velocidad determinada a un dngulo de ataque de 5°.

En primer lugar, comparémoslos cualitativamente con los resultados presentes en la literatura. Para ello,
observemos la Figura 21.

En ella se presentan los mismos resultados que los que estamos estudiando nosotros. Para buscar la total
convergencia, también se ha ajustado en nuestro codigo el siguiente parametro, presentado en la misma figura
anteriormente mencionada, que mide el paso de integracion:

UoAt 1

c 16
Por tanto, lo que se espera es que el comportamiento de C; sea el mismo frente al parametro adimensional
representado. No obstante, a simple vista se pueden apreciar variaciones importantes en el comportamiento de
la grafica en los instantes iniciales. Los resultados reportados por nuestro método tardan mas tiempo en

estabilizarse y el coeficiente de sustentacion presenta una distribucién menos “uniforme” a lo largo del tiempo,
presentando mas oscilaciones y variaciones.

También se observa que, en el instante inicial ¢y, nuestra grafica tiene a un valor infinito, mientras que los datos
reportados por la literatura no llegan a mostrar una asintota, sino que la grafica parece cortarse mucho antes, en
un valor elevado en comparacion al resto de la funcion, pero finito. Por lo tanto, este otro comportamiento
tampoco somos capaces de reproducirlo con exactitud.

Por ultimo, otro de los detalles importantes a analizar en cuanto a comportamiento cualitativo de las graficas es
las tendencias, una vez que el movimiento tiende a estabilizarse y convertirse en estacionario, cuando la placa
ha alcanzado su velocidad U, y haya transcurrido un tiempo suficiente para ello. En este aspecto vemos que
nuestro programa si reproduce mas fidedignamente este comportamiento. De hecho, a simple vista es apreciable
que las tendencias de nuestras funciones y las provenientes de [2] son muy similares (aunque a continuacion
evaluaremos cuantitativamente este aspecto). Sin embargo, vemos que, en los tltimos instantes representados,
algunas de las funciones comienzan a presentar unas ciertas oscilaciones en su forma, volviéndose asi algo
inestables, aunque sigan en torno al valor real esperado. Si siguiéramos representando mas valores, veriamos
que el comportamiento se vuelve cada vez mas inestable, aportando asi resultados poco realistas y dificiles de
evaluar. Por tanto, este es un problema grave que presenta nuestro método tal como esta planteado hasta el
momento. Las causas de este y los anteriores problemas los evaluaremos mas adelante, por lo que dejamos esta
tarea pendiente, ya que, como hemos dicho, aqui solo analizaremos los resultados, dejando sus causas para mas
adelante. No obstante, podemos adelantar que estos problemas se deben, principalmente, a aproximaciones
demasiado burdas y a ciertas inestabilidades que presenta el programa por como esta planteado.
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Figura 21. Evolucion del coeficiente de sustentacion con el tiempo para una placa plana que arranca desde el
reposo hasta adquirir una velocidad determinada a un 4ngulo de ataque de 5° (figura obtenida de [2]).

Para terminar con este caso, trataremos de ver mas cuantitativamente las diferencias entre nuestros resultados y
los de otros autores. Para ello, superponemos, al igual que hicimos para el caso de estudio anterior, las dos
graficas presentadas hasta el momento en la Figura 22.

Como podemos ver, al igual que anteriormente, el caso AR — o no se ha representado, ya que, para valores
demasiado grandes del alargamiento, el método comienza a presentar grandes inestabilidades debidas a
singularidades en las matrices del calculo numérico que aparecen. No obstante, si se puede probar que, conforme
AR va aumentando, los valores del coeficiente de sustentacion van tendiendo a los aqui mostrados.

Por otra parte, de nuevo, tal y como dijimos anteriormente, en los primeros instantes de tiempo en los que la
placa arranca, se aprecia esta gran distorsion en los resultados, que provoca desviaciones muy grandes con
respecto a la realidad. Sin embargo, vemos cémo después los resultados se adaptan perfectamente a los
esperados, no solo en las tendencias de las funciones, sino cuantitativamente; es decir, los valores que se obtienen
son bastante realistas.

Como se puede apreciar en esta ultima figura, en los primeros instantes de tiempo se han representado méas
puntos, por considerarse mas caracteristicos debidos a la forma irregular de la funcioén, y ver asi mejor la
distorsion de las graficas en los instantes iniciales. Sin embargo, después este nimero de puntos se ha reducido,
cuando comienza a estabilizarse la funcion.
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Figura 22. Superposicion de resultados del método numérico y datos reportados de la literatura.

6.3 Movimiento oscilatorio de una placa plana en torno a un valor del angulo de
ataque constante

Este es el tltimo caso que estudiaremos en este proyecto. En esta ocasion nos encontramos ante una placa plana
rectangular a angulo de ataque @y = 5° que arranca desde el reposo (al igual que en el caso anterior), pero
adquiriendo ahora un movimiento armoénico simple en torno a este valor. Para definir el movimiento, basta con
caracterizar la variacion temporal del angulo de ataque de la placa como sigue:

a(t) = —(ag+0.1-2 - kcos(wt)) 6.1)

. . . wc . .
, donde definimos el factor adimensional k = 2y Cuyo valor iremos variando para comprobar su efecto en el
o0

movimiento. En cuanto a la amplitud del movimiento, esta ha sido ajustada para cuadrar los resultados con los
reportados por la literatura y de esta manera poder comparar mas facilmente. De igual modo, como seguimos
interesados en parametros adimensionales, las ecuaciones no dependeran de los valores de U, c... que elijamos.
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Por ello, se les da un valor arbitrario de 1 a cada una de estas variables, de modo que, al variar k, lo que realmente
estemos modificando sera la frecuencia y amplitud del movimiento.

Hecha esta aclaracion, pasemos a comparar nuestros resultados con los reportados de la literatura, mostrados en
la Figura 23.
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Figura 23. Evolucion temporal del coeficiente de sustentacion para una placa con movimiento armonico simple
(figura obtenida de [2]).

Con este ejemplo vemos que, en el caso de la Figura 23 se muestra directamente el movimiento una vez se ha
estabilizado, es decir, sin incluir el arranque previo de la placa. En este detalle radica la principal diferencia que
se observa con respecto a nuestro método (Figura 24), ya que, en los primeros instantes de tiempo, nuestras
graficas presentan una singularidad similar a la que aparecia en el caso anterior debida a este hecho, que no esta
presente en las otras graficas. Sin embargo, dada la forma que presenta y las imprecisiones del método en estos
instantes iniciales, de las que hablaremos en apartados posteriores, podemos obviar esta parte de la grafica y
centrarnos en el resto.

Analicemos ahora nuestros resultados presentados en la Figura 24. Si observamos la forma general de las
graficas, vemos que, dependiendo del valor de k, la amplitud del movimiento es mayor o menor (siendo ambos
valores proporcionales), al igual que le frecuencia del mismo (lo cual es l6gico dadas las expresiones anteriores).
Asimismo, vemos que entre las funciones de C; existe un cierto desfase, al igual que en los resultados de la
literatura.

Fijandonos ahora en el valor de C; constante en torno al cual oscilan las graficas, si lo calculamos y lo
comparamos, vemos que estos valores difieren ligeramente entre nuestro método y los datos de otros métodos
tradicionales de resolucion, siendo mayores o menores estas diferencias entre unos casos y otros.

Por ultimo, para terminar, también observamos que los valores maximos y minimos que se alcanzan son
ligeramente distintos. Si bien segun el eje X las graficas si siguen el comportamiento apropiado en todos los
aspectos, vemos que segun el eje Y los resultados no son del todo correctos, siendo notandose en mayor o menor
medida las diferencias segun el valor del parametro k que elijamos, pero sin llegar a ser nunca exactos los
valores.

Debido a todo esto, no podemos considerar como validos los resultados reportados por nuestro programa en este
caso. Si bien para algunos valores concretos de k, por ejemplo, los resultados si son bastante fieles a la realidad;
para otros casos no sucede lo mismo, luego no podemos generalizar que sean correctos. Por ello evitaremos
también superponer ambas graficas como hicimos en casos anteriores, ya que, a simple vista, se ve que existen
diferencias importantes entre ambas.
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Figura 24. Evolucion temporal del coeficiente de sustentacion para una placa con movimiento arménico simple.

Uno de los principales motivos para estas diferencias es que los resultados de nuestro método son muy sensibles
a donde situemos los puntos de colocacion, como veremos a continuacion. Por ello, para poder realizar este
apartado, con este valor del alargamiento concreto, era necesario seleccionar unos determinados puntos que no
proporcionan buenos resultados en general; de lo contrario, las funciones presentaban mucho ruido que impedia
apreciar los resultados correctos. Para valores del AR mayores que este, si es posible fijar una posicion de los
puntos de colocacion que proporciona resultados mas realistas en el resto de los casos, con lo que se esperaria
lo mismo de este. Sin embargo, por falta de datos de la literatura de estos casos, nos limitaremos a mostrar este
caso, no siendo posible demostrar la validez o no de estos otros.

Por tanto, aunque las diferencias no son extremadamente grandes, no podemos dar por validos estos resultados.

Comprobados todos estos resultados, en el siguiente apartado pasaremos a analizar uno de los puntos mas
recurrentes que se han visto durante el tratamiento de estos problemas y es el estudio de los errores que se
producen, como se ven afectados los resultados por una eleccion u otra de las distintas variables, si es posible
conseguir mayor precision numérica, la sensibilidad del método... Todos estos y otros temas los trataremos a
continuacion.
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7 DOMINIO DE VALIDEZ DEL METODO

pretende estudiar cudl es el dominio de validez de nuestro programa, asi como la precision de nuestro

método. Para ello, en vista de los resultados obtenidos, se realizan varios estudios de sensibilidad para
observar qué rango de precision ofrece la programacion actual, a través de comparativas con datos de referencia
reportados por la literatura.

! partir de los resultados presentados y de los multiples estudios llevados a cabo, en este apartado se

Para analizar estos errores nos remitiremos primero al caso estacionario, en el que no intervienen las derivadas
respecto al tiempo, por lo que serd mas sencillo estudiar la influencia de las distintas variables sin que interfieran
otros fendmenos.

Comenzaremos analizando el caso estacionario, donde sera mas sencillo ver la influencia de estas, dada la
ausencia de perturbaciones debidos a otros efectos, como derivadas temporales. Los resultados que obtengamos
de estos estudios seran extrapolables al caso no-estacionario, pero sera mas sencillo de interpretar en el primero.
Posteriormente, analizaremos brevemente algunas caracteristicas propias del régimen no-estacionario.

7.1 Problema estacionario

(AR

Comenzaremos analizando la dependencia con la variable i,;,. Para ello daremos la definicion de dicha variable
dentro del problema numérico: i,;, representa el nimero de divisiones o de lineas en que dividimos el ala segiin
el eje X de la misma, independientemente de si el ala tiene flecha o no (obsérvense las Figuras 25-28).

0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 25. Division en paneles de un ala rectangular (AR=5) y su estela (ia.=11).
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Figura 28. Zoom en la division en paneles del ala con flecha de 60° (AR=5) y puntos de colocacion (iala=11).
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En las Figuras 25-28 se aprecia como la division que se realiza del ala no es lineal en ninguno de sus 2 ejes. De
hecho, sigue una expresion cosenoidal que aparece reflejada en nuestro codigo (consultar Anexo A). Esto lo que
nos permite es refinar la malla en aquellos lugares que nos interesa que, en este caso, serian los bordes del ala:
borde de ataque, de salida y marginales; ya que en ellos las variables aerodinamicas seran menos uniformes y
seran los que requieran de una mayor precision para medir con mas exactitud los saltos de las distintas variables.
No obstante, cualquier otro tipo de division también es admisible, aunque probablemente requiera de un mayor
numero de paneles para conseguir esta misma precision, lo cual se traduce en un mayor uso de la memoria,
mayores tiempos de ejecucion... De hecho, sin mas que hacer algunas sencillas comprobaciones, se puede ver
que el nimero de incognitas (y por tanto de ecuaciones) es (ig;q — 1) Ny incog- luego podemos ver a través de
esta relacion como el incremento de divisiones en ambos ejes incrementa el nimero de incognitas y, por tanto,
de iteraciones.

Por otro lado, este valor de i,;, también influye en la estela. En las figuras 25 y 27 aparece representada
precisamente esta estela y vemos que, en comparacion con el ala (situada en los puntos rojos de estas mismas
figuras), su extension puede considerarse casi infinita. Esta extension dependera del AR que tenga ese ala, (la
longitud de la estela la asumiremos proporcional a este parametro para hacerla lo suficientemente grande), pero
la distancia entre los paneles de la estela si dependerd del i,;,. Por ello, se define una variable i,4.;, que serd
equivalente a i,;, y tendra una cierta relacion de proporcionalidad con ella, y la contabilizara. Para el caso no
estacionario, los resultados deberian ser independientes de este valor, puesto que, como hemos visto, las
variables se conservan a través de la estela. No obstante, para el caso no estacionario esto tendra una mayor
relevancia y, ya que las variables iran pasando de un panel al siguiente en cada instante de tiempo posterior, sera
importante que el panel del borde de salida del ala tenga un tamafio muy similar a los paneles de la estela que,
como vemos, si siguen una division lineal por este motivo que estamos explicando. Por tanto, serd importante
seleccionar estos parametros con cuidado para evitar errores demasiado grandes.

Por tltimo, y antes de pasar a analizar algunos resultados, en las figuras 26 y 28 vemos representados por puntos
rojos los que serian los puntos de colocacion sobre el ala. No entraremos en ningun tipo de detalle sobre ellos
ahora puesto que, un poco mas adelante, nos centraremos en su importancia a través de estos estudios. No
obstante, haremos algunas consideraciones previas sobre ellos ahora que estamos tratando en mayor detalle el
codigo. Para empezar, estos puntos simplemente tienen un interés numérico desde el punto de vista de que
debemos aplicar nuestras ecuaciones en algunos puntos concretos para poder tener un sistema cerrado en cuanto
a nimero de ecuaciones e incognitas (como ya se explico anteriormente), dada la forma que vimos que tenian
nuestras ecuaciones. En teoria, estas ecuaciones deberian verificarse para cualquier punto, no obstante veremos
que, dados los operadores que intervienen en nuestras ecuaciones, estas seran altamente inestables por lo que si
influiré la eleccion de estos puntos y convendra seleccionarlos de forma que nos acerquemos lo maximo posible
a los puntos donde tenemos nuestras incognitas (es decir, a las esquinas de nuestros tridngulos) para obtener una
matriz de condicion muy proxima a diagonal y, por tanto, mas facilmente invertible.

En primer lugar, no situaremos estos puntos ni sobre los paneles de los bordes marginales ni de ataque porque,
como ya vimos, en ellos ya tenemos impuestas unas determinadas condiciones de contorno (potencial nulo), por
lo que el potencial sobre ellos no es una incognita y, por tanto, no necesitamos estas ecuaciones.

Por otro parte, como vemos, los puntos de colocacion los hemos definido de forma que siempre mantengan su
posicion relativa dentro de cada panel (véase Figura 29), independientemente de la geometria alar: flecha,
estrechamiento... Esta sera la definida y, aunque podriamos variarla, por motivos de estabilidad del método
(como veremos en apartados posteriores) es mejor mantenerla constante. No obstante, esta figura es solo un
esquema para representar la simetria y posicion relativa de estos puntos ya que, en realidad, en los paneles de
los bordes no habra tales puntos y si los habra en la linea media del ala. Para ver la representacion real, ver
Figuras 26y 28.

Dicho esto, pasemos a analizar algunos resultados representados en las Figuras 30 — 37. En estas graficas se ha
representado, para varios valores de la variable i,;, como varia la forma de las graficas que vimos para el caso
estacionario en el capitulo anterior. El resto de parametros, por tanto, permaneceran constantes en cada
representacion. Es posible pensar que, una variacion conjunta de varios de estos parametros pueda provocar
efectos contrapuestos y, por tanto, este tipo de estudios en el que el resto de parametros se mantienen constantes,
no sea valido. Sin embargo, se puede demostrar facilmente que, independientemente del valor del resto de
parametros, el comportamiento cualitativo de las graficas es siempre el mismo para los mismos valores de este
parametro que estamos analizando, luego todos estos resultados seran extrapolables al resto de casos.
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Figura 29. Esquema de la posicion relativa de los puntos de colocacion.
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Figura 30. Pendiente de la curva de sustentacion frente al alargamiento para una flecha de 0°.
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Figura 31. Detalle de la Figura 30.
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Figura 32. Pendiente de la curva de sustentacion frente al alargamiento para una flecha de 30°.
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Figura 33. Detalle de la Figura 32.
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Figura 34. Pendiente de la curva de sustentacion frente al alargamiento para una flecha de 45°.
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Figura 36. Pendiente de la curva de sustentacion frente al alargamiento para una flecha de 60°.
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Figura 37. Detalle de la Figura 36.
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De las figuras 30 - 37 se desprende la siguiente informacion. Por un lado, vemos que, conforme el alargamiento
del ala aumenta, independientemente del dngulo de flecha que se tenga, todas las graficas tienden a la misma,
siendo el valor de i, irrelevante para este aspecto, ya que todas convergen a la misma, con errores despreciables
entre ellas. No obstante, vemos que, para valores mas pequefios del AR, tipicamente entre AR = 1y AR = 5,
las graficas se van volviendo mas inestables conforme i,;, aumenta. Asimismo, este efecto se va retrasando,
afectando a valores del alargamiento menores conforme aumenta la flecha; pero también se producen errores
mayores conforme esta aumenta. También vemos que, el comportamiento de las graficas no es sencillo de
predecir al variar i,;,; ya que, a pesar de presentar siempre una forma muy similar, el desplazamiento de las
graficas con i,;, varia de un caso a otro, no presentando un patrén claro e identificable a primera vista. Esto lo
observaremos con mayor claridad en las siguientes graficas que se mostraran con los errores del método.

Por tanto, dicho todo esto, en vista de los resultados, un valor de i,;, = 11 parece proporcionar unos resultados
mas aceptables que el resto y con menores errores, por lo que este valor ha sido el escogido para realizar los
calculos de los apartados anteriores y el que se recomienda para el uso de nuestro método de aqui en adelante.

Es importante destacar que este valor es el idoneo para el tipo de division del ala que estamos realizando que,
como hemos visto anteriormente, no es lineal, sino que sigue una expresion cosenoidal, refindndose asi la malla
en los bordes del ala, que es donde se presentan mayores saltos en las variables y seran los puntos mas criticos.
Por tanto, para otro tipo de division, seria necesario contemplar de nuevo estos estudios. Siguiendo con el tipo
de division que se ha hecho del ala, se ha comprobado que esta era mucho mas eficaz que una lineal, por los
motivos ya expuestos.

Para terminar, con la influencia de i,;,, analicemos los errores, absolutos y relativos, que se cometen con el
método, comparandolos con los valores reportados por la literatura ya vistos.
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Figura 38. Variacion de los errores absolutos con iafa.
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Figura 39. Variacion de los errores relativos con ia.

Como podemos ver, en la Figura 38 y la Figura 39, hemos definido los errores absoluto y relativo,
respectivamente, como sigue:

Eabs = |CLa,real - CLa,numéricol (7.1)

_ |CLa,real - CLa,numérica|
Erel = )

100 (7.2)

CLa,real

Es necesario afiadir que estos calculos se han realizado calculando la maxima diferencia entre el valor real de

Cy, y su estimado, es decir, que nuestro criterio es que consideramos como error de la funcién el maximo de
todos los errores.

En estas mismas figuras vemos por tanto el comportamiento que siguen estos errores. Como ya hemos visto,
para valores de i,;, menores, los errores también son menores (salvo para el caso de flecha 30°, en que son
menores para i,;,~30, aunque para i,;,~10 también son pequefios). Esta diferenciacion del caso de flecha
30° tiene una justificacion y es que, si volvemos a la Figura 16, vemos que para este valor concreto faltaban
muchos datos de la literatura, luego se han tenido que tomar valores experimentales, interpolaciones.. ., por lo
que estos han sido mas dificiles de interpretar y esta grafica podria considerarse menos representativa. En el
resto de graficas, aunque no se aprecie, los errores que aparecen marcados como 0, realmente son valores de
varios 6rdenes de magnitud inferior a los otros, de ahi que al escalarlos en los ejes parezcan ser nulos, pero
realmente no existe ningun error nulo totalmente. Sin embargo, esto si nos permite ver que existen rangos de
valores de i4;, para los cuales los errores son bastante admisibles. Estos valores se aproximan por 0 dada la
dificultad de obtener datos con decimales exactos de la literatura y solo disponer de graficas como las mostradas
para aproximar los datos. Asimismo, hay que considerar que los valores de las graficas se calculan en unos

determinados puntos y el resto se consiguen por interpolacion, luego esto también introducira un cierto error ya
mas dificil de calcular y que no se esta considerando.

Fijandonos en la grafica de errores relativos, que es de las mas indicativas, vemos que, como ya dijimos, en
general las funciones no siguen un patron establecido, sino que los errores varian de formas distintas, viendo
que, en general, aumentan considerablemente al hacerlo i,,, llegando a dispararse mucho en algunos casos.
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Como vemos que, en general, para valores de i,;, comprendidos entre 10-15, los errores que se cometen son
inferiores al 5%, estos son los valores que nos convendra utilizar para nuestros célculos.

Por tultimo, comparemos algunos de los tiempos de ejecucion en funcion de i,;,. Légicamente, esto dependera
del ordenador, del tipo de procesador, de la version de Matlab (el programa que estamos utilizando en este caso
para calcular los resultados) de la que estemos haciendo uso, del nimero de puntos que calculemos para
interpolar..., incluso de la forma en que hayamos programado nuestro método, usando unas funciones que
incorpore Matlab u otras. Sin embargo, si es interesante ver la diferencia relativa entre todos los valores,
comparando unos con otros, sin prestar tanta atencion al resultado numérico concreto, teniendo en cuenta que
todos los demads parametros seran constantes en este estudio, asi como los recursos utilizados.

ia1a [-] Tiempo de ejecucion [s]
11 28.569
21 69.180
31 116.835
41 177.822
51 240.140

Tabla 3. Tiempos de ejecucion del método numérico para diferentes valores de ia. para una flecha de 30°.

Como se desprende de la Tabla 3, la diferencia entre realizar los céalculos con un i,;; = 11 y otro valor de
iq1a = 51, solo unas 5 veces mayor, puede llegar a multiplicarse casi por 10. Por ello, es recomendable utilizar
los valores minimos de i,;, posibles, ademas de los recursos de memoria que son necesarios consumir, que se
reducen notoriamente. Por tanto, el hecho de que al reducir i,;, se reduzcan los errores, es una doble ventaja:
en términos de tiempo de ejecucion y en precision.

Pasemos a continuacion a analizar la influencia del resto parametros.

7.1.2 Ny incog

Este caso, el de influencia de la variable Ny 04, €s completamente analogo al anterior, sustituyendo lo que

antes eran divisiones segln el eje X por divisiones ahora segun el eje Y, es decir, siguiendo la envergadura del
ala. La influencia, por tanto, de este parametro a la hora de calcular los resultados es indiscutible.

Las divisiones segun este eje seguiran el mismo razonamiento que seguiamos anteriormente, para el caso de
iq1a,> Por lo que esta claro por qué los resultados variaran al seleccionar un valor u otro de esta variable, que sera,
principalmente, por precision y aproximaciones del método. No obstante, la influencia en la estela simplemente
estara marcada por el nimero de divisiones en el eje Y que se realicen de la misma.

En cuanto este parametro, lo que nos interesa, grosso modo, es que, al igual que sucedia anteriormente, seamos
capaces de recoger las variaciones de las parametros seglin el eje Y, realizando el menor nimero de divisiones
posibles, pero reproduciendo fielmente los resultados. Antes veiamos que para el eje X el nimero de divisiones
solo desviaba los resultados para valores del alargamiento pequefios, siendo incluso mas conveniente usar pocas
divisiones, lo cual resultaba muy ventajoso. Comprobemos ahora lo que sucede al variar Ny i, 4, manteniendo
el resto de parametros constantes.
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Figura 40. Pendiente de la curva de sustentacion frente al alargamiento para una flecha de 0°.
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Figura 41. Detalle de la Figura 40.
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Figura 42. Pendiente de la curva de sustentacion frente al alargamiento para una flecha de 30°.
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Figura 43. Detalle de 1a Figura 42.
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Figura 44. Pendiente de la curva de sustentacion frente al alargamiento para una flecha de 45°.
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Figura 45. Detalle de la Figura 44.
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Figura 46. Pendiente de la curva de sustentacion frente al alargamiento para una flecha de 60°.
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Figura 47. Detalle de la Figura 46.

Como podemos apreciar en las Figuras 40-47 nuestros resultados son muy sensibles al valor del parametro
Ny incog que seleccionemos. Para la mayoria de las flechas seleccionadas, las curvas presentan importantes
oscilaciones hasta alcanzar un valor de AR~6. Ademas, para valores muy pequefios de Ny jnc04 VEmMos que los
valores de C;, que se alcanzar son inferiores a los esperados, por lo que los errores se van incrementando a
medida que lo haga el alargamiento. No obstante, vemos que, en general, para Ny ;04 pequefios es cuando se
presentan menos oscilaciones en las graficas, aunque no demasiado pequefios, porque la falta de precision
provoca resultados sin sentido fisico en algunos casos. Resumiendo, vemos que valores pequeios de Ny incog
dan buenos resultados para alargamientos pequefios y viceversa.

Por tanto, ahora es mas dificil de cuantificar qué valores de Ny jnco4 €5 necesario seleccionar para obtener
mejores resultados. Para tratar de aclarar esta idea, al igual que hicimos con el caso anterior, observemos los
errores que se producen en cada uno de los casos.
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ICLm.rea\-CLm.numI

abs

Y,incog

Figura 48. Variacion de los errores absolutos con Ny incog.
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Figura 49. Variacion de los errores relativos con Ny jincog.

Lo que se desprende ahora de las Figuras 48 y 49 es que, en general, para cometer errores relativos menores del
5%, lo que interesa ahora son valores de Ny jncoq grandes. Al igual que sucedia en el apartado anterior, los
errores que aparentemente son nulos, en realidad representan errores de algiin orden de magnitud inferior y
debemos recordar que comparamos con datos aproximados de la literatura, no exactos, a partir de
interpolaciones, datos experimentales... Es por esto que, a pesar de observar una forma en una derminada
grafica, nos pueda chocar que en ella se cometan errores tan pequefios, puesto que esto son solo aproximaciones
para crear una idea general de las tendencias de los errores y tienen un caracter mas divulgativo.

Volviendo a los errores, debido a estos resultados, es conveniente soportar las pequeiias oscilaciones que se dan
para alargamientos pequefios, ya que, en su conjunto, introducen errores menores que los que provocan valores
de Ny incog pequenos. De nuevo, para la estimacion de los errores se ha utilizado la misma definicion (7.1) y
(7.2) y se ha vuelto a emplear el mayor de los errores.

Al igual que para el caso anterior, no se observa un patron de comportamiento claro, aunque parece que, a
aumentar la flecha, los errores aumentan en general, y las tendencias de las graficas es a aumentar los errores al
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reducir Ny incog, dispardndose los errores cuando este Gltimo disminuye considerablemente. Para valores de
Ny incog mayores que estos, los errores se reducen una cantidad despreciable en comparacion a la pérdida que

supone el incremento del tiempo de ejecucion necesario para el programa, por lo que no se valoran y se aceptan
estos resultados como razonables.

El hecho de que ahora debamos seleccionar un valor de Ny jnc04 lo mas grande posible, en general, como
acabamos de decir, perjudica al tiempo de ejecucion. Veamos por tanto, al igual que antes, como se modifican
estos valores para un caso cualquiera, realizando una comparacion relativa entre ellos por los motivos expuestos
en este mismo apartado de la seccion anterior.

Ny incog [-] Tiempo de ejecucion [s]
11 6.407
21 21.893
31 45.490
41 79.195
51 124.011

Tabla 4. Tiempos de ejecucion del método numérico para diferentes valores de Ny incog para una flecha de 30°.

Todos estos incrementos en el tiempo de ejecucion se deben a la aparicion de esta variable tanto en el montaje
de las matrices como en la construccion geométrica del ala, de la estela.. ., al igual que para el caso anterior.

Vemos ahora que, desde el valor menor de Ny ncog e€legido hasta el mayor, que lo quintuplica
aproximadamente, el tiempo de ejecucion se multiplica aproximadamente por 20; lo cual supone algo mucho
mas desfavorable incluso que lo que teniamos para i,;,, pero que sera necesario asumir.

Por 1ltimo, para terminar con estos andlisis, examinaremos un tercer parametro relacionado ahora con la
posicion de los puntos de colocacion.

7.1.3 Puntos de colocacion

En efecto, la situacion exacta de los puntos de colocacion influye en los resultados que aporta nuestro método
y, ademas, como veremos, de una manera muy rotunda; pudiendo causar una mala eleccion de estos puntos unos
resultados totalmente disparatados.

Como sabemos, estos son los puntos en los que se sustituyen nuestras ecuaciones para asi conseguir llegar a un
sistema determinado. Ya vimos también que en cada panel del ala necesitamos un punto de colocacion,
excluyendo a los paneles de los bordes del ala, donde, como ya hemos repetido en otras ocasiones, ya conocemos
las condiciones de contorno y, por tanto, no necesitamos aplicar ninguna otra condicion.

En las Figuras 26 y 28 pudimos ver representados estos puntos por una marca roja dentro de cada panel para
varios ejemplos reales. En teoria, nuestro método debe converger independientemente de cual sea la colocacion
de estos. Sin embargo, una buena colocacion nos aseguraria una convergencia mas rapida del método. Ahora
bien, en la practica, este hecho no se refleja del todo, como veremos a continuacion.

En primer lugar, hemos de decir que, para conservar la simetria, los puntos de colocacion se sitian, en todo
momento, simétricos respecto al eje y = 0, siendo este el de simetria del ala. Asimismo, sobre este mismo eje,



Célculo de la sustentacion en alas en flecha fluctuantes con aplicaciones aerolasticas 71

los puntos se sitian siguiendo una colocacion similar al resto. Esto lo podemos apreciar en las figuras
anteriormente citadas. Si recordamos, en los paneles de los bordes del ala no necesitaremos dichos puntos por
conocer ya en ellos en valor del potencial.

Dada la naturaleza de las ecuaciones con las que estamos tratando, se presenta un grave problema y es que, al
estar trabajando con logaritmos (véanse ecuaciones del Capitulo 5), 1o que puede suponer una diferencia de 10
veces mayor, en el resultado solo se traduce en el doble, porque sabemos que log 100 = 2 log 10, por ejemplo.
Esto nos hace perder una gran precision.

Ademas, como estamos buscando resolver un problema del tipo Ad’ = b, deberemos calcular la inversa de la
matriz A para poder resolver este problema, con los problemas de condicionamiento que ello conlleva. Por tanto,
interesard buscar una matriz lo més cercana a diagonal posible, es decir, cuyos términos predominantes se
encuentren en su diagonal principal o en sus bandas cercanas. Para ello, se puede demostrar que conviene acercar
los puntos de colocacion todo lo posible a los puntos donde vamos a calcular el potencial, es decir, a las esquinas
de los triangulos geométricos en los que hemos dividido nuestra ala. No obstante, como sabemos que la
diferencia entre el vector posicion del punto de colocacion y el de aplicacion del potencial aparece como su
inversa dentro de nuestra ecuacion, cuanto mas nos acerquemos, mas cerca estaremos de esta singularidad de la
funcién. Por tanto, todo lo que podamos acercarnos estara limitado por la precision decimal del programa que
estemos utilizando y su limite de aproximacion, ya que, si se alcanzan valores demasiado grandes, los resultados
que se obtendran vendran marcados por indeterminaciones o valores infinitos, lo cual no tendria sentido fisico.

Aclarado este hecho, basandonos en los resultados de la literatura, para cada caso estudiado se ha tratado de
ajustar estos puntos de modo que los resultados que se obtuvieran fueran cercanos a los reales. En la Figura 29
se muestra en mayor detalle la configuracion tipica que proporciona los mejores resultados para la mayoria de
los casos. Como ya dijimos anteriormente, esta configuracion es simétrica respecto al eje Y.

« kel »

x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x

Figura 50. Definicion de Kecior.

Ahora, haciendo uso de la misma definicion de los errores que aparece en las ecuaciones (7.1) y (7.2),
calcularemos estos errores, al igual que hicimos en apartados anteriores, variando la posicion de los puntos de
colocacion y manteniendo el resto de parametros fijos. Para ello, haremos uso de un factor que denominaremos
kfactor y que definiremos como se muestra en la Figura 50. Este factor simplemente variara la posicion relativa
de los puntos de colocacion dentro de cada panel. De nuevo, debemos recordar que en esta figura se muestra un
esquema con el que se pretende definir una variable auxiliar. Ya hemos hablado en otras ocasiones de la situacion
real de los puntos de colocacion, que no serd exactamente la que aparece en esta figura; por tanto, no se debe
entender dicha representacion como una reproduccion de la realidad, sino un esquema para esta definicion de

kfactor-
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Los resultados obtenidos para el error de €, (de nuevo seleccionando el mayor de todos), son los que se
muestran en la Figura 51. No obstante, en principio no estaremos interesados en todo el rango de valores que
adopta Kfqcror» sino solo en aquellos que nos mantengan los puntos dentro del tridangulo. Por ello, en la Figura
52 se ha ampliado aproximadamente a los casos que verifican esta propiedad, para mayor detalle.

600 T T T T
1 a 1 a 1 a 1 a w=0°
| : | : | : | : — =3
h H h H h H h H —y= 450
500 s R e R EE —y=60°,
00 — e - e .
EJ5[010) USSR S GRS SO SNSRI OSSO
w
0 S
1] Tee T T L e
) L | | | |
0 0.5 0.6 0.7 0.8 0.8 1
kfacmr
Figura 51. Variacion de los errores absolutos con Kgctor.
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Figura 52. Detalle de la Figura 51.

Al igual que antes, también es posible observar los errores relativos cometidos en la Figura 54.

Podemos apreciar claramente que para un valor de Krgeror = 0.75 (configuracion que ya se mostrd en los
primeros capitulos), es donde se consiguen los mejores resultados, con errores muy pequefios. También vemos
que en un entorno muy cercano de este, los errores aparentemente no son demasiado grandes, aunque
experimentan un rapido crecimiento al separarnos muy poco de este valor. Ademas, no debemos olvidar que
estamos interesados en calcular la pendiente de la curva de sustentacion del ala, que después ira multiplicada
por unos ciertos valores para conseguir obtener la sustentacion total del ala y, por tanto, estos errores se irdn
propagando cada vez mas, ademas de las simplificaciones que ya hemos hecho con los errores que estas
introducen. Por tanto, si consideramos los errores intrinsecos del propio método también, por aproximaciones...,
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interesara reducir lo maximo posible cualquier fallo. Por ello, es importante vigilar los factores que se eligen
para los puntos de colocacion.

Vemos por tanto que, la tendencia general es a aumentarse este error a medida que nos alejamos del punto
kfactor = 0.75, asi como también tiende a aumentar a medida que aumenta la flecha, en general.

A raiz de los resultados, como podemos imaginar, los errores relativos también seran muy elevados, incluso de
mas del 100% en algunos casos; y esto podemos verlo ilustrado en la Figura 54.
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Figura 53. Variacion de los errores relativos con Keactor-
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Figura 54. Detalle de 1a Figura 53.

Asimismo, para movimientos no estacionarios, en los que existe una mayor distorsion que en estos, se pueden
llegar a resultados atin méas disparatados que estos, obteniéndose, en algunos casos, valores de hasta 10% 6rdenes
de magnitud superiores al real.

También recordamos que aqui se muestran los errores absolutos, pero se puede comprobar que, en algunos casos,
los resultados que proporciona el programa dan lugar a coeficientes de sustentacion incluso negativos.

Por otra parte, ya hemos hablado de la importancia de un buen condicionamiento de la matriz caracteristica del
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sistema para poder resolver el sistema y también hemos dicho que este hecho estaba directamente relacionado
con lo “correctos” que fueran nuestros resultados y, por tanto, con la posicion de los puntos de colocacion. Ahora
demostraremos esta relacion a través del comando cond (Mat) que incorpora Matlab y que nos proporciona
una especie de nimero de condicion con respecto a la inversion que define de forma que, cuanto mayor sea este
numero, mas cerca estaremos de tener una matriz singular. Por tanto, veamos como evoluciona este niimero con
respecto al factor K10 anterior en la Figura 55y la Figura 56.

y=0°
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Figura 55. Variacion del nimero de condicion con Kecior.
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Figura 56. Detalle de la Figura 55.

La informacion que se desprende de estas graficas es la siguiente. En primer lugar, vemos que, la tendencia
general del nimero de condicion de la matriz es a disminuir a medida que aumenta el factor kfqctor, aunque
para ciertos valores de este experimenta un cierto crecimiento, que luego vuelve a atenuarse. Asimismo, segun
la definicion que se ha dado de este nimero, vemos que, en general, tenemos valores muy grandes, por lo que
el condicionamiento de la matriz no sera demasiado bueno y esto, logicamente, se refleja en los resultados; por
ello, es necesario ser muy cuidadosos a la hora de seleccionar cada uno de los distintos parametros.
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Observamos también un hecho curioso y es que, para K¢qcror = 0.75, que es donde se producian los resultados
mas exactos, el numero de condicion experimenta un crecimiento respecto a sus otros factores adyacentes. Esto,
sin duda, es un problema que se refleja en todos los casos de estudio en los que, para conseguir resultados
precisos (usando por tanto este factor) se obtiene mucho ruido en las funciones que es dificil de reducir con
nuestro programa actual. No obstante, como ya hemos dicho y demostrado, este valor de kgcror €5 €l que
proporciona mejores resultados.

En vista de estos ultimos resultados, podria ser logico pensar que, al acercarnos a las esquinas de los
paralelogramos y acercarnos asi a la singularidad de la matriz, esta se hara mas predominantemente diagonal y,
por tanto, el niimero de condiciéon mejora y con ello los resultados. Vemos que lo primero si sucede, no
ocurriendo lo mismo para lo segundo. La justificacion de esto reside en que, a medida que nos acercamos a esta
singularidad, por motivos de aproximacion del programa por limite de decimales, los errores comienzan a
propagarse a través de la matriz y, por ello, los resultados que se obtienen son cada vez mas imprecisos. Es por
esto que es necesario hallar una solucién de compromiso entre no alejarnos demasiado de las esquinas ni estar
lo suficientemente cerca como para cometer errores grandes por singularidades. De ahi proviene la justificacion
de los buenos resultados para kfgcror = 0.75.

Por tltimo, respecto a la Figura 56, es importante destacar que, la eleccion de una correcta posicion del punto
de colocacion permite reducir en varios o6rdenes de magnitud incluso este nimero de condicion de la matriz, es
decir, vuelve nuestro problema mas estable y, por tanto, mas fiable en cuanto a resultados proporcionados por
el mismo.

Para terminar, aunque aqui se ha ilustrado esta forma de variar los puntos de colocacion, es posible probar otras
muchas opciones; aunque los resultados a los que llegamos demuestran que la opcion seleccionada sigue siendo
la mas 6ptima. Si bien, por ejemplo, para el caso no estacionario, existen valores del alargamiento para los cuales
es mas conveniente utilizar otros puntos de colocacion para conseguir graficas con menos ruido, los resultados
a los que nos conducen suelen estar ligeramente desviados respecto a los reales, luego perderiamos esa precision
por ganar claridad en la grafica. Ademas, en el caso no estacionario los resultados seran mucho mas sensibles
todavia a la situacion de los puntos de colocacion.

7.2 Problema no-estacionario

Para terminar con este breve estudio para la comprobacion de la validez de nuestro método, hablaremos
brevemente del caso no estacionario. Para ello, se puede demostrar que los estudios realizados respecto a las 3
variables ya definidas ig14, Ny,incog Y Kractor SON totalmente analogos, obteniéndose los mismos resultados
que hasta ahora, para el caso de la placa que arrancaba desde el reposo hasta adquirir una velocidad U, ya que
estas variables marcan, principalmente, las tendencias o comportamiento general de las graficas una vez que ha
pasado el régimen transitorio inicial del movimiento. No obstante, para el caso oscilatorio es necesario realizar
un nuevo estudio de estas, ya que el comportamiento mejora o empeora para otros valores ligeramente distintos
de las variables, luego sera necesario ajustarlas de nuevo; aunque se puede ver que las variaciones con respecto
al caso anterior son muy pequefias. Sin embargo, este fendmeno es un indicador de las dificultades que presenta
el método a la hora de estudiar los distintos casos no estacionarios. A pesar de esto, analizaremos aqui solamente
otros parametros que no aparecian en el caso anterior, ya que los resultados serian muy similares como hemos
dicho y no tendria mayor interés el estudio de estas variables por no proporcionar datos generalizables a todos
los casos no estacionarios (algo que si sucedia para el caso estacionario).

Comenzaremos hablando de algo a lo que ya hemos hecho alusion anteriormente y que resulta de gran
importancia para mejorar la precision del método: el tamafio del ultimo panel del ala segun la direccion X
(correspondiente al borde de salida de la misma), con respecto al tamafio segin X de los paneles de la estela.
Este fenomeno ya lo explicamos en capitulos anteriores, asi que aqui nos limitaremos a mostrar que,
efectivamente, para el caso estacionario, si existe una relacion entre este valor y los resultados proporcionados
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por el programa. Si recordamos lo que sucedia con la estela para el caso no-estacionario (véase Figura 10) parece
légico pensar que, para obtener buenos resultados, al pasar el potencial del borde de salida a la estela en los
instantes posteriores, estos paneles deben tener un tamafio similar para que las aproximaciones que estamos
realizando den buenos resultados. Efectivamente, comprobaremos que esto es asi, aunque gracias a la rapida
convergencia del método para determinados valores de las variables, el efecto es casi despreciable.

Para esto, como sabemos que el valor de i,;, también influye, este se mantendra constante, variando solamente
otro parametro que denominamos Dy y que define la longitud segiin X de los paneles de la estela.

Los resultados que obtenemos es que este efecto es casi despreciable y lo Unico que permite es afinar los
resultados cuando ya son cercanos a los reales. Sin embargo, en comparacion con otras variables, el efecto de
variar este parametro no se nota, por lo que no merece la pena afinarlo demasiado, ya que el principal efecto es
un incremento en el niimero de iteraciones a realizar y, por tanto, un incremento importante en el tiempo de
ejecucion. De hecho, atin consiguiendo que los paneles del borde de salida del ala sean idénticos en tamaio a
los de la estela, esto no permite solventar algunos problemas importantes en los resultados como el ruido. Por
ello, se evita la inclusion de estas graficas, por no presentar diferencias apreciables a simple vista.

Para el caso no-estacionario del apartado 6.3 (variacion armoénica del angulo de ataque), en el que vimos que era
dificil cuadrar los resultados con los reales, haremos, ademas, algunas consideraciones aparte que pueden
resultar interesantes.

En primer lugar, vimos que las amplitudes del movimiento alcanzadas no eran las esperadas. Ahora bien, si
simulamos el movimiento como si fuera estacionario, vemos que estas se cuadran perfectamente, con los factores
kfactor apropiados (cosa que no podiamos seleccionar libremente en el caso no-estacionario, debido a los
resultados tan dispares que se lograban, en lugar de una convergencia del método). Estos mismos valores de
kfactor €n €l método estacionario si proporcionan buenos resultados.

Obsérvese ahora la Figura 57. En ella, se ha seleccionado un valor de kfqcror = 0.5, lo cual, a priori es algo
razonable y proporciona valores bastante exactos y precisos para este mismo método en caso estacionario. No
obstante, fijandonos en los resultados que da para el no-estacionario, vemos que, con una mala eleccion de este
factor, se pueden conseguir resultados totalmente falsos, cadticos y sin ningun sentido fisico. Asimismo, también
se ve que este caso no-estacionario es mucho mas sensible a este parametro que el estacionario. Estas graficas
también nos sirven para comprobar otro comportamiento general observado anteriormente: cuanto menor es la
amplitud del movimiento y la frecuencia, antes se desestabilizan nuestros resultados. Este mismo

comportamiento se observaba al disminuir el AR del ala, siendo mas dificil conseguir resultados sin ruido y
fiables.

ot

Figura 57. Ejemplo de divergencia de la solucion.
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Resumiendo, en el movimiento armoénico simple, que era el que ofrecia peores resultados, el principal problema
al que nos enfrentamos es el ajuste del pardmetro Kfqcror, que vimos que era uno de los parametros a los que
las graficas respondian de una forma mas sensible. De la misma forma, vimos que el mejor ajuste se lograba
haciendo kfqcror = 0.75, algo que no es posible establecer en este problema dado el ruido excesivo que esta
eleccion implica en las funciones (para este caso nos limitamos a poder elegir un valor de este parametro
comprendido entre 0.89 y 0.95 aproximadamente, si queremos conseguir graficas sin excesivo ruido).
Asimismo, el efecto del tamaio de los paneles del ala correspondientes al borde de salida vemos que solo afecta
si la diferencia es excesivamente grande en comparacion con los paneles de la estela.

Por ultimo, es importante destacar que, analizando este mismo caso, pero suponiendo régimen estacionario, las
amplitudes para el coeficiente de sustentacion que se alcanzan si son las predichas por la teoria. No obstante, no
se cumplen los fendmenos esperados en frecuencia.

Por tanto, todos estos resultados nos llevan a pensar que, tal y como esta planteado nuestro método actualmente,
la principal fuente de error reside en las variaciones que introduce el planteamiento no-estacionario respecto al
estacionario. Tras una revision de las ecuaciones, del método y sus planteamientos geométricos..., y en vista de
que los resultados que proporciona para algunos casos son correctos, el principal problema parece residir en las
aproximaciones realizadas hasta el momento, que, probablemente, sean demasiado burdas para la precision que
queremos conseguir. Por tanto, esta serd una de las principales lineas de trabajo futuras.

Las derivadas temporales son uno de los principales problemas y su aproximacion usando Euler de primer orden.
En el caso de la placa que arranca desde el reposo hasta adquirir una velocidad determinada, aqui la derivada
temporal es mas importante solamente en los instantes iniciales, puesto que, una vez alcanzada la velocidad
deseada, el movimiento se vuelve cuasi-estacionario pasado un tiempo determinado. Este efecto se nota en
nuestras graficas, en las que en los primeros instantes de tiempo los resultados son muy malos y, posteriormente,
conforme nos vamos acercando a este régimen cuasi-estacionario, los resultados los aproximamos muy bien. No
obstante, para otros casos en los que las derivadas temporales son importantes durante mas tiempo, como puede
ser el caso oscilatorio, estos efectos se notan durante todo el estudio, siendo siempre peores cuanta mayor
importancia tenga esta derivada.
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P

8 CONCLUSIONES

ara concluir finalmente este trabajo, se extraeran en este capitulo algunas de las conclusiones mas
significativas a las que se han llegado tras la realizacion del mismo. Una vez establecidas dichas
conclusiones, se proporcionaran algunas posibles lineas de trabajo o investigacion futuras para tratar de

mejorar los resultados aqui obtenidos o como ampliacion de los métodos expuestos.

Por tanto, dicho esto, comenzaremos con las conclusiones globales de este trabajo:

La linealizacion de las ecuaciones bajo las hipdtesis formuladas proporciona buenos resultados que se
corresponden bastante fielmente con la realidad y permiten estudiar un amplio niimero de casos reales.
Por tanto, se trata probablemente de una de las simplificaciones mas interesantes realizadas puesto que,
ademas de ofrecer buenos resultados para una amplia gama de problemas, vemos que la simplificacion
que introduce en las ecuaciones es enorme, permitiendo obtener sistemas con un grado de dificultad
mucho menor y muy ficilmente abordables.

El método de Green nos permite obtener de forma natural cuél es la solucion al problema aerodinamico,
sin necesidad de suponer conocidas las soluciones para luego comprobar a posteriori que estas eran
correctas. Ademas, la formula final a la que conduce este método es la base para nuestro método de
resolucion numérica, luego su comprension y deduccion son de suma importancia como fundamento
de muchos de los puntos bajo los que se postula este trabajo.

En el método de aproximacion numérica, un refinamiento del mallado cerca de los bordes de ataque,
marginales y de salida, teniendo una malla mas basta en el resto del ala, permite reducir enormemente
el niimero divisiones que es necesario realizar para conseguir buenos resultados. Con esto también se
reducen los tiempos de espera en la ejecucion del programa, uso de memoria. ..

Dada la forma en que esta planteado el método de resolucion numérico, este es muy inestable y sensible
a pequefas variaciones en muchas de las variables que intervienen. Aunque se logren matrices de
condicionamiento con diagonal predominante, una mala eleccion de alguna otra variable puede
conducir a resultados erroneos e incluso disparatados. La dificultad para fijar unos valores generales de
todas las variables que den buenos resultados para cualquier caso de estudio, convierte al método en un
método poco fiable y con bastantes puntos de mejora para el futuro.

A pesar de la inestabilidad del método, una buena eleccion de los parametros permite obtener resultados
con una gran precision. Por tanto, esto es indicativo de la validez del método, a pesar de los problemas
que presenta por el contrario y que ya se han citado.

Aunque los objetivos iniciales de este trabajo estaban probablemente mas enfocados a la
experimentacion con el método planteado, dadas las dificultades derivadas del uso de este, algunos de
estos objetivos se han visto truncados y no ha sido posible estudiar a fondo el problema de un ala
fluctuante en busqueda de las frecuencias que hagan disminuir la energia necesaria. Por el contrario,
finalmente este trabajo ha tenido un enfoque mas tedrico y la busqueda de la raiz de muchos de los
problemas ha permitido conocer mas exhaustivamente las ecuaciones que rigen el problema y los
métodos para llegar a ellas. Por tanto, se ha entrado mucho mas en profundidad en estas cuestiones,
dejando un poco mas de lado el caracter experimental del trabajo.

Expuestas todas estas conclusiones, se plantean a continuacion posibles lineas de trabajo futuras para tratar de
mejorar los métodos aqui propuestos o indagar mas en algunos de los aspectos.

En primer lugar, para mejorar la precision del método, se propone la aproximacion lineal de las
velocidades dentro de cada triangulo de cada panel; que, si recordamos, se suponen constantes en este



80

Conclusiones

trabajo. De este modo, sera mucho mas sencillo recoger variaciones en el potencial dentro de cada panel,
no seran necesarias tantas divisiones, se aproximaran mejor los campos de perturbaciones... y, con esto,
se mejorard la precision del método.

Dada la inestabilidad del método, aunque muchos de los defectos del mismo han sido identificados y
subsanados, en esta linea queda mucho trabajo por realizar. Es posible mejorar este aspecto buscando
nuevas combinaciones de las variables que proporcionen mejores resultados para el caso no estacionario
concreto en que estemos interesados, buscando nuevas formas de definir estas variables, modificando
otros parametros, realizando mejores aproximaciones de las derivadas e integrales. ..

Otro sistema para hacer el método mas estable seria realizar el calculo analitico de las integrales que
aparecen, sin realizar aproximaciones numéricas. Esto nos permitiria situar los puntos de colocacion
justo en los extremos de cada panel, coincidiendo con los puntos de aplicacion de los potenciales, algo
que desde el punto de vista numérico es inabarcable por proporcionar singularidades. Esto nos permitiria
obtener los resultados exactos y evitar asi el principal problema de inestabilidad al que nos enfrentamos:
la eleccion de los puntos de colocacion.

Para la mejora del régimen no estacionario (uno de los puntos mas criticos), es posible utilizar métodos
de aproximacién mas exactos para la derivada temporal de las variables. Hasta ahora se ha utilizado
Euler de Primer Orden, luego un método mas preciso proporcionaria mejores resultados en los
problemas en los que el no-estacionario predomina.

Queda pendiente para el futuro un estudio mas exhaustivo de la sustentacion del ala, una vez que se
hayan comprobado los buenos resultados del método. Asimismo, esto nos permitira examinar algunas
cuestiones iniciales como frecuencias para batir, amplitudes, empuje que producen...

Asi, también queda pendiente el estudio de la resistencia del ala. De la misma forma, se propone el
estudio para la determinacion de los coeficientes que definen la resistencia en el ala a través de los
resultados obtenidos, de forma que, multiplicados estos por una serie de funciones trigonométricas, nos
proporcionen la resistencia que genera dicho ala [1].

De igual modo, como uno de los objetivos iniciales de este trabajo no cumplido, se propone la busqueda
de aquellas frecuencias que optmimicen el movimiento oscilatorio del ala, una vez mejorado este
método o mediante el uso de otros métodos alternativos.

Por ultimo, es posible eliminar algunas de las hipotesis aqui establecidas en trabajos futuros. Por
ejemplo, seria posible extender este estudio a régimen compresible, rehaciendo algunas de las
ecuaciones que rigen el problema y analizando sus implicaciones.
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Anexo A.
Cdédigo MATLAB para método numeérico

$%%%%%%%%% METODO NUMERICO %%%%%%%%%%
clc; clear all; close all;
flecha = 0;

b = 4;
UNSTEADY = 1;
iala = 31;
Nyincog = 21;

$% GEOMETRIA
%% Numero de paneles

if UNSTEADY==0
iestela = 50;

finT = 0;

Dt = 20*b/iestela;

else

finT = 80;

Dt = 1/16;

iestela = fix(10*b/Dt);
end

contT = 0;
NO5 = (Nyincog+2)/2+1;

alpha0 = 5*pi/180;
dthetax = pi/ (iala-1);
dthetay = pi/ (Nyincog+l);

Nxec iala-2;
Nyec = Nyincog;

%% Geometria del ala y puntos en los que se aplica la condicidén de
impenetrabilidad

for i=l:iala
for j=1: (Nyincog+2)
mx(i,3) = 0.5*(l-cos((i-1)*dthetax));
my (i,3) = -0.5*b*cos((j-1)*dthetay) ;
end
end
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for i=l:iestela
for j=1: (Nyincog+2)

mx (iala+i,j) = mx(iala,]j)+i*Dt;
my (iala+i,j) = -0.5*b*cos ((j-
1) *dthetay) +abs (my (i, j)) *tan (flecha*pi/180) ;

end
end

Dxbs = mx(iala,1l)-mx(iala-1,1);

for i = 1l:Nxec
for 3 = 2:(Nyec+l)
if j==fix (Nyincog/2+2)
mx0(i,3-1) = 0.75*mx (i+1,3) + 0.25*mx (i+2,7);
my0 (i, 3-1) my (i, fix (Nyincog/2)+2);
else
if j<fix (Nyincog/2+2)
myO(i,3-1) = 0.75*my(i,3) + 0.25*my(i,3+1);
mx0(i,3-1) = 0.75*(0.75*mx (1+1,3)+0.25*mx (1+1,3+1)) +
0.25*%(0.75*mx (1+2,3)+0.25*mx (i+2,3+1)) ;
else
mx0(i,j-1) = 0.75*(0.75*mx (i+1,73)+0.25*mx (i+1,3-1)) +
0.25*(0.75*mx (1i+2,73)+0.25*mx (1+2,3-1));
myO(i,3-1) = 0.75*my(i,j) + 0.25*my(i,3-1);
end
end
end
end

o

for i=1:(iala+iestela)
figure (1)
plot (mx(i,:),my(i,:))
hold on

end

o 0P o° o° o°

o\°

for j=1: (Nyincog+2)
figure (1)
plot (mx(:,3),my(:,3))
hold on

end

o° 0 od° o° oP

o\°

for i = 1:Nxec
for j = 2: (Nyec+1)
plot (mx0(i,j-1),my0(i,3-1),'o");
hold on

o° 0P oe

o\°

end
end

o oo

oe

pause

%% Inicializacidén de matriz y valores del potencial en la estela
Mat (1: (iala-1) *Nyincog,1l: (ialatiestela) *Nyincog) = 0;
sol(l:(iala-1)*Nyincog) = 0;

Phiestela(l:iestela, l:Nyincog) = 0;

phibs (1: (Nyincog+2)) = 0;
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phibstml (1: (Nyincog+2)) = 0;
phibsml (1: (Nyincog+2)) = 0;
phibsmltml (1: (Nyincog+2)) = 0;
intphiunsteadyml (1: (Nyincog+2)) = 0;
intphiunsteady (1: (Nyincog+2)) = 0;
intphitotal (1: (Nyincog+2)) = 0
intphitotalml (1: (Nyincog+2)) = 0;
ubsalidatml (1: (Nyincog+2)) = 0;

%% Montaje de las Nxec*Nyec ecuaciones en las que se impone el w

for k=1: (Nxec)%$%%ATENCION CAMBIO cuando funciona es Nxec+l
% k

for 1=1:Nyec
% 1

for j=1: (Nyincog+l)

il=1: (iala+iestela-1);
jl=3;
i0=k;
j0=1;

vx0=mx0 (i0,7j0) ; %$%Posicidén del punto de colocacidén a considerar
vyO=myO0 (10, 30) ;

Ll=sqgrt((mx(il,3j1)-vx0) . "2+ (my(il,31)-vyQ)."2);
L2=sqgrt((mx(il,3j1+1)-vx0) .2+ (my(il,j1+1)-vy0) ."2);
L3=sqrt ((mx (11+1,31)-vx0) .2+ (my (il+1,j1)-vy0Q)."2);
L4=sqgrt ((mx (11+1,31+1)-vx0) . "2+ (my (i1+1,j1+1)-vy0) ."2);

vx(:,1)=mx(il,31+1) -mx(il,31);
vy(:,1)=my(il,j1+1)-my(il,31);
vx(:,2)=mx (il+1,j1+1) -mx(il,31+1);
vy (:,2)=my(il1+1,j1+1)-my(il,31+1);
vx(:,3)=mx(1i1+1,J1)-mx(il1+1,31+1);
vy (:,3)=my(il1+1,J1)-my(il1+1,31+1);
vx(:,4)=mx(il,J1) mx (1i1+1,31);
vy (:,4)=my(il,3Jl)-my(il+1,31);
if j1<NO5
vx(:,5)=mx (il1+1,31) mx(il,31+1);
vy(:,5)=my(il+1,731) - y(il,jl+l);
vx(:,6)=—vx( ,5);
vy (:,6)=-vy(:,5);
else
vx(:,5)=mx(1i1+1,§1+1)-mx(il,31);
vy (:,5)=my (il1+1,31+1)- y(il,jl);
v (:,06)==-vx(:,5);
vy(:,6)=-vy(:,5);
end

12(:,1:6)=sqgrt(vx(:,1:6)."2+vy(:,1:6).72);

for contador=1l:length(il)

13 (contador, 1l)=max (L2 (contador), Ll (contador)) ;
11 (contador,1)=min (L2 (contador), Ll (contador)) ;
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13 (contador, 2) =max (L4 (contador), L2 (contador)) ;
11 (contador, 2)=min (L4 (contador), L2 (contador)) ;
13 (contador, 3)=max (L4 (contador), L3 (contador)) ;
11 (contador, 3)=min (L4 (contador), L3 (contador)) ;
13 (contador, 4) =max (L3 (contador), Ll (contador)) ;
11 (contador, 4)=min (L3 (contador), Ll (contador)) ;
end
if j1<NO5
for contador=1:length(il)
13 (contador, 5)=max (L2 (contador), L3 (contador)) ;
11 (contador, 5)=min (L2 (contador), L3 (contador)) ;
end
else
for contador=1l:length(il)
13 (contador, 5)=max (L4 (contador), Ll (contador)) ;
11 (contador, 5)=min (L4 (contador), Ll (contador)) ;
end
end
13(:,6)=13(:,5);
11(:,06)=11(:,5);
for i=1:5
Rbas (:,1)=(12( y 2411 (:, 1) .7 2=-13(:,1)."2) ./ (2*%11(:, 1) .*12(:,1));
Sbas (:,1)=(12( )-11(:,1) .*Rbas(:,1))./13(:,1);
for j=l:length(il)
if (abs(Sbas(j,1))>(1-1e-14)) || (abs(Rbas(j,i))>(1-1e-14))
faclog(j,1)=0;
else
faclog(j,1)=0.5*(log((1+Sbas(j,1))/ (1-Sbas(j,1i)))+log((1+Rbas(j, 1))/ (1-
Rbas (j,1)))) 7
end
end
end
faclog(:,6)=faclog(:,5);
nx(:,1 6):—vy( ,1:6).*faclog(:,1:6)./12(:,1:6);
ny(:,1:6)=vx(: 1-6) *faclog(:,1:6)./12(:,1:6);
phit(:,1: 4 zeros(length(ll), )
if j1<NO5
$%%Tridngulo 1

utl(:,1)=-1./12(:,4);
utl (:,2)=0;
utl(:,3)=-utl(:,1);
utl(:,4)=0;
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vtl(:,1)=(1./vy(:,1)) . *(vx(:,1)./12(:,4)-1);

vtl(:,2)=1./vy(:,1);

vel(:,3)=-vx(:,1)./(vy( ) . *¥12( ))

vtl(:,4)=0;

$%%Triangulo 2

ut2(:,1)=zeros(length(il),1);

ut2(:,2)=-1./12(:,2);

ut2(:,3)=0;

ut2(:,4)=-ut2(:,2);

vt2(:,1)=zeros (length(il),1);

vt2(:,2)=vx(:,3)./(vy(:,3).%12(:,2));

vt2(:,3)=1./vy(:,3);

vt2 (:,4)=-(1./vy(:,3)).*(1+vx(:,3)./12(:,2));

for i=1:4
phit(:,i)=(utl(:,1) .*nx(:,1)+vtl(:,1).*ny(:,1))+(utl(:,1i).*nx(:,5)+vtl(:,1).*
ny(:,5))+(utl(:,1) .*nx(:,4)+vtl(:,1).*n (. 4)y)y+(ut2(:,1i) .*nx(:,2)+vt2(:,1) .*n
y(:,2))+(ut2(:,i).*DX(:,3)+Vt2(ir') *ny( ,3))+(ut2(:,1) . *DX(:,6)+Vt2(:Ii)-*ny

16));
end
else

$%%Triadngulo 1

utl(:,1)=-1./12(:,4);

utl(:,2)=0;

utl(:,3)=-utl(:,1);

utl(:,4)=0.;

vtl(:,1)=(vx(:,3)./vy( )) . /12(:,4);

vtl(:,2)=0;

vtl(:,3)=(1./vy(:,3)) . *(1-vx(:,3)./12(:,4));

vtl(:,4)=-(1./vy(:,3));

$%%Triadngulo 2

ut2(:,1)=zeros (length(il),1);

ut2(:,2)=-1./12(:,2);

ut2(:,3)=0;

ut2 (:,4)=-ut2(:,2);

vt2(:,1)==1./vy(:,1);

vt2(:,2)=(1./vy(:,1)) . * (1+vx( /12(:,2));

vt2(:,3)=0;

vt2(:,4)==(1./vy(:,1)) .*(vx( ). /12 2));

for i=1:4
phit (:,i)=(utl(:,i).*nx(:,5)+vtl(:,1).*ny(:,5))+(utl(:,1i).*nx(:,3)+vtl(:,1).*
ny(:,3))+(utl(:,1).*nx(:,4)+vtl(:,1).*ny (- 4))+(ut2(:,1) . Fnx(:, 1)+vt2(:,1) .*n
y(:, 1))+ (ut2(:,1) . *nx(:,2)+vt2 (:,1). *ny( y2))+(ut2(:,1) .*nx(:,6) +vt2(:,1) .*ny

,6)) 7
e
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$%%Definimos la fila en la que se insertan los valores de phit

nfila=(i0-1) *Nyec+7j0;

o

%$%Definimos las columnas en las que se insertan los valores del vector

phit

ncol(:,1)=(1i1-2) .*Nyincog+jl-1;

ncol(:,2)=ncol(:,1)+1;

ncol(:,3)=(1i1-1) .*Nyincog+jl-1;

ncol (:,4)=ncol(:,3)+1;

if jl==
ncol(:,3)=-10*%ones (length(il),1);
ncol(:,1)=ncol(:,3);

end

if jl==(Nyincog+l)

ncol(:,4)=-10*%ones (length(il),1);
ncol (:,2)=ncol(:,4);

end
for i=1:4
for contador=l:1length(il)
if ncol (contador,i)>0

Mat (nfila, ncol (contador,i))=Mat (nfila,ncol (contador,i)) -
1/ (2*pi) *phit (contador,i);

end
end

end

end
end
end

if UNSTEADY==
for j=2:(Nyincog+l)

%% (((iala-2)*Nyincog+l) : (iala-1) *Nyincog, ((iala-2) *Nyincog+l) : (iala-
1) *Nyincog)

Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-2) *Nyincog+j-1)=Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-
2) *Nyincog+j-1)+1;

Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-3) *Nyincog+j-1)=Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-
3) *Nyincog+j-1)-1;
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end
else
for j=2: (Nyincog+1)
Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-2) *Nyincog+j-1)=Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-
2) *Nyincog+j-1)+1+0.5*Dt/Dxbs;
Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-3) *Nyincog+j-1)=Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-
3) *Nyincog+j-1)-0.5*Dt/Dxbs;

end
end

if UNSTEADY==0
for j=2: (Nyincog+l)

for k=1l:iestela

Mat (1: (Nxec*Nyec), (iala-2)*Nyincog+j-1)=Mat (1: (Nxec*Nyec), (iala-

2)*Nyincog+j-1) +Mat (1: (Nxec*Nyec), (iala+k-2) *Nyincog+j-1);
end
end
end

Ntot = (iala-1)*Nyincog;

%% Comienza a contar el tiempo
while contT<=finT

contT = contT+1;
vecT (contT) = Dt*contT;

for i=1: (Ntot)
w(i) = 0;
end

if UNSTEADY==
alpha = alphaO;
else
alpha = alphaOl;
kfrec = 0.5;
alpha = -(alphaO0+0.1*2*kfrec*cos (Dt*contT*2*kfrec));
for j=1:Nyincog
w (Nyec*Nxec+j) = phibstml (j)* (1-
0.5*Dt/Dxbs)+0.5*Dt*phibsmltml (j) /Dxbs;
end
end

o\

o\

w(l:Nxec*Nyec) = -alpha;
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if UNSTEADY==
for i=1:Nxec*Nyec
for k=l:iestela
for j=1:Nyincog
w(i) = w(i)-Mat (i, (iala+k-2) *Nyincog+j) *Phiestela(k,]j);
end
end
end
end

%% Resolucidén del sistema
sol = Mat\w';

for j=1:Nyincog
phibstml (j)=phibs (j);
phibsmltml (j)=phibsml (j) ;
phibs (j)=sol((iala-2) *Nyincog+7j) ;
phibsml (j)=sol((iala-3) *Nyincog+j) ;
intphitotalml (j)=intphitotal (j);
intphiunsteadyml (j)=intphiunsteady (Jj) ;
ubsalidatml (j)=(Phiestela(l,]j)-phibs(j))/Dt;
end

Puntero=Phiestela (iestela);

for i=iestela:-1:2

Phiestela (i)=Phiestela(i-1);
end
Phiestela (1)=Puntero;

for j=1:Nyincog
Phiesetela(l,3j) = phibs(j);
end

%% Término integral no estacionario en t+dt que contribuye a la sustentacidn
for j=1:Nyincog

kphi=sol (j)/ (2*sqgrt (mx (2,3+1)-mx(1,3+1)));
fsucba (j)=pi*kphi*kphi;

oo o

oe

if UNSTEADY==
intphiunsteady (3j)
for i=1:(iala-1)
nfilalO=(i-2)
nfilal=(i-1)
if i==
intphiunsteady (j)=intphiunsteady(j)+0.5*sol (nfilal)* (mx (i+1,3j+1) -
mx (i,3+1));
else

*Nyincog+3j;
*Nyincog+3j;

intphiunsteady (j)=intphiunsteady (j)+0.5* (sol (nfilal)+sol(nfilal))* (mx (i+1,j+1

)-mx (i,3+1));
end
end
intphitotal(j) =2* ((intphiunsteady (j) -
intphiunsteadyml (j)) /Dt+phibs (j));
else

intphitotal (j) = 2*phibs(3);
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end

end

% Cl2d(contT) = 2*intphitotal (Nyincog/2+1);

phibs (Nyincog+l) = 0;
intphitotal (Nyincog+l) = 0;
% fsucba (Nyincog+l) = 0;

for j=2: (Nyincog+l)

alpha=alphal;

CL = CL+2*0.5* (intphitotal (j-1)+intphitotal (7)) * (my(1,j+1)-my(1,7)) /b;
% CD = CD+2* ((0.5* (intphitotal (j-1)+intphitotal (j)) *sin (alpha) -
0.5* (fsucba (j-1)+fsucba (j)) *cos (alpha)) * (my (1, J+1)-my(1,73))) /b;

CL = CL+2*(0.5*intphitotal (1)) * (my(1,2)-my(1,1))/b;
CLT (contT) = CL;

% CDT (contT) = CD

contT

end






