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Resumen

En este trabajo estudiamos el comportamiento asintético en tiempo infinito y la
estabilidad de soluciones de un sistema de Cristales Liquidos Nematicos con condicio-
nes de contorno Dirichlet, homogéneas para u (velocidad) y no homogéneas para d
(vector director). La dificultad radica en que, a diferencia de [6], el dato de contorno
para d es dependiente del tiempo. Suponiendo que d(¢) sobre la frontera es igual a
un dato estacionario mas una perturbaciéon evolutiva pequena en normas adecuadas,
conseguimos demostrar resultados de estabilidad y estabilidad asintética cuando el
tiempo va a infinito.

1. Introduccion

Los Cristales Liquidos Nematicos (CLN) son fluidos incompresibles a nivel macroscopi-
co, pero su estructura microscépica es anisotrépica debido a la facilidad de alineacién de
sus moléculas (propiedad de elasticidad). Un problema diferencial que modela este ti-
po de CLN se obtiene acoplando las ecuaciones de Navier-Stokes en velocidad-presién
(u(t,x),p(t,x)), con las ecuaciones para la dindmica del vector director d(t,x) de las
moléculas del cristal liquido. El sistema que estudiamos se corresponde con una formu-
lacién de tipo Ericksen-Leslie, penalizada con un funcional de tipo Ginznburg-Landau,
introducida por F. H. Lin en [5] y analizada por F. H. Lin & C. Liu en [6]. En este modelo
penalizado, la restriccién |d| < 1 aparece como consecuencia de un principio del méximo

1
para el sistema con funcional de Ginzburg-Landau f5(d) = 52 (|d|* — 1) d, siendo |d] la

norma euclidea en R? y § > 0 un pardmetro de penalizacién. Si denotamos Q = (0,T) x £
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y ¥ = (0,T) %I (pudiendo ser T' = +00), I' = 912, con  C R? un dominio suficientemente
regular de frontera I, el modelo se escribe:

( du+u-Vu—vAu+Vp = —AVd)'Ad enQ,

V-u = 0 en @,

(CLN){ 8d+u-Vd+~(—Ad+£5(d)) = 0 en Q,
u=0, d = h sobre X,

uf;—g = up, dli=p = dp en (2,

siendo v > 0 una constante caracteristica de la viscosidad del fluido, A > 0 una constante
de elasticidad y v > 0 una constante de relajacion en tiempo.

2. Objetivos

El andlisis teérico del modelo (C'LN) fue hecho en [6], obteniendo existencia de solucién
débil global para todo T' > 0 con regularidad

u e L™(0,T;LA(Q) N L0, T;HY(Q)), d € L®(0,T; H*(Q)) N L*(0, T; H*(Q)),
y la existencia (y unicidad) de solucién fuerte local en tiempo, con regularidad
we L0, T, H(Q)) N 220, T HA(R),  d € L0, T HA(Q) N L2(0, Tu HA (9),

donde T, < T o bien es suficientemente pequeno o bien T, = T (para cada T > 0)
si el coeficiente de viscosidad v es suficientemente grande o para el caso de dominios
bidimensionales. Sin embargo, todos estos resultados fueron dados para condiciones de
contorno de tipo Dirichlet independientes del tiempo:

u=0, d=h sobre, (h#h(t) (1)
y para las condiciones iniciales:
u]t:() = o, d|t:0 = d() en ). (2)

En el caso en que se consideran datos dependientes del tiempo de tipo Dirichlet para d
(es decir, h = h(t) en (1)), la existencia de solucién débil periédica en tiempo, es decir la
solucién obtenida cambiando (2) por u(0) = u(7), d(0) = d(7T), fue obtenida en [3]. La
regularidad fuerte hasta tiempo infinito considerando la viscosidad v suficientemente gran-
de junto con la regularidad fuerte para la solucién periédica en tiempo fueron obtenidas
en [1].

Los resultados correspondientes al problema de valores iniciales fueron extendidos en [7]
a un modelo mucho méas completo respecto del tensor disipativo, y que consideraba ademés
los efectos de tipo stretching para el caso de moléculas en forma de disco. Recientemente,
un modelo de cristales liquidos con un término de tipo stretching para el caso de moléculas
con forma de barra (rod-like particles) y condiciones de contorno periddicas en espacio para
u y d ha sido estudiado en [9], obteniendo solucién global débil y solucién local fuerte (que
es global en el caso de que la viscosidad sea suficientemente grande). Dichos resultados
fueron complementados en [2] con propiedades de estabilidad y estabilidad asintética,
respectivamente en el siguiente sentido:
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1
= 3,lim B(t) = Ex > 0, donde E(t) = E.(t) + Ee(t), siendo E.(t) = 5 [[a(®)llfz(q

t—+4o0

la energfa cinética, F(t) = % <||Vd(t)||%2(9) + 2/ Fg(d)) la energfa elastica y
o)

1
Fs(d) = @(|d|2 —1)? (de manera que VqFs(d) = fs(d)).
= lim F(t) =0, donde F(t) = vlla()lf gy + AL = F(A)]F2q)-

» Si en un tiempo ¢t = ¢y los datos iniciales son tales que E(tg) es suficientemente
pequeno, entonces existe solucién fuerte para el sistema Vt > tg, y satisface que E(t)
y F(t) permanecen pequenas V¢ > t.

» Para cada sucesién t; — 400, existe una subsucesién t;, tal que d(t;, ) converge en
H?(2)-débil cuando k — +o0 hacia un punto critico, d, de la energfa eldstica E, y
E.(d) = F.

En este trabajo pretendemos extender dichas propiedades de estabilidad al caso de un
modelo més simple, (CLN), pero con condiciones de contorno de tipo Dirichlet y depen-
dientes del tiempo (recordemos que este estudio para condiciones Dirichlet independientes
del tiempo fue hecho en [6]). Concretamente, consideraremos que h = hy + h,, siendo
h; la parte estacionaria y del orden de la unidad (independiente del tiempo) del dato de
contorno asociado a d, y h. la parte evolutiva (dependiente del tiempo) y pequena, de
hecho impondremos la condicién de que [he(t) | gs/2ry — 0 cuando ¢ — +o0.

3. Marco general
Supongamos que nos encontramos en la siguiente situacién. Para t € (0, +00):
E(t), F(t) >0, FE'(t)+ F(t) <a(t)E(t)+b(t), a,bec L0, +o0). (3)
Demostramos primero que existe el limite para la funcién E(t) cuando ¢t — +oo.

Lema 1 Se verifican:

E(t)—i—/OtF(s)dsgeA (E(0)+ B):=M, Vt>0, (4)
3 tifinooE(t) = FEx >0, (5)

+o0 +oo
donde A = / a(s)ds y B = / b(s)ds.
0 0

Demostracién. De (3), aplicando el Lema de Gronwall, podemos deducir que:

t t
E(t)+ [ eAD=46) F(s)ds < E(0) e?®) + / eMD=AG) p(s) ds.
0 0

De modo que:

0<E(t)+ /tF(s) ds < e <E(O) + /tb(s) ds> <et (E(0)+B):=M, Vt>0,
0 0

3
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de donde se tiene (4). En particular, podemos definir los limites inferior, E~ > 0 y su-
perior, E* < M, para la funcién E(t). Sera suficiente probar que ambos limites coinciden.
Razonamos entonces por reduccién al absurdo: Supongamos que a = ET — E~ > 0 (es

+o0
un nimero estrictamente positivo). Sea T' > 0, T' >> tal que / a(s)ds < 01(a), donde
T
01(a) se elegird més adelante. Entonces:
» Sea tg > T, tg >> tal que |E(tg) — E~| < a/4.

» Sea t1 > T, t; >ty tal que |E(t;) — ET| < o/4.
En particular, E(t1) > E(tp).

» Estimamos F(t1) — E(tp): De (3), deducimos que:

t1
E(t) — E(to) < E(to) (eAW—A(fo) - 1) + / AL)=AG) p(5) ds.
to
Observemos que si consideramos T >> y t < tg < t1, de la integrabilidad de las
funciones a(t) y b(t) para t € (0,+00) se puede deducir la existencia de §; > 0,
09 > 0 suficientemente pequenos tales que:

t1 —+o00
A(th) — A(tg) = / a(s)ds < / a(s)ds < 01,
to T
t1 t1
/ eAt=AG) p(s) ds < / b(s)ds < & €.
to to
Y asi,
E(ty) — E(to) < Eto) (651 - 1) + e 8y < afd.
Ahora bien:
3
a=E"—E =Et - E(t))+E(t1) — E(to) + E(to) — B~ < 1
con lo que llegamos a contradiccién, quedando probado (5). ]

En segundo lugar, integrando (3) en (0,t) se tiene que F' € L'(0,+00). En efecto,

/OF(t)dtSE(O)—i—M/Oa(s)ds—i-/o b(s)ds < C < 400,

+00
luego / F(t)dt < 400. Usando esto tltimo, podemos deducir que para cualquier § > 0,
0

existe un tiempo ¢} = t;(d) > 0 suficientemente grande tal que:
+00
/ Ft)dt < 6. (6)
t
En particular, podemos decir que para cada § > 0 existe un tiempo ¢;(J) > 0 suficiente-
mente grande tal que:
1 t+1 5
= / Fiydt <2, vr>o0,vt> (). (1)
¢ T

T

La prueba de los dos préximos lemas la podemos encontrar en [2].
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Lema 2 Sea F € L'(0,+), F > 0 en (0,4+00), verificando (7). Entonces, V5 > 0,
Vit >t7(0) y V7 >0 existe un tiempo t € [t,t + 7] tal que:
20
Fi) < 2. ®)
T

De hecho, el conjunto de puntost € [t,t + 7| que verifican (8) tiene medida > /2.
Para el siguiente resultado, suponemos que F'(t) verifica la desigualdad diferencial:

F'(t) < Co(F(t)* + 1). (9)
Lema 3 Sea F € L'(ty,+00) una funcién verificando (9). Para cualquier ¢ < 1, si

F(to) < ¢e/3, entonces F(t) < e Vt € [to,to + Tx(€)], siendo Ti(c) = 300
2

3.1. Estabilidad asintética.
Teorema 4 (ver [2]) Sea e < 1, y F € L'(0,4), F > 0, tal que se verifican las
2
T

desigualdades (7) y (9) para § = %, ti=t7() yr= *(E) Entonces,
2
T.(¢) €
F(t)<e Vt>t5=1] =17(0 —.
(t)<e, Vi>ty =t + 9 1()+602
Nota. En particular, F € WHl(t}, +00) — C[t}, +00). |

Corolario 5 Sea F' € L'(ty, +00) una funcién que satisface la desigualdad (9). Entonces,
F(t) es una funcion asintéticamente estable hacia 0, es decir,

Jin F© =0

3.2. Estabilidad desde un tiempo tg.
2

Sea ty > 0. Dado € > 0 cualquiera, definimos §(¢) = 3; o Si suponemos que:
2
+o0o 5(5)
(H1) E(to) + b(t) dt < v
to

entonces, de (4) obtenemos: Vt; > ¢

E(t) + / “Fyd < ot (E(to)+ / " s) ds) < 5(e).

to to

En efecto, tenemos (6) para t] = to. Entonces, aplicando el Teorema 4, obtenemos:

Flt)y<e Wt>to+ — <: o + T*(€)>

6C5 2
Si, ademas,
(H2) F(to) < %

entonces aplicando el Lema 3, obtenemos: F'(t) < e Vt € [to, to + Tx(€)]. En resumen, bajo
las hipétesis (H1) y (H2), llegamos a que:

E(t) <d(e), F(t)<e, VYt>t.
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4. El modelo de cristales liquidos nematicos (CLN)

Supongamos que h, € H/2(I'). Para obtener las estimaciones para (CLN), hacemos
un levantamiento de la parte evolutiva del dato de contorno para d. Para ello, utilizamos
como problema auxiliar (ver [1]):

8,5& —~Ad=0 en Q, d= h, sobre X,

siendo h, € L®(0, +o00; H32(I")) N L?(0, +00); W?/33(I")). Ademas, supondremos que h,
tiene un comportamiento en tiempo infinito tal que:

d(t) = 0 en H2(Q) cuando t — +oo. (10)
Deducimos entonces que d es una funcién con la siguiente regularidad:

dyd € L2(0,400; L3(Q)), d € L(0, +o0; HY(Q)) N L2(0, +00; W23(0)) (11)

d € L=(0, +00; H2(Q)). (12)
De ese modo, para d =d —d el sistema (CLN) se transforma en:
( du+u-Vu—vAu+Vp = —-)\(Vd)'Ad enQ,
Vu = 0 en @,
(CLN){ od+u-Vd+~ (fg(d) - A&) = 0 en Q,
u=020, d = h, sobre X,
uli—o = uy, dlimo=do = do—d(0)  en Q.

4.1. Estimaciones débiles

Tomando u como funcién test en la ecuacion para la velocidad y )\(—Aa +1£5(d)) como
funcién test en la ecuacién para d, obtenemos la igualdad de energia:

1d ~ ~

§$E( )+ F(t) = =A(u-Vd,Ad) + A(9:d, f5(d)), (13)
donde

B = Nl +2\ [ Fd) +AIValyq,

Ft) = v|Vuls g +7Al - Ad + £5(d)[32q

Acotando los dos términos a la derecha de ( 3), y en las hipétesis de regularidad (11) para
d, obtenemos la ecuacién diferencial general:

E'(t)+ F(t) < a(t) E(t) + b(t) (14)
para a, b € L'(0, +o0) con:
C\?
a(t) = 19vd s (e
C: )\2 9
b(t) = IIAdHLs )+ CA0edllLs () ) il o) + CA2 10l o s 32
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4.2. Estimaciones fuertes

Para facilitar la notacién reescribimos w = —Ad + f5(d), de manera que la ecuacién
para d se escribe de la forma:

dd+u-Vd+w=0 enQ, dlz=0 (15)

Como at8|g =0y uly = 0, entonces w|y, = 0. Tomando —Aw como funcién test en (15)
e integrando por partes, obtenemos:

1d

5 Wl + A VWIEs(q) = —(V(u- V), Vw) + (G(d)ad,w).  (16)

Tomando ahora Au como funcién test en la ecuacién de la velocidad (siendo A el operador
de Stokes), obtenemos:

5 dtuvunLQ + | Aull}s ) = —(u- Vu, Au) — A(Vd)'(Ad + Ad), Au). (17)

Acotando la parte derecha de (16) y (17), usando las acotaciones:
15(d(@E) Lz, [1f5(d(E) L) < C
142, @@ < C (W30 +1)
) sy, @@ @) < € (ITWO22(0) +1)
llegamos a una desigualdad diferencial del tipo (9), ya que:
F't)+G(t) <C(1+Ft)+ Ft)®) < C(1+F(t)?)

para:
F(t) = v]Vulag + A — Ad + £5(d)] 20

G(t) = Al + [IV(~Ad + £5(d))]3a )

5. Aplicacién del marco general al modelo (CLN).

5.1. Estabilidad asintética.

Sean (ug,dg) € L2(€2) x H'(Q2) dos funciones dadas y (u(t),d(t)) una solucién débil
en [0, +-00) del sistema (CLN). Como (3) y (9) se verifican, aplicando los resultados de la
Seccidén 3, obtenemos que (u(t),d(t)) es de hecho una solucién fuerte en [t], +00) para ¢]

suficientemente grande con (u,d) € L (¢}, +oo; HY(Q) x H2()), y:
E(t) - Ex(>0), F(t)—0 enR cuandot T +oo,

luego u(t) — 0 en H{(Q) y w(t) — 0 en L?(Q2) cuando ¢ T +oo. Ademds, como d e
Loo(t’{, +00; H2(Q)) para cada sucesién t; | +oo, existe una subsucesién (¢;,) C (¢;) tal
que d( tix) — d en H?(Q)-débil para k | +oo. Usando (10), se tiene que d(tj,) — d en

7
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H2(Q)-débil y £5(d(tj,)) — f5(d) en L2(Q) para k — +oo, luego podemos deducir que d
es un punto critico de la energia eldstica F.(d) sujeto a d|r = hs, es decir, una solucién
del problema estacionario:

~Ad+f5(d) =0 enQ, d|r=h,. (18)

A _ - _
Notemos que Fo, = 5 <||Vd|]i2(m + 2/ F(d)> = FE¢(d), es decir, cada posible limite
_ Q

del campo de direcciones, d, cuando ¢ T +00 es un punto critico de la energia eléstica y
todos sus posibles limites tiene la misma energia eldstica Foo.

Aunque el problema estacionario (18) no tiene unicidad, un problema abierto intere-
sante es saber si la dinamica del problema evolutivo converge hacia un dinico punto critico
(un resultado afirmativo se puede ver en [8] para el problema con condiciones de contorno
periddicas).

5.2. Estabilidad desde un instante t;.

Si (u(to),d(to)) son tales que se verifican las hipétesis (H1) y (H2) de la Subseccién
3.2, entonces para cada t > tg, aplicando los resultados de la Secciéon 3 obtenemos que:

B() = 5 (Ol + 51 VA0 + 1 [ Fide) < 56)

F(t) = v|[Vu®)[f2 (o) + AW T2 <&
lo que permite concluir el resultado de estabilidad de E(t) y F(t) desde el instante ¢t = ty.
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