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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Generalidades. Justificacion de la tesis

El desarrollo de nuevas tecnologias y/o nuevos materiales suele ir, con frecuencia, por
delante del conocimiento de los fenémenos a que su uso puede dar lugar e incluso, a

veces, de la propia compresion de las leyes que los gobiernan.

Asi, por ejemplo, es suficiente indicar el gran niimero de investigadores que en la ac-
tualidad continua involucrado en caracterizar el comportamiento de materiales que como
los materiales compuestos y los piezoeléctricos (objeto de esta tesis) vienen utilizdndose

desde hace muchas décadas.

No es menos cierto que esta dedicacién continua de la comunidad cientifica suele venir
condicionada por cambios en las exigencias sobre estos materiales. Exigencias acerca de
su durabilidad, de sus costes de produccién o explotacién, de su relacién peso/resistencia
o cualesquiera otras. Exigencias crecientes que en definitiva se resumen en unos reque-
rimientos de responsabilidad mayores que hacen imprescindible un conocimiento més y

mds profundo de su comportamiento y de los mecanismos que pueden provocar su fallo.

Una caracteristica que acompana al fallo de ambos tipos de materiales es su impor-
tante tendencia a desarrollar grietas en su seno. Es bien sabido que el desarrollo de
grietas tiene muchos, variados y muy complejos mecanismos. No obstante, en primera
aproximacién, puede afirmarse que los materiales compuestos muestran esa tendencia,
fundamentalmente, por la coexistencia de distintas fases de propiedades mecédnicas muy

diferentes.

En los materiales piezoeléctricos la tendencia a desarrollar grietas radica en la propia

naturaleza fragil de este tipo de materiales a lo que hay que anadir el propio proceso al
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que han de ser sometidos para que exhiban el fenémeno piezoeléctrico.

Se hace necesario explicar aqui que el fenémeno de la piezoelectricidad* esta asociado
a la disposicién asimétrica de ciertos tipos de redes cristalinas. Aunque este fenémeno
se encuentra en algunos materiales naturales, cuarzo por ejemplo, su magnitud no es
suficiente para hacerlo viable. Esto llevé al desarrollo de materiales sintéticos con pro-
piedades dieléctricas y piezoeléctricas unas 100 veces superiores a las de los materiales

piezoeléctricos naturales.

Los materiales piezoeléctricos sintéticos pertenecen, fundamentalmente, a dos gran-
des familias: los titanatos de bario (BaT'iO3) y los plomo circonato titanato (PZT). En
ambos casos se trata de materiales cerdmicos y por tanto, de una elevada fragilidad.
Ademds estas cerdmicas son inicialmente isétropas. Para inducir en ellas las necesarias
asimetrias de las estructuras cristalinas han de ser sometidas a un proceso denominado
de polarizacion consistente en someterlas a un campo eléctrico continuo de aproximada-
mente 106 V/m. El propipo proceso de polarizacién, con la reorganizacién que provoca
en las estructuras internas del material, es la primera causa de la apariciéon de defectos

€11 Su seno.

Otros materiales piezoeléctricos, cuya proliferacién va en aumento, son los materiales
compuestos piezoeléctricos que pueden ser de dos tipos: piezopolimeros, en los que el
material piezoeléctrico estd inmerso en una matriz eléctricamente pasiva (por ejemplo
PZT en matriz epoxy) y piezocompuestos: materiales compuestos a partir de dos pie-
zocerdmicas diferentes (por ejemplo fibras de BaTiOj reforzando una matriz de PZT).
Estos materiales estan proliferando ya que permiten crear materiales a medida para

aplicaciones especificas.

Resulta evidente que en estos tltimos materiales se unen todas las causas posibles
para la proliferacién de grietas: fragilidad inherente al material, proceso de polarizacion,

coexistencia de fases.

A todo lo anterior se viene a unir que, en la gran mayoria de los casos, estos materiales
(compuestos, piezoeléctricos y piezoeléctricos compuestos) van a estar sometidos a cargas

que, en mayor o menor medida, varfan en el tiempo.

Lo expuesto hasta aqui da sentido al estudio numérico de la mecédnica de la fractura

para estos materiales.

Si ademds se considera que este campo, la mecdnica de la fractura, junto con el

estudio de propagacién de ondas (que también pueden estar presente en el problema para

*Fenémeno descubierto en 1880 por los hermanos Piere y Jacques Curie que consiste en la capacidad
de ciertos materiales para cargarse eléctricamente bajo acciones mecénicas y reciprocamente, deformarse

bajo la accién de carga eléctrica.
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solicitaciones dindmicas), son dos de los campos en los que el método de los elementos
de contorno ha alcanzado un mayor grado de desarrollo y en los que presenta ventajas
considerables frente a otros métodos numéricos, la justificacién de esta tesis ha quedado
establecida tanto en lo referente al objeto de su estudio como al método utilizado para

su desarrollo.

A continuacién se va a hacer una exposiciéon del estado del arte en los temas que

competen a esta tesis.

1.2 El estado del arte

En el terreno de la mecédnica de la fractura es ingente el nimero de problemas abordados
mediante el MEC. Una completa revisién de esos trabajos hasta 1997 puede encontrarse
en un articulo de Aliabadi publidado ese ano y puede ser complementada con sendas
revisiones méds especificas dedicadas a la formulacién mixta del MEC: Tanaka, Sladek
y Sladek (1994) dedicada fundamentalmente a los procesos de regularizacién de inte-
grandos no regulares y Chen y Hong (1999) centrada en los métodos de tratamiento
de integrales hipersingulares. Otra interesante revisién que anadir a las anteriores es la
de Mukhopadhyay, Maiti y Kakodkar (2000) dedicada a los métodos de evaluacién de

factores de intensidad de tensiones.

Respecto del segundo campo de estudio referido, la propagacién de ondas, dentro
del cual la difracciéon de ondas como consecuencia de la presencia de discontinuidades
de cualquier tipo ha recibido especial atencion en la literatura, dos destacados articulos
de Beskos (1987 y 1997) y el libro de Dominguez (1993) contienen una revisién de la

mayoria de los trabajos en este drea hasta 1996.

Una primera apreciacién acerca de esas revisiones es que una significativa mayoria

de trabajos estan dedicados al comportamiento isétropo.

1.2.1 El método de los elementos de contorno aplicado a la me-

canica de la fractura en materiales anisotropos elasticos
Acciones estdticas

Las primeras formulaciones del MEC para materiales anisétropos eldsticos fueron presen-
tadas por Rizzo y Shippy (1970), Cruse y Swedlow (1971), Tomlin y Butterfield (1974)
y Snyder y Cruse (1975). En este tltimo trabajo se presenta la formulacién integral

anisétropa combinada con una solucién fundamental que incorporaba la existencia en el
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dominio de una grieta libre de tracciones.

Mids recientemente nuevas formulaciones del MEC, apropiadas para el estudio de

problemas con grietas han sido extendidas al comportamiento anisétropo.

Inicialmente formulaciones basadas en la ecuacién integral de desplazamientos y la
técnica de subdominios (o de las subregiones) como la presentada por Doblaré, Espiga,
Gracia y Alcantud (1990), Tan y Gao (1992) y por Sollero y Aliabadi (1993). Todas
estas publicaciones se ocupaban del problema bidimensional, Sdez, Ariza y Dominguez
presentan esta formulacién en 1997 para problemas tridimensionales con comportamiento

transversalmente isétropo.

Posteriormente han sido presentadas formulaciones hipersingulares basadas en la for-
mulacién mixta’ del MEC, es decir en su formulacién mediante las ecuaciénes integrales
en desplazamientos y en tracciones, que permiten resolver problemas con grietas discreti-
zando sélo las grietas y los contornos externos sin la adicién de contornos ficticios propia

de la técnica de los subdominios.

Sollero (1994) y Sollero y Aliabadi (1995) son los primeros en presentar esta for-
mulacién del MEC para problemas de fractura en dominios bidimensionales anisétropos
elasticos. Las integrales hipersingulares son evaluadas, en estos trabajos, segin un pro-
ceso de regularizacién presentado por Portela, Aliabadi y Rooke en 1992 vélida sélo para
elementos rectos y el factor de intensidad de tensiones es evaluado mediante de la integral

J (Rice, 1968) para modo mixto de apertura de grieta.

Una formulacién similar pero extendida a elementos curvos y con una evaluacion
diferente del FIT fue presentada por Pan y Amadei (1996) y extendida por Pan (1997)
y Pan, Chen y Amadei (1997) para el estudio de problemas bidimensionales de grietas
en semiespacios anisétropos. Para generalizar el tratamiento a elementos curvos las
integrales hipersingulares son evaluadas segin el esquema de cuadraturas ponderadas
publicado en 1990 por Tsamaphyros y Dimou. En estos trabajos, la evaluacién del FIT se
realiza mediante el método de los desplazamientos que consiste en llevar los resultados de
desplazamientos, en puntos cercanos al vértice de la grieta, a las expresiones analiticas de
los desplazamientos en las inmediaciones del vértice (Sih, Paris e Irwin, 1965) y despejar

de ellas los valores de los FIT.

Ang y Park (1997) y Pan y Amadei (1999) presentan la formulacién mixta para

bimateriales anisétropos.

La formulacion hipersingular del MEC ha sido extendida a problemas de grietas en

dominios anisétropos tridimensionales en el ano 2000 por Pan y Yuan. Estos autores

tEsta formulacién serd referida indistintamente como mixta o como hipersingular.
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proponen una formulacién basada en una solucién fundamental cuyas derivadas son

obtenidas mediante un esquema de diferencias finitas.

Para sélidos transversalmente isétropos la formulaciéon mixta ha sido recientemente
presentada por Ariza y Dominguez en 2004 utilizando la solucién fundamental explicita
de Pan y Chou (1976) y evaluando los FIT a partir de las apreturas de grietas en elemen-
tos un cuarto. Previamente Sdez, Ariza y Dominguez (1997) habian calculado los FIT
utilizando la misma solucién fundamental para dominios tridimensionales transversalmte
isétropos utilizando elementos un cuarto, continuos y discontinuos mediante el método

de subdominios.

Acciones dinamicas

El nimero de publicaciones dedicadas a la dindmica de la fractura mediante el MEC
en medios anisétropos puede calificarse de discreto. La mayoria de las dificultades en
esa formulacién provienen de la complejidad de las soluciones fundamentales de que se
dispone y que tienen, en todos los casos, forma integral con integrales definidas sobre
dominios finitos Wang y Achenbach (1994, 1995) o infinitos Dravinski y Niu (2002).

Problemas dindmicos tridimensionales han sido analizados por Kogl y Gaul (2000)
mediante el empleo de la SF estdtica y el método de reciprocidad dual y por Niu y
Dravinski (2003) que estudiaron la difraccién de ondas arménicas en sélidos anisétropos

tridimensionales infinitos mediante una SF dindmica obtenida numéricamente.

Séez y Dominguez (1999) estudiaron la difraccién de ondas en medios transversalemte
isétropos tridimensionales mediante la formulacién en desplazamientos del MEC utili-
zando la SF de Wang y Achenbach (1994, 1995) y en relacién con mecénica de la fractura,
Séez y Dominguez (2001) resolvieron el problema de grietas en sélidos tridimensionales

transversalmente isétropos con la misma SF empleando el método de subregiones.

Con la misma SF, Ariza y Dominguez (2004) presentan una formulacién para el
andlisis de problemas de grietas en sélidos tridimensionales transversalmente isétropos
en el dominio de la frecuencia basadas en la EI en tracciones y el empleo de elementos

un cuarto.

La formulacién del MEC para el estudio de la difraccién de ondas en sélidos anisétro-
pos bidimensionales fue presentada por Kobayashi, Nishimura y Kishima (1986) y por
Wang, Achenbach y Hirose (1996). Mas recientemente Ahmad, Leyte y Rajapakse (2001)
han utilizado una formulacién del método, basada en funciones de Green expresadas co-
mo integrales sobre dominio infinito, al estudio de interaccién dindmica suelo-estructura

en el caso bidimensional anisétropo.
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Denda, Wang y Yong (2001) proponen una formulacién en el dominio de la frecuencia
para solidos bidimensionales anisétropos y la aplican a la determinacién de frecuencias

naturales y modos de vibracion a sélidos de geometria sencilla.

Zhang (2002) present6 la formulacién hipersingular del MEC al estudio dindmico de
grietas en dominios bidimensionales infinitos ortétropos. Zhang utiliza una cuadratura

de convolucién en combinacién con una funcién de Green en el domino de Laplace.

Hirose, Zhang y Wang (2002) realizan un estudio comparativo entre este ultimo
método y la formulacién en el dominio del tiempo que utiliza la SF de Wang y Achenbach
(1995). En este estudio utilizan la formulacién presentada por Wang, Achenbach y Hirose
(1996) y una discretizacion de Galerkin. Estos autores obtienen el FIT dindmico para

una grieta recta en un dominio infinito sujeto a carga de impacto.

Alburquerque, Sollero y Fedelinski (2003a) han presentado una formulacién del méto-
do de reciprocidad dual para problemas bidimensionales anisétropos similar al método
propuesto por Kogl y Gaul para tres dimensiones. Este enfoque ha sido aplicado por
Alburquerque, Sollero y Aliabadi (2002) al estudio de problemas de grietas utilizando la
formulaciéon del MEC en desplazamientos, la técnica de los subdominios y elementos un

cuarto singulares (Martinez y Dominguez, 1984).

Alburquerque, Sollero y Fedelinski (2003b) sustituyen el esquema de integracién tem-
poral del método de reciprocidad dual por la integracién en el dominio de Lapace y recien-
temente Alburquerque, Sollero y Aliabadi (2004) han presentado la formulacién mixta
para problemas dindmicos de grietas anisétropos usando la SF estdtica y el método de

reciprocidad dual.

1.2.2 El método de los elementos de contorno aplicado a la

mecdanica de la fractura en materiales piezoeléctricos
Acciones estaticas

Entre los trabajos més significativos sobre mecénica de la fractura en materiales piezoe-
léctricos pueden citarse los de Barnett y Lothe (1975), Deeg (1980), Pak (1992), Suo,
Kuo, Barnett y Willis (1992), Sosa (1992), Park y Sun (1996) y Wu y Huang (2001).

En los tltimos anos se han publicado diferentes propuestas para el andlisis de grietas

en materiales piezoeléctricos mediante la aplicaciéon del MEC.

En 1999 Pan presenta la formulacién hipersingular del método. Aplica la solucién

fundamental de variable compleja obtenida por Barnett y Lothe (1975). En ese trabajo
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Barnett y Lothe extienden al caso piezoeléctrico la solucién bidimensional que Eshelby,
Read y Shockley (1953) obtienen para el problema bidimensional anisétropo eléstico.
Para la integracién hipersingular utiliza las cuadraturas de Tsamaphyros y Dimou que

ya utilizara para el caso anisétropo.

Liu y Fan (2001) realizan un riguroso estudio de la formulacién clésica del MEC y
ponen de manifiesto el aspecto de la degeneracion del problema cuando se aplica sobre
problemas de grietas, haciéndose necesaria la EI en tracciones. Contraponen este caso

al caso de la placa delgada piezoeléctrica en el que no se produce esta degeneracion.

En sendos trabajos publicados en 2001, Rajapakse y Xu, aplicando la filosoffa de la
formulacién de Lekhnitskii para el caso anisétropo eldstico, en combinacién con un mo-
delo de distribucién de dislocaciones, derivan soluciones fundamentales especificas para
dominios piezoeléctricos conteniendo dislocaciones y aplican este enfoque a diferentes

geometrias de grietas incluyendo grietas ramificadas.

Denda y Lua en 1999 desarrollan una formulacién del MEC combinando la idea de
la funcién de tensién, de la formulaciéon de Lekhnitskii para el caso anisétropo elésti-
co, con la funcién de desplazamiento de la formulacién de Eshelby, Read y Shockley
(1953). De esta forma obtienen un formalismo matricial similar al formalismo de Stroh?*

desarrollando la solucién fundamental.

Davi y Milazo (2001) presentan la aplicacién del método de los subdominios aplicado

a este problema.

Todos estos trabajos se ocupan del problema bidimensional, no son muy numerosos
hasta la fecha los trabajos sobre el MEC pada dominios tridimensionales piezoeléctricos.
Hill y Farris (1998) obtienen la solucién fundamental utilizando la transformada de
Radon como ya hiciera Deeg (1980) y obtienen mediante el MEC resultados de problemas

tridimensionales sencillos emplando elementos cuadraticos.

Zhao, Chen, Liu y Liu presentan en 1997 una solucién fundamental tridimensional
que incorpora la discontinuidad en los desplazamientos y el campo eléctrico utilizandola

para la resolucién de una grieta circular en dominio infinito.

Acciones dinamicas

La mayorfa de las publicaciones que estudian el problema de dindmica de fractura en

materiales piezoeléctricos lo hacen para el problema antiplano. Shindo y Narita (1995)

La formulacién de Eshelby, Read y Shockley es llamada por muchos autores formalismo de Stroh
aunque otros refieren de esta forma a la notaciéon matricial que Stroh utilizé en su trabajo de 1962
siguiendo el trabajo publicado por Guerney en 1958.
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estudian, mediante la transformada de Fourier, la difracciéon de una onda antiplana por
una grieta en un dominio ortétropo piezoeléctrico infinito. Utilizando el mismo méto-
do, Narita y Shindo (1997) resuelven el problema cuando la grieta estd en un dominio
piezoeléctrico en forma de banda y en 1999 cuando la grieta se encuentra en una banda
piezoeléctrica entre dos semiespacios de material eldstico. En 2002, Shindo, Minamida
y Narita aplican el método de expansién de funciones de onda para resolver el problema
de dos grietas alrededor de una fibra de material piezoeléctrico rodeada de una matriz

epoxy. En todos estos casos los problemas son resueltos en el dominio de la frecuencia.

Para problema plano, Shindo y Ozawa (1990) obtienen, mediante la transformada
de Fourier, los factores de intensidad en funcién de la frecuencia. En este caso estudian
una onda longitudinal que incide perpendicularmente sobre una grieta en un dominio
bidimensional piezoeléctrico. Shindo, Narita y Ozawa (1998) extienden este estudio al
transitorio para una carga de impacto normal a la grieta. Utilizan en esta ocasién las

transformadas de Fourier y Laplace.

Denda y Araki (2002) y Denda Araki y Yong (2004) desarrollan la formulacién del
MEC para problemas bidimensionales dindmicos en el dominio de la frecuencia y aplican
esta formulacién al célculo de frecuencias y modos naturales de vibracién de un domino

cuadrado.

Kogl y Gaul (2000) estudian problemas tridimensionales dindmicos a partir de la
solucién fundamental estatica obtenida por Deeg (1980) y el método de la reciporcidad
dual.

Daros y Antes (2000) obtienen la solucién fundamental dindmica para dominios tri-

dimensionales piezoeléctricos.

Hasta la fecha, el autor de esta tesis no tiene constancia de la publicacién de trabajos
en los que el MEC haya sido aplicado al estudio de problemas de fractura dindmica en

dominios piezoeléctricos bidimensionales.

1.3 Organizacién del documento

Como ya se ha dicho el objetivo de esta tesis es la resolucién del problema de fractura en
dominios bidimensionales anisétropos eldsticos y piezoeléctricos bajo la accién de cargas

estdticas y dindmicas.

El documento se ha organizado en seis capitulos. Después de esta introduccién, el
segundo capitulo estd dedicado a los fundamentos tedéricos de los problemas estdtico y

dindmico en los casos anisétropos eldsticos y piezoeléctrico, se describe brevemente el
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problema de la fractura en ambos casos y se muestran los diferentes medios que en la
literatura se han empleado para calcular los factores de intensidad. Se dedican unos
comentarios finales a describir, siquiera brevemente, el esquema segiin el que se trata el

problema de la difraccién de ondas por la presencia de una grieta.

El tercer capitulo se dedica a la descripcion detallada de las soluciones fundamentales
que han sido utilizadas. Previamente se ha realizado una explicacién del método de los
elementos de contorno en su formulacién mediante la ecuacién integral de desplazamien-
tos. Este capitulo se cierra con otras soluciones fundamentales totalmente andlogas a las
utilizadas con el objetivo que indicar que admiten igual tratamiento que las soluciones
programadas.

El capitulo cuatro se dedica a la formulacién hipersingular del método de los elemen-
tos de contorno. En este capitulo se justifica el uso de esta formulacién y se obtiene y
reescribe en funcién de las variables que interesan para el cdlculo posterior de los FI. Se
muestra la idea clave de esta tesis, la idea que permite la evaluacién numérica de las inte-
grales hipersingulares de una forma genérica precisa y numéricamente robusta. También
se indica como, mediante la misma idea, pueden ser tratadas la integrales singulares que
aparecen en la formulacién. Se describe la estrategia de discretizacion y se finaliza el

capitulo describiendo la formulacién utilizada en la determinacién de los FI.

El capitulo cinco estd dedicado a los resultados numéricos. Se ha tratado de estable-
cer una sustanciosa comparacién con resultados contrastados existentes en la literatura.
En todos los casos se ha comprobado el caso isétropo, que esta formulacién es capaz de
resolver sin dificultad numeérica alguna® y siempre que ha sido posible, con resultados
anisétropos elésticos, o al menos ortétropos, en menor medida, debido a la escasez de
resultados, en el caso piezoeléctrico. Como queda patente, la formulacién desarrollada
consigue un importante respaldo basado en el gran acuerdo obtenido en todos los pro-
blemas comparados. Para cerrar el capitulo, utilizando configuraciones resueltas en el
casos anisétropo eldstico o piezoeléctrico estdticos, se muestran resultados nuevos para

el caso piezoeléctrico dindmico en el dominio de la frecuencia.

Finalmente el iltimo capitulo muestra las conclusiones que su autor extrae de esta
tesis y cuales son, en su opinién, las posibilidades de futuro que el trabajo desarrollado

podria tener.

El documento se cierra con varios apéndices con informacién complementaria, incluso
resultados complementarios, que se ha estimado que, por comodidad para el lector podia

figurar fuera del cuerpo principal del documento.

$El caso isétropo es, desde el punto de vista matemdtico, una degeneracién del caso eldstico
anisétropo.






Capitulo 2

Analisis de medios anisétropos
elasticos y piezoeléctricos en

presencia de grietas: fundamentos

2.1 Introduccion

En este capitulo se revisan los fundamentos de la mecénica de la fractura eldstica lineal
en medios bidimensionales anisétropos eldsticos y piezoeléctricos. Se consideran tanto

los casos de acciones estdticas como dindmicas en el dominio de la frecuencia.

Después de describir el comportamiento anisétropo eldstico se dedica una atencién
especial a la caracterizacion del problema bidimensional, estableciendo la diferencia en-
tre problema plano generalizado y problema plano puro. La necesidad de esta distincion
surge del acoplamiento existente entre acciones y efectos para este tipo de comporta-
miento. Este acoplamiento implica que para que se dé un problema bidimensional no
sea suficiente con que geometria y cargas permanezcan invariables en una direccién, es
necesario ademads, como se verd, exigir cierto grado de desacoplamiento en las ecuaciones

que se traducird en la anulacién de algunos elementos del tensor de comportamiento.

Se muestran las dos concepciones de la solucién al problema plano generalizado ani-
sétropo eldstico: el planteamiento deEshelby, Read y Shockley (1953) y el de Lekhnitskii
(1963). El primero se materializa en un formalismo matricial (Guerney, 1957; Stroh,
1958, 1962) de forma que ha pasado a la literatura como formalismo de Stroh. El for-
malismo de Stroh, desarrollado para comportamiento anisétropo eldstico, tiene una gran
potencia basada en su cardcter matricial que ha facilitado su exitosa extensién al com-

portamiento piezoeléctrico (Barnett y Lothe, 1975).

11
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A continuacién, se describe el comportamiento piezoeléctrico y se presentan unas
variables extendidas que permiten el tratamiento paralelo de los problemas piezoeléctrico
y anisétropo eldstico. Con estas variables, los conceptos y formulaciones mostrados para

el caso anisétropo eldstico se trasladan al problema piezoeléctrico de un modo natural.

Seguidamente se revisan los fundamentos de la mecénica de la fractura, mostrando
los términos dominantes de la formulacién que gobierna a las variables en el entorno
del vértice de una grieta para los casos anisétropo eldstico (Sih, Paris e Irwin 1965) y
piezoeléctrico (Pak, 1992)

Se revisan, por ltimo, las ecuaciones del problema dindmico que son aplicables a
los dos comportamientos analizados y se particulariza la formulacién para acciones di-
ndmicas de tipo arménico. Finalmente se describe el problema de difraccién de ondas,
de gran interés en ingenierfa, que estd asociado, por ejemplo, a estudios sfsmicos o de

ensayos no destructivos.

2.2 Elastoestatica bidimensional en medios anisétro-

pos elasticos

2.2.1 Formulacién del problema estatico: ecuaciones bdasicas

Relaciones de comportamiento. Deformacién plana y deformacién plana ge-

neralizada

En un dominio eldstico totalmente anisétropo, es decir, carente de planos de simetria
eldstica, la relacion lineal eldstica més general entre tensiones y deformaciones puede ser
expresada en funcién de un tensor de comportamiento de cuarto orden con todos sus

elementos no nulos:

Oi5 = Ugjkl€kl (2-1)

Debido a consideraciones de simetria de los tensores de tensién (o;;) y deformacién
(ex) v a consideraciones de conservacién de la energia (p. ej. Lekhnitskii, 1963; Ting,

1996), la matriz de comportamiento Cjj,; cumple las siguientes relaciones de simetria
Cijir = Cjirt = Cijie = Chuij (2.2)

En base a estas relaciones sélo 21 de las componentes de la matriz de comportamiento

son diferentes.
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Se verd a continuacién que el hecho de que el tensor de comportamiento tenga to-
das sus componentes no nulas tiene importantes implicaciones a la hora de hablar de

problema plano.

Como es sabido, el estado de deformacion plana queda definido como aquél en el que
los desplazamientos estdn contenidos en un plano y son independientes de la direccion
perpendicular al mismo. Asi, si en el dominio de estudio se define un sistema rectangular
de referencia, 1 — o — x3 y se toma el plano x; — x5 como el plano que contiene a los
desplazamientos, el estado de deformacién plana estarfa definido por el siguiente vector

de desplazamientos

u = (uq(z1, x2), uz(x1, x2), u3) (2.3)

siendo constante la componente ug, si existiese, pudiendo asumirse para ella valor 0 sin

pérdida de generalidad.

En el caso isétropo, por ejemplo, si la geometria del dominio, las acciones y las
condiciones de contorno (de las que se hablard mas adelante) fueran independientes de
x3 y las acciones estuvieran contenidas en el plano x; —xs podriamos afirmar que el campo
de desplazamientos es el indicado en (2.3). En el caso de que las acciones y condiciones
de contorno estuvieran definidas tnicamente en la direccién de x3 tendriamos lo que se
denomina un estado antiplano de deformacion definido, en el caso méds general, por un

estado de desplazamientos

u = (u1, u2, u3(21, 72)) (2.4)
donde u; y us serfan constantes y se podrian considerar nulas sin pérdida de generalidad.

En el caso mds general de anisotropia, las condiciones indicadas, independencia de
geometria, acciones y condiciones de contorno con una coordenada, sélo permiten afirmar
que los desplazamientos son independientes de esa coordenada pero no que estén en un

plano, antes al contrario, el vector de desplazamientos tendra la forma

u = (uy(x1,x2), us (1, T2), uz(r1, T2)) (2.5)

y en general, existird acoplamiento entre los desplazamientos en el plano (uq, ug) y los
desplazamientos antiplanos (u3). Este estado es el que se define como de deformacion

plana generalizada.

El estado de tension plana, definido como el estado en que las componentes del tensor
tension estan contenidas en un plano, es mateméaticamente equivalente al caso de defor-
macién plana con sélo realizar una modificacién de las constantes elésticas en la forma
que se indicard mds adelante (Lekhnitskii, 1963). Teniendo en cuenta esta equivalencia,
en adelante ambos casos seran referidos indistintamente como caso, problema o estado

plano.
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También puede definirse el estado antiplano de tension como aquél en el que sélo las
componentes 13 y 0a3 del tensor de tensiones son no nulas, e independientes de x3, se
contintda asumiendo que las condiciones y geometria del problema no dependen de x3. Si
bien en el caso isétropo los estados de deformacién y tensién antiplana son equivalentes
matemédticamente, no ocurre igual en el caso anisétropo, también como consecuencia de

que las componentes del tensor de comportamiento son no nulas.

Para que se produzca el desacoplamiento que permita estudiar los problemas plano y
antiplano independientemente es necesario que la matriz de comportamiento tenga algu-
nos elementos nulos (Ting, 1996). Para poner de manifiesto cudles son estos elementos
se reescribird la ecuacién (2.1) utilizando, para el tensor de comportamiento, la notacién
contraida introducida por Voigt (1910), siguiendo la siguiente regla por cada pareja de
indices:

z'j—>0zd0nde{0z:Z o Slz:j
a=9—i—j sii#]

con esta regla la ecuacién (2.1) queda:

011 Cn Ci Ciz |Cy Cis Cie €11
022 Cy Coz |Coy Cas Cas €22
033 _ Cs3 | Cay Css Cse €33 (2 6)
023 Cuy Cus Ciue 2€93 '
013 sim 055 056 2613
012 Cee 2€12

Cij

Si los elementos recuadrados en (2.6) son nulos, los problemas plano y antiplano se
desacoplan. En rigor, mediante argumentos matemaéticos, son menos los elementos que
deben ser nulos, C34 y C35 quedarian fuera de esos argumentos, pero completando estos
argumentos con otros de tipo fisico sobre redes cristalinas (Voigt, 1910, Love, 1944; por

ejemplo) se determinan los elementos indicados.

La nulidad de esos elementos indica que el plano xq-z5 es de simetria eldstica, se
tratarfa pues de un material monoclinico. En tal caso, las relaciones de comportamiento

para problemas plano y antiplano (ya desacopladas) quedan:

Problema plano

011 Cii Ci2 Cig €11
022 = Ca O €22 (2-7)
012 sim 066 2612

con
€33 — 0

para deformacién plana
033 = Ci3€11 + Cazéan + 2036612
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Chzerr + Cazean + 2C36€12
€33 para tensién plana

€33 = —

0'33:0

Problema antiplano

023 _ Cua 045 2623 (2 8)
013 Cys Css 2€13

El problema eldstico se cerrard con las ecuaciones cinematicas y las de equilibrio.

Relaciones cinemadticas

Son las que relacionan al tensor de pequenas deformaciones con el vector de desplaza-
mientos:

1
€ij = 5 (Ui +uji) (2.9)
Tomando en consideracion la igualdad de las derivadas cruzadas de las componentes

del vector de desplazamientos podemos asegurar la simetria de este tensor.

Ecuaciones de equilibrio

Las ecuaciones de equilibrio de fuerzas tienen la siguiente expresién
Oij,5 + bz =0 (210)

donde b; son las fuerzas por unidad de volumen.

El equilibrio de momentos impone la simetrfa del tensor de tensién

Oij = Oy (211)

Condiciones de contorno

Las ecuaciones (2.1), (2.9) y (2.10) constituyen un conjunto completo de ecuaciones
diferenciales para resolver el problema eldstico que necesitard de unas condiciones de

contorno para tener una unica solucion.

Las condiciones de contorno pueden ser de dos tipos (el contorno del dominio es
denotado por I'):
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e Condiciones de contorno naturales: tracciones impuestas.
pi(Xo) = 0jj nj|x:xO =p; si xpel'
siendo n; la normal exterior al contorno I' en el punto x,.
e Condiciones de contorno esenciales: desplazamientos impuestos.

ui(Xo) =1; si xg €l

Podemos encontrar estas condiciones de contorno simultdneamente sobre diferentes
zonas del dominio: condiciones de contorno naturales sobre I', y esenciales sobre I', de
manera que I, UT, =T'y I', N T, = (. Pero también podemos encontrar zonas del

contorno con ambas condiciones en un mismo punto pero sobre diferentes componentes.

2.2.2 Solucién de los problemas plano y antiplano. Caso ani-

sé6tropo elastico

Eshelby, Read y Shockley (1953), mediante las ecuaciones de Navier y Lekhnitskii (1963),
mediante funciones de tensién, establecen que los campos de desplazamiento y tension

para un problema de deformacién plana generalizada han de tener la siguiente forma

j=1

3 3
o1, = —2Re (Z Lij 1 fﬂ%‘)) ; 02 = 2Re (Z Li fj/<zj>) (2.13)

j=1
donde:
1=1,2,3

wj, Aij, Lij son valores complejos que se obtienen a partir de las propiedades

del material en la forma que se verd mas adelante.

zj = o1 + p; T es la transformacion al plano complejo del dominio real
mediante el valor complejo p;.

f es una funcién analitica arbitraria (y f’ su derivada) que habra que deter-

minar para cada problema.

Re indica parte real.

Es justamente en la determinacién de p;, A;j, Ly donde las formulaciones de Le-
khnitskii y la de Eshelby, Read y Shockley, difieren en mayor medida. Como se ha
indicado, la formulacién de Eshelby, Read y Shockley es conocida en la bibliografia co-
mo formalismo de Stroh desde la publicacién de este autor en 1958, extendida en una

posterior de 1962, y asf serd también referida en este trabajo.
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Formulacién de Lekhnitskii (1963)

Partiendo de la definicién del tensor de tensiéon mediante sendas funciones de tensién
bidimensionales, Lekhnitskii demuestra que la solucién del problema de deformacion

plana generalizada sélo es posible si se satisface lo que denomina ecuacion caracteristica:

lo(p) la(p) — I3(p) = 0 (2.14)

donde /;(11) es un polinomio de orden i en u definido por:

(i) = Bssi® — 28451+ Bug
Is(1) = Bisp’® — (Bra+ Bse)® + (Bas + Bag)it — Poa (2.15)
la(p) = /311,u4 - 2/316,“3 + (2619 + /366),“2 — 2094 + By

B;; son las constantes eldsticas reducidas, definidas a partir de la inversa del tensor de

comportamiento C;; de la expresién (2.6) como
ﬁij = aij — a13a3j/(l33 (216)

siendo a;; = C:;1.
J 17

Como consecuencia de que la energia de deformacién es positiva y dado que los
coeficientes de la ecuacién caracteristica son reales se infiere que las raices de (2.14) son
complejas o imaginarias puras y aparecen como pares de complejos conjugados. De las
seis raices de (2.14) s6lo aquellas que tienen la parte imaginaria positiva son las que se

consideran en (2.13), es decir:

p;=aj+if;con ;>0 ; j=1,23 ; i=+v-1 (2.17)

La matriz A de (2.12) viene dada, por columnas, por:

la( 11
anﬂ% + a12 — aiell; — %(amm - a14)
2 (4
I (1, ,
A= | anp; +azn/p; — azx — l3<Z ) (azs —aga/p;) | ; i=1,2 (2.18)
2( /4
lsélli;

ay1ft; + Ga/ |ty — Qg — (@45 — aga/ ;)

la(h;)

)
— ls(ug) (a11p13 + a1z — arpps) + arspls — a4
l4§#3;
As = _lz 53 (@21p45 + a2/ g — a26) + Qo5 — G24/ g (2.19)
3
_ l3§ﬂ3§

(@a1pig + Gao/ g — Qag) + Qa5 — Gaa/ g
l4(#3)
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y la matriz L de (2.13) es:

. . I3(p13)
/‘Ll /‘L2 l4<,u8>lu)3
3\ U3
L= 1 1 —m (2.20)
I3(p3)  Is(pg 1
la(pg)  12(p3)

En el caso en que se produzca el desacoplamiento entre los problemas plano y an-
tiplano, por ejemplo para material monoclinico, los coeficientes de I3(x) son nulos y la

ecuacién caracteristica (2.14) se desdobla en dos:

la(p) =05 la(p) =0 (2:21)

la primera de las cuales es de aplicacién para el caso plano y la segunda para el antiplano.
Todo lo afirmado antes acerca de las raices del polinomio caracteristico es aplicable aqui
para los polinomios ly(u) y la(p).

En este caso, en los sumatorios de las expresiones (2.12) y (2.13) se utilizan los
sumandos j = 1, 2; para el caso plano y el sumando j = 3 para el antiplano y las

matrices A y L quedan en la forma

a1 + a1z — refly G115 + Q12 — Gigfls 0
a a
A Aty + —2 — s o1y + —= — azg 0 _ A | Ap
lul l’l’2 . A21 A22
Q44
0 0 45 — [L_
3
(2.22)
“H1 TH2 0
L | L
L= 11 ‘ 0 = ( L” L” ) (2.23)
0 0 ‘ 1 21 | Lz

de las cuales para el caso plano sélo son necesarias las submatrices A1; y Li; y para el
antiplano las Asy v Los.

En el caso plano los coeficientes 3;; de la ecuacién caracterfstica l4(u) = 0 serdn:

Qi para tension plana
Bij = { ’ (2.24)

a;j — a;za3;/ass para deformacién plana

Formalismo de Stroh (formulacién de Eshelby, Read y Shockley, 1953)

En la formulacién de Eshelby, Read y Shockley (1953) para el problema de deformacién
plana generalizada, las relaciones cinemdticas (2.9) y de comportamiento (2.1) son intro-

ducidas en la ecuacién de equilibrio (2.10) para, de esta forma, obtener la ecuaciones de
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Navier aplicadas al caso bidimensional, que, si las fuerzas de volumen son nulas, pueden

ser escritas, en notacién de subindices, como:
Cm'kguk@g =0 (2.25)

donde los subindices griegos varfan de 1 a 2 y los latinos de 1 a 3 y como en el caso
anterior, se estd asumiendo que la geometria, las acciones y las condiciones de contorno

no varian con xs.

La ecuacién (2.25) es una ecuacién diferencial homogénea de segundo orden en z; y
xo. La solucién més general de esta ecuacion serd una funcién analitica arbitraria (f) de
la combinacién lineal de las variables independientes y puede expresarse, sin pérdida de
generalidad, como:

w = A; f(z1 + py, 22) (2.26)

Introduciendo (2.26) en (2.25) es fécil llegar a que A; y u,; deben satisfacer el siguiente

problema de autovalores y autovectores:

[Cgijz M% —+ (Ch;jz -+ 022']‘1) M + Clijl]Ajk =0 (Sin suma en k) (227)

3
=1

J

del que se obtienen seis autovalores y sus correspondientes autovectores que pueden ser
normalizados arbitrariamente sin que la solucién se vea afectada. La ecuacién caracte-

ristica en esta formulacién resulta de imponer
det[oyjz Mz + (Ch;jz + Czijl) Mg -+ Clijl] =0 (228)

que garantiza la existencia de solucién no trivial de (2.27). Sobre las soluciones de esta
ecuacién caracteristica pueden hacerse las mismas afirmaciones que sobre las de (2.14).

Se seguira para sus raices la misma notacién empleada en (2.17).

Sustituyendo (2.26) en (2.9) y éstas en la ecuacién de comportamiento (2.1), se ob-

tiene para la matriz L (2.13) la siguiente expresién:

3
sz Z (,uk:CZ 2 + CZ ]1) A]k (2 29)
j=1

Como el caso anterior, para la resolucién de problema plano se utilizaran sélo los
sumandos correspondientes a j = 1, 2 y para el antiplano sélo el sumando 5 = 3. Para
obtener la solucién al problema plano en condiciones de deformacién plana se utilizardn
las expresiones (2.27), (2.28) y (2.29) junto con las (2.12) y (2.13) para la determinacién
de la funcién f que cumpla las condiciones de contorno. Si se quieren obtener resultados
para condiciones de tensién plana se empleardn las mismas expresiones pero utilizando

constantes modificadas en la forma (Suo, 1990):
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Cy; = Cij — Ci3C3;/Css (2.30)

donde los indices han sido contraidos segin se indica en (2.6).

2.3 Elastoestatica bidimensional en medios piezoe-

léctricos

El comportamiento piezoeléctrico consiste en un acoplamiento entre fenémenos mecéni-
cos y eléctricos asociados a asimetrias de las estructuras cristalinas que presentan algunos
materiales. Estos materiales adquieren polaridad eléctrica ante solicitaciones de tipo me-
cénico y reciprocamente, son capaces de sufrir deformacién ante solicitaciones de tipo

eléctrico.

Otra caracterfstica importante en estos materiales es su anisotropia, derivada de las

mencionadas asimetrias en sus estructuras cristalinas.

Los materiales piezoeléctricos de utilidad préactica son materiales cuya piezoelectri-
cidad ha sido inducida mediante un proceso de polarizacién. Esto es asi porque los
materiales que son piezoeléctricos de un modo natural (por ejemplo cuarzo, topacio, tur-
malina) lo son en escasa medida de modo que sus propiedades los hacen poco viables

desde un punto de vista practico.

Como se ha indicado, los materiales piezoeléctricos sintéticos méds usuales son pie-
zoceramicas de dos familias fundamentalmente: titanatos de bario y plomo circonato
titanatos conocidos como PZT. Las propiedades dieléctricas y piezoeléctricas (respon-
sables del acoplamiento entre ambos fenémenos) de estos materiales son, en general,
dos 6rdenes de magnitud superiores a las propiedades de los materiales piezoeléctricos

naturales.

2.3.1 Formulacién del problema estatico: ecuaciones basicas

Las nuevas variables que intervienen en el problema eléctrico son:

Potencial eléctrico: ¢(x1, xo)
Carga eléctrica: g(x1,x2)
Campo eléctrico: E(z1,x2), es el gradiente del potencial.

Desplazamiento eléctrico o induccién eléctrica: D(zy, x9)
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Las relaciones entre estas variables son las sigientes:

Di;—q,=0 (2.31)
Ei(z1,22) = —p (21, 22) (2.32)
Di(w1, 22) = eij Ej(21, 75) (2.33)

siendo ¢, la carga eléctrica por unidad de volumen y ¢;; un tensor simétrico (Deeg, 1980)

cuyas componentes se denominan constantes de permitividad del medio.

Las expresiones (2.31), (2.32) y (2.33) son andlogas, respectivamente, a las relaciones

de equilibrio, cineméticas y de comportamiento para el caso eldstico.

Vectores y tensores extendidos.

Considerando las analogfas indicadas, con la idea de escribir las ecuaciones que gobiernan
el problema piezoeléctrico en un forma compacta, coherente con la formulacién eldstica,
se introducen los vectores y tensores extendidos que agrupan a las variables andlogas
eléctricas y eldsticas (Barnett y Lothe, 1975; Deeg, 1980).

vector desplazamientos extendido | tensor deformacién extendido
u; sil=1,2,3 €; sil=1,2,3
uy = . €15 = .
p sil=4 —E; sil=4
(2.34)
vector fuerzas de volumen extendido tensor tensién extendido
bi SiI:1,2,3 Oij SiJ:1,2,3
by = . 03] = .
—q, sil=4 D, siJ=4

Notese que se utilizan indices en mayuscula para denotar la dimensién que se ha
extendido. Independientemente de que en problemas planos el indice 3 no sea necesario
se mantendré el indice 4 para denotar la componente eléctrica de los vectores y tensores

extendidos.

Ecuaciones de equilibrio

Las ecuaciones de equilibrio (2.10) y sus equivalentes eléctricas (2.31) en funcién de las

variables extendidas quedan:

oii +05 =0 (2.35)
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Relaciones cinematicas y ecuaciones campo eléctrico-potencial

Esta ecuaciones no admiten una expresién compacta en funcién de las variables extendi-
das y aunque han sido ya presentadas por separado (2.9) y (2.32) se escriben nuevamente

por mantener el orden de la exposicién

1
€ij = 5 (um + Ujﬂ;) 3 E@ = _90,1; (236)

Relaciones de comportamiento

A las relaciones lineales de comportamiento eldstico (2.1) y eléctrico (2.33) hay que anadir
una relacién lineal entre las variables eldsticas y las eléctricas. Se introduce el tensor
de propiedades piezoeléctricas, ey, reescribiendo las relaciones de comportamiento en la

forma

Oij = Cijk:l €l — ekijEk (237&)
D; = emen + enbr (2.37b)

El tensor de propiedades piezoeléctricas cumple las siguientes relaciones de simetria
(Deeg, 1980):
€lij = €lji (2.38)

Utilizando los tensores extendidos de tensién y deformacion las relaciones de com-
portamiento piezoeléctrico (2.37a) y (2.37b) pueden ser reescritas de forma andloga a la

ecuacién de comportamiento eldstico
o1 = Cijki € (2.39)
donde Cjjk;, se define como (Barnett y Lothe, 1975):

Cijm siJK=1,2,3

ei;j siJ=1,23; K=4
e siJ=4;, K=1,2,3
—g; siJ=K=4

CiJK[ = (240)

La propiedades de simetria de los tensores Cjj (2.2), e (2.38) y €ij; permiten

establecer la siguiente propiedad de simetria para el tensor Cjjk;

Ciixi = Cikyi (2.41)
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Contrayendo indices las relaciones de comportamiento (2.39) pueden ser escritas:

011 Cnn Cip Ciz Cuy Ci5 Cig  enn €21 €31 €11

022 Oy Ch Coy Cos Oy e €22 €32 €22

033 C33 Csy C35 C36 €13 €23 €33 €33

023 Cu Css Cy  ewns €24 €34 2€93

013 = Css Css €15 €25 €35 2€13 (242)
T12 Ces €16 €26 €36 2€10

D, sim —€11 —€12 —€13 —F;

D, —€22 —Ex —F,

Ds —€33 —E3

Como se ha indicado, los materiales piezoeléctricos de utilidad préctica son materiales
cuya piezoelectricidad ha sido inducida mediante un proceso de polarizacién. Estos
materiales son is6tropos antes de la polarizacion y después de ser polarizados muestran
un comportamiento eldstico transversalmente isétropo. Si asumimos que la direccién de
polarizacién es la direccion z3, el plano 1 — x5 queda como plano de isotropia y la matriz

de comportamiento, utilizando contraccién de indices, adopta la forma

Cyn Cip Ci3 0 0 0 0 0 €31
Cip Ci3 0 0 0 0 0 €31
Cs3 0 0 0 0 0 €33

Cy 0 0 0 €15 0

044 0 €15 0 0

Qi g 0 0

stm —€11 0 0

—€11 0

—E€33

Condiciones de contorno.

El sistema de ecuaciones diferenciales definido por (2.35), (2.36) y (2.39) necesita de
la aplicacién de condiciones de contorno. Se denota nuevamente por I' el contorno del

dominio. Las condiciones de contorno que pueden encontrarse pueden ser:

e Condiciones de contorno naturales:
pi(X0) = 0ij njlyy, =Pisixg €T

qs(x0) = —D; ni‘x:xo =qssixg el
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donde
n; es la normal exterior a I en xg

qs la carga por unidad de superficie

e Condiciones de contorno esenciales:
Ui(Xo) =u;sixg el

o(xg) =psixgel

En general podran existir zonas del contorno con uno u otro tipo de condiciones o
zonas del contorno con condiciones mixtas, es decir condiciones naturales segiin unas

componentes y esenciales segin las otras.

Las condiciones de contorno en las caras de una grieta merecen consideracion especial

y serdn desarrolladas en mayor detalle en el epigrafe 2.4.3.

2.3.2 Solucién del problema plano piezoeléctrico

Las dos formulaciones indicadas en 2.2.2 para medios anisétropos eldsticos han sido
extendidas al caso piezoeléctrico. El formalismo de Stroh fue extendido por Barnett y
Lothe en 1975 y desde entonces son muy numerosos los trabajos que han seguido esta
formulacién, por ejemplo: Pak (1990a, 1990b), Suo (1992), Pan (1999).

La formulacién de Lekhnitskii extendida al problema piezoeléctrico puede encontrar-
se, entre otros, en los trabajos de Sosa (1991, 1992), Gao y Fan (1999), Xu y Rajapakse
(1999, 2000, 2001).

Denda y Lua (1999) establecen una formulacién hibrida partiendo de la funcién de
tension empleada en la formulacién de Lekhnitskii pero con un desarrollo matricial si-

guiendo el esquema del formalismo de Stroh.

En este trabajo sélo se mostrard la extension del formalismo de Stroh, por ser més in-
mediata que la de la formulacién de Lekhnitskii que presenta una complicacién algebraica

considerable sin ventajas destacables.

Formalismo de Stroh

Mediante consideraciones andlogas a las seguidas para comportamiento anisétropo, se
puede afirmar (Suo, Kuo, Barnett y Willis, 1992) que si sobre un dominio piezoeléc-

trico cuya geometria no varfa con xjs, se establecen acciones y condiciones de contorno
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igualmente independientes de x3, los desplazamentos y tensiones, en sentido extendido,

obedecen a expresiones totalmente paralelas a las (2.12) y (2.13):

J=1

uy = {Ui, QD} = 2Re (Z AIJ fJ(ZJ)) (243)

4
o = {o1;, D1} = —2Re (Z Ly 115 fJ'(zJ)> (2.44a)

J=1

091 = {O'Qj,DQ} = 2Re (Z LIJ fJ/(ZJ)> (245&)

J=1

donde los sumatorios se realizarfan para J= 1,2, 3,4 para el caso de deformacién plana
generalizada, J= 1,2, 4 en el caso de problema plano y para J= 3,4 para el caso antiplano.
Por razonamientos paralelos a los del caso anisétropo, las raices p; y las matrices A y

L, pueden ser determinados a partir de

det[Corsa pic + (Chz + Coun) pig + Ciign] = 0 (2.46)
4
Z [Carya ,UK + (Ciy2 + Cargn) px + Cun]Ax =0 (2.47)
J=1
4
Lix = Z (g Caryz + Cargr) Ak (2.48)

=1

En este caso, la ecuacién caracteristica (2.46) serd de orden 8 (6 en el caso plano)
con cuatro parejas de raices complejas conjugadas de las cuales, nuevamente, aquellas
que tienen la parte imaginaria positiva y sus respectivos autovectores, son las que se

consideran en las expresiones (2.43) a (2.48).

Para el caso anisétropo eldstico, Stroh (1962) siguiendo la linea abierta por Guer-
ney (1957) reformula estas expresiones para la obtencién de las matrices A y L en un
unico problema de autovectores. Para el caso piezoeléctrico esta reformulacién es igual-
mente aplicable, ya que se basa en expresiones matriciales igualmente vélidas en ambos
contextos.

Pasando, por simplicidad, a notacién matricial con el siguiente cambio de notacién:

Ci1:=Cuy 5 Cip:= Ciyy 5 Co1 i= Copyy 5 Cop := Copgz 5 Ak := Ajk 5 Lk = Lik
(2.49)
las ecuaciones (2.47 y 2.48) pueden escribirse, respectivamente, como:

[022 M%{ + (Clg + 021) MK + CH] AK =0 (250)
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LK = (CQQ,UK + 021) AK (251)
donde no existe suma en K.

Combinando ambas expresiones se obtiene otra expresiéon para la matriz L:

1
K

Las expresiones (2.51 y 2.52) pueden ser escritas en una séla ecuacién matricial en la

forma
-C,,C —Cy A A
_fz 21 | 22_1 =pl—] 6 Nv=pv (2.53)
—C12Cy Co1 + Cpy | —C12Cyy L L
siendo

-1 -1 A
N = (_j? Con | 022_1 cv=|— (2.54)
—C12C5, Co1 + Ciy | —C12Cs, L

El problema de la determinacién de uyx, A y L queda transformado en el cdlculo de
los autovalores y autovectores de la matriz N. La existencia de la inversa de Cqy estd
garantizada por el cardcter positivo de la energia de deformacién (Stroh, 1962). Como
se ha comentado, las expresiones (2.49) a (2.54) se pueden trasladar al caso anisétropo

eldstico sin més que utilizar subindices en minisculas.

2.4 Mecanica de fractura lineal elastica. Materiales

anisétropos elasticos y piezoeléctricos

2.4.1 Introduccién

La determinacién de tensiones en la inmediacién de defectos en el seno de los materiales
ha sido, probablemente, uno de los aspectos mds estudiados en ingenierfa mecédnica
desde que se tuvo conciencia de como la presencia de defectos provocaba la proliferacion
de grietas en los materiales y esto a su vez acortaba la vida 1til de los componentes

mecdnicos o las estructuras.

Los materiales compuestos estdn formados por dos o més fases de caracteristicas
mecéanicas muy diferentes lo que les confiere una fuerte tendencia a desarrollar grietas.
Esta tendencia es también muy acusada en los materiales piezoeléctricos que, como se ha

comentado, son materiales cerdmicos que estén caracterizados por una sensible fragilidad.
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Otra caracteristica de estos materiales es que su comportamiento no es isétropo y
han de ser estudiados incorporando una relacién tensién deformacién de tipo anisétropa

0, cuando menos, ortétropa.

En esta seccién se muestran los campos de desplazamiento y tensién en el entorno
del vértice de una grieta en el seno de un material anisétropo elédstico (Sih, Paris e Irwin,
1965; Sih y Liebowitz, 1968) y en el seno de un material piezoeléctrico (Pak, 1992)

En todas estas expresiones se pone de manifiesto que, como en el caso isétropo, el
comportamiento de las tensiones alrededor del vértice de la grieta es del tipo 1/4/r y el
de los desplazamientos del tipo /7, siendo r la distancia medida desde el vértice de la

grieta.

Igualmente puede verse como la caracterizacién de las tensiones y los desplazamientos
en esta zona depende del factor de intensidad de tensiones que en el caso piezoeléctrico
habra que entender en sentido extendido, es decir, F1 de tensiones y desplazamiento

eléctrico.

Por este motivo en esta seccién se hace una revision de los métodos que pueden
encontrarse en la literatura para la determinacion de este pardametro, cuya determinacion
resulta esencial para la caracterizacién de problemas como la determinacién de la vida

a fatiga de los componentes mecédnicos o el estudio del crecimiento de grietas.

2.4.2 Desplazamientos y tensiones en el vértice de grieta. Caso

anisétropo elastico

Han sido muchos los trabajos que se han dedicado a la caracterizacién de los desplaza-
mientos y tensiones en el entorno del vértice de grietas, entre otros: Williams (1952),
Irwin (1957), para comportamiento is6tropo; Williams (1959), para grietas en interfases
de materiales isétropos; Sih, Paris e Irwin (1965) Sih y Liebowitz (1968), para com-
portamiento anisétropo; Ting (1986, 1990) para grietas en interfases de bimateriales

anisétropos o Pak (1992) para grietas en materiales piezoeléctricos.

Adoptando, para describir los campos de desplazamientos y las tensiones, sendos
sistemas de referencia, rectangular y polar, con origen en el vértice de la grieta (figura
2.1) y definiendo los tres modos de apertura de grieta como en el caso isétropo (figura
2.2), los términos predominantes de los campos de desplazamiento y tensién son (Sih,

Paris e Irwin,1965) los que aparecen en las expresiones (2.55a) a (2.60b).
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gy
—
Grieta
Ty
—_:f >

Figura 2.1: Tensiones y sistemas de referencia en el entorno del vértice de grieta.

Modo 1 Modo II

— ———

Modo III

Figura 2.2: Modos de apertura de grieta.

Problema plano, carga simétrica respecto del plano de la grieta

Desplazamientos

2r -,u1A12 \/0089 + pgsenf — M2A11\/C089 + 14y sen 0]

uy = K] — Re

T i M1 — M2 |
2 [ A cosO + p,send — A sen 6 + sen |
u = K <r Re M 22\/ Ho Ho 21\/ Ky
T i H1 — Ho
Tensiones
K H1 Ko Ho H1
g1 = Re _
2mr U1 — Mo \/C089+[L2 sen ¢ \/C089 + (i send
K [
oy = I Re Iaa _ Mo
2mr U1 — Mo \/C089+[L2 sen ¢ \/C089 + (g send
K [ 1 1
R I Re Hy o .
27r 1 — Hy \ \/cosO+ pysend  /cosf + pysend

(2.55a)

(2.55h)

(2.56a)

(2.56b)

(2.56¢)
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Problema plano, carga antisimétrica respecto del plano de la grieta

Desplazamientos
v = Kn 2r Re Alg\/COSQ + g sinf — All\/C089 + p4ysin 6 (2.57)
™ i My — M2 |
v — Kin 2r Re Agg\/COSQ + g sinf — Agl\/COSQ + pysin (2.57h)
™ i Hy — M2 |
Tensiones
_ ) ) _
o = Bap |1 a2 - h (2.58a)
27r Uy — g \/cosﬁ + [y send \/cosﬁ + py send
oy = Bl L ! - ! (2.58b)
27r Uy — g \/cosﬁ + pysenf \/cosﬁ + (14 sen 6
K [ ]
o1 = —LRe a2 - = (2.58¢)
27r 1 = pg \ \/cosO + pysent  y/cosf + p,send

Problema Antiplano

Desplazamientos
[2r \/cos 0 + pgsenf
=K — R 2.59
us III - € ( Chs — i3 Cus ( )
Tensiones
Krr M3
o = — Re 2.60a
s V2rr <\/COSQ—|—,U38€H9 ( )
K 1
03 = ———L Re (2.60b)
27r \/cosf + pgsenf
donde

Ky, Kiry Krr son los factores de intensidad de tensién para los modos I, 11

y III de apertura de grieta

y, [y Y fig son las raices de la ecuacién caracteristica obtenidas segin (2.14)
o (2.28)

A;; es la matriz definida por (2.22) o por (2.27)

Cy5 v Cyy son constantes del material segiin la ecuacién de comportamiento
(2.6).
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2.4.3 Desplazamientos y tensiones en el vértice de grieta. Caso

piezoeléctrico

En el caso de una grieta en un medio piezoeléctrico se ha de considerar un nuevo “modo de
apertura” de grieta. Asf como los modos de apertura I, I y I11, para problema eldstico,
se identifican con un salto en los desplazamientos segtin las direcciones del sistema de
referencia: Auy, Aus v Aug; teniendo en cuenta la definicién del vector extendido de
desplazamientos para el caso piezoeléctrico, expresiones (2.34), se denota por modo IV
al asociado con un salto en el potencial eléctrico a través de las superficies de la grieta,
Ap. El factor de intensidad asociado a este modo se denomina factor de intensidad de

desplazamiento eléctrico.

Si la grieta estd en el seno de un material piezoeléctrico, el comportamiento de las
tensiones extendidas (o) en la zona dominada por la singuralidad muestra un com-
portamiento de tipo 1/4/r igual que en el caso eldstico (Kou y Barnett, 1990; Sosa,
1991, 1992; Pak, 1992) y lo mismo ocurre con el comportamiento de los desplazamientos
extendidos (uj), del tipo /.

Las condiciones de contorno para las superficies de la grieta no es aiin un tema cerrado

(Ou y Chen, 2003). Suelen ser consideradas tres tipos de condiciones de contorno:
e Condiciones de grieta permeable.

Denotando por + y — las superifies superior e inferior de la grieta, la condicién de
contorno de grieta permeable supone que el potencial y la carga eléctrica normal a ambas
caras, son iguales:

" =¢ ; Df=D, (2.61)

Con esta condicién de contorno, adoptada por Parton (1976) puede afirmarse que la
grieta no existe a efectos eléctricos. Esta situacién es poco defendible desde un punto
de vista fisico dados los valores usuales de permitividad de los medios involucrados en
el fenémeno. La permitividad de las cerdmicas piezoelécticas mds usuales son, cuando
menos, tres érdenes de magnitud superior a la permitividad del medio que podemos

encontrar en la grieta, por ejemplo aire.
e Condiciones de grieta impermeable.

Mis realista que la anterior, esta condicién consiste en suponer que la induccién
eléctrica en el medio que ocupa la grieta es despreciable y que no existe carga eléctri-

ca normal a la superificie, es decir, se trataria de una superficie libre respecto de los
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desplazamientos eléctricos:
Df=D, =0 (2.62)

donde el subindice n indica la normal a la superficie de grieta.
Esta condicién de contorno ha sido ampliamente utilizada (p. ej. Deeg, 1980; Pak

1990a, 1990b, 1992; Suo, Kuo, Barnett y Willis, 1992) y es la que se utilizard también

en este trabajo.

Con estas condiciones de contorno las expresiones genéricas* para los desplazamientos
y tensiones extendidos en el vértice de grieta, con los sistemas de referencia representados
en la figura 2.1, son (Pak, 1992):

2
uy = K/ %BS’I\,I,I Re <AJRLSR \/C089 + pp sen 9> (2.63)

Ky
\ 27T

g;] — (264)

_ Om1 + Om
OiJKmBSqu Re (AKRLSR L 2R )

\/cos 6 + g sen
donde:

Ciskm, Axr, Lsg y 1ty han sido definidos en el epigrafe 2.3.
0i; es la delta de Kronecker.

Bsp = —Re(LsrLrp).

El subindice M indica el modo de apertura: I, I[1, [I] y IV.

e Condiciones de contorno grieta tipo PKHST.

Denominadas asi por las iniciales de los autores que las sugirieron Parton y Kudryavt-
sev (1988) y Hao y Shen (1994). Son las condiciones de contorno que habria que utilizar

si se desea considerar la permitividad del medio que ocupa la grieta:
Dy =D, =cte; Dy(uy —u,)=culp” — ") (2.65)

donde ¢, es la permitividad del medio y el subindice n indica la normal a la superfice de

la grieta.

2.4.4 Determinacion de los factores de intensidad de tensiones

La determinaciéon del FIT puede realizarse mediante métodos analiticos, numéricos o

experimentales (véase por ejemplo Mukhopadhyay, Maiti y Kadodkar, 2000; Erdogan,

*Para una solicitacién general: carga mecdnica (en el plano y antiplana) y carga eléctrica.
"Notacién tomada de Ou y Chen (2003).
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2000; Azhdari, Obata y Nemat-Nasser, 2000). Los métodos analiticos presentan fuertes
limitaciones respecto del tipo de problema a que pueden ser aplicados. Los métodos
numéricos, sin esta limitacién, se han consolidado como la herramienta m&s potente

para la determinacion de este pardmetro en problemas de interés ingenieril.

El tratamiento numérico del problema consiste en la aplicacion de algiin método
numérico para la resolucion de las ecuaciones de campo y en la determinacién posterior
del FIT a partir de las variables de campo determinadas. Los métodos numéricos mas
extendidos son el método de los elmentos de contorno y el método de los elementos

finitos.

Las diferentes técnicas empleadas en la determinacién del FIT son las siguientes:

e Meétodo energético o de la derivada de la rigidez (por ejemplo Parks, 1974; Maiti,
1990).

Se basa en la evaluacién de la densidad de energfa liberada G. Esta cantidad puede
obtenerse mediante el cdlculo de la variacién de densidad de energia de deformacién
(U) respecto del tamano de grieta (a) o, dada la relacién entre la densidad de energia
de deformacién y la matriz de rigidez (K) (Parks, 1974), calculando la variacién de la
matriz de rigidez respecto del tamano de grieta:

_oUu 1 ,0K

siendo u es el vector de desplazamientos.

Obtenida G, para el modo de apertura de que se trate, el FIT puede determinarse

mediante las siguientes expresiones:

Problema plano

G=Gr+G =
= _%@2 Im <KI L :1/;22) - KH) + I;fall Im [Krr (py + po) + Krp o) (267)
donde Im indica parte imaginaria.
Problema aintiplano
Grr=— Kiry Im (Cs + psCu) (2.68)

2 044055

El autor no tiene constancia de que este método haya sido empleado, hasta el mo-

mento, junto con el MEC.
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e Método de la integral de cierre de grieta.

Este método determina también la energia unitaria liberada pero mediante la evalua-
cién del trabajo de cierre de grieta obtenido a partir del campo de desplazamientos. Esta
técnica introducida por Irwin (1958), ha sido ampliamente utilizada tanto junto al MEF
(Rybicki y Kanninen, 1977; Krishnamurthy, Ramamurthy, Vijayakumar y Duttaguru,
1985, Singh, Carter, Wawrzynek e Ingraffea, 1998; entre otros) como junto al MEC (por
ejemplo Hucker y Farris, 1993; Farris y Liu, 1993; Mukhopadhyay, Maiti y Kadodkar,
1999; Rajapakse y Xu 2001)

e Integral J:

Uno de los métodos més utilizados (por ejemplo Portela, Aliabadi y Rooke, 1992,
Prasad, Aliabadi y Rooke, 1994; Sollero y Aliabadi, 1995) en la determinacién del FIT

consiste en la determinacién de la integral

Ou;
= "Ny — p——r 2.
J /s <U ny — p; 81:1) as (2.69)

introducida por Rice (1968). Donde S es cualquier linea que rodea al vértice de grieta (la
integral es independiente de S), U’ es la energia de deformacién por unidad de volumen,
la direccién 1 es la que estd alineada con la grieta y u; y p; son los desplazamientos
y las tracciones respectivamente. En el dmbito de la mecdnica de la fractura lineal
eldstica, esta integral es igual a la energfa unitaria liberada G y por tanto su evaluacion

se corresponde con la de los FIT.
e Método de tensiones o desplazamientos.

Es el método més directo ya que requiere un menor postprocesado de los resulta-
dos obtenidos para las variables de campo. Consiste en igualar estos resultados, para
unas coordenadas concretas, con sus expresiones tedricas: (2.55a) a (2.60b) para el caso
anisétropo eldstico, (2.63) y (2.64) para el caso piezoeléctrico. De esta igualacién se
obtienen unas expresiones de las que es posible obtener los valores de los factores de

intensidad.

Las variantes que puede presentar este método dependen de las variables usadas
(desplazamientos o tensiones) y del nimero de puntos en los que estas variables son eva-
luadas. Martinez y Dominguez (1984) muestran un estudio comparativo de las diferentes

variantes.

Es, junto con el anterior, el método maés utilizado: Blandford, Ingraffea y Liggett
(1981), Ishikawa (1990), Tan y Gao (1992), Sdez, Gallego y Dominguez (1995), entre
otros.
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2.5 Dinamica de fractura lineal elastica. Materiales
anisétropos elasticos y piezoeléctricos

En aquellos casos en los que las variaciones en las condiciones de contorno del problema

son fuertemente dependientes del tiempo, esta variable, asi como los efectos de inercia,

han de ser considerados en las ecuaciones. En el anélisis de problemas con grietas bajo

estas condiciones es determinante el conocimiento de la variacién en el tiempo de los

factores de intensidad.

2.5.1 Ecuaciones de campo en elastodinamica
Ecuaciones de comportamiento

Se considerardn las mismas relaciones de comportamiento empleadas en el caso estético,

tanto para comportamiento anisétropo eldstico
0ij(Tm; 1) = Cijri€r(Tm, 1) (2.70)

como para piezoeléctrico
03 (Tm, t) = Ciki €xi(@m, t) (2.71)

Todas las afirmaciones hechas sobre los tensores de comportamiento en el caso estatico

son aplicables al caso dindmico.

Ecuaciones cinematicas

Comportamiento anisétropo

1
€ij (.Tm, t) = 5 [UL]‘ (.Tm, t) + Ujﬂ;(l'm, t>] (272)
Comportamiento piezoeléctrico
1
€ij(Tm, 1) = 5 Ui (Tm, 1) + wji(@m, 1)] 5 Bilm, t) = =9 ,(2m, 1) (2.73)

Ecuaciones de equilibrio dindmico

En el equilibrio de fuerzas hay que considerar las fuerzas de inercia. Para el caso ani-

sétropo eldstico estas ecuaciones pueden escribirse:
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siendo b; las fuerzas por unidad de volumen y p la densidad del medio.

Para el caso piezoeléctrico las ecuaciones de equilibrio, utilizando variables extendi-

das, quedarfan:
0i3,i(Xm, t) + by (@Xm, t) = p Ui (X, t) (2.75)

donde debe destacarse que no existe componente eléctrica de fuerzas inerciales.

2.5.2 El problema armédnico

Los problemas armoénicos son aquellos en los que las variables dependen del tiempo en

+iwt

la forma e siendo w la frecuencia angular e ¢ = v/—1. Estos problemas tienen una

gran importancia en elastodindmica por diferentes motivos.

Las ecuaciones se simplifican sensiblemente pudiendo obviar el factor e*™* ya que

aparece en todos los términos a ambos lados de las igualdades.

Las tnicas derivadas que habra que considerar serdn nuevamente las espaciales por

cuanto las temporales consistirdn en el producto de +iw.

Pero lo méas importante es que la gran mayorfa de las excitaciones dindmicas admiten
desarrollo en serie de Fourier, lo que se denomina desarrollo en armoénicos. Mediante el
desarrollo en armoénicos de la excitacion, la respuesta de un sistema lineal puede obtenerse

como la superposicién de las respuestas a cada uno de los armonicos.

Por todo lo anterior el andlisis dindmico en esta tesis se ocupa del estudio de proble-
mas armonicos. En este tipo de problemas las variables, en cada punto, se caracterizarian
por su amplitud y su frecuencia. Asi, siendo v una variable genérica de campo, su valor,

para un instante ¢, puede expresarse en la forma
v (T, t) = V(T w)eT! (2.76)

donde v(z,,,w) es la amplitud, que depende de la posicién (z,,) y de la frecuencia (w)
y el circunflejo indica la magnitud total. Con esta notacién las ecuaciones de equilibrio
quedan

0iji(Tm, w) + bj (T, w) = —pwuy (T, w) (2.77)

para comportamiento anisétropo eldstico y
UiJ,i<xm7 W) + bJ ('Tm7 W) = _pw2ui<xm7 W) (278)

para comportamiento piezoléctrico.

En (2.77) y (2.78) se ha eliminado el factor e**! que aparecerfa en todos los términos.
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El resto de expresiones, ecuaciones de comportamiento y cinématicas, tienen expre-
siones absolutamente indénticas a (2.70), (2.71), (2.72) y (2.73) con sélo cambiar ¢ por

w.

Condiciones de contorno

Denotando por I el contorno del dominio, las condiciones de contorno para comporta-

miento anisétropo pueden ser:

e naturales:

pi(x0,w) = 0ij(x,w) njl, . =Di(w) sixg €T

e esenciales:

u; (X0, w) = u;(w) sixg € T
A estas condiciones se anadirdn, para comportamiento piezoeléctrico, las siguientes:

o naturales:

qs(x0,w) = —Di(x,w) Nyl = Gs(w) sixg €T

siendo ¢, la carga por unidad y n; la normal exterior al contorno en x.

e csenciales:

o(x0,w) =P(w) sixg €T

Sobre las superficies de las grietas en dominos piezoeléctricos se pueden imponer las
condiciones de contorno de grieta permeable, impermeable o tipo PKHS ya comentadas
para el caso estdtico (epigrafe 2.4.3). Al igual que en el caso estdtico se ha optado aqui

por las condiciones de grieta impermeable.

2.5.3 Difraccién de ondas

La distorsiéon que sobre una onda que se propaga en un medio provoca un obstdculo es un
fenémeno que ha sido estudiado y aplicado con éxito en diferentes campos, por ejemplo,

sismologfa, medicina o ingenierfa.

El obstaculo que distorsiona el campo puede ser una inclusién, un hueco, un contorno

exterior o, como en este caso, una grieta.
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El fenémeno de la difraccién consiste en la superposicion del campo que incide sobre
el objeto (campo incidente, conocido) y el generado por la presencia de éste (campo

difractado, desconocido).

En la difraccién de ondas por la presencia de obstaculos en dominios infinitos el campo
difractado debe cumplir las condiciones de radiacién (Eringen y Suhubi, 1975), el MEC
cuenta con la ventaja de no necesitar de la discretizaciéon de los contornos exteriores ya

que la condicién de radiacién queda satisfecha automaticamente (Dominguez, 1993).

Para obtener el resultado en este tipo de problemas puede hacerse uso del principo de
superposicién. El problema original (problema 0, figura 2.3) es el problema de una onda
que incide sobre la grieta libre de tensiones (e impermeable en el caso piezoeléctrico)
provocando un campo difractado que se superpone al primero. Este problema puede ser

descompuesto en la suma de dos problemas:
Problema 1: onda que se desplaza en el medio eldstico (o piezoeléctrico) libre de grietas.

Problema 2: grieta sometida, en sus superficies, al campo incidente cambiado de signo.

Figura 2.3: Esquema del principio de superposicién aplicado al problema de difraccién

de ondas por la presencia de grietas.

Resulta evidente que la suma de los campos de los problemas 1 y 2 da lugar al campo
del problema 0, asf como, que las condiciones de contorno de grieta libre de tensiones son

satisfechas cuando sobre las superficies de la grieta se suma y se resta el campo incidente.

En el problema 1 todo es conocido y dado que no hay grietas no tiene sentido hablar
de factores de intensidad. Por lo tanto resolviendo el problema 2 se tendrd la solucién

del problema original.

En resumen, para resolver el problema de difraccién de ondas mediante el MEC seré
suficiente con discretizar la grieta y resolver el problema que resulta de imponer sobre

su superficie el campo incidente cambiado de signo.






Capitulo 3

Soluciones fundamentales

3.1 Introduccion

Las ecuaciones diferenciales que gobiernan los problemas que han sido tratados en este
trabajo han sido resueltas numéricamente mediante el método de los elementos de con-
torno tanto en el caso estatico como en el dindmico arménico (Brebbia y Dominguez,

1992; Dominguez 1993; para el caso eldstico).

En este capitulo se presenta, de un modo muy breve, la formulacién de este método
partiendo del teorema de reciprocidad, conocido en el caso estdtico como teorema de

reciprocidad de Betti, que en el caso armoénico, es una extensién del mismo.

Esta presentacién servird ademds para poner de manifiesto la importancia que, en el

propio desarrollo del método, tienen lo que se denominan soluciones fundamentales.

Se denomina solucién fundamental (o funcién de Green) a la solucién en desplaza-
mientos del problema de una carga puntual en un determinado dominio. La aplicacion
del teorema de reciprocidad entre este problema y el problema que se desee estudiar
da lugar a unas ecuaciones integrales que, una vez resueltas, proporcionan la solucién

buscada.

El resto del capitulo se dedica a mostrar las diferentes soluciones fundamentales que
han sido utilizadas para resolver los problemas bidimensionales anisétropo eldstico y
piezoeléctrico, bajo acciones estdticas y armonicas: FEshelby, Read y Shockley (1953),
Suo (1990), Barnett y Lothe (1975), Wang y Achenbach (1994) y Denda y Araki (2002).

Finalmente, se recogen otras soluciones fundamentales que no han sido implementa-
das pero que, por su similitud formal con las que si se han programado, son susceptibles

de ser utilizadas siguiendo los mismos esquemas que se presentan.

39
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3.2 El método de los elementos de contorno

Sea un dominio €2, con contorno I' en el que se define un sitema de referencia z;. Sean
en ese dominio dos estados diferentes de carga estédtica. Cada uno de estos estados se
caracterizard por un conjunto de valores de desplazamientos (u), tracciones (p) y fuerzas
por unidad de masa (b). Denotando por u, p, b uno de los estados y u*,p*,b* el otro,

el teorema de reciprocidad entre ambos estados puede ser expresado en la forma

/M@w@aw/mwmmwz/mwﬁwaw/mmwmﬂ (3.1)

Q r Q r

donde p es la densidad del medio.

Wk

Considérese como estado la solucién al problema de dominio infinito con un carga

unitaria colocada en un punto £. La expresién de un carga como esa es
pb; = 6(x — £)é;; (3.2)

donde 6 es la delta de Dirac y 6;; la delta de Kronecker. Denétese la solucién a este

problema, en desplazamientos y tracciones respectivamente, por

U;'kj(sax) ; p;'kj(sax) (33)

donde el primer indice indica la direccién en que se aplica la carga y el segundo la
componente de la solucién. Con estas definiciones, la expresién (3.1) puede ser escrita,
en ausencia de fuerzas de volumen y considerando las propiedades de la delta de Dirac,
en la forma

w(®) + [ (€201, = [ 1 (6.) py() T (3.)

r r

donde uj;(€,x) y pj;(€,%), son conocidos en todo el dominio y por lo tanto, sobre el

contorno I'.

La expresién (3.4) indica que serfa suficiente conocer la solucién al problema, u;(x)

y p;(x), en todo el contorno para conocerla en cualquier punto £ del dominio.

Con el objetivo de determinar esas funciones sobre el contorno se procede de la
siguiente forma: se toma & situado en el contorno. Para que la expresién (3.4) contintie
siendo valida, se modifica ligeramente el domino de integracién anadiendo un volumen

semicircular en torno al punto & (ver figura 3.1).

Una vez aplicada la expresion (3.4) se hace tender el volumen anadido a 0 obteniendo,

de esta manera, la ecuacion de los desplazamientos para un punto genérico del contorno.
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Figura 3.1: Dominio modificado para escribir la ecuacién integral en el contorno.

Sobre el dominio modificado, las integrales de (3.4) pueden descomponerse en dos

sumandos, uno sobre el contorno anadido (I',.) y otro sobre el resto del contorno (I'—T,.):

/%@@M@ﬂzf%@wwwﬂﬁ/@mmwmw (3.5)

T I'r I'-TI'

/@@wmmﬂz/%@mmmﬂa/%@mmmﬂ (3.6)

I I'r I'—I'r

Tomando limites cuando 7 — 0 en (3.5) obtenemos

ti [ p(€x) w0 = ()l [ sy =cu©  G0)
r, T

tim [ 956.%) w0 dr = f 93 (€.%) wso) aT (38)
r-T, T

En (3.7) se ha tenido en cuenta que las tracciones de todas las soluciones funda-
mentales utilizadas en este trabajo tienen un comportamiento, cuando la distancia me-
dida desde el punto de colocacién de la carga (r) tiende a 0, del tipo O[1/7], es decir
pi; ~ O[1/r] cuando 7 — 0. Como dI' ~ O[r], la integral en (3.7) no se anula cuando

r — 0, generando lo que se denomina término libre, c¢;;:

cy = Lt Ty [ 7€ %) ar (3.9
Iy

El stmbolo ][ indica integral en el sentido de wvalor principal de Cauchy.

Tomando limites cuando 7 — 0 en (3.6) obtenemos

ti [ (€30 () a0 = py(€) iy [ i €,) a8 =0 (3.10)
I'r

I'r
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i [ 0, (€30 ;00T = f i (€,%) py ) (3.1)

r—0

I'—I'r r

En este caso la primera integral si se anula dado que el comportamiento de los despla-
zamientos cuando la distancia r tiende a cero es del tipo O[ln r] mientras que dI" ~ O[r]

con lo que el integrando tiende a cero cuando r — 0.

En definitiva (3.4) puede ser escrita para los puntos del contorno (ecuacidn integral

de desplazamientos en el contorno) como

%w@+f%@wwmﬂ=f@@mwwﬂ‘ (3.12)

r r

Con el objetivo de obtener la solucién para todo el contorno, éste es discretizado en

E elementos I', (figura 3.2), de modo que

r=Sr. (3.13)

Figura 3.2: Discretizacion del contorno de un dominio genérico.

Tomando en consideracién el contorno discretizado, la expresién (3.12) puede escri-

birse como
e=F e=F
cs(©ui@) + Y [ pexueadr =3 [uyexmed (31
e:lFe e:ll—\e

donde las integrales s6lo serdn tomadas en el sentido de valor principal de Cauchy si
el elemento sobre el que se estd integrando contiene al punto £ donde estd colocada la

carga.

Si en cada elemento I'. se definen las funciones u;(x) y p;(x) por interpolacién a

partir de sus valores en un nimero, n, de puntos (nodos), con funciones de interpolacién
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¢,(x) conocidas, en la forma

5 = 3 g un) =3 ¢, (x)ul (3.15)
P = 3 6,0px0) = 3 6, (x)p (3.15b)

se ha pasado de un problema en el que las incégnitas eran funciones continuas u;(x) y
p;(x), o al menos parte de estas funciones, a otro en el que las incéngitas son los valores

de estas funciones (uj o pf) en un conjunto de N puntos con N =n x E.

La expresion (3.14) se puede escribir ahora en la forma

e=F q=n e=F q=n

s ©OuE)+ 3y / PyEx) b,utdr =33 / W (6,%) 6,(ptdl (3.16)

e=1 g=1 T, e=1 ¢g=1 .
Escribiendo esta ecuacién para tantos nodos como se hayan establecido en el contorno

se obtiene una ecuacién matricial que puede escribirse como

Cuando sobre esta ecuacién matricial se impongan las condiciones de contorno re-
sultard un sistema algebraico de ecuaciones lineales para determinar las componentes
desconocidas de desplazamientos y tracciones. Resuelto este sistema se conocerdn los
desplazamientos y tracciones en todos los nodos del contorno y mediante las expresiones
(3.15a) y (3.15b), en todo el contorno.

Finalmente podrdn determinarse los desplazamientos para cualquier punto del domi-

nio a partir de (3.4).

Para obtener las tracciones en los puntos del dominio puede procederse aplicando
las relaciones cinemdticas al campo de desplazamientos obtenido y posteriormente, las
ecuaciones de comportamiento o proceder de la misma forma sobre las expresiones (3.4)
para obtener la ecuacion integral de tracciones que se vera en el capitulo siguiente y que
permite determinar las tracciones, de una mamera mas precisa, a partir de las variables

nodales en el contorno.

La extensiéon de la formulacién anterior al caso arménico es inmediata a partir del
teorema de reciprocidad en elastodindmica obtenido por Graffi (1946) y extendido a
dominios infinitos por Wheeler y Sternberg (1968). La expresiéon de este teorema es
totalmente andloga a la expresién (3.1) pero considerando que las variables dependen

también de la frecuencia.
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La solucién fundamental armoénica, es la solucién al problema de una carga puntual
arménica aplicada en un punto & perteneciente a un dominio infinito. La expresién de
una carga como esa es:

pb = 8(x — €)™ (3.18)
siendo t el tiempo, w la frecuencia angular de la excitacién y el resto de pardametros
como en (3.2). En este caso la solucién fundamental, en desplazamientos y tracciones,
se denota por

u:j(sa X, w)eiiwt ; p:j(sa X, ("})eimnf (319)
y el resto de los desarrollos son totalmente anédlogos a los ya realizados con la salvedad

de que ahora todas las variables dependen de w.

A continuacién se muestran las soluciones fundamentales que han sido utilizadas en
este trabajo para resolver los problemas bidimensionales de fractura estético y arménico,

para materiales anisétropos eldsticos y piezoeléctricos.

3.3 Soluciones fundamentales estaticas

3.3.1 Caso anisétropo elastico
Solucién de campo completo

La solucién al problema bidimensional de una distribucién lineal de carga en un dominio
anisétropo eldstico fue publicada por Eshelby, Read y Shockley (1953) y revisada por
Cruse (1988). Sea que el plano de estudio es el plano x, xs y la distribucién unitaria
de carga sigue la direcciéon x3. Siguiendo la formulacién descrita en el capitulo anterior

(pag. 18), la solucién en desplazamientos para este problema tiene la expresién

1
ufj(zk, zg) = Re (Aijmi In(z,, — z?n)) (3.20)
donde:

# 2z, es la transformacion al plano complejo de un punto genérico del plano fisico
(21, 2) en el que se evalia la solucién fundamental. Este punto se denomina punto

de observacion y la transformacién al plano complejo se realiza mediante
2k = X1 + T2 (3.21)

1, pueden ser determinado como las raices complejas con parte imaginaria

positiva de la ecuacién

det[oyjz Mz + (Ch;jz + C2ij1> Mg + Clijl] =0 (322)
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# La matriz Aj; estd fomada, por columnas, por los autovectores resultantes de

resolver el siguiente problema:
[Caij2 tr + (Chijz + Caij1) py, + Chiji]Ajk = 0 (sin suma en k) (3.23)

donde las matrices Cyijp (o, 8 = 1,2) son submatrices del tensor de comporta-

miento definidas en el capitulo anterior, expresiones (2.49).

# 29 es el punto de aplicacién de la carga en el plano complejo. Se obtiene transfor-
mando el punto de aplicacién de la carga en el plano fisico (£;,&,), demoninado
punto de colocacion, mediante y,; de la misma forma que se realizaba la transfor-

macion en el punto de observacién:
2’2 =&+ € (3.24)

# La matriz Qi; se determina mediante
Q=A'B'+B )} B=iAL" (3.25)

con
1

Ly = (11xCaijo + Cauiji) Aji, = P
k

(Chij1 + 1 Chij2)Aji (sinsumaenk)  (3.26)

Mediante la aplicacién de las relaciones cinemadticas (2.9) y las de comportamiento

(2.1) pueden obtenerse las expresiones de las tracciones para la solucién fundamental:

*

Pz, 21) = 0 (2s 20010 (20) = Clrjnti; (2 20) 0 (28) =

1 Zmn
= —% Re (ClrjnAijmimnr> (327)

siendo n, la normal exterior en el punto de observacién

Haciendo uso de las expresiones (3.26), las tracciones pueden ser reescritas de forma

méas compacta:

pi; (2, Zp) = - Re (ij@mi%) (3.28)

m_qu

Como ya se ha indicado, alternativamente, x,,, A y L pueden ser determinados, del

siguiente problema de autovalores y autovectores

-C,,'C —Cy A A
_32 21 | 22_1 .y (3.20)
—C12C55 Co + Cyy | -C2Cs, L L
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Solucién de semiespacio

Especialmente 1itil para resolver ciertos problemas, por ejemplo problemas en los que el
dominio de estudio es el suelo, puede resultar obtener la solucién fundamental para una
carga puntual aplicada en un semiespacio en el que la superficie estd libre de tracciones
(figura 3.3).

Figura 3.3: Esquema para la obtencién de la solucién fundamental de semiespacio.

En particular, para distribucién lineal unitaria de carga en un semiplano con condi-
ciones de superficie libre de tracciones, con un sistema de referencia como el representado
en la figura 3.3 (es decir la superficie libre es el plano z5 = 0), la solucién fundamental
es (Suo, 1990; Pan, Chen y Amadei, 1997):

1 _
i (2, 22) = =—Re [Ajm (Qmi In(zm = 23) = EnsQuiIn(2m — 7)) (3.30)
1 P — N2 M1 — N
* 0 m m
pij(zk, 2p) = - Re {ij (sz’m - mSQsi%—_gg>:| (3.31)
donde
E=L"'L (3.32)

una barra sobre una variable indica su conjugada y el resto de pardmetros son los mismos

que para espacio completo.

3.3.2 Caso piezoeléctrico

El formalismo (hexadimensional) de Stroh para el caso anisétropo eldstico fue extendido
al comportamiento piezoeléctrico (octodimensional) por Barnett y Lothe (1975). En esa
misma publicacién se presenta la extensién de la soluciéon fundamental a este caso. Se
trata de la solucién para una distribucién lineal unitaria de carga m&s la componente
extendida: una distribucion lineal unitaria de carga eléctrica, todo ello en un dominio

bidimensional.

La expresién de la soluciéon fundamental es formalmente idéntica a las expresiones

(3.20) y (3.28) pero utilizando la notacién extendida presentada en el capitulo anterior:

1
ufy(2x, ZIO() - Re (AJMQMI In(zm — Z&)) (3.33)
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« 1 m1—n
piy (2, %) = g Re (LJMQMI%) (3.34)
1= 2M

los indices toman los valores 1, 2 y 4; n = (n1,n2) es la normal exterior en el punto de

observacion y la determinacion de iy, A, L y Q puede realizarse mediante las expresiones
(3.25) v (3.29).

En un trabajo previo, Barnett y Lothe (1973) proponen lo que denominaron for-
malismo integral. El objetivo de este formalismo es resolver este problema, evitando la
determinacién de autovalores y autovectores complejos de una matriz que, en el mejor
de los casos, es de 6 x 6 y sustitir este problema por la determinacién numérica de varias

integrales regulares reales. Este formalismo se muestra en el apéndice A.

En este trabajo, dado lo desarrollado de los algoritmos para la determinacion de
autovalores y autovectores complejos, se ha optado por esta via, mds directa que el

formalismo integral.

3.4 Soluciones fundamentales dinamicas. Dominio

de la frecuencia

La aplicacién del método de los elementos de contorno para resolver problemas en el
dominio de la frecuencia precisa de soluciones fundamentales para cargas arménicas. En
dos dimensiones necesitamos conocer la solucién al problema para una distribucién lineal

de carga, por ejemplo segin z3, que varfa con el tiempo en la forma e*?,

3.4.1 Caso anisétropo elastico

La solucién fundamental bidimensional en el dominio de la frecuencia fué publicada por
Wang y Achenbach (1994) en un trabajo que sumariza y complementa otros trabajos de
los mismos autores: Wang y Achenbach (1992, 1993, 1995 y 1996).

Para la sintesis de esta solucién se emple6 la transformada de Radon (Ludwig, 1966;
Deans 1983). Esta transformada tiene la particularidad de reducir ecuaciones diferen-
ciales en derivadas parciales de dos o tres dimensiones a ecuaciones del mismo tipo pero

de una sola dimension.

La transformacion inversa, que hay aplicar a la solucién de la ecuacion transformada
para obtener la solucién del problema original, precisa de una integral de superficie sobre
una esfera de radio unidad. En el caso bidimensional, que es el que se trata, esta integral

es de linea sobre una circunferencia de radio unidad.
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Los desplazamientos de la solucién fundamental obtenida por este procedimiento

tienen la expresién

1 Vim (1) Vim(n)
2 / @
[n|=1

(km(n,w)n, (zr — &,)]) dl(n) (3.35)

u;(j ('va m w) =

donde 1 es la normal exterior a la circunferencia unitaria de integracién (figura 3.4).

n(0)

Q |

.

Figura 3.4: Circunferencia de integracién para solucién fundamental en frecuencia.

La expresion (3.35) puede ser escrita en funcién del angulo 6 que forman los vectores

x — & y n (figura 3.4):

Ky

) = o5 [ 2 OWomE) g (1,6, 0)x — €]l cosB)) db (3.36)

—Tr

Los términos que aparecen en el integrando son los siguientes:

# p densidad del material.

# Vin(0) autovectores de la matriz de Christoffel que se define a partir del tensor de

comportamiento y de la normal 7 como
Lij(0) = ClijmMm, (3.37)

es decir
L'; (H)VJm(@) = An(0) Vi (0) (sin suma en m) (3.38)

# c¢m(0) son las velocidades de fase segun las direcciones principales de la matriz de

Christoffel y que se relacionan con sus autovalores (\,,(#)) mediante
cm(0) = v Am(0)/p (3.39)

# kn(6,w) son los nimeros de onda segiin esas mismas direcciones definidos por

km(0,w) = w/cm(0) (3.40)
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# la funcién @ (figura 3.5 izquierda) tiene la forma
®(s) = imexp(is) — 2[cos(s) ci(s) + sin(s) si(s)] (3.41)

siendo 7 = y/—1 y ci, si las funciones coseno integral y seno integral, respectiva-

mente (figura 3.5 derecha). Estas funciones se definen de la siguiente forma

o0 S

ci(s) = — / cost(t) dt =+ / % dt + In(s) (3.42)

si(s) = — / sin(®) g (3.43)

siendo 7 la constante de Euler.

En la figura 3.5 puede apreciarse que las funciones coseno integral y ® son singulares
en 0. Atendiendo a la segunda de las expresiones que se indica para el coseno integral y
teniendo en cuenta que la integral que aparece en esta expresién da lugar a un término

regular, se deduce que la singularidad indicada es de tipo logaritmico.

= = = Re[®(s)] ==+ Im[ds)]
m— Mod[@s)]

Figura 3.5: Funcién @ de la solucién fundamental en frecuencia (izda). Funciones coseno

integral y seno integral (dcha).

La singularidad logaritmica de la funcién ® puede ser aislada mediante la adicién
y sustraccion del término 2In(|x — &||cos(f)|). Esto permite descomponer la solucién

fundamental en una parte regular y otra singular (Wang y Achenbach, 1994):
© (k|x — €|l cos(0)]) = @ (k. [x — €|| cos(6)]) — 21n(|x — &|| cos(0)]) (3.44)
siendo

O (i, |x — €[ cos(0)]) = @ (kmlx — &]| cos(8)]) + 2In(|x — &]| cos(9)]) (3.45)
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con esta descomposicion los desplazamientos de la solucién fundamental pueden escribirse
en la forma

T

1 [ Vin(0) Vi (0
w35 (m, m””):@/ %‘I’wa—sumswm do—
1 Vi(8) V(8 ) *
g [ P wax cos ) a8 = (i ) + 0 ) (3:0)

—Tr

La importancia de esta descomposicién radica en que la parte singular es indepen-
diente de la frecuencia. Como la solucién en frecuencia ha de tender a la solucion estética
cuando w — 0 la parte singular de (3.46) debe coincidir, salvo constantes a lo sumo, con

la solucién fundamental estédtica cuya expresion explicita ya ha sido presentada (3.20).

Esta constante es innecesaria para la resoluciéon de problemas de fractura en dominios
infinitos o en dominios finitos autoequilibrados pero es necesaria en los casos restantes.
Puede ser expresada como (Denda,Wang y Yong, 2003):

1
Kij = ; Re [Aerm; hl(’l + ,U/r)] (347)

siendo ¢ = v/—1 y dénde las matrices A;; y @;; y los términos p, pueden determinarse
de las expresiones (3.25) y (3.29).

Con esta constante, la parte singular de la solucién fundamental en frecuencia puede
ser expresada como

U;S;* (@, &) = U:j(xma Em) T K;; (3.48)

siendo u}; (7, &,,) los desplazamientos que aparecen en (3.20).

Para su evaluacién numérica, esta expresién de la parte singular de la solucién fun-
damental en frecuencia (3.48), por ser una expresién explicita, es mas cémoda y precisa

que su expresion integral (en (3.46)) y es la que ha sido utilizada en este trabajo.

La parte regular queda

T

o) = gz [ O e x = gl eos(O)) 8 (3.4)

—Tr

Las tracciones pueden ser igualmente descompuestas en parte regular y parte singular.
Obviamente la parte singular ha de coincidir con las tracciones de la solucién fundamental
estatica (3.27). La parte regular tiene la expresién:

R+ Rx*
pij = Ny erkl UikJ —

_ L o Vin©)Ven(6) |
= 32 Ko, jkwT(k:m|x—€||COS(9)|)Slg(COS(9))d9 (3.50)

—Tr
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siendo
fjk = Cyjun,m; con n, y n; las normales en el punto de observacién y de la
circunferencia unitaria de integracién respectivamente.
T(s) = —mexp(is) — 2[cos(s) si(s) — sin(s) ci(s)]

y sig la funcién signo.

3.4.2 Caso piezoeléctrico

La soluciéon fundamental para el problema bidimensional piezoeléctrico sometido a soli-
citacién armonica fue obtenida por Denda y Araki (2002) utilizando también la transfor-
mada de Radon. Las expresiones de los desplazamientos y las tracciones de la solucién
fundamental son, utilizando la notacién extendida introducida en el capitulo anterior,

las siguientes:

) 1 gm
U () = 53 / e @ (e 8l cos(0)) @ (3.51)
. 1 Em , ,
Py (@m, Eppyw) = @/k‘m Iy pCQILEm kp @ (km|x — &[] cos(0)]) sig (cos()) df  (3.52)
m=—qq

—T

donde

# p,  y ¢, son los mismos que en el caso anisétropo eléstico.

# Las matrices &}(0) tienen la siguiente expresion

EZ‘(H) sillJ=1,2,3
Ef(0)Lq4(0)
iq q :
m — 1=1,2,3; J=4
&y (0) = T1a(0) ot 2,35 J (3.53)
Em(OI ', (0),4(0
pq( ) ;lp( q4( SlI:J:4
I'54(0)
siendo
E(0) = adj (Aji(0) — 6juAm(0)) (3.54)

donde A;; es la matriz de Christoffel reducida, obtenida a partir de la matriz
de Christoffel I'1;(0) = Cy13sm,m, mediante

L34 (0)T'4;(0)

Aij(0) =Ty;(0) — Tl0)

(3.55)
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# A0) y V() son los autovalores y autovectores la matriz anterior.

Aj (Q)VJm(@) = An(0) Vi (0)  (sin suma en m) (3.56)

# Ty, = CriLan,nr con n, y n; las normales en el punto de observacion y de la

circunferencia unitaria de integracién respectivamente.

Las descomposicién en parte singular y regular, de la solucién fundamental anisétropa
eldstica es trasladable al caso piezoeléctrico ya que esta descomposicién proviene de la

descomposicién de la funciéon @ y ésta es la misma en ambos casos.

) 17 &
(s 11y 0) = / B 7 (1, [x — €] cos(6)]) db—

72

™

1 5{3]1 Rx Sx
13 pC%nE(ZZ In(|x — &]|| cos(9)|) dO := uis (Tm, &y w) + Uy (Tims Eim) (3.57)

—T

donde ®% tiene la expresién que aparece en (3.45).

La parte singular coincide, salvo constantes, con la solucién fundamental estética, de

modo que puede escribirse

siendo ujy(xm,&,,) la solucién fundamental estdtica piezoléctrica, expresién (3.33) y
1 .
KL] = ; Re (AJRQRI ln(z + :U’R)) (359)

siendo 7 = v/—1 y dénde las matrices Ay; y Q1 y los términos p, pueden determinarse,

como en el caso anterior, de las expresiones (3.25) y (3.29).

La parte regular de los desplazamientos de la solucién fundamental arménica piezoe-

léctrica queda

) 1 gm
! (s ) = / S O (b = €] cos(0)]) 49 (3.60)
m-—qq

y la parte regular de las tracciones

p{ﬁ]* = n, Cryxi Uﬁ{*J =
_ L[, G, T (kylx — €| cos(0)]) sig(cos(6)) d0 (3.61)
— 87T2 JK pcgnEgZ m m g .

—Tr

siendo
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Tk =C, JKIM,1; con n, y 1; las normales en el punto de observacién y de la

circunferencia unitaria de integracion respectivamente.
T(s) = —mexp(is) — 2[cos(s) si(s) — sin(s) ci(s)]

y sig la funcién signo.

La parte singular de las tracciones coincide con las tracciones estdticas, expresion
(3.34).

3.5 Otras soluciones fundamentales

En la literatura pueden encontrarse otras soluciones fundamentales que guardan una
estrecha semejanza formal con las soluciones fundamentales presentadas hasta ahora, lo
que permite aplicarles el mismo tratamiento numérico. Por ese motivo resulta intere-
sante recogerlas aqui. Esas soluciones fundamentales son las de bimateriales anisétropos

eldsticos y piezeléctricos y las de semiespacios piezoeléctricos.

Solucién fundamental bidimensional estitica para bimateriales anisétropos

elasticos

Sea un dominio bidimensional infinito constituido por dos materiales anisétropos elésticos
diferentes en el que se define un sistema de referencia con la coordenada x; segin la
interfase (figura 3.6). Al material que ocupa el semiespacio superior (ry > 0) se le

denota por 1 y al que ocupa el semiespacio inferior (zo < 0) por 2.

S et Ll X
Ly
2 °
ey

Figura 3.6: Esquema de un bimaterial con indicacién de sistema de referencia y puntos

de colocacién y observacion.

La solucién fundamental para este problema (Suo, 1990; Pan y Amadei, 1999) depen-
de del semiespacio en el que consideremos el punto de colocacion y del semiespacio en que
consideremos el punto de observacién. Por lo tanto existen cuatro posibles expresiones

para la solucién fundamental.
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En las siguientes expresiones un superindice consistente en una letra mayuscula (W
oY) entre paréntesis indica el material. (W,Y =1 6 2) y una barra sobre una variable

indica su conjugada.

e Punto de colocacién y de observacién en el material W

1
Ufj(zliw),zg(w)) - Re{Ag-IZ) [Q%) In (zﬁnw) — Z%W)) +
+EWQY In (Z&W) - zQ(W’)} } (3.62)
) ooy _ Lo [ pov o m = na
p”(zk %k ) = T ¢ gm i zﬁnw) _z,%w) N
My —n
_ E(WW)@(W) Hm "N 2 (3.63)
mr T Z”(nW) ZE(W)
siendo
|
EVW) = (L))" <B(W)_|_B(Y)) (B(W) _B(Y)) Lo (3.64a)

y el resto de pardmetros, en estas expresiones y en las siguientes, segin (3.25) y
(3.29).

e Punto de colocacién en el material W, punto de observacién en el material Y

1
uzj<zl(€Y)7 Zg(W)> = _; Re |: im ET(nV}"/Y Q ( (¥) - ZQ(W))] (365)
Y)
v (V) oW 1 w) um ny — N
P ") = L Re BN S s (3.66)
siendo

-1 -1

EM) = (L) (BY +B™)  (BW +B™)LM  (367)

Solucién fundamental bidimensional estitica para semiespacios piezoeléctri-

COS

Para un semiplano de material piezoeléctrico que ocupa el semiespacio inferior (z5 < 0,
x1 segun la superficie; la figura 3.3 también esquematiza esta situacién) con la superficie
2o = 0 con codiciones de superificie libre de tracciones en el sentido extendido: tracciones
y desplazamientos eléctricos nulos, la solucién fundamental para una distribucién unitaria
de carga, igualmente entendida en sentido extendido (carga mecénica y eléctrica) es (Pan,
1999):

1
uy(2x, 210<) Re [AJM (QMI In(zm — ZM) EnvirQriIn(zv — Zﬁ))] (3.68)
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. 1
pry(2x, ZIO{) == Re

n Mmiy —n
LJM (QMI% - EMRQRIMM17—2>] (369)
M

M M — Zﬁ

donde se ha utilizado notacién extendida, n = (n1,n2) es la normal exterior en el punto
de colocacién y el resto de pardmetros pueden determinarse mediante (3.25), (3.29) y
(3.32).

Solucién fundamental bidimensional estatica para bimateriales piezoeléctricos

Siguiendo los mismos criterios utilizados para definir el dominio, sistema de referencia y la
notacién; que en el caso de bimateriales anisétropos (figura 3.6) la solucién fundamental
bidimensional para bimateriales piezoeléctricos (Pan, 1999) tiene, al igual en aquel caso,
cuatro expresiones dependiendo del material en el que se tomen los puntos de colocacion

y observacién.

e Puntos de colocacion y observacién en el material W

1
W) oW W W ow
uIJ(ZI(( ) ZK( )) = ——Re {Aghl) [ MI 'In (21(\4 )_ZM( ))
WW) ~(W w oW
ElglR %{1 'In <Z1(\1 ) — ZR( ))} } (3.70)
(W) _o(W) 1 (W) (W) #1(31/[/)”1 — N2
iyl ) = ;Re L ML~ (W) ow)
AT AM
E(WW) (W) NI(JI/V)nl N2 (3 71)
MR R ) o) :
M ZR
siendo
-1
EWW) _ (L(W ) (B(W) + B(Y>) (B(W) — B(Y)) L) (3.72a)

resto de pardmetros, es estas expresiones y en las siguientes, segin (3.25) y (3.29).

e Punto de colocacién en el material W, punto de observacién en el material Y

% w 1 Y) w

uIJ(ZI(( )a Z%( )) - Re [Aghl MR QRI In (ZM - Z%( ))] (3.73)
()

. (V) oW 1 % W) K 1 — Mo

pIJ(ZI(( )> ZK( )) = ju Re LL(]M)EMR QRI (13\/4) ow) (3.74)
AM~ T AR
siendo »

EMY) = (L) (BY) + BW)  (BW + B™) L) (3.75)

En todas las soluciones fundamentales mostradas puede apreciarse el paralelismo con
las soluciones programadas en esta tesis. Resulta evidente que la programacién de estas

soluciones no requiere un esfuerzo adicional en el tratamiento numérico de las integrales.






Capitulo 4

Fomulacién hipersingular del MEC
para materiales anisé6tropos elasticos

y piezoeléctricos

4.1 Introducciéon

La resolucién numérica de problemas de fractura mediante el MEC encuentra un primer
problema en la representacién geométrica de las grietas. Esta se realiza mediante dos
superficies que ocupan la misma posicién en el espacio lo que nos lleva a obtener las
mismas ecuaciones sobre ambas superficies y como consecuencia, a la degeneracién del

sistema algebraico de ecuaciones.

Tres son las posibles soluciones que se pueden encontrar en la literatura para su-
perar esta dificultad: el uso de soluciones fundamentales especificas, el método de las

subregiones y la formulacién hipersingular.

Soluciones fundamentales especificas. Consiste en el uso de soluciones fundamentales
sobre dominios que incorporan a la propia grieta (Snyder y Cruse, 1975). La aplicacién
de este método es poco flexible ya que se restringe a problemas con una estrecha relaciéon

con la configuracién para la que ha sido obtenida cada solucién fundamental.

El método de las subregiones (o de los subdominios). Consiste en introducir superficies
ficticias que separan el dominio original en subdominios, cada uno de los cuales contiene
a una de las superficies de la grieta. De esta forma las ecuaciones sobre cada una de
las caras de la grieta son diferentes por pertenecer a subdominios distintos. Finalmente
se imponen condiciones de equilibrio y compatibilidad sobre las superficies ficticias para

cerrar el problema.

57
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Introducido por Blandford, Ingraffea y Liggett (1981) es un método ampliamente
utilizado para resolver problemas de fractura en materiales isétropos y anisétropos en
dos y tres dimensiones. Asi, por ejemplo, Slidek y Slddek (1982) e Ishikawa (1990)
obtienen resultados para problemas tridimensionales de fractura anisétropa; Doblaré,
Espiga, Gracia y Alcantud (1990) estudian, mediante este método, el crecimiento de
grietas en materiales ortétropos; Gallego y Dominguez (1992) lo aplican para estudiar
el crecimiento dindmico de grietas en dominios is6tropos; Tan y Gao (1992a y 1992b)
estudian el problema de fractura bidimensional anisétropa, Sollero y Aliabadi (1993)
presentan la integral J para modo mixto en este tipo de problemas junto al método de
los subdominios y Davi y Milazo (2001) lo aplican a la fractura bidimensional estdtica

piezoeléctrica.

La formulacion hipersingular (o mizta) del MEC. Consiste en aplicar ecuaciones dife-
rentes a cada una de las superficies de la grieta. Se utiliza la ecuacién de desplazamientos,
vista en el capitulo anterior, sobre una de las superficies y la ecuacién de tracciones, ob-
tenida por derivacién de la anterior, sobre la otra (Ioakimidis, 1983; Watson, 1986; Hong
y Chen 1988 ).

Frente al método anterior presenta la ventaja de no tener que introducir contornos
ficticios y la dificultad de la evaluacién numérica de integrales hipersingulares, esto es,
integrales de funciones que tienden a infinito en el intervalo de integracién como 1/r™ (n >

2) cuando r — 0. Este tipo de integrandos son inherentes a esta formulacion.

La dificultad de la evaluacién numérica de integrales con integrandos hipersingulares
se pone de manifiesto tanto por la cantidad de publicaciones especificas sobre el tema
como por los diferentes métodos propuestos para su evaluacion: Kutt (1975), Ladopoulos
(1988), T'samaphyros y Dimou (1990), A.M. Korsunsky (1998), entre otros. Una comple-
ta revisiéon del estado del arte en esta materia puede consultarse en Chen y Hong (1999).
Sin duda esta dificultad estd en el origen de que el uso de este método sea sensiblemente

inferior al del anterior.

Portela, Aliabadi y Rooke (1992) y Sollero y Aliabadi (1995) aplican este método
a los casos isétropo y anisétropo, respectivamente, del problema de fractura bidimen-
sional estdtica. El tratamiento que hacen de las integrales hipersingulares precisa de la

utilizacién de elementos rectos.

Séez, Gallego y Dominguez (1995) resuelven el problema de fractura bidimensional
is6tropa mediante un tratamiento génerico de las integrales hipersingulares que obvia la

restriccién anterior.

Este tratamiento constituye el punto de partida del tratamiento presentado en esta

tesis para los casos anisétropo elédstico y piezoeléctrico. En el caso anisétropo, el trata-
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miento que se muestra en este capitulo mejora el tratamiento mas restrictivo de Sollero
y Aliabadi (1995) y se realiza una evaluacién de los FIT, a partir de los desplazamientos
en las inmediaciones del vértice de grieta, mds directa que la integral J utilizada por
estos autores. En el caso piezoeléctrico supone también una mejora sobre el trabajo
de Pan (1999) que, utilizando también la formulacién hipersingular, utiliza cuadraturas
especificas para integrales hipersingulares, concretamente las de Tsamaphyros y Dimou
(1990). Aqui el tratamiento que se hace de las integrales hipersingulares posibilita que
le evaluacién numérica se realice siempre sobre integrales regulares con la consiguiente

mejora de precision.

El problema dindmico de fractura bidimensional isétropa ha sido también tratado
mediante esta formulacién por Gallego y Dominguez (1996, 1997), no obstante, el autor
de esta tesis no tiene constancia de que, hasta el momento, se haya presentado esta
formulacién para el tratamiento de los problemas bidimensionales de fractura dindmicos
anisétropo eldstico y piezoléctrico. Estos problemas han sido resueltos, por métodos
semianaliticos, basados, fundamentalmente, en la transformada de Fourier, por Itou
(1996) e Itou y Haliding (1997), entre otros para el caso anisétropo eldstico y por Shindo
y Ozawa (1990) y Shindo, Narita y Ozawa (1999), en el caso piezoeléctrico.

4.2 Formulacién mixta del MEC para problemas de

fractura.

4.2.1 Degeneracién del sistema. Ecuacién integral de traccio-

nes. Caso estatico.

Si el dominio de estudio, €2, con contorno I', presenta una grieta, se denotardn por
I'. todos los contornos diferentes de las superficies de la grieta y por I', y I'_ las dos

superficies que la forman (figura 4.1), es decir: ' =T . UT', UT_.

Figura 4.1: Notacién de los diferentes contornos en un dominio genérico con una grieta.
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Aplicando a todas las superficies la ecuacién integral de contorno para los desplaza-
mientos*
u(€)us(€) + f B € xur ()T = i€ x)px)T (4.1
r r
obtendriamos las mismas ecuaciones para los nodos coincidentes sobre las superficies I'; y

I'_. En estas condiciones el sistema algebraico final de ecuaciones resultarfa degenerado.

Para resolver este problema se necesita una segunda ecuaciéon que poder aplicar a
una de las caras de la grieta (Watson, 1986; Hong y Chen 1988). Partiendo de la EICD

para un punto interno (cry = 6ry)

m@+f%mwmwﬂ=f%mwmwﬂ (4.2)

r T

se deriva respecto del punto de colocacién y se aplican las relaciones cinemdticas (2.9) y

las ecuaciones de comportamiento (2.1), obteniendo:

OSIKT auaKg(s) + C151]&(7’ % apf{é—ég’X)UJ (X) dl' = CSIKT’ f au;;é—égx)ptl (X) dl’ (43)

r r

T

donde Cykru,. (€) es el tensor de tensiones en el punto de colocacién: ogk ().

Multiplicando por la normal en ese punto, N(§), se obtienen las tracciones en el

mismo:
P(©)+ o s (€ x)us() T = f iy (€, x)ps(ox) T (1.49)
T T
donde
p(€) = Ns(&) Caxrux,r (§) (4.5a)
di;(&,x) = —N(§) Caxr iy (§,%) (4.5b)
si3(§,x) = —Ny(&) Caixr Picyor (§,%) (4.5¢)

y el simbolo 7[ indica integral en el sentido de parte finita de Hadamard ya que el
integrando es hipersingular, como se razona un poco mdas abajo. En las expresiones
(4.5a), (4.5b) y (4.5¢) la coma seguida del indice r indica derivada respecto x, y se ha
tenido en cuenta que 0/0¢, = —0/0x,.

La ecuacién (4.4) es la ecuacion integral de las tracciones para un punto del dominio.
Esta ecuacién puede ser escrita para un punto del contorno siguendo los mismos argu-

mentos expuestos en el epigrafe 3.2. Definitivamente la ecuacién integral de contorno en

*En adelante se utilizara la notacién extendida, introducida para definir el problema piezoeléctrico,
ya que comprende a la notacién anisétropa eldstica.



4.2. El MEC en problemas de fractura 61

tracciones es

(€ () + 7[ 13 (€ %)y (x) T’ = 7[ 5, (€, x)py () dT (4.6)

T r

Estamos ahora en condiciones de aplicar la EICD sobre I'. y sobre una de las caras
de la grieta, por ejemplo I'_ y la EICT sobre la otra cara de la grieta, I'|, evitando asf

la degeneracién del sistema de ecuaciones.

4.2.2 Ecuaciones integrales en funcién de la apertura de grieta

En la gran mayorfa de las aplicaciones la suma de las tracciones extendidas sobre las
superficies de la grieta es nula. Este es el caso de grietas libres de tracciones mecédnicas
y de grietas autoequilibradas. Desde el punto de vista eléctrico las condiciones que se
consideran en esta tesis sobre la grieta son, como ya se indicé, las de grieta impermeable y
por tanto, también la componente extendida de las tracciones suma 0 sobre las superficies

de la grieta.

En tales casos, no es necesario aplicar ecuaciones integrales a ambos de la grieta. Las
ecuaciones integrales se van a reescribir utilizando como variables los desplazamientos o
traciones extendidas sobre I'. y el incremento de desplazamientos extendidos sobre las

superficies de la grieta:
Aur(x) = (ur(x™) = ur (x7), u2(x") = ua(x7), p(x*) — p(x7)) (4.7)

donde x* y x~ indican, respectivamente, puntos de I', y I'_. Se verd a continuacién
que con esas variables es suficiente cosiderar la EICD sobre I', y la EICT sobre una de

las superficies de la grieta.

Considerando la descomposicién del contorno I' en I'., I'y y I'_; escribiremos las
EICD sobre I'. y sobre una de las caras de la grieta y la EICT sobre la otra superficie

de la grieta:

EICD si ¢ €T, I'_

e (€) us(€) + ][ iy (€, %) s () dT = ][ iy (€,%) pa (x) T (48)

Dol +T_ | S U
EICD si € €',

(&) pr () + 7[ 1y (€,%) uy () dT = ][ iy (€, %) py () dT (4.9)
| S TS | T U
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Donde el término libre ¢y = 615 si € pertenece a la grieta tomando en consideracién la

singularidad adicional que aparece por la coincidencia de las dos superficies de la grieta.

Teniendo en cuenta que

][ P (6, %) ug(x)dT = —][ Py (€, %) (o) dT (4.10)

][ uty(€,%) py(x~) dD = ][ ufy (€, %) py(x~) dT (4.11)
][st(E,x)uJ(x)dF = —][st(E,x)uJ(x)dF (4.12)
][ 05y (€,%) o) dT = ][ 0ty (€,%) py (x~) dT (4.13)

y denotando por Ap(x) a la suma de las tracciones, en sentido extendido, sobre las

superficie de la grieta: p(x*) + p(x~), podemos escribir

e (€) us(€) + ][ Py (€,%) uy () dT + ][ Pty (€,%) Ay (x) dT" =

Te ry sigel. (4.14)
—f iy &%) ) 8 + iy (6,3) Apo ()

I, Iy

pi(§)+ 7[ sty (€, x) uy(x) dl'+ 7[ st (€, %) Auy(x) dl =

T. Iy sigel, (4.15)
— f (€30 pa ) dr + f diy(€3) A () T
L. Ly

Considerado las condiciones de grieta libre de tensiones o autoequilibrada e imper-

meable Ap;(x) = 0, las ecuaciones que, finalmente, se resuelven son:

sigel.

ey (&)ug(€) +][pr(£,x)uJ(x)dF][pr(ﬁ,X)AuJ(X)dF :][ufJ(é,x)pJ(x)dF (4.16)
sigely
pa€)+ F sis€xur(0dr+  siy(€0uar = [ i€ pear (417

Utilizando las ecuaciones integrales (4.16) y (4.17) no sélo se reducen el nimero

de incégnitas y de la misma forma, el nimero de ecuaciones sino que, ademds, de la
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resolucién del sistema algebraico de ecuaciones que resulta se obtienen directamente las
aperturas de grieta (Auj) que se usan como dato para la posterior evaluacién de los

factores de intensidad de tensién y desplazamiento eléctrico.

4.2.3 Estrategia de discretizacién

Para la discretizacién de la geometria y de las variables de campo se han utilizado elemen-
tos cuadraticos. En este tipo de elementos la geometria y las variables son interpoladas,

a partir de tres valores nodales sobre el elemento, mediate polinomios de segundo grado.

La utilizacién de la EICT impone que la discretizacién tiene que garantizar que los
desplazamientos sean de clase C' para poder derivar en el nodo y que las tracciones

queden univocamente definidas (Sdez, Gallego y Dominguez, 1995).

Tomando los puntos de colocacién en los extremos del elemento y en un punto interno,
la aproximacion de los desplazamientos darfa, en general, lugar a una situacién como la
esquematizada en la figura 4.2 (izda). En una situacién como esa la derivada de los
desplazamientos serfa discontinua en x3. Para evitar esto es suficiente con desplazar los
puntos de colocacién hacia el interior del elemento, tal como indica la figura 4.2 (dcha).

Ese problema no existe en los contornos donde se utiliza la EICD.

I Extremos del elemento o Puntos de colocacion

Figura 4.2: Discretizacién de los desplazamientos mediante elementos conformes (izda)

y no conformes (dcha).

En base a lo anterior se utilizan, fundamentalmente dos tipos de elementos diferentes.

FElementos continuos (o conformes). Se usan los mismos puntos para definir la geo-

metria y para las variables de campo: los extremos del elemento y el punto medio.

Las funciones de forma sobre estos elementos, funciones de forma geométricas, utili-

zando una coordenada natural (, que varfa entre -1 y 1, tienen las expresiones siguientes
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(figura 4.3 (izda.)):

4160 =501 el =(1-C) i blQ=5¢C+D  (*I18)

Con las expresiones (4.18) la geometria y las variables de campo (desplazamiento y

tracciones) en un elemento I'. que pase por los puntos x!, x2, x3 se aproximan por

X~ ¢jGXj ou(x) ~ ¢jGui(Xj) ;o opi(x) & ¢iji(Xj) (4.19)

Elementos discontinuos (o no conformes). Para la discretizacién de la geometria
se utilizan los mismos puntos que en los elementos continuos, pero para las variables de

campo se utilizardn unos puntos de colocacion desplazados hacia el interior del elemento.

Para conseguir esto se utilizan funciones de forma ligeramente modificadas, que se
denominan funciones de forma de cdlculo. Estas funciones en lugar de pasar por el valor
1 en los valores de la coordenada natural ¢ = —1,0, 1; lo haran en los valores ¢ = (4,0, (5;

siendo (; y (5, puntos del interior del elemento (figura 4.3 (dcha.)).

Las expresiones de estas funciones de forma son

€—=Gy) . (€= =¢C) .
GG —G) €162 ’

=461
Ca(C2 = C1)

¢1(O = Cbz(o = ¢3(O = (4-20)

! ! ! 1:\' !J "':
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_r.----- E ] — -— ‘T _15 T.---- : - T, 1

0 L RS 0 =,

Figura 4.3: Funciones de forma geométricas (izda) y de cdlculo (dcha).

Definitivamente la estrategia de discretizacién que se ha seguido ha sido el empleo de
elementos discontinuos en los contornos de grietas (en rigor s6lo en uno de los contornos)

y la utilizacion de elementos continuos en los contornos exteriores.

En aquellos casos en los que la grieta tenga interseccién con un contorno exterior en
el contorno exterior se dispone un elemento semidiscontinuo, con el punto de colocacién

en el extremo de la interseccién desplazado hacia el interior del elemento (figura 4.4).

Para los elementos discontinuos se han utilizado los valores de (; y (, utilizados en
Séez, Gallego y Dominguez (1995) ¢, = —3/4y (, = 3/4.
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\ .
» Continuos

& Semidiscontinuos
W/

\
» Discontinuos

Figura 4.4: Tipos de elementos que pueden considerarse en la discretizacién de un do-

minio genérico.

4.2.4 Extension al caso armodnico

La extensién al caso armoénico de la formulacién anterior es inmediata. Es suficiente
anadir a x y &, la frecuencia angular, w, como variable independiente en las expresiones
vistas en los epigrafes anteriores. Asi, utilizando las aperturas extendidas de grieta
como variables, las ecuaciones integrales en desplazamientos y tracciones que habra que

considerar serdn las siguientes:

EICD

e (€)us(€,w) + ][ Pl (€, %, w)y (x,w) dT f Py (€, %, w) Ay (x, ) dT =

Le T+ (4.21)
_ ][ u (€, %,w)py (x,w) T s € €T,
Te
EICT

pi(€ )+ 7[ sty (€, %, w)us(x, ) dT+ 7[ 11 (€.%,w) Ay (x, ) T =
ry

Le (4.22)
— e xomixw)dr siger,
Te
siendo
u(xT,w) —ug(x,w)
Au(x,w) = | us(xT,w) — us(x™,w) (4.23)

+

QD(X 7w) - @(Xia w)
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4.3 Evaluacion numeérica de las integrales. Caso es-

tatico

Como se ha podido apreciar en el capitulo precedente, todas las soluciones fundamentales
que se han empleado en esta tesis muestran, en los desplazamientos, una dependencia
funcional con la distancia en el plano complejo entre los puntos de colocacién y de

observacion, zi — 2%, del tipo In(z; — 2%).

Los términos pyj y d;, que aparecen en las ecuaciones integrales en desplazamientos
y tracciones, contienen derivadas de los desplazamientos y dependen, por tanto, de esa
distancia en la forma 1/(zx — 2%) y los términos s, de la EI en tracciones, contienen

derivadas segundas de los desplazamientos y tienen una dependencia del tipo 1/(z; —2% ).

En estas condiciones, cuando la integraciéon de las ecuaciones de contorno se esté
realizando sobre el elemento que contiene al punto de colocacién se tendran que evaluar

integrales de singularidad logarftmica, integrales singulares e integrales hipersingulares.

Cuando la integracién se realiza sobre elementos que no contienen al punto de colo-
cacién las integrales tienen integrandos regulares en todo los casos. Estas integrales han

sido evaluadas segiin un esquema de cuadraturas ordinarias de Gauss.

A continuacién se detallan los tratamientos, aplicados tanto al caso anisétropo elds-

tico como piezoeléctrico, para la integracién numérica de los integrandos no regulares.

4.3.1 Integrandos de singularidad débil

Son los integrandos que contienen a los desplazamientos de la solucién fundamental.
Estos integrandos muestran una singularidad del tipo O [In(zx — 2% )] cuando el punto
de observacién tiende al punto de colocacion, es decir cuando x — £. Integrales con este

comportamiento aparecen en el término

f i (€.) o) (42

Te

Después de discretizar el dominio, introducir en (4.24) la expresién de las soluciones
fundamentales, aproximar las tracciones py(x) mediante los valores nodales y las fun-
ciones de interpolacién ¢ y sacar de la integral los términos que sélo dependen de las

propiedades del material; han de resolverse integrales débilmente singulares de la forma:

I;= ][ln(zK — 21) ¢dl’ (4.25)

Te
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cuando I, es el elemento que contiene a &.

Estas integrales han sido calculadas mediante cuadraturas de Gauss especificas para

el logaritmo.

4.3.2 Integrandos de singularidad fuerte

Los integrandos que contienen los términos pj;(€, x), df;(€,x) muestran una singularidad
del tipo O [1/(z — 2% )] cuando x — &. Los términos que muestran este comportamiento
son
Friex)udr s f diy€x) Apio) dr (4.26)
T. T,
de la EICD y EICT, respectivamente, cuando son integrados sobre el elemento que

contiene a §.

Noétese que para las condiciones de contorno asumidas sobre las superficies de la grieta
en esta tesis (Apy = 0), los niicleos dj; nunca exhibirfan comportamiento singular. No
obstante se incluye su integracién singular para completar la exposicién con la posibilidad

de considerar condiciones de contorno diferentes.

Tomando en consideracion las derivadas de los desplazamientos de la soluciones fun-
damentales y tras la discretizaciéon de los contornos, de los desplazamientos y de las

tracciones, se han de evaluar las siguientes integrales singulares:

Iy = 7[ B =2 40 (sin suma en K) (4.27)
K T K
Te
N; — N.
Iy = ][ ’”‘1702 ¢dl  (sin suma en K) (4.28)
K T RK
Te

siendo n = (n1,n2) la normal en el punto de observaciéon y N = (N7, N3) la normal en

el punto de colocacién.

El tratamiento numérico de estas integrales se hace en base un cambio de variable
que transforma cada elemento del contorno, I'., al plano complejo. La nueva variable
es la distancia en el plano complejo entre los puntos de colocacién y observacién que se

denota por xx:
Xk = 2k — 2 = (£1 — &) + pg (22 — &) (4.29)

el jacobiano de la transformacién entre el contorno y el plano complejo tiene la siguiente
expresion
dxg _ dxxdry  dyg d,

= 4.
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donde
g, D
d!lfl ’ dl’g

las derivadas dx;/dl" y dzo/dD estén relacionadas con la normal externa al contorno en

= Hk (4.31)

el punto de observacién (ver figura 4.5) en la forma

— =cos(f) = —ny ; —= =sen(d) =ny (4.32)

Figura 4.5: Elemento diferencial de contorno en torno al punto de observacién y normal

exterior en ese punto.
Sustituyendo (4.32) y (4.31) en (4.30) se obtiene, para el jacobiano, la expresion

Xy

T =AM (4.33)

El jacobiano de la transformacién estd, por tanto, incluido en la propia solucién
fundamental para todos los casos estdticos vistos en el capitulo 3: solucién de campo
completo, semiespacio, bimateriales; para comportamiento anisétropo elédstico y piezoe-
léctrico. Esta es la idea fundamental que permite el proceso de regularizaciéon de las

integrales singulares y de las hipersingulares como se muestra en las secciones siguientes.

Evaluacién numérica de [

Con la nueva variable xy, introduciendo (4.33) en (4.27), la integral I; queda

n—n 1
Iflzf—““ 02¢dP=][—¢de (4.34)
z XK

K — ?K
Te Te

Esta integral, fuertemente singular cuando x — £, puede ser facilmente descompuesta

en la suma de una integral regular m&s una singular de solucién analitica conocida:
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1 1 1 1
1 ][x ¢ dxy fXK (¢ £1)dxx /XK (p—1) XK_'_![XK Xx (4.35)

(& J N J

-~

R S
1 1

En la integral I J(ff) de (4.35) la singularidad del término 1/xk en el punto de colocacién
se cancela con el término (¢ — 1) ya que este término se anula cuando x — £ con un
cero del mismo orden que la variable xy. Esta integral queda, pues, regular y puede ser

calculada mediante un esquema estdndar de cuadraturas de Gauss.

La integral Ij(flq) de (4.35) sigue siendo fuertemente singular pero tiene solucién ana-

litica conocida:
s
1Y = In(x)lr, (4.36)

La condicién de movimiento de sélido rigido (Lacht y Watson, 1976) permite evitar

la evaluacién numérica de esta integral asi como la del término libre cy;.

Evaluacién numérica de [,

La integral Ifo (4.28), introduciendo la variable yi (4.29), queda

N, — N. N, — N.
IfQZf%gbdF:][qudF (4.37)

K — K XK
Te Te

Con el objetivo de regularizar esta integral se suma y se resta el término dy /dI" al

término (kg N1 — Na):

Ny — Ny £ dxg /dl

XK
Te
Ny — Ny —d dl’ 1
XK Xr
\Fe , \Fe ,
R S
P 7

R)

En el numerador y denominador del integrando de I }2 hay ahora dos ceros del mismo

orden ya que
x — & = n(x) — N(§) (4.39)

y esto permite afirmar, teniendo en cuenta (4.33), que

dxk/dl' — g Ny — Ny cuando x — € (4.40)
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Por lo tanto la integral I J(c];) es regular y puede ser evaluada mediante cuadraturas

ordinarias de Gaus.

La integral singular 1 J(J;) es la integral (4.34) del apartado anterior, cuyo proceso de

integracién ya ha sido descrito.

4.3.3 Integrandos hipersingulares

Los términos s;j de la ecuacién integral de contorno en traccciones muestran, cuando el
punto de observacién tiende al de colocacién, una singularidad de tipo O[1/(zx — 2%)?]
dando lugar a que aparezcan integrales hipersingulares en los términos que contienen
esto nucleos:

%si’}({,x)m(x)df (4.41)

re

Las integrales hipersingulares que, tras el proceso de discretizacion, han de ser evalua-
das numéricamente tienen, para cualesquiera de las soluciones fundamentales estdticas

consideradas, la forma

I, = 7[ % @dl' (sin suma en K) (4.42)

Con el cambio de variable propuesto en (4.29) y teniendo en cuenta (4.33), la integral

hipersingular (4.42) puede escribirse en funcién de la variable yi como:

Py — Mo 1 2
Iy, =4 ——————odl' =4 — od 4.43

e e

Desarrollando en serie de Taylor la funcién de forma ¢, considerada como funcién de

la variable compleja i, en el entorno de xx = 0, puede escribirse

d
Plxx ~0) =o(xx =0)+ i Xk + O [Xk] = b+ 00 xx +O [xi]  (4.44)
xx =0

Sumando y restando, a la funcién ¢ en (4.43), los dos primeros términos del desarrollo

(4.44), la integral Ij, puede ser descompuesta de la siguiente forma

1 1 /
I - fgm:j[g (6% (o + 6 xx)) dxxc =
T

e

¢ — (¢ + P X 1 1
- / (% B) 0 Xk) dxx + Po _ngK+¢6 — dxx (4.45)
/ XK X X

K K

o U i
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En la integral I ,ER)el numerador y el denominador del integrando son ceros del mismo
orden, O [z, — 2Z], cuando x — £. Esta integral es, por lo tanto, regular e integrable

por cuadraturas ordinarias de Gauss.

La integral }(LS) es la misma integral singular que ha sido obtenida con anterioridad

(1 ](cff)) y la integral [ }(LH) es hipersingular pero tiene solucién analitica conocida:

1
= — (4.46)
XK Ir,

Este método es aplicado por primera vez por Séez, Gallego y Dominguez (1995) al
caso isétropo. En ese caso las soluciones fundamentales son funciones reales de varia-
ble real. En esta tesis la idea es extendida a los comportamientos anisétropo elédstico
(Garcia, Sdez y Dominguez, 2004) y piezoeléctrico (Garcia-Sanchez, Sdez y Dominguez,
préxima publicacién) donde la integracion se realiza sobre funciones complejas de varia-

ble compleja.

El método de regularizacién y posterior integracién muestra ventajas importantes

frente a otros métodos que han sido utilizados para resolver problemas semejantes.

La precisién de la integracién numérica no se vé comprometida ya que se realiza
unicamente sobre integrales regulares. Esta es una sensible ventaja frente a métodos que
utilizan cuadraturas especificas para la evaluaciéon numérica de integrales hipersingulares,
por ejemplo Pan (1997, 1999). La existencia de diferentes tipos de cuadraturas para
integrales hipersingulares (Kutt, 1975; Ladopoulos, 1988; Tsamasphyros y Dimou, 1990;
entre otros) pone de manifiesto que la eficacia y precisiéon de estos métodos no es un

tema cerrado en la actualidad.

El proceso de regularizacién empleado es sencillo, por lo sencillo de la funcién sobre
la que se realiza el método de sustraccién y genérico en el sentido de que no es necesario

asumir elementos rectos sobre la grieta.

Otros trabajos que emplean el método de sustraccién mediante desarrollo en serie
de Taylor lo aplican sobre funciones més complicadas, asi Sollero y Aliabadi (1995) lo
aplican sobre una funcién f(¢) definida por el producto de la solucién fundamental,
una funcién de forma, el jacobiano de la transformacién a la coordenada natural ¢ y el
término (¢ —(,)?, siendo ¢, la coordenada natural que define al punto de colocacién. Con
esta definicién, necesitan considerar, sobre la grieta, elementos rectos. De esta forma el
jacobiano resulta constante y pueden realizar la integracién analitica de las integrales

hipersingulares.
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4.4 Evaluacion numeérica de las integrales. Caso di-

namico

Se utiliza, al igual que para el caso estdtico, la notacién extendida, que permite tratar

los casos anisotropo eldstico y piezoléctrico simultaneamente.

En el epigrafe 3.4 se pone de manifiesto como las soluciones fundamentales arménicas

admiten una descomposicién en parte regular y parte singular.

Teniendo presente esta idea, los niicleos de la SF arménica (uf;(Zm, &,y @)y P53 (Timy Eny W)
di(zmy &y w), ST (Tm, &y w)) de las ecuaciones integrales en desplazamientos (4.21) y

en tracciones (4.22) se descomponen, de esta forma, para su integracion.

Como la parte singular conincide con la solucién fundamental estética, salvo constan-
tes, su integracion se realiza segin lo expuesto en el epigrafe anterior. A estas integrales

hay que anadir el resultado integrar la parte regular.

A continuacién se muestran las expresiones obtenidas a partir de la parte regular
de los desplazamientos de la SF en frecuencia de todos los nicleos (aunque los de los
desplazamientos y las tracciones ya han sido mostrados (3.60) y (3.61) se vuelven mostrar
para conservar el orden de la exposicién):

Ky

* 1 m
W (B o) = 5z [ 5 B i b €l cos(B)]) 9 (147)
* 1 ) T m :
pﬁ =352 /FJK Vi km Y (km|x — &]] cos(9)]) sig(cos(6)) do (4.48)
df]* - Nr CYTIKl Uﬁjyl -
1 [= ,
= 33 Tk Ry km T (km|x — &[] cos(8)]) sig(cos(6)) df (4.49)

—Tr

Sl}g* - NT CTIKl pg}ﬂ (éa X) —
T

1 = _ .
= —33 Tik Tys Yieg k2@ (kpn|x — €| cos(8)]) sig(cos(6)) df (4.50)

—Tr

siendo:

Vit = VimVim / pct para el caso isétropo eldstico.

m _ &em 2 m : 4 :
Vi = &y / pey, By para el caso piezoléctrico.
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Los pardmetos &}, Ey, Vim, ¢m p han sido definidos en el epigrafe 3.4.

Tk = Cokine n; Tik = Couxi N, n; siendo m, la normal en el punto de
observacién, N, la normal en el punto de colocacién y 7; la normal a la

cicunferencia de integracién.
T(s) = —mexp(is) — 2[cos(s) si(s) — sin(s) ci(s)]

y sig la funcién signo.

Entrando con las expresiones (4.47) a (4.50) en (4.21) y (4.22) las integrales que
han de evaluarse numéricamente, sobre cada elemento del contorno, son las siguientes
integrales dobles

e

I, = AV ®F (ky, |x — €[] cos(0)]) df | dT (4.51)
I = / / i 11 o T (k| — €] cos(8)]) sig(cos(9)) | dT (4.52)
Fe L—7T

s

I; = / /EK Vg km T (km|x — €| cos(9)|) sig(cos(#)) db | dI' (4.53)

I'e L—7m

Ky

I, = / /EK Tys Vit k2@ (kp|x — &|| cos(0)]) sig(cos(0))dO | dI'  (4.54)

Te —T

Las integrales I, Is, I3 pueden ser evaluadas mediante cuadraturas de Gauss ordina-

rias.

En el integrando de I, vuelve a aparecer la funcién ®. Como ha sido comentado en el
epigrafe 3.4 esta funcién presenta dos caracteristicas que resultan importantes respecto

de la evaluacién numérica de esa integral:
e Muestra un comportamiento singular del tipo O [In (|x — &|| cos(0)|)] cuando x — &
y cuando 6 — +m/2.
e Muestra un comportamiento oscilatorio directamente proporcional al producto del
nimero de onda por la distancia entre los puntos de colocacién y observacion.
La singularidad logarftmica del radicando ha sido tratada, como en el caso estdtico,
mediante cuadraturas de Gauss que incorporan la funcién logaritmo.

El comportamiento oscilatorio de la funcién puede generar problemas numéricos si el

producto k,,|x — &| es elevado, en otras palabras en los casos de frecuencias elevadas y/o
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campo lejano. Para superar esta dificultad con las frecuencias resueltas se ha seguido
la solucién propuesta por Denda, Wang y Yong (2003) consistente en la divisién de la
circunferencia unitaria de integracién en un mimero de intervalos n = 2w|x—&|/cy siendo

co es la minima velocidad de fase y w la frecuencia de estudio.

Denda, Wang y Yong (2003) y Denda, Araki y Yong (2004) proponen, para la integra-
cién de Iy e I, expresiones (4.51) y (4.52), intercambiar las integrales, es decir integrar
primero sobre el elemento y después sobre la circunferencia unidad. Este enfoque tiene
sentido para la utilizacién de elementos rectos, que son los empleados en esos trabajos,
porque permite la integracién analitica sobre el elemento. Con elementos cuadraticos
esa integracién analitica no resulta posible y el intercambiar el orden de las integrales

no aporta ventaja alguna por lo que la integracién se ha realizado en el orden indicado.

4.5 Evaluacion de los factores de intensidad

Para la evaluacion de los factores de intensidad de tensién y desplazamiento eléctrico se
utiliza el método de los desplazamientos. En este método, los valores de desplazamiento
obtenidos sobre nodos concretos de la grieta y sus coordenadas se llevan a las expresiones
analfticas de los desplazamientos en el entorno del vértice de grieta obteniendo, asf, un

sistema algebraico para determinar los factores de intensidad.

En la literatura se pueden encontrar dos modos de realizar este cédlculo, la formulacién
monopunto y la formulacién multipunto; segiin se utilicen los valores de los desplaza-

mientos en uno o mds puntos por cada cara de la grieta.

En esta tesis se ha optado por la formulacién monopunto siguiendo las conclusiones
del trabajo de Sdez, Gallego y Dominguez (1995) en el que se realiza, para el caso
isétropo, un estudio comparativo de ambas fomulaciones. Para ello se evalua el FIT a
partir de la apertura de grieta a dos distancias (r; y r3) del vértice: puntos a y by
puntos ¢ y d en la figura 4.6. Comparando estos resultados entre si y con los obtenidos a
partir de los desplazamientos en los cuatro puntos, los resultados de ese trabajo indican
que introducir valores mas alejados del vértice produce un aumento del error. Este
comportamiento resulta logico porque a medida que nos alejamos del vértice los términos

asintéticos predominantes en la zona dominada por la singularidad pierden peso.

La generalidad del método de integracién empleado aqui permite el uso en el vértice
de la grieta del elemento un cuarto discontinuo recto. Este elemendo se caracteriza
porque el punto interno lo divide en dos partes de longitudes [/4 y 3[/4, siendo [ la
longitud del elemento. Sus puntos de colocacién para (; = —3/4 y (5, = 3/4 (siendo ( la

coordenada natural) ocupan las posiciones que se indican en la figura 4.7.
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Figura 4.6: Puntos para determinacién del factor de intensidad de tensiones.

:

—491/64 ——
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de grieta = - ? - }
Figura 4.7: Elemento a un cuarto discontinuo con (; = —3/4, (, = 3/4.

Por la relacién que muestra este elemento entre su coordenada natural y la coordenada

radial (r) del sistema polar con origen en el vértice de la grieta (ver figura 2.1):

¢ =2 %-1 (4.55)

es capaz de reproducir el comportamiento /r de los desplazamientos en el entorno del
vértice de grieta (Martinez y Dominguez, 1984), expresiones (2.55a), (2.55b), (2.57a),

(2.57b) y (2.59) para comportamiento anisétropo eldstico y (2.63) para piezoeléctrico.

Esta caracteristica del elemento, unida a la existencia de un punto de colocacién muy
cercano al vértice ((; en la figura 4.7) permite la evaluacién directa de los factores de

intensidad.

El postprocesado de resultados necesario para la utilizacién de este método es minimo
y por tanto lo es el costo computacional. En cualquier caso, el costo es mucho menor que
el de el resto de métodos utilizados con el mismo fin (véase epigrafe 2.4.4). Sin embargo
este menor costo computacional no va en detrimento de la precisién en los resultados que,

como se pone de manifiesto en el siguiente capitulo, tienen una precision muy elevada.

Para obtener las expresiones de los FI como funcién de las aperturas extendidas de
grieta se itroducen las coordenadas de los puntos més cercanos al vértice (r =7, § = +;
en el sistema usual de coordenadas polares fijado en el vértice de grieta, ver figura 2.1)
en las expresiones analiticas de los desplazamientos en esta zona. A continuacién se

muestran las expresiones utilizadas en los casos analizados.
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o Expresiones del FIT en funcién de las aperturas de grieta para el caso

anisétropo elastico

Introduciendo las coordenadas § = 7, r = [/64 para la superficie superior de la grieta
y 0 = —m, r = 1/64 (I es la lungitud del elemento un cuarto situado en el vértice de
la grieta) para la inferior en (2.55a), (2.57a) y (2.59) se obtiene para el caso plano (Sih
Paris e Irwin, 1965):

Augl,_y g4 ] Dy Dz 0 K
Au2|r:l/64 = \/8:7r Dy1 Dy 0 K | =
Augl,_, /64 0 0 Dss Kirr
K, [ Du D 0 RN
= Kir - \/; Dy Day 0 AUQ‘T:UM (4.56)
Kirr 0 0 D33 Aus |T:l/64

siendo

Dy = Re <z ,U1A12 - M2A11) . Dyy = Re (Z Aig — An)

H1 — Ho H1 — Ho
Aoy — 1A Ay — A

Dy = Re <z i Aoo — o 21) . Dy, — Re (Z M) (4.57)
H1 — Ho My — Mo

7
D = Rel————
% <M3 Cu + 045)

donde 7 = v/—1, Cyy y Cy5 son componentes del tensor de comportamiento y la matriz
A y las raices jiq, ity ¥ 113 han sido definidas en el epigrafe 2.2.2.

Es pues suficiente entrar con los valores de la apertura de grieta en el nodo més cerca-
no al vértice de grieta, obtenidos mediante el MEC, en (4.56) para obtener directamente

los valores de los FIT.

e Expresiones del FIT/FIDE en funcién de las aperturas extendidas de

grieta para el caso piezoelétrico

Para el caso piezoeléctrico pueden sustituirse las coordenadas de los puntos en las
expresiones (2.63) para despejar los valores de los FIT y el FIDE. No obstante, resulta
mas comoda la expresién matricial obtenida para el caso plano generalizado por Suo,
Kuo, Barnett y Willis (1992):
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K; Auy |r:l/64

K; _ (8 ! Aus,_y 64 (4.58)
Kiip ! Aug|,_y 64

Ky A(:0|1’:l/64

siendo
H=Re(iAL ")

donde A y L son las matrices formadas, por columnas, por los vectores definidos en el
epigrafe 2.3.2 e i = /—1.






Capitulo 5

Resultados numéricos

5.1 Introduccion

En este capitulo se presenta una amplia relacién de resultados numéricos empleando la
formulacién hipersingular del MEC mediante el tratamiento de regularizacién descrito

en el capitulo anterior.

A lo largo de estos ejemplos se utilizan todas las soluciones fundamentales descritas
en el tercer capitulo: SF estaticas anisétropas eldsticas para espacio completo y para se-
miespacio, SF estdticas piezoeléctricas y SF dindmicas para comportamiento anisétropo

eldstico y piezoeléctrico.

En cada caso se resuelven problemas cuyos resultados se encuentran en la literatura
con el objetivo de validar la formulacién utilizada asi como la implementacién que, de la

misma, se ha realizado.

Una vez comprobado que estas comparaciones resultan satisfactorias, se aportan nue-
vos resultados, al menos el autor no tiene constancia de la publicaciéon previa de los
mismos, resolviendo las mismas configuraciones de grieta utilizadas para los casos com-

parados.

Los resultados que se muestran son siempre FIT adimensionalizados (FIT y FIDE
adimensionalizados para al caso piezoeléctrico). En los problemas estaticos los resultados
se representan graficamente, o se tabulan, para diferentes pardmetros geométricos en
funcién de la referencia utilizada. Para los ejemplos dindmicos el resultado se aportara,
las mds de las veces, como una curva frente a la frecuencia adimensionalizada y en algin

caso concreto, frente al tiempo adimensionalizado.

La formulacién empleada se muestra numéricamente muy robusta. Como es sabido,

79
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la formulacién del problema anisétropo eldstico no es trasladable de forma inmediata al
comportamiento isétropo. Si en el tensor de comportamiento se introdujeran las cons-
tantes de un material isétropo las ecuaciones se degenerarfan y no serfa posible obtener
el resultado. Numéricamente el resultado del problema is6tropo puede ser, sin embargo,
obtenido mediante constantes cuasi isdtropas, es decir valores suficientemente cercanos
a los valores is6tropos para obtener un buen resultado y suficientemente diferentes entre
s{ para que no se produzca la degeneracion de la formulacién. Se pone de manifiesto a
lo largo de todo el capitulo que esta formulacién resuelve el problema isétropo con una

gran precision y sin dificultades numéricas.

5.2 Resultados estaticos. Solucién fundamental ani-

sotropa elastica de campo completo

5.2.1 Grieta recta, dominio infinito

Para analizar influencia de la relacién de ortotropia en el resultado, se resuelve el pro-
blema de una grieta recta en un dominio infinito sometida a traccién uniforme (figura

5.1). La solucién analitica de este problema es conocida (Sih, Paris e Irwin, 1965):

Krjoyma = 1.

Se han definido las propiedades de un material ortétropo hipotético:

E1 = G12<(,0 + 21/12 + 1) ) E2 = El/QO 3 G12 = 6.0GPa 3 Vig = 0.03 (51)

Se ha hecho coincidir la direccién 1 con la direccién de la grieta. Se ha discretizado
la grieta con 6 elementos y se ha hecho variar la relacién F;/Fy entre 1073 y 103. En

todos los casos los errores obtenidos han sido inferiores al 0.1%.
iIre
Y
| | '
—L 2a
b

Figura 5.1: Grieta recta sometida a traccién. Dominio infinito.
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5.2.2 Grieta inclinada sometida a traccion en dominio is6tropo

Para evaluar la estabilidad de la formulacién cuando las propiedades del material tienden
a propiedades de isotropia se resuelve el problema de una grieta en dominio infinito,
sometida a traccién uniforme e inlinada respecto de la direccién de las tracciones (figura
en tabla 5.1). La solucién analitica de este problema fue publicada por Irwin en 1957
para G = 76.9231 GPa; v = 0.3. En este caso las propiedades, cuasi isétropas, adoptadas

han sido:
G=769231GPa; v=03; Ei=(1+4+a)F; Ey=(l1—a)FE (5.2)

con £ =2(14+v)G y a << 1. Esta misma técnica se empleara en adelante para obtener

resultados en dominios is6tropos.

Se obtienen los resultados indicados en la tabla 5.1 con una muy buena coincidencia
con los resultados de la referencia. El pardmetro, o se ha hecho variar entre 1073 y 10~2°
sin que aparezcan problemas numéricos lo que muestra la robustez de la formulacién en

este sentido. La malla empleada ha sido la misma que en el ejemplo anterior.

Tabla 5.1: Grieta oblicua en medio infinito isétropo. Resultados y esquema.

Prttttttittto
Y

Solucién exacta [1] MEC F. Hipersingular

g | Ki/o/ma Kir/o\/ma | Ki/o\/ma  Kjj/o\/ma

30 | 0.7500 0.4330 | 0.7502 0.4331
45 | 0.5000 0.5000 | 0.5001 0.5001 v
75 | 0.0670 0.2500 0.0670 0.2501 —.

[1] Irwin (1957) RARERRRRRRRN

5.2.3 Placa ortétropa con grieta horizontal centrada

El problema de una placa cuadrada sometida a traccién con una grieta de longitud 2a,
dispuesta perpendicularmente a la carga en el centro de la placa (figura en tabla 5.2) fue
resuelto, numéricamente, para un material ortétropo hipotético por Bowie y Freeze en
1972. Las propiedades definidas por estos autores para el material fueron las expresadas
en (5.1). Como muestra la tabla 5.2 los resultados se ajustan muy bien a los de la

referencia.

La malla empleda para la grieta es la misma que la de los ejemplos precedentes. El

contorno exterior se ha discretizado con 6 elementos iguales por cada lado.
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Tabla 5.2: Placa ortétropa a traccién, grieta horizontal centrada. Resultados para w = h.

Ki/o\/ma
a/w=0.2 a/w=0.5

E\/E, | [2] F.Hip. Dif. | [2] F.Hip. Dif.

00 | 116 L1541 -051% | 185 1.8523 0.2%  fHEPHEbbbEdbEees”
0.3 | 110 1.0957 -0.39% | 1.57 1.5695 -0.03% oL w

0.5 |1.08 1.0766 -0.31% | 146 1.4569 -0.21% y

0.7 | 107 1.0658 -0.39% | 1.39 1.3926 0.19% | _ st x|
0.9 |1.06 1.0585 -0.14% |1.35 1.3508 0.06% E, :

11 | 1.05 1.0532 0.30% |1.32 1.3215 0.11% " |[|—— |

1.5 |1.05 1.0460 -0.38% | 1.28 1.2833  0.26% —

2.5 1.04 1.0370 -0.29% | 1.24 1.2375 -0.20% AERRRRRIRRRRRREE
3.5 1.03 1.0327 0.26% | 1.22 1.2169 -0.25%
4.5 1.03 1.0303 0.03% | 1.20 1.2052 0.43%

[2] Bowie y Freeze (1972)

5.2.4 Placa ortétropa con grietas en bordes opuestos

Placa de apilado simétrico grafito epoxy, con dngulo de apilado +¢, sometrida a traccién.
La placa tiene dimensiones 2w * 2w y sendas grietas de longitud a = 0.5w en los bordes
no cargados, dispuestas simétricamente (figura en tabla 5.3). Las propiedades del grafito

epoxy son:

La tabla 5.3 muestra el buen acuerdo entre estos resultados y los publicados por Chu
y Hong en 1990 obtenidos mediante la integral J evaluada a partir de los resultados del

método de los elementos finitos.

Se han utilizado 5 elementos para la grieta y aprovechando la simetria respecto del

eje y (ver figura en tabla 5.3), se discretiza sélo la mitad del problema.

5.2.5 Grieta centrada oblicua en placa anisétropa

Placa de dimensiones 4w * 2w sometida a traccién. Grieta de longitud 2a (a = 0.2w)
formando 45° con la direccién de las tracciones. Fibras de vidrio orientadas segin el

angulo ¢ en matriz epoxy (figura en tabla 5.4). Propiedades:

E, =4826 GPa; FEy,=1724 GPa; Gi12=689 GPa; v13=0.29 (5.4)
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Tabla 5.3: Placa de apilado simétrico (+¢) a traccion. Grietas desde los bordes.

Ki/oy/Ta 1HHHMH1HH0
¢ | [3] F.Hip. Dif. ¢ | [3] F.Hip. Dif. w | w
0 |1.164 1.1654 0.12% | 50 | 1.471 1.4789 0.54% " y

10 | 1.167 1.1690 0.17% | 60 | 1.771 1.7745  0.20% e z
20 | 1.190 1.1866 -0.29% | 70 | 2.050 2.0583 0.40% ‘
30 | 1228 1.2291  0.09% | 80| 2.186 2.1843 -0.08% "
40 | 1.301 1.2962 -0.37% | 90 | 2.215 2.2096 -0.24%

3] Chu y Hong (1990) RARRRRRRRRRRRRRLE

E,H

La solucién numérica de este problema fue publicada por Gandhi en 1972. La tabla
5.4 muestra un muy buen acuerdo entre los resultados de formulacién hipersingular y los
de la referencia.

Tabla 5.4: Placa anisétropa a traccion. Grieta central oblicua.

Ky jov/ma K1 /o ""’%“HHHHO

4 F. Hip. Dif. 4 F. Hip. Dif. i
6 | 1 ip._ Dit._| [4 ip._Di \é/«»
0 | 0522 0.5230 0.19% | 0.507 0.5076 0.12% * —
45 1 0.515 0.5154 0.08% | 0.505 0.5049 -0.02% a}/
90 | 0.513 0.5134 0.08% | 0.509 0.5091 0.02% 'a// 45 T

105 | 0.517 0.5166 -0.08% | 0.510 0.5108 0.16%
120 | 0.524 0.5241 0.02% | 0.512 0.5118 -0.04%

h
135 | 0.532  0.5318 -0.04% | 0.511 0.5112  0.04%
180 | 0.522  0.5230 0.19% | 0.507 0.5076 0.12% w w
[4] Gandhi (1972) R RRRRRRRRY

5.2.6 Grietas emanando desde un orificio central en una placa

sometida a tracciéon

Placa de dimensiones 4w * 2w con orificio central de didmetro 2r y grietas de longitud
a emanando simétricamente desde el orificio. Este problema tiene un indudable interés
practico ya que puede presentarse en situaciones de uniones mecénicas entre placas. En la
literatura aparecen soluciones a este problema para comportamiento isétropo, ortétropo

y anisétropo.
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Se ha utilizado una malla de 5 elementos por grieta, 26 elementos para el orificio y

36 para el contorno exterior.
Caso isé6tropo

Resuelto numéricamente por Newman en 1971 para los casos r = 0.25w y r = 0.5w
con un material de propiedades G = 385GPa y v = 0.3. La figura 5.2 muestra el
acuerdo entre estos resultados y los obtenidos mediante la formulacién hipersingular del
MEC para todas las longitudes de grieta analizadas. Las propiedades cuasi isétropas

consideradas han sido:

G=38GPa; v=03; Ei=E(l+a); E=FEl-a); a1 (5.5)

3~0_'|-"|"-|'-'|'-'|-'-|"-|

RRRE fH FHitto K= | MEC F. Hipersingular
i o5 ¢ Newman (1971)

2w %‘E — °¢ vo s

rhw=0.25

I ] : -
'y | Lo} ]
- L :
| 0.5 ]
P ;:; bbbt - 03 04 05 0.6 0.7 0.8 019-

alw

Figura 5.2: Grietas emanando simétricamente desde un orificio centrado en una placa a

traccion. Resultado para material isétropo.

Casos ortétropo y anisétropo

Los resultados de este problema, para los casos ortétropo y anisétropo, fueron obte-
nidos mediante el MEC por Sollero Aliabadi y Rooke (1994) utilizando la técnica de las
subregiones. Para el comportamiento ortétropo tomaron las propiedades de un apilado
simétrico de boro epoxy, con dgulo de apilado +¢ (figura 5.2). Para el comportamiento
anisétro tomaron las propiedades de una séla lamina del mismo material con las fibras

orientadas segin ¢. Las propiedades del boro epoxy son:
E, =204 GPa; Fy;=185GPa; Gi12=559GPa; v3=0.23 (5.6)

La figura 5.3 muestra el buen acuerdo existente entre los resultados obtenidos y los de

la referencia para todos los dngulos de orientacién de las fibras.
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Figura 5.3: Grietas emanando simétricamente desde un orificio central en una placa a

traccién. Resultados para casos ortétropo (arriba) y anisétropo para r = 0.5w (abajo).

5.2.7 Grieta en forma de arco circular en dominio infinito

Para analizar el comportamiento de los elementos cuadréticos en contornos curvos se
obtienen resultados para una grieta con forma de arco circular definida por el radio (r)

y el semidngulo abarcado (), figura 5.4, sometida a un estado biaxial de tracciones.

En primer lugar se comparan los resultados con los analiticos obtenido por Muskhe-

lishvili (1953) para el caso isétropo: figura 5.4.

A continuacién se presentan los resultados, con la misma configuraciéon de grieta,
para un material ortétropo. Para comprobar el efecto de la curvatura de los elementos
se utilizan dos mallas, una de elementos rectos y la otra con elementos curvos, con igual

ntimero de elementos: 10si a < 70°y 12 si a > 70°. La figura 5.5 muestra la comparacién
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de ambos resultados, la mayor diferencia se obtiene para K, diferencia que, como era
de esperar, crece con el semidngulo abarcado por la grieta llegando a estar en torno a
4.1% para para la grieta de semidngulo 75°. Las propiedades del material han sido las
de una grafito epoxy (Scotchply):

E,=1389GPa; FE,=896GPa; Gy=71GPa; vi=0.3 (5.7)

E, 1o
E, Yy

N A
o L7 el

Kaa/\\
e M.E.C. form. hipersingular

Ilo 0L Sol. Exacta (Muskhelishvili, 1953) ]
0.0 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80

o

K,K, lo(rsen o)*?

Figura 5.4: Grieta en forma de arco circular, material isétropo (r=0.25). Resultados en
funcién del angulo abarcado.

T T T T T T 035
1.00
0.95 | < 0.30
S 090 F
T Ho0.25 :N
- —
N Q
S 08| =
‘;’ 4o20 Z
= 080 | S
~ )
-
S S
0.75 | <4 0.15
0.70 - Elementos curvos @ FElementos rectos
PR S T T SR S T | 1 1 1 | I 010
10 20 30 40 50 60 70 80

o
Figura 5.5: Grieta en forma de arco circular en grafito epoxy. Elementos curvos vs.

elementos rectos para diferentes valores del dngulo abarcado.
5.3 Resultados estaticos. Solucion fundamental ani-
s6tropa elastica de semiespacio.

Para comprobar la implementacién de la solucién fundamental de simiespacio con la

formulacién hipersingular se resuelven diferentes problemas sobre dominio isétropo y
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anisotropo cuyos resultados se encuentran en la literatura. Una vez hecha esta compro-

bacién se presentan otros resultados para semiespacio anisétropo.

5.3.1 Grieta en semiespacio is6tropo

Mediante métodos semianaliticos, Isida (1966, 1979) e Higasida y Kamada (1982) obtie-
nen, para semiespacio isétropo, los resultados para grietas vertical, oblicua y horizontal
respectivamente. Las figuras 5.7, 5.6 y 5.8 muestran el buen acuerdo entre los resultados

obtenidos y los de las referencias. Propiedades cuasi isétropas:

G=769231GPa; v=03; Ei=(1+a)E: Ey=(1-a)E; a<<1l (58)

1.8 . .

7L® M.E.C. form. hipersingular K
Isida (1966) I

1.6

T 1.5
1.4

1.3

Kllc('rca,)"2

1.2

——
—~—
o
—~—
——
——

1.1

s

1.0 4

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
alh

Figura 5.6: Grieta vertical en semiespacio isétropo. Resultados en funcién de la profun-
didad de la grieta.
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alh
Figura 5.7: Grieta horizontal en semiespacio isétropo. Resultados en funcién de la
profundidad de la grieta.
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Figura 5.8: Grieta oblicua desde la superficie libre en semiespacio isétropo. Resultados

en funcién del déngulo con la superficie libre.

Las grietas en los dos primeros casos se han discretizado con 12 elementos y en este

ultimo con 5.

5.3.2 Grieta en semiespacio anisétropo

Sung y Liou (1995) resuelven mediante un método semianalitico el caso de una grieta en
un semiespacio anisétropo para dos situaciones de carga: traccién uniforme y tensiones
tangenciales uniformes. La grieta estd colocada perpendicularmente a la superficie libre

(figura 5.9). Las propiedades del material utilizadas en este trabajo son:

E 1 F vE E
1—v2 CM_?l—l/2 ’ 012_1—1/2 ’ 066_2(/-@4—1/)

(5.9)

Con esta definicién, eligiendo k = 1, la relacién de ortotropia es gobernada por el
pardmetro 6. Una vez escogido este pardmetro, las propiedades de anisotropia se hacen
variar mediante el dangulo ¢ (figura 5.9) definido entre la direccién principal 1 del material

y la superficie libre.

Las figuras 5.9 y 5.10 muestran los resultados para h = 1.1a. Puede apreciarse el
buen acuerdo existente entre los resultados para todos los casos. Para la discretizacion

se ha utilizado la misma malla de 12 elementos que en el semiespacio isétropo.
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Figura 5.9: Grieta vertical en semiespacio anisétropo. Esquema del problema y resul-

tados para carga de traccién en funcién de la orientacién de las direcciones principales.
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Figura 5.10: Grieta vertical en semiespacio anisétropo. Resultado para tensiones tan-

genciales en funcion de la orientacion de las direcciones principales.
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A continuacién se presentan los resultados para grieta oblicua en un semiespacio
anisétropo en funcién de la profundidad de grieta. Se representan resultados para dos
angulos diferentes de inclinacién de la grieta respecto de la superficie libre: G = 30°
(figura 5.11) y 0 = 75° (figura 5.12). Estos resultados se superponen a los del mismo
problema para material isétropo para mostrar la influencia de la anisotropia sobre el
resultado. Se puede apreciar que, independiente de las propiedades del medio, la tenden-
cia de los resultados a los de grieta en dominio infinito es muy rapida, aunque diferente

segin la inclinacién de la grieta. Las mallas empleadas han sido de 6 elementos.

I L A A
14 —— --eves = = = == Boro epoxy p
—e— --e-- - o= —.o—Isotropo V. sup.
4
Y 1.2 B = 300
8 )
= 1.0 E
B -
b ———
2 oosl ™M =TT - ]
P PP e e P O 7 RSO
=) . 4
- 06 . N PO ]
E e s
i} _,--.—_-_'_;:,',':_-.—.‘..‘.‘.T. S @,
04 !H-—an‘nﬁ"!-ﬂ'%‘,-:‘f.-"_-_,-,'-:-. ey T IR T L " .7:;0
= Dominio infinito V. sup. Teel
02 " " " 1 " " L 1 L " " 1 " " " 1 "
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Figura 5.11: Grieta oblicua, § = 30°, en semiespacio anisétropo e isétropo. Resultados

frente a la profundidad de grieta en los vértices superior e inferior.
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Figura 5.12: Grieta oblicua, § = 75°, en semiespacio anisétropo e isétropo. Resultados
frente a la profundidad de grieta en los vértices superior e inferior.

Para el comportamiento anisétropo se han elegido las propiedades de un boro epoxy:
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tomando una inclinacién de la direccién principal 1 de 15° respecto de la superficie del

semiespacio (¢ = 15° en la figura 5.11)

Para el comportamiento isétropo se han tomado

E1:E<1+Oé) ; E2:E<1—Oé) ; G12:500GP(I ; v1a = 0.3 ;o << 1 (511)

5.4 Resultados estaticos. Solucién fundamental pie-

zoeléctrica de campo completo

En los ejemplos que siguen se muestran resultados de grietas en dominios piezoeléctricos
tomando en cuenta las siguientes consideraciones: los ejes principales del material coinci-
den con los ejes coordenados (1 = z, 2 = y), la direccién 2 es la direccién de polarizacion.

En estas condiciones la matriz de comportamiento que se supondrd en los ejemplos es:

CH 012 0 O €21
012 022 0 O €22

0 0 C@G €16 0 (512)
0 0 €16 —€11 0
ez ez 0 0 —€22

Estas consideraciones se han tenido en cuenta porque es la situacién que suelen
considerar la gran mayorfa de los trabajos que tratan este comportamiento. No obstante
son absolutamente innecesarias para la implementacién que se ha hecho de la formulacién
hipersingular del MEC para la solucién fundamental piezoeléctrica aplicable sea cual sea

la forma del tensor de comportamiento piezoeléctrico.

5.4.1 Grieta recta, dominio infinito

La solucién analitica al problema de una grieta recta en dominio infinito piezoeléctrico
sometida a traccién uniforme (en sentido extendido) fue publicado, simultaneamente, en
1992 por Pak y por Suo, Kuo, Barnett y Willis. La figura 5.13 muestra los resultados
obtenidos para un PZT-4, con una malla de diez elementos, frente a los resultados

analfticos para los casos de carga mecdnica (o,) y de carga eléctrica (D).

La propiedades utilizadas han sido las de un PZT-4:

Cu = 139G Pa ) 012 =74.3GPa ) 022 =115GPa 3 066 = 25.6 GPa
€1 = —5.20/m? ; e =151C/m?; ey=12.7C/m? (5.13)
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2.5 : : : : : . 1 ]
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Figura 5.13: Grieta recta en medio piezoeléctrico infinito. Incrementos de desplazamien-

tos extendidos. Carga mecdnica: 1 Pa. Carga eléctrica: 1C/m?.

5.4.2 Placa a traccién, grieta centrada oblicua

Pan (1999) obtiene el resultado para una placa de

PZT-4 sometida a traccién extendida y con una

o, O-riroD,

grieta centrada oblicua. La placa tiene dimensio- : 2w

nes 2w *x 4w. La grieta forma 45° con la direccion | y:

de la carga (o de polarizacién) y tiene una semi- ‘

longitud @ = w/5. Para resolver este problema 2@/ o
Pan también utiliza la formulacién hipersingular 2ho— = ! 1

del MEC, la diferencia con el método aplicado en

esta tesis estd en la forma de calcular las integrales

hipersingulares para lo que Pan utiliza las cuadra- rooo ooooD,
turas para integrales hipersingulares de Tamasphy-

ros y Dimou (1990).

La figura 5.14 muestra los resultados de este trabajo en comparacién con los de Pan
para los casos de carga mecénica (izda.) y de carga eléctrica (dcha.). Por la posicién de la
grieta, en este ejemplo el acoplamiento entre todas las componentes del desplazamiento
extendido es total. Como se puede apreciar, el acuerdo entre los resultados es muy bueno

en todos los casos.

El dominio se ha discretizado con 10 elementos para la grieta y 24 para el contorno

experior.
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Figura 5.14: Grieta centrada a 45° en placa de material piezoeléctrico. Incrementos de

desplazamientos extendidos. Carga mecdnica: 1Pa. Carga eléctrica: 1 C/m?.

5.4.3 Grieta ramificada en dominio infinito

Se resuelve ahora el problema de una grieta rami-

ficada en el seno de un material infinito piezoe- o, CrCrCr TrrTr 0D,
léctrico para diferentes longitudes y dngulos de la Y B
ramificacién. Este problema fue resuelto por Xu % /
y Rajapakse (2000) mediante un método semiana- '/..{_b /\9 .
litico haciendo uso del potencial complejo de Le-

a S8 a

khnitskii y un modelo de dislocaciones. El sistema :
_ . o, oo oo oD,
final que obtienen es resuelto mediante un método

de cuadraturas publicado por Gerasoulis (1982).

Los resultados mostrados en las figuras 5.15 y 5.16 son los FIT y FIDE en el vértice
de la ramificacién. Estos resultados han sido obtenidos para dos longitudes de ramifi-
cacién haciendo variar el dngulo, 6, grieta/ramificacién. La representacién se extiende
al intervalo védlido de dngulos. Ese intervalo es diferente para cada longitud. Fuera del
intervalo los desplazamientos obtenidos indican la interpenetracién de las superficies de
grieta lo cual es, fisicamente, inaceptable. En todos los casos el acuerdo con la referencia

es muy bueno.

La grieta madre se ha discretizado con 12 elementos y las ramificaciones con 2 y 6

segun su longitud. El material empleado ha sido un PZT-4 con las siguientes propiedades:

Cu =139GPa ) 012 = T74.3GPa ) 022 =113GPa 3 066 = 25.6 GPa
e = —6.98CM™2; €9 =13840Cm2; eg=1344Cm? (5.14)
€11 = 6.0 C/(va) ; €99 = 5470/(va)
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Figura 5.15: Grieta ramificada en medio piezoeléctrico infinito sometida a traccién.

T T T T T T T T T T T T
MEC form hipersingular
b=05a

0.0
2-0.5
-1.0

-1.5

(O/M) LAOI.Z/I(’D lL) ﬁq / &1”}1

-2.0

-90 -75 -60 -45 -30 -15 0 15 30 45 60 75 90

Figura 5.16: Grieta ramificada en medio piezoeléctrico infinito sometida a desplazamien-

to eléctrico.
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Figura 5.16 (cont): Grieta ramificada en medio piezoeléctrico infinito sometida a despla-
zamiento eléctrico.

5.4.4 Grieta en forma de arco circular en dominio infinito

Se presentan a continuacién, para el mismo ma-

g-z/fﬁfrﬁﬁﬁ o1 o D
! Yy

terial del caso anterior, los resultados para grieta y

con forma de arco circular en dominio piezoeléctri-

co infinito en funcién del semidngulo abarcado por

la grieta. Los resultados son para el caso de carga

r - L
mecénica de traccién y de carga eléctrica de des- \_/

plazamiento eléctrico impuesto. Se ha utilizado la | oD
oo ooooooooY

i
|
|
oo
i
|
|

misma malla que para el caso anisétropo eléstico.

Para adimensionalizar el FIDE cuando la craga es mecdnica y los FIT cuando es eléc-
trica, se utiliza la relacién ¥ = e95/e99 entre las propiedades dieléctrica y piezoeléctrica
del material en la direcciéon de polarizacién. Los resultados se representan en las figuras
5.17 y 5.18 frente al angulo abarcado, a.

5.5 Resultados dinamicos. Solucién fundamental ani-

sotropa elastica

5.5.1 Generalidades

A continuacién se muestra una relaciéon de resultados obtenidos para ondas planas ar-
monicas que inciden sobre grietas en el seno de materiales anisétropos eldsticos. En

concreto los resultados que se muestran son los FIT frente a la frecuencia de excita-
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Figura 5.17: Grieta con forma de arco circular en medio piezoeléctrico infinito sometida
a traccion.
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Figura 5.18: Grieta con forma de arco circular en medio piezoeléctrico infinito sometida
a desplazamiento eléctrico.

cién de la onda, ambos adimensionalizados. Los FIT son adimensionalizados mediante
la amplitud de la tensién y la dimensién caracteristica de la grieta y la frecuencia se

adimensionaliza mediante la longitud caracteristica de la grieta y la velocidad de fase.

En algiin caso muy concreto se compara con resultados en el dominio del tiempo.
Dado que la formulacién dindmica que se ha implementado en esta tesis es la formulacion
en el dominio de la frecuencia, para poder realizar estas comparaciones se ha hecho uso

de la antitransformada de Fourier para poder obtener resultados en el tiempo a partir
de resultados en frecuencia.

Con el objetivo de poder establecer comparaciones con resultados existentes en la

literatura se onsideran ondas que se propagan segin los ejes principales del material.
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En estas condiciones puede hablarse de ondas longitudinales (P) y transversales (SV)
puras. Es decir, ondas que dejan el medio moviéndose segin la direccién de propaga-
cién (ondas P) o perpendicularmente a ésta (ondas SV). Para cualquier otra direccién
de propagacion el acoplamiento entre los desplazamientos darfa lugar a ondas de tipo
mixto (cuasi longitudinales o cuasi transversales) que dejarian al medio moviéndose con
un vector de desplazamientos con componentes segiin la direccién de propagacién y su

perpendicular.

No obstante, lo anterior no resta generalidad a la formulacién presentada que puede

aplicarse en la misma forma para cualquier direcciéon de propagacién de la onda.

5.5.2 Condiciones de contorno para ondas P y SV en medios

ortétropos elasticos

En este epigrafe se obtienen las condiciones de contorno que se imponen sobre las super-
ficies de las grietas para resolver los problemas de grietas en dominio infinito.

El sistema de referencia se considera segin las direcciones principales del material:
r=1,y=2.

¢ Onda P propagdndose segin la direccién y en material ortétropo eldstico

Una onda P propagidndose segin la direcciéon y impone en el medio un vector de
desplazamientos cuyas componentes segin x e y (u,v) responden a las expresiones

u=0 ; v=1vyexpliw(y/c,+1)] (5.15)

siendo ¢, = /Ca2/p la velocidad de fase de la onda, w la frecuencia angular, ¢ el tiempo,
vo la amplitud del desplazamiento e 1 = y/—1.

Sustituyendo (5.15) en la ecuacién de comportamiento (2.7) y considerando las rela-

ciones cineméticas (2.9) se obtiene:

W .
O 011 012 0 Uy Cl?volc_p eXp[ZwQJ/Cs)]
Ty =| Cia Cn O Usy = CQQUOE expliw(y/cs)] (5.16)
O--'Ey O O 066 u7y +U7I Cp 0

De (5.16) se deduce que las tracciones sobre un plano con normal (n,,n,) son:

o 0 n %n
(iw ) _ ( O:c ) ) ( nw ) = Cn * | ogexpliw(y/c,)] (5.17)
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siendo o = vy Coz iw/c,

e Onda SV propagandose segtin la direccién y en material ortétropo elds-
tico

Campo de desplazamientos
u = ugexpliw(y/cs+t)] ; v=0 (5.18)

siendo ¢; = 1/Cgg/p la velocidad de fase, ug la amplitud del desplazamiento y el resto
de pardmetros como en (5.15).

Mediante la ecuaciéon de comportamiento puede escribirse

w .
oy, =0,=0 ; 04 = OG6UOC_ expliw(y/cs)] (5.19)

S

de donde pueden obtenerse las tracciones para un plano definido por la normal (n,,n,)

(i ) ) ( 0 ) ( " ) ) ( " ) expliv(y/e)]  (5:20)

siendo 79 = ug Cgg iw/cs

5.5.3 Grieta recta, dominio infinito isé6tropo. Dominio de la

frecuencia y dominio del tiempo

El problema de ondas armoénicas planas, tipo P
y SV, incidiendo segiin diferentes dngulos, sobre y
una grieta recta en un dominio infinito isétropo

fue resuelto por Sih y Loeber (1969) utilizando un

método semianalitico. / 2a

En este caso se ha resuelto el mismo problema utilizando 10 elementos para discretizar

V&

la grieta y las siguientes propiedades cuasi isétropas:

Ei=E(l+4+a); E;=E(l—-—a); G=400GPa; v12=025; a<<l1l (5.21)

Los resultados, segin pueden verse en las figuras (5.19, 5.20) muestran un muy buen
acuerdo, en todos los casos, con los de Sih y Loeber (1969):
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Figura 5.19: Onda P incidiendo con diferentes dngulos, «, sobre grieta recta. Dominio
is6tropo infinito. Resultados en funcién de la frecuencia.
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Figura 5.20: Onda SV incidiendo con diferentes dngulos, «, sobre grieta recta. Dominio

isétropo infinito. Resultados en funcién de la frecuencia.
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Figura 5.20 (cont): Onda SV incidiendo con diferentes dngulos, a, sobre grieta recta.

Dominio isétropo infinito. Resultados en funcién de la frecuencia.

El resultado del transitorio para el caso de una grieta recta en dominio infinito isétro-
po sometida a una carga de impacto: o(t) = ooH (t) siendo H(t) la funcién de Heaviside,

fue obtenido mediante la tranformada de Laplace por Thau y Lu en 1971.

A partir de los resultados para onda armoénica P incidiendo perpendicularmente,
pueden obtenerse aqui los mismos resultados, haciendo uso de la transformada inversa

de Fourier.

La figura 5.21 muestra el buen acuerdo existente entre los resultados obtenidos y el
resultado de Thau y Lu.

u —-——————————————
o(t)=0,H(t) o(t) I e M.E.C. form. hipersingular Py

G 1.2+ Thau y Lu (1971) h
y lf 3
<
I | X 5 I
o 06 |
—L 2a >1— A
o

@ 0.4 — E

0.8 | -

o(t)=0,H(t) 02 | ] .
° Isotropo (v =1/4)
00 1 1 1 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

tc,2a

Figura 5.21: FIT frente al tiempo para una grieta recta sometida a carga de impacto.
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5.5.4 Grietas colineales dominio ortétropo

Para comportamiento ortétropo Itou (1996) re-
suelve el problema de dos grietas colineales de igual
dimensién sobre las que incide perpendicularmen-

te una onda. Las grietas estdn dispuestas segin

<ttt L L

la direccién principal 1 del material y la onda se
propaga segun la direccién 2. Itou resuelve los ca- e

sos de ondas P y SV para diferentes distancias de i 2, DLQIIWL 2 A
separacion de las grietas.

El método empleado por Itou es semianalitico, se basa en la transformada de Fourier
y descompone de los desplazamientos en una serie infinita de funciones evaluando final-
mente un nimero finito de términos. El material empelado ha sido un boro epoxy con

las siguientes propiedades

Ey =224.06GPa ; FEy=1269GPa ; Gi13=443GPa ; vi3=0.256 (5.22)

Las figuras 5.22 y 5.23 muestran el buen acuerdo entre los resultados con la formula-

cién que se presenta y los de la referencia.

T T T T T T
125 L Onda SV / Boro epoxy Vértice exterior |
I —— M.E.C. form. hipersingular
e Itou (1996)
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0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 24
oa/c,
1 _ T T T T T T
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=~ 14 | —— M.E.C. form. hipersingular h=ald -
= o Ttou (1996
s 13 (1856) 1
= h=al2
= 1.2 F
~
—= 1194 h=a 7
& L 3
- 1.01>—0—0-0—0”"“‘*+"°’.W'
h=4a
09 1 1 1 1 1 1
0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 24
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Figura 5.22: Onda SV sobre grietas colineales. Resultados para diferentes separaciones

de grieta.
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Figura 5.23: Onda P sobre grietas colineales. Resultados para diferentes separaciones de

grieta.

Las dos grietas han sido discretizadas con la misma malla de 10 elementos utilizadas

en el ejemplo anterior.

5.5.5 Grietas paralelas dominio ortétropo

Los resultados para dos grietas paralelas de igual

longitud, en dominio ortétropo infinito, sujetas a Y

ondas incidiendo perpendicularmente, fueron pu-

blicados por Itou y Haliding (1997) utilizando el
mismo método indicado en el ejemplo precedente.
Se resuelve este problema para diferentes separa-

ciones de grieta.

<——f— i

Ve

En su publicacion de 1997, Itou y Haliding presentan resultados para tres materiales
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ortétropos. El primero de ellos es el boro epoxy empleado en el ejemplo anterior (5.22),

y los otros dos son una matriz pléstica reforzada con fibra de carbono de propiedades

By =1450GPa ; E,=96GPa ; Gi»=48GPa ; v1,=023  (5.23)

y un grafito epoxy (modulite II) de propiedades

En todos los casos los resultados obtenidos mediante el MEC, con el tratamiento
propuesto, muestran un gran acuerdo con la referencia, como muestran las figuras 5.24,

5.25 y 5.26. Las mallas utilizadas en este caso son las mismas mallas de 10 elelemetos
utilizadas en los dos ejemplos precedentes.

Y —
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Figura 5.24: Onda P sobre grietas paralelas en boro epoxy. Dos separaciones de grieta.
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Figura 5.25: Onda P sobre grietas paralelas en grafito epoxy. Dos separaciones de grieta.
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Figura 5.26: Onda P sobre grietas paralelas. Fibra de carbono en matriz plastica. Dos
separaciones de grieta.
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Figura 5.26 (cont): Onda P sobre grietas paralelas. Fibra de carbono en matriz pldstica.
Dos separaciones de grieta.

Una vez comprobada la formulacién mediante los ejemplos mostrados, se presentan
nuevos resultados para grietas bajo ondas planas arménicas segiin geometrias ya anali-

zadas en el caso estdtico y que pueden resultar de interés para el caso dindmico.

5.5.6 Grieta ramificada dominio ortétropo

Se presentan los resultados para ondas planas P y
SV incidiento sobre una grieta ramificada con la

geometria de la figura. Los resultados se muestran

[P NN S W S VR N S

en el vértice de la ramificacion, para diferentes an-

al2 N
gulos: para los dngulos porsitivos la onda alcanza O \'0 z

antes a la ramificacién y para los negativos a la
a—

. —Q
grieta madre.

El material ortétropo escogido ha sido un boro epoxy cuyas propiedades se recogen
en (5.22). A modo de comparacién se muestran los resultados superpuestos a los de un
material cuasi isétropo caracterizado por v = 1/4.

Se ha utilizado la misma malla que para el caso estético.
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Figura 5.27: Onda P, grieta ramificada. Diferentes dngulos de ramificaciéon. Modo I.
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Figura 5.28: Onda P, grieta ramificada. Diferentes dngulos de ramificacién. Modo II.
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Figura 5.28 (cont): Onda P, grieta ramificada. Diferentes éngulos de ramificacién. Modo

II.

R — ———
[ /“-‘::\A\ vvvvvvvvvvvaVVVV
1.2 | Ve AN P A
o N = ‘.,
4,'/' \ . AAAAAAAA 4 a,
B2/ M wat o7 “a,
10 Fraasnseeiesy e oy
£ P e P “,
— [..- 00Q0eF BN
S 0sfargnnrerezeics
K \. \
=
& 0.6+ N . -
g L Onda SV~ .. o
g oal Isotropo
= (=14
[~ B
0.2_— I 45° N
[ - - 75° -
0.0 1 L
0 1 2 3 4 5
walc,
T T T T T T T T ]
18k N
Onda SV e
vv & v E
1.6 v A v
VVA & -4
v ]
v'x 3
v A -4
X
exx L,o08800,]
o e 3
oo
. a 3
E Fe o™ vaprans®’ ]
& 08 favasagpeeEioman®t N ]
Clgvv? S T ~. el 1
- t S T
— L N -
7 06k e N 2
= o T RN b
0.4 '—I ] I, £, ]
sotropo N
0.2 C(v=1/4) o 45 : epoxy 0° ]
----------- 30° s
0.0 I 1 1 ’

o alc,

Figura 5.29: Onda SV, grieta ramificada. Diferentes dngulos de ramificacién. Modo 1.
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Figura 5.30: Onda SV, grieta ramificada. Diferentes angulos de ramificacién. Modo II.

5.5.7 Grieta circular dominio ortétropo

A continuacién se presentan los resultados de on-

das planas P y SV incidiendo sobre una grieta con
forma de arco circular que abarca un semidngulo
«a. La onda incide por la parte convexa del arco.
En este ejemplo se han utilizado dos materiales
ortétropos para poner de manifiesto la influencia
de las propiedades en el resultado. Los materiales

empleados han sido boro epoxy (5.22) y modulite

I (5.24)

A

e

Como referencia se incluyen los resultados de grieta recta que permiten poner de

manifiesto la influencia de la curvatura de la grieta.
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Figura 5.31: Onda P sobre grieta circular. Diferentes éngulos abarcados
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Figura: 5.32 (cont): Onda SV sobre grieta circular. Diferentes éngulos abarcados.

5.6 Resultados dinamicos. Solucién fundamental pie-

zoeléctrica

La escasez de resultados publicados de problemas de fractura dindmica plana en dominios
piezoeléctricos ha determinado que la tinica comparacién que se ha podido realizar sea
para el problema de una grieta recta en dominio infinito solicitada por una onda P que
incide perpendicularmente.

Los resultados a este problema, obtenidos mediante métodos semianaliticos, fueron
publicados, en el dominio de la frecuencia, por Shindo y Ozawa (1990) y en el dominio
del tiempo, por Shindo, Narita y Ozawa (1999).

En ambos trabajos se ha considerado la grieta segiin uno de los ejes principales del
material y la onda incidiendo segin el otro eje. Con esta disposicién las condiciones
de contorno sobre las superficie de la prieta, para onda P y SV son las que se obtienen

seguidamente.
e Onda P propagdandose segiin la direccién y en material piezoeléctrico

Se considera que la direccién segiin la que se propaga la onda (y) es la direccién de

polarizacién y por tanto su direccién principal 2.

En estas condiciones el campo de desplazamientos en sentido extendido que dejaria
la onda serfa (Shindo y Ozawa, 1990)

u=0 ; v=uvpexpliw(y/c, +1)] ; ¢ =poexpliw(y/c, +1)] (5.25)
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siendo ¢, = \/(Caz + €2,/€22)/p lavelocidad de fase, w la frecuencia angular, ¢ el tiempo,

Vo ¥ ¢, las amplitudes de la velocidad segin y y del potencial eléctrico e ¢ = y/—1.

Sustituyendo (5.25) en la ecuacién de comportamiento (2.42) y considerando las

realciones (2.36) se obtiene

Oy Ciu Cz 0 0 €21 U,z
oy Cia Cypn 0 0 €29 Uy
Owy | = 0 0 Cs €15 0 Uy +0,p | =
D, 0 0 e —en O P
D, €1 €22 0 0 —E&22 Psy (5.26)
Crav0 + €210
Cazvp + €220 iw
= 0 — expliw(y/cp)]
Cy
0
€22V0 — €229
La condicién de grieta impermeable (D = 0) implica que
Yo = @vo (5.27)

€22

Finalmente las condiciones de contorno en tracciones extendidas sobre las superficies
de la grieta quedan

€202 + €196
= 2

T

nzooexpliw(y/cy)] 5 py = nyooexpliw(y/cy)] ;5 Dn =0 (5.28)

siendo ¢ = vy (Caz + €35/€22)iw/c,
e Onda SV propagdandose segin la direccién y en material piezoeléctrico

Considerando que el campo de desplazamientos que deja la onda tiene la forma:
u=mupexpliw(y/cs+t)] ; v=0 ; =0 (5.29)

siendo ¢; = /Cgg/p, ug la amplitud del desplazamiento y el resto de pardmetros como
en (5.25).

Haciendo uso de las ecuaciones de comportamiento las tensiones extendidas quedan

Oz 0

Oy 0

Oy | = 1 To expliw(y/cs)] (5.30)
D, e16/Ces

D, 0
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siendo T = g iw/cs.

Con lo anterior las condiciones de contorno en tracciones extendidas para un plano
de normal (n,,n,) quedan

Dz Ny
p, | = 617295 To expliw(y/cs)] (5.31)
D — Ny

Ces

5.6.1 Grieta recta, dominio infinito piezoeléctrico. Dominio de

la frecuencia y dominio del tiempo

Shindo y Ozawa (1990) presentan los resultados en funcion de la frecuencia para el caso de
onda P que incide perpendicularmente sogre una grieta en dominio infinito piezoléctrico.
El material empleado para obtener esos resultados fue un PZT-6B. La figura 5.33 muestra

que los resultados obtenidos tienen un buen acuerdo con los de Shindo y Ozawa.

L L |
14 M.E.C. form. hipersingular -
—— PZT-6B
------ BaTiO, 7
----PZT-5H 1
Shindo y Ozawa(1990) 7

e PZT-6B 1

1.0 ¢

1/2

g
<

0.8 |

|K I| /G”(T[

04 |
0.2 a
Onda P

ool
0 1 2 3 4 5

oafc,

Figura 5.33: Grieta recta en dominio piezoeléctrico, onda P. Diferentes materiales.

En la figura se incluyen los resultados obtenidos para dos materiales mas: BaTiOg
y PZT-5H. El motivo es que estos son los materiales utilizados por Shindo, Narita y
Ozawa (1999) para obtener los resultados del transitorio para una carga de impacto
perpendicular a la grieta recta. A partir de los resultados mostrados se obtienen los
resultados para el problema indicado: figura 5.34. Se observa el buen acuerdo existente,
para los tres materiales, entre los resultados obtenidos mediante la fomulacién hipersin-
gular del MEC en el dominio de la frecuencia y el posterior paso al dominio del tiempo

mediante la transformada inversa de Fourier y los resultados semianaliticos de Shindo,
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Narita y Ozawa (1999). La discretizacién en todos los casos se ha hecho con una malla

de 10 elementos.

Las propiedades de los tres materiales indicados son:

PZT — 6B (5.32)
Ci1=168GPa ; Ci2=60GPa ; C(Cy=163GPa ; Cg =27.1GPa
eo1 = —0.9C/m? ; epn=71C/m%* ; ez=4.6C/m?
11 =3.6C/(GVm) ; €9 =34C/(GVm)

BaTiO, (5.33)
Ci1=150GPa ; Ci3=66GPa ; (Cy =146GPa ; Cg =44GPa
eg1 = —4.35C/m? ; ey =175C/m?* ; e;=11.4C/m?
enn =987C/(GVm) ; &2 =11.2C/(GVm)

PZT —5H (5.34)
Ci1=126GPa ; Ci3=841GPa ; Cyp =117TGPa ; (g =23GPa
eg1 = —6.5C/m? ; ey =233C/m? ; eyg=17C/m?
e11 = 15.04C/(GV'm) ; €99=13C/(GV m)

_L ' = L —— M.E.C. form. hipersingular_
2a >1— 0.6 Shindo et al. (1999): .
o e PZT-5h i
J L - - - BaTiO,
02 - - - PZT-6B ]
o(t)=0,H(t)

0.0 1 1 ! 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tela

Figura 5.34: Grieta recta en dominio piezoeléctrico, carga de impacto. Diferentes mate-

riales.

A partir de este punto, se muesta una relacién de resultados dindmicos en funcién de

la frecuencia para grietas en dominios bidimensionales piezoeléctricos infinitos.

Se utilizan las mismas configuraciones resueltas para comportamiento anisétropo elds-
tico con idénticas discretizaciones.
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5.6.2 Grietas colineales dominio piezoeléctrico

Resultados para grietas colineales sobre las que inciden ondas P y SV perpendicularmen-
te. Como en el caso estético para adimensionalizar el FIDE cuando la craga es mecénica
se utilizado la relacién ¢ = eg9/e9. El material piezoeléctrico elegido es un PZT-5H
cuyas propiedades aparecen en (5.34).

Como referencia se presentan también los resultados para una tnica grieta.

<ttt L L
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—L 2a >lc~2lh4>l< 2a >l—_>
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------ h=a/2
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» RS Onda P / PZT-5H

EREIEN Vértice interior

K|/ o, (ra)”

0.0 1 1 1 1

oalc,

Figura 5.35: Grietas colineales en dominio piezoeléctrico. Onda P incidiendo perpendi-
cularmente. Resultados, modo I, diferentes separaciones de grietas.



5.6. Dinamicos piezoeléctricos 115

0'25 T T T T
Onda P / PZT-5H
s N Vértice exterior
0.20 | / h -
' N e h=a/2
. ! e ----h=a
~ Una grieta P RN
= ; , \ ---h=2a
~—~ 0.15 F Sl N -
S [ SN Ty
B N ! ‘ Y
£ ! P A 3.
o ! A N 5
1 ' s A\ N . 4
& 0.10 | [, E O ]
= R . ’ N UV, 4
Z . J 1 SN, ’
M - I, 1 . NG ’
= K Nt N W\t
- N .
005 o N\ 7
b= Iy N AN ’.‘
K N N~
, ~ . '.
0.00 L - 1 L
0 1 2 3 4 5
oa/c,
0.20 T T T T
Onda P / PZT-5H I .
/ Vértice interior
o *. PN ——h=a/2
; B 4 Ve h=a
0.15 | : ., N -
N K \ \ ===-h=2a
g .
- - % S
3 , R o, RN
\5 e . . \ , A
~ 010} i - . . ke
o ii v | .
[=>] ] » . /
~ 1 \ . LS \ .
— . g . . v
= ¥ N 1 v 4
= . \
éoo;_ :’Il \ ! \‘ -‘// P \’,:
i Vo \ AN
4y A \ ’ e el ana—aa.
'; b L .
K/ V7 Una grieta
000 1 1 1 L
0 1 2 3 4 5
wa/e,

Figura 5.36: Grietas colineales en dominio piezoeléctrico. Onda P incidiendo perpendi-

cularmente. Resultados, modo IV, diferentes separaciones de grieta.

5.6.3 Grietas paralelas en dominio piezoeléctrico

Utilizando el mismo material que en el ejemplo anterior, PZT-5H cuyas propiedades
estdn en (5.34), se obtienen ahora los resultados, para diferentes separaciones de grieta,
cuando estas se disponen paralelamente. La onda es igual que en el caso anterior una

onda P que incide perpendicularmente.

La comparacién de los resultados de ambos ejemplos pone claramente de manifiesto
que la presencia de una segunda grieta tiene un efecto multiplicador muy superior si
se encuentra en la direccién de la propagacién de la onda que si estd en la direccion

perpendicular.

Se puede apreciar, para el caso de las grietas paralelas, un pico muy acusado de los

FI para valores de la frecuencia adimensional en el entorno de 1.1. Este pico se suaviza
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a medida que aumena la distacia entre grietas. ademads el comportamiento es bastante
similar en los FIT y en el FIDE.

En el caso de grietas paralelas este efecto multiplicador sobre los FIT es sensiblemente
inferior e incluso se produce un efecto aternuador a medida que las grietas se separan
mientras que en el FIDE la distorsién que impone la presencia de la segunda grieta es
mayor.

I e e e S e e B s s e |

B Onda P / PZT-5H
p Primera grieta L

4_— —
[Ki| / Gl)(n (I')I/2

V8

0 1 2 3 4 5
wac
T T T T
30 . Onda P / PZT-5H
27 Segunda grieta 1
T ------ h=a/2 T
B - == h=a
N |

1.2

Una grieta
08 F-.

K| / o,(ma)’

0.4

0.0 1 . 1 1 1 LS RS

Figura 5.37: Grietas paralelas, dominio piezoeléctrico. Onda P incidiendo perpendi-

cularmente. Resultados, modo I, en ambas grietas. Diferentes separaciones de grieta.
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Figura 5.38: Grietas colineales en dominio piezoeléctrico. Onda P

incidiendo perpendi-

cularmente. Resultados modo II. Diferentes separaciones de grieta.
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Figura 5.39: Grietas paralelas en dominio piezoeléctrico. Onda P incidiendo perpendi-

cularmente. Resultados modo IV. Diferentes separaciones de grieta.
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Figura 5.39 (cont): Grietas paralelas en dominio piezoeléctrico. Onda P incidiendo

perpendicularmente. Resultados modo IV. Diferentes separaciones de grieta.
5.6.4 Grieta ramificada dominio piezoeléctrico
Resultados para grieta ramificada en el seno de un material PZT4, propiedades en (5.14).

Ondas P y SV que inciden con direccién prependicular a la grieta madre. Se muestran

los resultados, en el vértice de la ramificacién, frente a los resultados de grieta de recta.

1'6_""I'"’I""I""I"".
[ Onda P / PZT-4 ]
14f ; ]
r - - --15 1
) ==t
E E . . Grieta recta == 45 ]
T ~ [ 7 o0 oM
. BN P
H 3 L ‘N, 7T
Yy T 5 08 k- .
: e [ . R
v — 06F.
al2 //0 o . e
_ P NSO e
X . 04f_ - .
02 o
a—-s——a .
(| S
0 1 2 3 4 5

oale,
Figura 5.40: Grieta ramificada en dominio piezoeléctrico. Onda P incidiendo perpendi-
cularmente. Resultados modo I.
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Figura 5.40 (cont): Grieta ramificada en dominio piezoeléctrico. Onda P incidiendo
perpendicularmente. Resultados modo I.
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Figura 5.41: Grieta ramificada en dominio piezoeléctrico. Onda P incidiendo perpendi-

cularmente. Resultados modo 11.
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Figura 5.42: Grieta ramificada en dominio piezoeléctrico. Onda P incidiendo perpendi-

cularmente. Resultados modo IV
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Figura 5.43: Grieta ramificada en dominio piezoeléctrico

dicularmente. Resultados modo I.
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Figura 5.43 (cont): Grieta ramificada en dominio piezoeléctrico. Onda SV incidiendo

perpendicularmente. Resultados modo I.
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Figura 5.44: Grieta ramificada en dominio piezoeléctrico. Onda SV incidiendo perpen-

dicularmente. Resultados modo II.
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dicularmente. Resultados modo IV.
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piezoeléctrico. Onda SV incidiendo perpen-

5.6.5 Grieta circular dominio piezoeléctrico

Para finalizar se recogen los resultados para grieta
con forma de arco circular con diferentes dngulos
abarcados, bajo la accién de ondas P y SV. El
material empleado en este caso es un PZT4 cuyas

propiedades aparecen en (5.14). Como referencia

aparecen los resultados para grieta recta.

VA
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Figura 5.46: Grieta circular en dominio piezoeléctrico. Onda P, resultados modos I, IT y

Iv.
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Capitulo 6

Conclusiones y desarrollos futuros

6.1 Conclusiones

En esta tesis se ha implementado la formulacién hipersingular del método de los elemen-
tos de contorno para estudiar el problema bidimensional de fractura estdtica y dindmica

en materiales que presentan comportamiento anisétropo eldstico y piezoeléctrico.

Sobre la base de la idea presentada por Sdez, Gallego y Dominguez (1995) para re-
gularizaciéon de integrales hipersingulares en el estudio de la fractura bidimensional en
materiales isétropos, en el que la integraciéon hipersingular se realiza sobre funciones
reales de variable real, aqui se desarrolla una extension de aquella idea a funciones com-
plejas de variable compleja que son las que se encuentran en las soluciones fundamentales

para los comportamientos y solicitaciones tratados.

Para el caso de acciones estdticas la solucién fundamental tiene forma explicita, no
asf para el problema dindmico, cuya solucién fundamental existe tinicamente en forma

integral.

El aspecto més delicado de la formulacién hipersingular, el cédlculo numérico de las
integrales hipersingulares, ha sido tratado con éxito mediante un adecuado cambio de
variable. Este cambio de variable ha permitido la evaluacién de estas integrales mediante
una descomposicién de los integrandos hipersingulares en suma de términos regulares,
singulares e hipersingulares; de tal modo que los términos singulares e hipersingulares
tienen integral analftica conocida. Esta descomposicién puede realizarse en virtud de la
relacion que existe entre el jacobiano de la transformacion del contorno al plano complejo
y la normal exterior al contorno. Esta relacién pone de manifiesto que dicho jacobia-
no estd presente en las derivadas de las soluciones fundamentales utilizadas lo que ha

permitido el tratamiento genérico de las integrales sin restricciones adicionales sobre la
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geometria de los elementos. En suma, este cambio de variable permite desplazar las
singularidades e hipersingularidades a integrales que son evaluables analiticamente que-
dando la integracién numérica restringida a integrales regulares que han sido calculadas

mediante un esquema estdndar de cuadraturas de Gauss.

Mediante este procedimiento han podido ser resueltos problemas estdticos de frac-
tura sobre dominios bidimensionales anisétropos eldsticos y piezoeléctricos tomando en
consideracién la semejanza formal entre las expresiones de las soluciones fundamentales
para los dos casos, expresiones (3.20) y (3.33).

El problema de fractura dindmica se ha resuelto en el dominio de la frecuencia.
Las soluciones fundamentales, anisétropa eldstica y piezoeléctrica, para solicitaciones
armonicas tienen expresiones integrales, (3.36) y (3.51), que admiten una descomposicién

en dos términos, uno singular e independiente de la frecuencia y otro regular.

El término independiente de la frecuencia coincide, salvo constantes, con la solucién
fundamental estatica por lo que la expresion integral de este término puede ser sustituida
por la expresién explicita de la solucién fundamental estdtica a la que se anaden la
necesarias constantes.

El término dependiente de la frecuencia es regular pero sus derivadas segundas, que
son los términos que aparecen en la formulacién hipersingular, presentan singularidad de
tipo logarftmico y su integraciéon numérica es resuelta segiin un esquema de cuadraturas

de Gauss para el logaritmo.

En la literatura pueden encontrarse otras implementaciones del método de elementos
de contorno para resolver el problema de mecénica de fractura estdtica en dominios

anisétropos eldsticos y piezoeléctricos.

Asi, por ejemplo, Sollero y Aliabadi (1993), Sollero, Aliabadi y Rooke (1994); aplican

la técnica de las subregiones al caso anisétropo eldstico.

Pan (1997, 1999a, 1999b), Pan y Amadei (1996, 1999), Pan, Chen y Amadei (1997)
aplican también la formulacién mixta del método a los casos anisétropo eldstico y piezoe-
léctrico. En estos trabajos las integrales hipersingulares se evalian mediante cuadraturas
especificas para integracién hipersingular.

Sollero y Aliabadi (1995) aplican también al caso ansétropo eldstico la formulacién
hipersingular. En esta ocasién las integrales hipersingulares se resuelven analiticamente
para lo que se restringen a elementos rectos en los que el jacobiano de la transformacién

del elemento de integracion es una constante.

Sobre todas estas implementaciones, la desarrollada en esta tesis presenta sensibles

ventajas:
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e No es necesaria la introduccién de contornos ficticios propia de la técnica de sub-
dominios. Lo que ademds lleva asociado una reduccién en el nimero de ecuaciones

que se resuelven.

e La evaluacién de las integrales hipersingulares es méds precisa que en el caso de
cuadraturas ponderadas utilizadas para la evaluaciéon numérica de la parte finita de
Hadamard, ya que la evaluaciéon numérica, en este caso, se hace sobre integrandos

regulares.

e FEsta formulacién no tiene la limitacion del uso de elementos rectos.

Una caracteristica anadida de la formulacién presentada es la versatilidad para el

modelado de contornos curvos propia del uso de elementos cuadraticos.

Esta tesis aporta, ademds, esta formulacién del método de los elementos de contorno
a la resolucién, en funcién de la frecuencia, del problema plano de fractura dindmica en
materiales anisétropos eldsticos y piezoeléctricos. La presencia en la literatura de este
método aplicado a este tipo de problemas se reduce, practicamente, a los trabajos en el
dominio del tiempo de Alburquerque, Sollero y Fedelinski (2003a, 2003b) y Alburquerque,
Sollero y Aliabadi (2002, 2004). Ya ha sido referido en el capitulo 1 que otros trabajos
que aplican el MEC a problemas de fractura no isétropa estdn dedicados a dominios

tridimensionales.

La formulacion presentada a sido ampliamente contrastada a lo largo de un buen
niimero de ejemplos en los que se comparan los resultados de esta formulacién con otros
resultados obtenidos por métodos analiticos, semianaliticos y numéricos. Esta relacion
de resultados previamente existentes ha sido enriquecida con un buen niimero de nuevos

casos resueltos.

Para finalizar se destaca el hecho de que, la formulacién presentada permite el uso del
elemento un cuarto discontinuo situado en el vértice de la grieta. El uso de este elemento
implica la disposicién de un punto de colocacién a muy poca distancia del vértice, donde
los desplazamientos y el potencial eléctrico tienen una expresién universal conocida. Esta
situaciéon ha sido aprovechada para la determinacién directa, precisa y con un minimo
costo de computacion de los factores de intensidad de tension y desplazamiento eléctrico

a partir del incremento de los desplazamientos y del potencial eléctrico en ese punto.
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6.2 Desarrollos futuros

La continuacién al trabajo presentado en esta tesis podria desarrollarse segin una doble

vertiente:

e La mejora de las dificultades numéricas encontradas en el caso dindmico.

e La aplicacion de la formulacién expuesta a problemas gobernados por formulaciones

matemdticas similares.

Las mejoras numéricas del desarrollo presentado se refieren al problema comentado
al final del epigrafe 4.4 acerca del cardcter oscilatorio de la solucién fundamental en
frecuencia. Como se ha indicado, este cardcter dificulta la obtencién de resultados para
alta frecuencia y/o para campo lejano. Este aspecto supone una limitacién al estudio
de problemas de difraccién de ondas y al estudio, mediante la tranformada de Fourier,
de transitorios en dominios anisétropos eldsticos o piezoeléctricos en los que la relacion
entre las frecuencias de estudio, las velocidades de fase y las dimensiones del dominio,

dé lugar a integrandos de marcado caracter oscilatorio.

Para superar esta limitacién se debe de trabajar en la obtencién de una solucién
asintotica de campo lejano como la que, para el caso transversalmente isétropo, obtuvo
Sdez en 1997.

En el apartado de nuevas aplicaciones es de destacar el importante trabajo que,
paralelamente al desarrollo de esta tesis, se ha estado realizando en el estudio de fractura
en placas anisétropas sometidas a flexién (Dirgantara y Aliabadi, 1999, 2002; entre otros).
Este problema estd gobernado por unas ecuaciones matemaéticas que guardan una sensible
similitud formal con las que gobiernan los problemas aqui estudiados Maksimenko y
Podruzhin (2003). De este modo la extensién de la implementacién presentada a ese
problema aparece como algo natural y es por tanto una linea continuista que el autor

propone.

Un campo de trabajo de indudable interés en el &mbito de la mecdnica de la fractura
es el estudio de la propagacion de grietas. Son muy numerosos los trabajos que muestran
la aplicacion del método de los elementos de contorno al estudio de este problema ya sea
mediante el uso de subregiones (por ejemplo Ingraffea, Blandford y Liggett, 1987; Dobla-
ré, Espiga, Gracia y Alcantud, 1990; Gallego y Dominguez, 1992) o, mas recientemente,
mediante el uso de la formulacién hipersingular (por ejemplo Portela, Aliabadi y Rooke,
1993; Mi y Aliabadi, 1994, 1995). En este sentido, el uso de la formulacién hipersingular
carece, como se ha indicado, de la servidumbre de la presencia de subcontornos ficticios y

del consecuente remallado que acompana al crecimiento de la grieta, propio de la técnica
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de subregiones. Por lo tanto parece 16gico pensar en que un posible desarrollo futuro pue-
de consistir en la aplicacién del tratamiento presentado en el estudio de la propagacion

de grietas en problemas bidimensionales anisétropos eldsticos y piezoeléctricos.

Respecto del crecimiento de grietas en dominios piezoeléctricos se presenta como un
aspecto de sumo interés la posibilidad del estudio numérico, supeditado a una eventual
comprobacién experimental, de la medida en que la aplicacién de un potencial eléctrico

puede incidir en el desarrollo de una grieta en el seno de un material piezoeléctrico.

Por 1ltimo se cita otra continuacién natural a este trabajo que, recientemente, ha
dejado de ser una posibilidad y es una tarea actualmente en desarrollo por el autor de esta
tesis. Se trata de la aplicacion de la formulacién hipersingular presentada al estudio, en el
dominio del tiempo, del problema bidimensional de fractura para materiales anisétropos

eldsticos y piezoeléctricos.

No se trata de la realizaciéon de un esquema de integracién temporal paso a paso como
el que puede encortrarse, por ejemplo, en Gallego y Dominguez (1996 y 1997) para el
caso isétropo o en Wang, Achenbach y Hirose (1996) para el caso anisétropo, se trata de
la combinacién del tratamiento que se ha dado aqui a la formulacién hipersingular con
la idea expuesta en los trabajos de Zhang, Savaidis y Savaidis (2001), Zhang (2002) y
Zhang y Savaidis (2003).

En resumen consiste en aplicar la formulacién hipersingular expuesta, que aqui se
aplica en el dominio de la frecuencia, al dominio de Laplace. Posteriormente, mediante
la aplicacién de la cuadratura de Lubich (1988) para el producto de convolucidn, se
obtiene la matriz del sistema para cada instante de tiempo como la antitransformada
de Fourier de la matriz obtenida en el dominio de Laplace. A partir de este punto,
para obtener el resultado como funcién del tiempo se resuelve el sistema algebraico de

ecuaciones para cada instante en funcién de los resultados de los instantes anteriores.

Esta idea ha sido aplicada por Zhang y Savaidis (2003) sobre una formulacién de
contorno en tracciones no hipersingular para resolver el problema de fractura tridimen-
sional en dominios anisétropos. Esta formulacion aplicada a una grieta plana circular en
dominio infinito se ha mostrado mas estable, frente a la discretizacién en el tiempo, que

el esquema paso a paso usualmente utilizado.






Apéndice A

Formalismo integral de Barnett y
Lothe

Como se ha indicado, las matrices que aparecen en las soluciones fundamentales estdticas
anisotropa eldstica y piezoeléctrica pueden ser determinadas mediante la resolucién de
un problema de autovectores y autovalores: expresiones (2.27), (2.28) y (2.29); para el

caso anisétropo eldstico y (2.54) para el caso piezoeléctrico.

Barnett y Lothe presentaron en sendos trabajos, publicados en 1973 para el caso
anisétropo eldstico y en 1975 para el piezoeléctrico, lo que denominaron formalismo in-
tegral. Este formalismo permite evitar la resolucién de este problema de autovalores y
autovectores obteniendo la solucién del problema plano anisétropo eldstico y piezoeléc-

trico mediante funciones reales de variable real.

A partir del formalismo matricial de Stroh (se usard notaciéon extendida que incluye a
la notacién para el caso anisétropo eldstico), normalizando los autovectores de determi-
nada forma, son capaces de definir unas relaciones de cierre a partir de las que obtienen
varias reglas de suma para los elementos de los autovectores. Con esas reglas y mediante

sendos teoremas integrales para autovalores llegan a la siguiente expresiones

2m r=8
1 _ .
QKS — QSK = —% /0221(9) df =1 Zl:l:ASTAKT (Al)
0 "=
1 21 r=8
Sks =~ / 3l (0)Cy (6) d6 = i Zl + A, L, (A-2)
0 =
1 2T
BKS = BSK = —@ (011(9) — 012(9>Cg21(6>021(9)) df =

0

131



132 Apéndice A. Formalismo integral de Barnett y Lothe

r=8
1
= —0 g + Lk, Ls, (A3)
4 —

donde:

El dngulo 6 es el dngulo en el plano x; — x5 (plano que contiene al dominio
de estudio).

Las matrices de los integrandos son reales ya que se trata de las submatrices

del tensor de comportamiento definidas por las expresiones (2.49).

Los vectores A,, L, y p, fueron definidos en (2.53) pero en este caso se
utilizan todos los autovalores (6 para el caso aniétropo eldstico, 8 para el

piezoeléctrico) no sélo los que tienen la parte imaginaria positiva.

El signo + ha de tomarse de acuerdo a la parte imaginaria del autovalor.

i=+/—1

A partir de las relaciones (A.1), (A.2) y (A.3) entre las matrices Q, S y B y los
autovalores y autovectores (A, L, y u,) se puede llegar a una expresién para la solucién

fundamental bidimensional mediante estas nuevas matrices en lugar de las anteriores.

Con esto se habria conseguido sustituir el problema de los autovalores y autovectores
complejos por la evaluaciéon, mediante cuadraturas de Gauss, de las integrales regulares

que aparecen en las expresiones (A.1), (A.2) y (A.3).

La expresién para la solucién fundamental quedaria, tomando el sistema de referencia
de forma que uno de los ejes estuviera segtin la direcciéon que une los puntos de colocacion
y observacién

r=8

1 1
D AR AL Injx — €| = — 5 Quin|x — g (A.4)
=1

Uy = -—
271
r=

cuyas derivadas pueden escribirse como:

" _ @1 + A (Ca2) 11 [Str + (Co1 ) rK Qx1]
SJym 27T‘X — €|

(A.5)

donde m y A son los vectores unitarios que definen el sistema de referencia, & es el punto

donde se coloca la carga y x es un punto genérico donde se evalia el campo.

Este formalismo, como se ha dicho, surge en la idea de evitar el célculo de autovalores
y autovectores complejos. Si bien puede ser de utilidad para el cédlculo de tracciones
mediante otros procedimientos, su aplicacién en el MEC resultarfa incémoda ya que

cuando el sistema de referencia no se dispone de la forma indicada para obtener (A.4)
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la expresién de los desplazamientos se complica perdiento toda su utilidad. Por otra
parte, en la actualidad el célculo de autovectores y autovalores es un problema superado
por la existencia de conocidos y precisos algoritmos. No obstante se ha traido aqui este
formalismo para dejar constancia de la existencia de una formulacién real de la solucién

fundamental para los casos tratados en este trabajo.






Apéndice B

El problema anisétropo elastico

antiplano. Resultados

Generalidades

Como se ha indicado en el segundo capitulo los problemas eldsticos planos y antiplano
aparecen desacoplados para comportamiento monoclinico (epigrafe 2.2.1). Este anexo
recoge algunos resultados anisétropos eldsticos antiplanos que vienen a complementar

los resultados planos mostrados.

La ecuacién de comportamiento en el caso antiplano es

o Cy C U
23 | _ 44 CUygs 3,2 (B.1)
013 Csy Css Uus,1
en este caso el vector de desplazamientos tendrd una sola componente uz(xy,zs),

siendo 1 — x5 el plano donde estd definido el dominio.

La solucién fundamental en desplazamientos y tracciones puede ahora ser escrita en

la forma:
1
uzs(23, 25) = —_Re [A33Qs31n (23 — 23)] (B.2)
* 1 M3 — N2
Pa3(23, 23) = p Re L33Q33ﬁ (B.3)
donde

23 = Ty + H3Ta, 23 = & + p3 &y siendo (z1,22) y (£1,£2) los puntos de
observacion y colocacién respectivamente.
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s, la raiz del polinomio caracteristico para este caso. Esta raiz puede ser

determinada mediante

Hsg = — (C45 —+ 7;\/ 044 055 — 0425) /044 (B4)

Siendo i = /—1.

Assz, Q33 v L33 son funcién de las propiedades del material segiin la definicién

indicada en el epigrafe 3.3.1.

El caso antiplano no supone ninguna variacién respecto de las ecuaciones integrales
de contorno, en desplazamientos y tracciones, ni del tratamiento que de la integracion
de micleos hipersingulares se ha propuesto. Por tanto todos esos aspectos han sido ya
vistos en esta tesis. La tnica variaciéon que debe ser resenada es la expresion utilizada

para el célculo del factor de intensidad de tensiones:

B \/m/8r
KIII = “Tm 1/ (Crs + 113Ca0) Us (B.5)

donde r e Aug se evaliian nuevamente en el nodo més cercano al vértice de la grieta.

Resultados numéricos

Se muestran resultados empleando las soluciones fundamentales de campo completo y
de semiespacio. Se comparan los resultados con diferentes configuraciones cuyos resul-
tados existen en la literatura para dominio isétropo. Para obtener estos resultados se

consideran propiedades cuasi isétropas, es decir Cyy ~ Css.

Resultados para una grieta ramificada en dominio infinito en funcién de la relacién
de longitudes entre la grieta madre y la ramificaciéon. La figura B.1 muestra el buen

acuerdo existente con los resultados analiticos obtenidos por Sih en 1965.

También para el caso isétropo, se comparan seguidamente los resultados para dos
grietas vecinas con los resultados obtenidos por Pan (1997) mediante la formulacién
hipersingular del método de los elementos de contorno integrando los niicleos hipersin-
gulares mediante las cuadraturas ponderadas de Gaus publicadas por Tsamaphyros y
Dimou (1990). Se aprecia en la tabla de la figura B.2 el buen acuerdo existente entre los

dos resultados.

Para dominio cerrado se presentan los resultados para una placa cuadrada, en un
caso con tensiones en el contorno y la grieta excéntrica y en el otro caso con la grieta

centrada y bordes empotrados, figura B.3. Estos resultados fueron publicados por Ma
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Figura B.1: Grieta ramificada sometida a tensién antiplana, dominio infinito. Esquema
y resultados en funcién de la relacién de longitudes.
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Figura B.2: Grietas cercanas sometidas a tensiéon antiplana, dominio infinito. Esquema
y resultado para d = 20a/9.
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Figura B.3: Placas rectangulares con grietas, sometidas a tensién antiplana. Esquemas
para diferentes condiciones de contorno.
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(1988 y 1989) y por Ma y Zhang (1991) utilizado un método semianalitico basado en

ecuaciones integrales. El material isétropo utilizado se caracteriza por v = 0.25.

Los resultados muestran un buen acuerdo con los de la referencia como muestra la
tabla B.1.

Tabla B.1: Resultados para los problemas antiplanos esquematizados en la figura B.3

caso e/w Referencia MEC form. hipers.
fig. B.3izda. | 0.0  1.130 [1] 1.1311
fig. B.3izda. | 0.5  1.178 [2] 1.1542
fig. B.3 dcha. | 0.0  0.923 [3] 0.9232

[1] Ma (1988), [2] Ma y Zhang (1991), [3] Ma (1989)

Para solucién de semiespacio se comparan a continuacion los resultados de una grieta
vertical en semiespacio isétropo (v = 0.25) cuyos resultados fueron publicados por Pan
(1997) obtenidos mediante la formulacién hipersingular con cuadraturas especificas para

las integrales hipersingulares. También en este caso el acuerdo es muy bueno.

77 7
P O ) : -
J @ ® vértice Pan (1997) MEC F. Hipers.
g g A 1.0487 1.0499
ol e B 1.0287 1.0299
T® eT

Figura B.4: Grieta vertical e semiespacio isétropo sometida a tensién antiplana. Esque-

ma y resultados para h=2a.

A continuacién se presentan los resultados para el problema de la figura B.3 utilizando

para las propiedades del material las de un grafito epoxy:

044 =3.5GPa ) 055 =T7.07GPa ) 045 =0 (BG)

Se consideran distintas orientaciones del material definidas por el éngulo ¢ (figura

B.4) y se representa el resultado en funcién de este dngulo.
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Figura B.5: Placa cuadrada con grieta, carga antiplana. Resultados, para dos posiciones
de grieta, en funcién de la posicién de los ejes principales del material.
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Figura B.6: Placa cuadrada, grieta centrada, carga antiplana, bordes opuestos empotra-
dos. Resultado en funcién de la posicién de los ejes principales del material.






Apéndice C
Discretizaciones utilizadas

A continuacién detallan las mallas con las que han sido obtenidos los resultados que se
han mostrado a lo largo de la tesis. Cada caso es referido por el epigrafe en el que se

encuentra.

Salvo indicacién en sentido contrario a indica semilongitud de grieta.

# Epigrafes 5.2.1. - 5.2.2.

Grieta: 6 elementos de longitudes 0.20a — 0.30a — 0.50a — 0.50a — 0.30a — 0.20a
# Epigrafe 5.2.3.

Grieta como 5.2.1.

Contorno externo: 24 elementos iguales.

# Epigrafe 5.2.4.

Grieta: 5 elementos de longitudes 0.10a — 0.15a — 0.20a — 0.25a — 0.30a siendo a la
longitud total de la grieta.

Contorno exterior: 36 elementos iguales.

# Epigrafe 5.2.5.

Grieta: 6 elementos de longitudes 0.20a — 0.30a — 0.50a — 0.50a — 0.30a — 0.20a
Contorno exterior: 24 elementos iguales.

# Epigrafe 5.2.6.
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Grieta: 5 elementos de longitudes 0.06a — 0.10a — 0.16a — 0.28a — 0.40a siendo a la
longitud total de la grieta.

Orificio: 26 elementos. 15°/elemento salvo los elementos en contacto en la grieta, 7.5°.
Contornos superior e inferior: 6 elementos iguales.

Contornos laterales: 12 elementos de proporciones 0.215] — 0.215/ — 0.215] — 0.16] —
0.1151 — 0.08] — 0.08] — 0.115[ — 0.16l — 0.215] — 0.215] — 0.215] siendo [ el
ancho de la placa (= 2w en figura 5.2)

# Epigrafe 5.2.7.
Se considera r el radio de la grieta y a el simangulo abarcado.
Sia < 70°

Grieta: 10 elementos. Los elementos del vértice tienen una longitud ra/30. El arco

abarcado por cada elemento desde el centro de la grieta es 0.50a — 0.35a — 0.15q.
Sia>T70°

Grieta: 12 elementos. Los elementos del vértice tienen una longitud ra/30. El arco
abarcado por cada delemento desde el centro de la grieta es 0.30ac — 0.30ac —
0.20ac — 0.145¢v.

En ambos casos el elemento que no se define es el necesario para acoplar el elemento

un cuarto con el arco.
# Epigrafe 5.3.1.
Casos de las figuras 5.7 y 5.6:

Grieta: 12 elementos de longitudes 0.05a — 0.08a¢ — 0.13a — 0.21a — 0.26a — 0.27a —
0.27a — 0.26a — 0.21a — 0.13a — 0.08a — 0.05a.

Caso de la figura 5.8:

Grieta: 5 elementos de longitudes 0.08a¢ — 0.14a — 0.26a — 0.26a — 0.26a siendo a la
longitud total de la grieta

# Epigrafe 5.3.2.
Caso de la figura 5.9:
Grieta como casos de las figuras 5.6 y 5.7.
Caso de la figura 5.11:

Grieta: 6 elementos de longitudes 0.20a — 0.30a — 0.50a — 0.50a — 0.30a — 0.20a
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# Epigrafe 5.4.1.

Grieta: 10 elementos de longitudes 0.04a — 0.08a — 0.18a — 0.30a — 0.40a — 0.40a —
0.30a — 0.18a — 0.08a — 0.04a.

#Epigrafe 5.4.2.

Grieta: 10 elementos con una relacién de longitudes entre elementos contiguos (1;/1;11)
constante. La longitud del elemento central es el doble que la del vértice de la

grieta: leentrat = 2lvertice
Contorno exterior: 24 elementos iguales.
# Epigrafe 5.4.3.
Grieta madre: 12 elementos, leentrar = 2lyértice cOn 1/l ; = cte.

Ramificacién b = a/2 siendo b la longitud total de la ramificacién y a la semilongitud

de la grieta madre: 6 elementos, leenirar = 2lvértice CON Ui/l = cte.
Ramificacién b = a/10: dos elementos iguales.
# Epigrafe 5.4.4.
Como 5.2.7.
# Epigrafes 5.5.3., 5.5.4. y 5.5.5.
Grieta: 10 elementos con l;/l;1; = cte Y leentrar = 2lvértice-
# Epigrafe 5.5.6.
Como 5.4.3.
# Epigrafe 5.5.7.
Como 5.2.7.
# Epigrafes 5.6.1., 5.6.2. y 5.6.3.
Como 5.5.3
# Epigrafe 5.6.4.
Como 5.4.3.
# Epigrafe 5.6.5.

Como 5.2.7
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