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INTRCDUCSICN

~,

E1l concepto de base de un espacio de Banach fuf -
introducido por J. Schauder en el alio 1927. Gran parie de

-

los trabajos que sobre esie *e"a se hen publicado se deven

[t

ch. En particular --

a los problerzs plantezdos per S. 3an:
suele recibir todos los honorss el farmeso provisma de 1a -

base ([2, pg 111]). ecto a la abundante bivliografia -
9pb o

0]
ted

J. Lindenstrauss-L. Tzafriri ([22]), J.7, Marti ([22]) e =~
I. Singer ([27] - [28]).

Un2 bass en un estacio de 3arach es una sucesidn

(x_) de elemenios de E de tal forma qus todo sle-
n'n=l,2,... -
mento x de E admite una (v sdlo una ) representacidn en la
B N
forma: . X = & X .
’ : n-¢ N I

Dos modificaciones fundanmcntales se han dado a 1la

s 7

eoria de tasss: La prirmera consiste sn la extensidn

o)

o
.

1

Y]

N S - - - . . . -
nocion de hase a lz c¢clzss dz los espeacics vectoriales <OT0C



cios tonelados.

. - s - Tom 2 2 . 2 I'4
Anterior 2l meznciornado trabajo' de Dieudonne, es -
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sSus L

diante series divergenties, aparece la idea
convar:cincia en la serie que reprssenta a los elementos —-

del espacio ror a2lzun nditodo de sumacidn. Son definitiva e

e

ndependisntemente B.R. Gelbaum ([11]) y V. Ya Kozlov (RI)

[N

g

(O]

o

quienss intrcducen =1 concepto de T-tase de un espacio de

s

Y

Banach, La formulacidn es idéntica para espacios vectorig
les topoldzicos:

Una serie E:XD de elzmentos de un esoacwo vecto
n:i <

o
i
(0]
)]

el
(0]
(@]
ct
O
Y

[

rial torolézice I, se dics gque es convergont
una matriz infinita T = (4 _.) . de escalarss, 0 =
n,J'—_l,Z’ooo

simylemente T-converzente, 2 un elemento x de E si:

o0 B
im Z:t, S, =X, en

174

cuyo caso escribiremcs x =x (7).

3

torial toroldgico T ss una T-base si todo elsmento x en 2

el ,
A= NX :'_1 .
;{ a'm )

Con r=specto 2 la teoria clésica de 12 surmebili-

d2d son de hacsr notar l2s moncirafiss de G.d, Fardy (B3
Y. Zellsr ([31]), ¥. ¥nopp ([18]) y A. Payerimhoff ([2¢]).
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la clase de los espacioz leoczlmente convsios:
In primer _ugar las c-tases, caso pariticular des -

T-base, con la peculiaridad de que la ratriz gqus repressn-
ta su método de suzacidn, el de Cesdro, es una nairiz ——-
trianzgular,

En segundo lugar las P—bases, que y2 no entran -
dentro de las T-bases y cuyo método de sumacdn,el de Abel,
queda dentro de los llamadcs métodos funcionales.

Los dos métodos de sumacién a usar son los que —-
fundanentalmente se emplean en la teoria clésicz de los de
sarrollos de funciones en Series de Fourier., =Zn este punto
es imvosible soslayar la mencidn del libro clédsico sobre -
el tema de i. Zygmund (132]).

La memoria comilenza con un capitulo.o, de carac-—
ver puramente expositivo, destinado a rosirar el teorena -
de Silvermgn-Toeplitz v el feorema de la gréfica cerrada -
de De ¥ilde.

En el capitulo I, se estudian los hechos concer-

-

nientes a la teoria de l2 sumabilidad, gque necesitaremos -

'_J
o
®

en ¢l resto de la rernoria, Sesuimos sn 81 la linea Ko

novp ([15]), obteniendo en primer lugar una extensidn del



los espacios loczlimente CONVeXCS.
In el sezundo capitulo se iantroducen logs concep-
\

tos de c¢-bess ¥ (3-base estudiando las imrlicaciones znire

estos dos conceptos 7 el de base. Se estudian acsi mismo, -

signiendo tecnicas de K3the ([21]), la relacidn entre es-
tos concen os ¥ la propiedad de la aproximacién, asi como

el provlerma de la base débil. Probamos adﬁrés un resultado
que en la literstura de bases se stuele dencminar teorema -
de caracterizacidén cue en su versidén para c-bases constitu
yebuna extensidn de un teorera de Singer (Ver (2¢1). Con-
cluye el capitulo con una serie de ejemplos en los gue se
separan algunos de los ccnceptos introducidos. En ellos ——
juegan un papel furdamental los espac1o§ S N sa' de las -
sucesiones sumables en el sentido cde Ceséro 7 Abel resvpec-—-
tivam ente; estudiados por li. Florencio ({8]) y J.IK. Bilbao
([31).

En el capitulo III; hacemos un estudic del proble
na de 1a continuidad; siguiendo las ideas de De Wilde ([5]X\
En el caso de las c-bases el resultado sizue bdsicamenie -
las ideas del trarajo mencionado salvo dificultades de ca-~
. racter téecnico. Para las P—bases el resultado exige sin -‘

enmbarso una congiruccidn previa gque es origineal, Se inclu-

ve aderndz en el casc de c-bases el 2ndlczo al cldsico teo-
rera de 3anach-ilewns vara ssryacios vectorialas topoldsgicos

netrizatles y completos..

-



Zn el capitulo IV, se estudizn lcs productos de -

1 caco finito
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Finalmente se ha incluido un 2péndice en donds se
denusstra ura extensidn de un resultado de Gelbzunm y Gil -
de.Lamadrid ([12] ) a espacios localmente convexos mediante
un resultado sobre sumsbilidad relacionzdo con los produc—

tos tensoriales,

Quiero nacer consitar mi sgracdecinientc a lcs pro-
fesores I, Valdivia y k. Florencio por sus valiosas suge-

rencias sobre este trabajo.



CAPITULO O: PRERREQUISITOS.

O~ NOTACIONES Y TERMINOLOGIA:

Denotaremos por N, Q, R, ¥y € a los conjuntos de
numeros naturales, racionales, reales y complejos. K deno
tard indistintamente R o C.

La expresién espacio vectorial sobre K se sim-
plificard por ;a de espacio vectorial y la de esracio veg
torial topdlégico localmeﬁte convexo y separado por la de
'espacio localmente convexo.

Si A es un subconjﬁﬁto del espacio’vectorial I se
denofaré vor 1lin(A) su envoltura iineal.

Si (E,F) es un par dual, denotaremos por ¢(E,F),
ﬂ(E;F) v F&E,F)’respectivamente las topologias dévnil, de -
wackey y fuerte del par du=l.

E1l resto de notaciones serdn itomadas bdsicamente

de [19]y [20], en cusnto = teoria general se refiere y de -



[71]7 [28] en 1o relativﬁ.a.la teoria de basés.

Con relacién a la notacién de los distintos resul
tados, la.axpresién "Teorema KX. 80, 64" la usemos para —-
mencionzr el teorema ¢4 del apartado 80 ‘del capitulo XX, -
En caso de que la réferencia se haga respecto del mismo c2

pitulo (y el mismo aparitado) no haremos mencidn al capitulo

(ni al apartado).

l.- EL TECRENA DE SIIVERMAN-TOEPLITZ:

Dada una matriz infinita (% ) de ele-
nm n,m:O,l,... -

mentos de K, diremos que una sucesidn (xn) en K es T-con-
vergente 2 x K si

13.m -t = Y
E; anJ *

Una matriz T se dice que es consistente si toda -
sucesidn cbnvergente de K es T~-convergente al mismoblimite.
El resul tado fundamental que usaremos es el Teore
'ma de Silverman-Toeplitz, que nos da una condicidn nscesa-
ria y suficiente para que una mairiz T-sea cqnsistente:
Teorema 1l,.-
Une matriz de escaiares T:(tnm) es consistente si y s6lo si

-

(1) Existe una constante ¥>0 tal que Z:It km Vren
(2) lim t_=0 VYa
(3) 1m Tt_.= 1

La demostracién de este teorema puede encontrarse en [13]

— _
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2e~ EL TEOREI'A DE LA GRAFICA CERRADA:

‘Cuendo en 1927, Schauder dié la definicién de be-
se de un esvacio de Banach, impuso la condiéién de que los
coeficienteslfuncionales asociados fuesen continuos. En la
monografia de Banach [2], hay ya una prueba de que tal con
dicién puede ser eliminada.

Alpartir de entonces muchos autores se han ocupa-
do del tema ( Ver, por ejemplo,[571,091) y 1la respuesta -
21 llamado "problema de la continuidad" (; Debe ser toda ~
base, en un espacio localmente convexo, una base de Schau-
der ?) ha pasado siempre por un teorema de grédfica cerrada
o de la aplicacidn abierta (Ver por ejemplo [2u]).

El problema de la gréfica cerrada consiste en es-—
tablecer cuando una cierta aplicacién lineal entre dos es-
pacios localmente convexos, f£:E —F, cuya gréfica sea ce-
rrada en ExF, debe ser continua,

El primer teorema de grédfica cerrada fué demostrz
do por Banach. Se tcman en este teorema comc clases de par
tida y llegada la de los espacios metrizables y completog.’

Serié posteriormente Schwartz quien demuestra‘que
si se toma como ciase de partida la de los espacios de ——
Banach, la clase de llegada contlene a los espacios dé —
Suslin, Dicho resultadorseria me jorado mas tarde pof Mar-

tineau demostrando que dicha clase de llegada contenia a -

-3 -



los espacios K-Suslin., Finalmente De Wilde demuestra que -
dicha clase de llegada contiene a los espacios con red de
tipo ;; este resultado sin embarzo no es una extensidn de
la teoria de Schwartz, dado que recientemente Valdivia (Ver
[30] ) ha dado ejemplos de espacios de Suslin que no tienen
red de tipo ¥ .

El desarrollo de las teoriasde Schwartz y De Wilde
puede encontrarse en{4]. Por razones de homogeneidad en la
notacidn nosotros seguiremos la notacidn de [20] para la teo

ria de De Wilde.

Definicidn 1.~

Sea E un espacio localmente convexo. Una red de tipo [ es

- > 3 = C > > —
una familia de conjuntos W=( nl...nk)k=l,2,m.. verifican

nk=1,2,oo'o

do las siguientes condiciones:

o
(1) E ={yc_ .
AL gl
(2) U |
2) C =1|C_ . _
nl. * .p‘k-l n(:‘ nl. L] .nk-lnkﬂ

(3) Para toda sucesidn (nk) de naturales, existe

otra (Fk) de reales positivos de tal forma que si Xﬁfb,f&)

od
Y XeCy la serie Z; kak es convergente.
looo K=

Teorema l.-
Sea E un espacio ultratornoldgico y F un espacio con una -

red de tipo ﬁj. Cualquier aplicacidén de T en F cuya grifica



sea sucesionalmente cerrada es continua,.

21 hecho de que este teorems de gréfica cerrada -
se refiera a grdfica sucesionalmente cerrada lo hace espe-
cialmente manejable,

En lo que respecta a las propiedades de estabili-
dad usaremos el siguiente teorema:

Teorem% 20—
Cualquier limite proyectivo numerable de espacios con red

de tipo [, tiene una red de tipo b .

La demostracidn de lcs dos teoremes anteriores —-
puede encontrarse en L4 1 y [20].

E1l dltimo resultado en el que nos basaremos res—
pecto & la teoria de De Wilde se refiere al espacio 1I™(A,E):

Sea A un conjunto y E un espacio locélmente conve-
x0. Se define el espacio I”(A,E) como el formado por las -
aplicaciones ¢:A —~ E tales que '?(A) es acotado. Si Q es
un- sistera de seminormas que define la itopologia de E, se
dota a I°(A,E) del sistema de seminormas Q = (q*)qéQ defi-

nidas por q*(g) = sup qf P(a)). En [4, ps 93] se deruestra
aecl

el siguiente resultado:
Teorema 3,-
Si E es un espacio localmente convexo, sucesionzlmente ccg

. o0 s s
vleto con red de tipo 5, entonces 1 (A,Z) también la tiene,



CAPITULO TI: SOBRE EL TEORELA DE STIIVEIAN-

TOEPLITZ., REGULARIDAD DE CIERTOS ITETCDCS DE

CONVERGEINCIA.

l.~ EL TEOREMA DE SILVERMAN-TOEPLITZ:

Sea E un egracio localmente convexo.

Sea T = (%t ) una matriz de escalares.
n,m'n,n=0,1,...

Dlrcmos que una sucesidén (x )n =0,1 de elementos de E,
— ’.0.

es T-convergente a un elemento x de E, si las series ———--

o . =Y
t._.X. son convergentes y ademas: 1im§:t X, = Xe S€ ==
Jj=0 nij . nojong J

escribiréd entonces (xn)-—>x (7).

Diremos que la matriz T es consistente con 3 si -
toda sucesidn convergznte en E es T-convergente al mismo -
lirmite.

Nuestro objetivo es caracterizar las ‘étrigés con

sistentes con un espacio lccalmente convexo dado E. Esta -



- -

caracterizacidn nos vermitird deducir las crovpiedades so-

bre sumavilidad gue usaremos en el resto de la memoria,

Lema 1 o
Sea T = (t una matriz de escalares verifican

nm n,m=0,1,...

do las dos condiciones siguientes:

(1) llzxim tnm=o Yne m
(2) Existe una constanite K, positiva, tal que

St

0

ngl <K .Vne Wu{ot

L
W

Entonces si (xn) es una sucesidn de elementos de

un espacio localmente convexo E, convergente a O y tal que

las series E:tnjxj son convergentes, tenemos

iz

Demositracidn:

Sea = t y t
n Zonaxa Yom” JZO ni*y

Se pretendé demostrar que lm y = 0
Sea q una seminorma continua de E. Entonces:
q(ynm) =q(tnoxo+...+tnmxn)é '
'Sq‘tnOxO+'f'*t%NXN) ; q<tn,N+lxN+l+"°+tnme)'

Con tal de que m>N,

. o
Sea " €7 0. Escojamos N de forma que .si m>lil, q(xm)<'—§%—
Sea ademas Mq> 0 de forme que q(xn)s;M rara todo n.

a

En sestas cond 1“10nes.



‘ﬁi\ "

| ‘ [ M ! i i |
q(ym) \< ( "tnO! Feooed [tnl\]" )ll'.Lq + (]tn,N'!'l! Teood ‘tnml)

t

>0
| ! 1 {
Pero ltn,N+ﬂ +eeat it < S B LK Tn.
De donde podemos concluir:

q(ynm)s’(ltno)+...+}tnN})Mq + -§-~ (Sim>Ny Vn).

m

Ahora Jnm —~_,yn, de donde:
a(y,) € (16 ol 4eent [t )+ 5= Vn
n’ = nO!' ™ "7 I"nNl""q 2 ‘

Al ser (tnk)n convergente a 0 (k=1,...,0) podremos escoger

' £ .
un natural n_de forma que ]tnk\< 2(N+l)mq parz cualquier

k=0,1,...,N y para cualquier nzbno.
Si anno tendremos entonces:

£ £ -

Antes de pasar al teorema de Silverman-Toeplitz,
probaremos un resultado un poco mas general en el sentido
de gue individualiza la T-convergsncia de cada sucesién --
convergente:

Provosicidn l.-

Sea © un espacio localmente convexo, (x_) " una su-
n n=o’l,000
cesidn de elementos de E convergente 2 x, y T = (tnm) una

matriz de escalares que verifice:
o>
(1) Las series Z:t .X . son convergenies,
JFo 1d J
(2) Existe una constante K, positiva,de forma que:

f; It <& V.



(3) "cpm——r-léo Jm.

el

13 + = 1.
(4) im Z) n3

3

Entonces (xn)-—>x (1),

Demostracidn:

",

Por hipdtesis (xh-x)——>0.

Ademds las series %%tnjxj son convergentes por (1) ¥ ———

4

> t_.x es convergente a ( >t )x ( V_t . es convergente
]:o nj j:o J ]-
por (2)).
<>
Deducimos entonces que las series Zj j(xj—x) son conver-
j =)
gentes y que ademéds E:t Ax =x)= Y’ - ( Z:t )x.
fFonitty o *ni®y T

Aplicando 21 lema 1 deducimos gque:
1%lm2;;bnj(xj-x)= 0
J
Ademés por (4) se tiene que lim( £ t_.)x = x.
n j-o 1Y )

Teniendo en cuenta las dos Ultimas igualdades se tiene que

la sucesidn ( E:t b. ) es convergente v

] o nj
lim 2t x. =0 +x = X 'c. .de
n 5 nit b

Deduciremos zhora de forma immediata el teorema de
Silverman-Toeplitz para espacios localmente convexos. En la
prueba de este resultado, pars la implicacion gque nos, quada,

usaremos la misme tdcnica que | 29,73 34§7 en 21 contexto -

de espacios de Banach,



Teorema l.=-

Sea E un esracio loczimente convexo. Una matriz de escala-
res T = (tnm) es consigtente con = si y so6lo si se verifi-
can las cuatro siguientes ;ondiciones:

(1) si (xn) es convergente en E, las series =—e———

o
ZZ j%; son convergentes.
(2) existe una constante K>0 de forma que:

Ef{t 1<K 'n.

(3) + 2,0 VYm.

(4)1m JZ'otnj = 1.

Demostracidn:

Es evidente segun la proposiciéﬁ 1 que si se verifican (1)
(2), (3), (4), T es consistente con E.

Reciprocamente: Si T es consistente con E obviamente se ve
rifica (1).

Sea («_) una sucesién convergente de K y x<E, x#0
n n-:O,l,.oo

Entonces X X —>XX (X= 1%mc%n), por lo serdn convergentes

o)
las series Z_* XX 1_m Z’c .X =X,
(R n3>;

=0
Pero esto es equivalonte a ger convergentes las series

Z.__tcx
nj j

~y ser llm Zt x, =,
2o nj J

"0 lo que es lo mismo: T es consistente con K. Del teorema
0.1.1. obtenemos entonces las condiciones (2), (3) v (4).

CeQedo

.;{élo_



HFay que hacer notar que tanto en la prorosicidn 1
como en el teorema 1, puede quiiarse la condicién (1), ca-
so de gque 2l sspacio sea sucesionalmente completo o la ma-
triz T sea triangular..

En el segundo caso se debe a Que las series que -
aparecen son sumas finitas,

En el primero, se puede ver facilmente que debido
a la condicidn (2) y a la convergencia (y por tanto acota-
cidn) de la sucesidn (xn), las series gque aparecen son de
Cauchy.

En el capitulo II se verd un ejemplo donde se pon
drd de manifiesto la necesidad de la condicibén (1) en el =~
caso general,

Por Ultimo obtendremos dos consecuencias inmedia-
tas del teorema de Silverman-Toeplitz. La primera es le reg
gularidad del método de Cesdro y la segunda el criterio de
Stolz para espacios loczalmente convexos. Probaremos antes
el siguiente lera:

Lema 2,-

Sea (xn) una sucesidn convergente 2n el espaclo localmente
convexo E. Si (bn) es una sucesidn de rsales no negativos
de forma que la serie Z:bn diverge, entonces exite el 1li-
mite:

. 1 N
lin (=r———=e—ee—=(?2 X + +0_X_ ),
n ( 004..,+bn ( o0 "** " n n)’

vale 1linm 3
¥ F2 X e



Demostracidny

1
bo+...+bn

Hagemos notar que la expresidn sélo tiene sen-

tido a partir del primer n tal que bn# 0, que evidentemente
existird por la divergenciz de Z:bn.

Sea n dicho numero y consideremos la matriz T = (tnm) de-~

finida por:

0 sl n<n
o
bm
+t = ~ si nzn O<ms<n
nm D #..etD SRAS
o) n
0 si m>n

la condicidn (1) de la proposicidn 1 se verifica trivial-
mente pues la serie en este caso es una suma finita.

0 si n<n
o

Ademds )t =) t .=
Jro B B 1 simn

De donde deducimos las condiciones (2) y (4) de la misma -

proposicidén. La condicidn (3) es trivial pues si arn —--=
b
m

tnm= b + +D
O ® 00 n

, ¥ la divergencia de }ibn.nos da entonces
lim t_= 0 Vm.

o mm
Podemos entonces concluir la tesis de dicha proposicidn pa

ra obtener que existe el limite:

. 1
lﬁm( D 400040 (boxo+"'+bnxn))
0 n
< 3 B ~ ’
¥y vale l%m X, CeQaod.

~12-~



cidn 1.~

’_h

Defin

= -

Una sucesidn (xn) de elermantos d

M

un espacio localmente co

18]

vexo & se dice gque ss c-convergsnie o convergente en el sen

tido de Cesfro a xe€X si:
. 1
lim —==(x . = ‘
im = ( 1+...+xn) X.

Corolario l.-

Sea E un esracio localmente convexo. Si (xn) es una suce-
sién convergente de E, entonces es convergente Cesiro al -
mismo limite.

Demostracidn:

Basta tomar en el lema 2/bn= 1 Vn. | c.q.d.

Corolario 2.-

Sea Gxn) una sucesibén de escalares positivos estrictamente
creciente y divergente. Sea (xn) una sucesidén en el espa-

cio localmente convexo E. Supongamos ademds que

1%m(----i-~.-(x x ) = x.

K =K n n-1i
n n-1
Entonces (—}—x ) es convergente y‘lim-l—x = X
> " n ° h . "n
n
Demostracidng
Definamos las sucesiones:
y.= _l_x e y.= _.__5___-(x -X )
0 % 0 o X - n  n-l
0 n n-1
,/30 o] J ﬁn n n-1
Por construceidn B >0 y L es divergente.
s Pn y pn g
Aplicando el lema 2: lim X (R y +...+@ y.) =0
B n {3"’0-0'}{0) toYo tn'n
0 i :
Pero 3 #...47% = Iy BT =X #eeed{x =% .) =3
S IERLER n T PoUoe ety =X 4+ +(x~x, ;) =x_



X =X CeG.d.

2.~ EL NVETODC DE CESARC DE CRDEN X:

En este apartado siguiendo técnicas contenidas en
[18} deduciremos las inclusiones entre los distintos meto-
dos de Cesdro.

Sea E un espacio vectorial y (xn) una sucesidn de
elementos de E. A partir de ella definimos las siguientes:

(e )10

. s o s amn,

' Un (n+k n
k

(0) coa(k) o (k-1), ((k-1)
Sn = X3 Sn = SO +vSI tooe

Las dos siguientes proposiciones son de caracter puramente
algebraico.

Proposicién 1.~

Si kzl,-Z,-o-o‘o Yy Il=0,l,... entonces:

s() _ <n+k-%)x (n»k—z) ‘ L (51
n - k—l O "' k—l Xl "ooo k"l Ano

Demostracidn:

Se hard por induccidn sotre k:

Para k=1 es trivial. Supongamos cierta la formula para ———

l.ceke Entonces:

et 00 o

+...+S(k)— (k—l

n - k-l)xo*

)t (5] o+
* lx-1)%ot [ x-1/%1

n4k-1) (n+k-2) (k—i)

e



Si sumamos por columnas y tenemos.en cuenita que

jii i4k-1)_ [m+k)
-1/ L x/

(o \ x /
. . o (kel)_ /n+k) fn+k-%) [ %)\
Obtendremos: Sn = | x v, + ( K ) Tq teeet ()T,
cO»Q‘,QdQ
Proposicidn 2.~
n
. - hnl -+ I
5i x = Egyi (yien) v k €N entonces:
(k)_ (nek n+k-1 k
Sn = ( k})yo+~( X )yl+,m.+ (k)yn‘
Demostracién:
Es fdcil consecuencia de la proposicidén 1. CeQode

Definicidén l.-

Sea E un espacio localmente convexo ¥ (xn) una sucesién de
elementos de Z. Se dice que (xn) es Ck~convergente axk -

si:

. k
lim C( )= Xe

n n

Como consecuencia del lema 1.2 vamos & deducir la
regularidad del método de Cesdaro de um cierto orden con —

respecto a los de orden menor.

Proposicidn 3.-

Sea E un esvacio localmente convexo y (xr) une sucesidn de
'y

elementos de B. Si (xn) es C. -convergentie, es C, ,-conver-

k k+1l

gente al mismo limite.

Demostrzcidn:

15—



(k)

(k‘l‘l)’ ) l 4 . q(k) -
Co T TR (So ety ) T
( k+l ) .
o 1 k (k) - [nek) (k)
= ( (k}c teeod T )C )

(n;k)+ *§-1)+°¢.+ (i)

Ahora bien b = (n;k)zl por lo que la serie E:bn es diver-
gente,
Com§ (gn) es Ck— convergente, digamos a x, tenemos que ——-
Cék).~2+-x.
El.lema 1.2 nﬁs da entonces que:

Cék*l)__g_»x. ceq.d.

3o~ REGULARIDAD DEL METODO DE ABEL RESPECTIC A Ck:

- Se trata ahora de ver bajo qué}cdndiciones del eg
pacio localmente convexo E, se puede afirmar que una suce-
sién Ck—sumable e5£3—sumable 21 mismo limite. Ia respuesta
no va a ser édmo en.el‘caso del paso de Ck a Ck+1’ La ra-
zdn estriba en que en aguel caso estabamos pasando de ma-
trices triangulares a'matricés triangulares§ mientras que
en ei problema. que nos vlanteamos, estamos pasandoc de un -
"método triangular a otro no triangular: En efecto, aunque
el método de sumacién Ge Abel no sea matricial admite una'
"representacidén" en una cantidad no numerable de métqaos -

matriciales que no son trizngulares. De hecho seréd en esto

en lo que se basard el teorema fundamental del apartado.



n

: L
. k
En este apariado denotars=mos por S )(x) (x= x_)
es una sucesidn de E) 2 los opersdores definidos 2n el arer
rd rd n
tado anterior parza la sucesidn ( J x

cidn 2.2 tendrermos rues que

[k
X +0ﬁ0+

Sék)(x)= (n+k)xo+ {nék—l) . \k>xn.

\ x Lok
Una serie ijn seré entonces Ck—convergente si la

sucesidn (Cék)(x)% = (___}___ S(k)

vergente
(n+k) n (x))nes convergente.
k

Definicién 1l.-

Una serie Z:xn en un espacio localmente convexo E se dice
que es C-convergente (o convergente en el sentido de Abel)

si lo son las series

o0
n
¢
2 ptr, (pelo,1))
y ademds
‘ . & n
%}%2%6 xn— Xe
o
En dicho caso escribiremos: 3 X =X (F).
Ao

Ia representacidén 2 que antes aludfamos es la siguiente:

.

-
' . n
El hecho de ser llF‘;OP X = X es aqui alente a ser mm————-
p=as
. n . .
1lim p_x_= x para cualguier sucesién (G )<[0,1) convergente
m \‘m'mn s m
a 1. Pare cada una de estas sucesiones, ds las gue exis
una cantidad no numerable,se obtiene un método matricial.
Parz esiablacer la regularidad del método de suma

cidn de Abel respecto & los métodos de Cesdro necesitamos

alzunos resultados previos:



Sea E un espacio loczlmente convexo ¥ (t } una sucesidn de

elementos de E. Sz2 fé@ 1l). 31 1z serie Effns(k)

es conver

gente, tambien lo son las series Eéfnséi) (i=0,1,.0.k) ¥ -
n:

la serie Z:f X giendo sus sumas:

Z»o ()nslgi)__: (l__())k-izens(k)

-4
n kel 2 ng (k)
L Py P LSy
Demostracidn:
Sea s(l) 0y Z(zns(k)
Entonces S(k l) S( (k) Vn,
n n-1
n.(k-1)_  ne(k)_ n-1.(k)
Por lo que € S e S CQ S
n-1
. | .
Las series Z: n—ls(k) ns(k) son convergentes a X.
v\-o() n-1" ()
De donde fo S es convergente y su suma es (l—P)x.

De esta forma:
fn s{002 (a- (>) ()ns(l)—...- (1-p) Z(Dn (3’)—-.-=‘

_ n (k)
- (1 ()) 5::0 Sn L]
De donde trivialmente sigue la primera igualdad.

(0)_g(0)
N

n

a
Lo

De la misma forma teniendo en cuenta que X = S

obtiens- la segunda parte. c.q.4.

E1l reciproco de esta proposicidén tambien es cierto

aunque antes veremos otra propiedad, que corresvonde 2l —-



-

teorema d¢ convergsnciz del producto de Cauchy de dos se-

ries de escalares. En gu demostracidn se sigue el proceso
de [1, pg 360) :

Lema 2.-

Supongamos que la serie de escalares Z_—, /\n es 2bsolutamen-

. £
te convergente ¥y que la serie z_vn converge en el espacio
. ) o ‘

localmente convexo E.

n

- )
Sea wn KZ:O kvn-k

- o
La serie w, es convergente y tiene por suma Av donde —-
iz .

I
Al
<

o
<
%)

o0
)\::L:D/\ a IV

Demostracidn:

Definamos las siguientes sucesiones:

= w = Ve =
/Ln K=o 5’ = nz~ovk’ *a Z k' Ip= V7 Upr ZpT %.‘O/\kyn—k

Tenemos enitonces:
' P
_E i
Xp é-o K=0- kvn-k ;o ,Dfn(k)

&vn ¥ gi n2k _

0 . si n<k

Donde f (k)

Con lo cual:

P P 2
A PSR b i VI U S 20

Ko K -0 Kp

g;—.ok. (v-- 3 k) =/tkpv - zp.

Como gquiera que /1 ,_,I.); ), tenemos que }L v_...-g>>\v.

s

Si probdsemos que zp___-eO obtendriamos el enunciad 'o:’

Como 2 V_ es convergente'a v tenemos gue ‘Vn —a 0,
n:9 - ) _

-1C-



)
Supongamos que 7_ |} )— h>0 (Si h =0 el resultado es iri-

Sea g una seninorma continua de = y £70.

Sea Mq un nimero positivo t2l que q(yn)s Mq Yo

Sea por Ultimo Ne N de form2a gque si n3N se tenga:

a(y )< -—-— ¥ Z:!A [< _____
q

nzN+{

Entonces si p y 2N tendremos:
v P
Uz Zalyy, ) + g?(’\kyp-k) =
N
=2 Uylaly, ) + 2 Iyl ety )
. . £
Pero si k<N, al ser pyZN/ p-k>N y por tanto Q(yp-k)<-§Ef

<N { .
¥y para todo k/q(yp_k)\ Mq. Asis

N o> ~<
alz)) € —g5- T 1Ay le 1 7:!,\ Smpmm LDy le 7 Dyl <

Q yv-ny = N

( -§- 4+ N -{—— = 6 4 c.q.ldo

Podemos enunciar entonces la siguiente proposicidn

Proposicidén l.-

Sea E un espacio localmente convexo,(?éfo,l), KeNv{O}l, ¥

n n=

g~—~g800

(x.) 0.1 una sucesién de elementos de E. Son equiva-
lentes:

)
(1) 2: (:nxnves convergente.

(2) Z; ens(k) es convergente,

Demostracidn:

20



(1) =(2): Se nari{ la demostracidn por induccidn sobre k.

Tanto para provarlc para k=0, como para demostirar que si -

e

-

es cierto para k lo es para k41, basta demostirar que s&i -—-—

o
n - .
z: P-an ((an)Cm) es convergente, entonces tambien 1o es --
Eh
n . .
z;bf (ao+...+an). Pero esta Ultima serie es el producto de

n . n
Cauchy de E:F que es atbsolutamente convergente y Z:(D an
que es convergente por hipdtesis. Obtenemos entonces el re

sultado a partir del lema 2. C.q.C.

Pasamos ya a demostrar el resultado fundamental -
de este apartado, que en su parte esencial sigue las 1deas
conteﬁidas en [483: -

Teorema 1.-
Sea E un espacio localmente convexo ¥ (x ) una sucesidn de

oo
elementos de E. Supongamos que las series / 6 X, son con-
n=o

vergentes para (E[Q,l).
Si la serle Zixn es Ckeconvergente, entonces es(g—convergeg
=0 .

te y tiene la misma suna,

Demostracidn:

Basta demostrar gque si f%’?l"" es une sucesién de [0,1),
convergente a 1, entonces
llmE: Cn

Dondo x es 1la C —cuma de 2: X.
k o 1°

Para denoerar dicha igualdad consideramos la mairiz ————-

1 01

T=(t.)’siendot i )(l“()n)k* \'n

ni Z'll \

a1



—
-
w
—~
=y
~—

,
i (x
Veamos que T ¥ la sucesidn C 7 7=

£
g
+
)
3

+

hipdtesis de la proposicidn l.l. (Tsoremz de Silverman-

Toeplitz).
(4]
1 ( ) k+1}‘f i (k) )
(1) ;; tni'z?;§7~ = (1 _(Dn - es convergen-
k

te por la proposicién 1.

s |- & el i+k
(2), (4) ?_ol m)-got - p,)* {:)( )
kel 1
= (1 =Py ’ 1 - p )kt = 1.
- Gn

. ik .. gkl (isk |
(3) lm $ .= (k)l%lm (l—(?n Py = ( ) 0.1 = 0.

Podemos entonces aplicar la citada proposicidn para obte-

ners l (k)

lim (l - Gn k*lz (3

Y esto segin el lema 1 es lo mismo que afirmar:

1iml iX.= Xe | Cqudo

En este resultado la condicidén de ser las series
oD .

'2; qun convergentes es necesaria. Zn el ejemplo - 1 qel ca
pitulo II se verd un ejemplo de serie convergente de 12l -
forma que la serie en cuestidn sdélo converge péra los valo
res de P Oy 1.

Naturalmentie en esracios sucesiohaimente comple=-
tos, se ruede dar una restuesia mas com;leta al problema -

planteado. Se obtendra esta como consecuencia inmediata —-

del siguiente lzma:

DD



Lema 30- .

Si © es un espacio sucesionzlmente completo ¥ (K ) es una

) __

+

. _ K
sucesidn Ck—sumable de E, entoncss las series E: C S(
son convergentes.

Denmostracidn:

o
. . n+k\ n
La serie de numeros reales Z:( X )P es convergente ¥y su
nwl

suma vale = « Este hecho, trivial para k=C, puede
k+1 !
(1-p)
comprobarse pbr induccidn sobre k: Basta para ello derivar
. & msk) n 1
la igualdad }: . } = para obtener que w—e—————
nTo k () k+l
(1-p) .
2 maky_ n-1l_ K+l ,
E: ( ) = T i de agui que
= (1-p)
& makal
Z (n+k+ )( l)[J k 5—. Como quiera que
=0 (1-(>)
el
n+k+4l\ n+l _ /nek+l . N /n4k+1l) n
( X ‘)-Ezif ~( Kl ) obtenemos que la»serle ;:( Tl }
es convergepte ¥ su suma es --—4£---—°
k42
(l—p)
Por hipdtesis C(k)= —em S(k) es convergente y por tan-
n (n+k) n :
k

to acotada, Dada una seminorma continua q de E, existiréd -

entonces una constanzte Mq?o de forme que:

() n+k7
< Vi
q<Sn )‘( k Pq
De aqui que si nl > SOn dos naturales

q(f(’n (k))('qm( k)P

Pero 2:( kﬁ/’ es conv,-g,nte oan de donde obtend”emos -

-2 3



0
n. (k) . ; -
que z:‘o S( ) es de Cauchy y por tanto convergznte en Z.

Corolario 1l,-

Si E es sucesionalmente completo ¥y (xn) es una sucesidn —-

Ck;sumable, entonces es P-sumable y tiene la misma suma.

Corolario 2.~

Si E es sucesionalmente completo y (xn) es una sucesidn —

sumable, entonces es P-sumable y tiene la misma suma.

4.,- SUPRESION DE CERCS EN UNA SERIE C-CONVERGENTE,

Si en una serie se suprimen todos o algunos de -
sus términos nulos, la serie resultante sigue siendo con-
vergente y tiene la misma suma.

Es conocido que esta situaci5n no pﬁede trasladar
se al caso de las series c-convergentes. E1l objetivo de es
te apartado es usar un resultado de inclusién de medias de
Norlund, para sisuiendo técnicas de [13, ps 60] , dar algu-
na condicidén suficiente que nos permita suprimir ceros de
las series c-convergentes.

Sea (p_ ) una sucesidén de reales positi-
n n=l,2,...

vos de tal forma que la serie ?:pn sea divergente.
Se dice que una sucesidn (xn) de elementos de un

espacio localmente convexo Z es N(pnB-convergente a un —-—

~24-



1im = (PoX.%eee?D . X ) = X
O Py+eeedr ‘PR teeetDy n)

El léma 1.2 no es masg que la consistencia del mé-
todo -N(pn) con cuaiquier espacio localmente convexoO.

A nosotros nos interesa en particular, dados dos
métodos N(pn) N N(qn) cuando puede afirmarse que de la —-
N(pn)-convergencia de une serie se sigue la N(qn)-convef~
gencia de la misma.

E1l resultado que probaremos es el siguiente:

Proposicién 1.~

Sean (pn) v (qn) dos sucesiones de reales positivos de tal

forma que las series Erbn v Z:qn son divergentes. Suponga-

Y
mos ademds que Sn41 < ;’1

. Entonces si foﬁ es una se-
0 v

rie de un espacio localmente convexo H(pn)~cqnvergente es
N(qn)-convergente vy tiene la misma sume.

Demostracidn:

Sean Pn= PiteeedD ¥ Qn= ql+...+qn'

Sea (Sn) la sucesidén de las sumes parciales de E:Xn y con-
sideremos las sucesiones sigulentes:

1 1
Tn"" "'P';" (Plsl-f. . o+pnsn) N Un— -6;1— (qlsl"'. . o"'c_nsn)

Es claro entonces que PlTl= plsl y PnTn-Pn—lTn-lz pnsn

De donde:

1 9 1
r.m ———— T o o e - m z
3 ( 5. P T+ 5 (P2-2 P1T1)+...+ 5 (ann P4 n_l))

U =
n



a; @ a _,
= (5= = SRR e (S - IR T e -?-T-l-PnTn).
n F1 2 Ppa Pn Pn

Consideremos la maziriz

q‘m clm-a-l \ m .
( - ) 3 si m<n
pm pm+l n
% = P
nm qn . 2 si m=n
Pn Qn

0 si myn
Es claro entoncés que U = %}thTJ.
Por hipdtesis la sucesidén (Tn) es convergente. Basta pues
probar que la matfiZ'(tnj) verifica las condiciones de la
proposicidn 1.1 para obtener el resultado:
Ia condicidn (1) es trivial, asi{ como la (3) a partir de -
la divergenciza de Z:qnf¢Para deducir las condiciones (2)
v (4) tengamos en cuenta que las igualdades probadas para
la sucesién (S ) son vdlidas si en ellas se tonma (S ) como

une sucesidn arbitraria de numeros reales. Para la sucesidn

1, 1,... se obtiene:

Pl+' . o"‘pn hacd

[
T = — = = .=
n 5 =T, ypor ’canto/_:_!t 5= ;tna 1
n J= J
‘ D
donde la primera igualdad se deduce de ser qn*l £ pn+_ .
n
CeQede

Podemos entonces demostrar el siguiente resultado.

s Yoo



Taorema l.-

Sez Z:xn una serie e¢h un esgacio localmente convexc B 7 -
n-f

7
n-f

n

4

la serie de término generzal

sin-=
xk nk
0 sin # n
donde’(nk) es una sucesidn estrictamente creciente de nid-
meros naturales.
‘ - )

. ' < ~
- - : =convergente entonces -
S a0 Mes1? a1l ¥ £ 8 C gent

v’ ' .
E:.xn es convergente y tiene la misma suna.
n-y . .

Demostracidn:

Sean (Sn) y (Tn) la sucesidn de sumas parciales de las se-
ries Z:Xn y Xy, respectivamente.

Se tiene entonces la siguiente igualdad:

T1+T2+...+Tnk§ (n2-n1)81+ (n3-n2)52+...+ (nk-nk_l)sk_l-c-i‘nk

De donde

T
)Sk_l T1+T2+"’*qu n

B | i =

Al ser (Tn) convergente en el sentido de Cesdro, digamos a

X
T1+T2+...+L T )
' X Y —m=—— —>0
Dy | o ,

De esta forma es claro que la seris Z:xn es N(nk+l_nk)-°°3

vergente a xX. .

Dego™™e31 1

Cormo S-in,.aplicando-la croposicién 1, obtene-

ee1™ ™




mos que zi:Xﬁ es N{1l)-convergente a x, es decir, c-conver=-

gente a x. CeQode

Este resulitado serd usado en el capitulo IV.



CAPITULO IT: C-BASES Y p=-BASES, ZJ=NPLCS,

T

1.-CONCEPTO, RESULTADCS DE INCLUSION:

Sea E[¥] un espacio localmente convexo. Una suce-—
sidn de elementos de E, (x.) se dice que es wna -
n n=l12,oco

c-base de E si todo elemento x€ E admite una unica repre-
. 7 - &
sentacién en la forma: x = 2% an(x)xn (c)o
no

Es trivial la comprobacidn de que las aplicaciones
ap:E —» K son lineales., La sucesién (an)é Ef se denominard
entonces sucesidn de coeficientes funcionales asociados a -
la c-base (x ).

n
Denotaremos por Sk(x) a la k-ésima suma parcial de

la serie Z;an(x)xn vy por Ck(x) la k-ésima suma parcial de -

Cegdro de la misma, Egs decir:

5,.(x) = 2, (x)x; +e.et 2 (x)x.

1
Ck(x) = -E- (Sl(X) Foeoet sk(X)).
Ia regularidad del método de convergenciz de Cesd

ro implica de una Forme inmediata que si (x) 5 es
n n=l,~'—,000

20 -



v (2_) es su sucesidén de coeficientes
funcionales asocizdos, entonces 2_(x ) = 5 .
n'm nm
Diremos que una c-tase es una c¢-base de Schauder
s8i los coeficientes funciornales asocizdos son continuos.

Una sucesidn (xn) de un espacio localmen

N=1,2,600
te convexo se dice que es una c-base débil si es una c-ba-
ce en el espacio E DT(E,E'jl. Una c-base débil de Schauder
serd entonces una c-base débil para la que los coeficien-
tes funcionales asociados son continuos.

Finalmente una c-base de E[Z] se dird equiconti-
nua si el conjunto formado por las proyecciones de Cesdro
(Ck)k=1,2,mr. es un conjunto gqu;continuo.

Es conocido el hecho de que existen c-béses que no
son bases. Basta citar por ejemplo ei.esﬁacio de Banach -
C[O,l] en el cual el sistema trigonométrico forma una e-ba
se (Teorema de Féjer), que no es base. Otro ejemplo puede
ser el espacilo Sc, espacio formado por las sucesiones su-
rables en el sentido de Cesiaro, en el cual los vectores ca
nénicos (en) forman una c-base que no es base (Ver [§1).

En contra de lo que podria parecer a la vista de
los resulvados del capitulo I, concernientes a la consis-
tencia'dél método de Ces2ro, tampoco és cierto que toda ba
 se sea c-basa, Vereros 'un contraejemplo en el apartado 5.
Este_comportamiento-patolégico puede resclverse sin embar-
g0 édn una. condicidn adicional, Este es el objeto de la si

gulente proposicidn:
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Proposicidn l.-

b

Toda base de Schauder de un sspacio localmente convexo es
una c-base de Schauder.,

Demostracidn:

Sea (an) la sucesidn de coeficienies funcionales asociados

o0
a 1a base (x )+ Tenemos entonces que si xeE x =]Ean(x)xn
n-t

La reaularldad del método de convergencia de Cesidro dem muies
: o o
tra entonces que x =2 a (x)x_  (e).
n-y 11 n
S6lo tendremos que ver entonces que la representacidén de -
cualquier elemento es Gnica,
Supongamos para ello que O = Z;dnx (c).
n=
E1l hecho de ser a_ lineal y continua nos permite asegurar
D
ue Z:W (x c) = « Y .
d n.-41’lp*1 ( P P .

(xn) es pues una c-base; el hecho de ser de Schauder es ——

trivial, , CeQ.d.

Sea E[Z] un espacio localmente convexo. Una suce-

jo R}
o

g8idn elementos de E (x ): n=0,1 se dice que es ung —-

gcee00
(D—base de E si todo elemento x en E admite una represen—
oQ
« 7 ’ .
‘tacidn Unica en la forma: x =) < x_ ().
nro 01

- Las aplicaciones a 1x ———a&n son irivialmente 1li-

’

=

. . > . :
neales. Denominaremos a la sucesiédn (an)S?E sucesidn de -
coeficientes funcionales asociados a la (~base (xn).

Una (-base se dice que es de Schauder si los cog

ficientes funcionales asociados son continucs.



Dada unsa -basze (X llzrmareros proyec
’ JEL

tores de Abel a las 2plicaciones al iD:E —> 1 definidas
por las igualdades:

) = @ e (x)x

n ol K X

A?(x)

]
lNE:
"D

Diremos que una sucesidén es una p-tase déoil de
E[(%] si es una p-tase del espacio =[c(2,E")] . Una [p—ba-
se déril de Schauder serd esntonces una p-base débil para
la que los coeficientes funcionales asociados son continuos

Finalmente observar que si (xn) es una C-base de
Ey (an) es la sucesidn de coeficientes funcionales asociza
dos, se tiene entonces que an(xm) = &;m ya que mem—m——eo——

o
X ='Z:5. X (F) es la Unica G-descomposicién de x_ en la
G-base (Xn).

Zn [3 ”ﬁ?i] J.J1l.Bilbao prueba que los vectores ca
nénicos en sa, espacio de les sucesiones sumables en el —-
sentido de Abel, forman una ‘G-base éue no es base, lids —
adelante probaremos que tampoco forman una c-base.

Con respecto a los resultados de inclusién, como
verenos en 1los ejeﬁplos, no opuede darse una prdposicién —
andloga a la proposicidn 1. Es necesario imponer alsuna —

condicidn adicional, referente a la completitud del espa-~
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Provosicidn 2.~

Suponzamos que I es un espacio localmente convexo con una

+

c=-v2se de Schauder (X 7 sea (a su sucesidn de
(n —OI,oacyQ (n)

coeficientes funcionales asociados. Si para todo x en E =

o0
. = n
las series / G an(x)xn son convergsntes, entonces (xn) es

n=)

una F-base de E,.

’

Demostracidn:

. (%]
Sea x €E, For hipbtesis x =7 a (x)x_ ~ (e).
noo o
Aplicando el teorema I,3.1l. obtenemos que x —-Zla (x)x (f%
w-o Il

v

con lo cual todo elemento es e-desarrollable respecto de -
la sucesién (x ). La unicidad del desarrollo puede obtener
se teniendo en cuenta que si O = Z;“nxn’ por la continui-
dad de a_ 0 = a_(0) = Z: a (x) = Vn. C.qod.

n mn

Corolario 1l,.-

Si E es un espacio localmente convexo y sucesionalmente —-
completo, entonces toda c-base de Schauder es (D—base de -

Schauder,

Por dltimo daremos dos resultados de inclusién ——
‘con respecto a la equicontinuidad:

Proposicidn 2.-

Toda base eguicontinua es una c-bases equicontinua,

Derostracidn:

Si (x ) es una tase squiconiinua la sucesién (S
. ( n) = - ot (n)n::l 2,..9

v
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es equicontinua por l1c zue para todza seninorma continua »

de T existird otrz g de tal form2 qus p(Sn(x))S;q(x) Yn e,

Vx:e?. De aqui que p(Cn(X))s’%%(q(sl(x))+...+ q(Sn(x)))S

1 . .
< —=na(x) = q(x es decir (C es una sucesidén -

;rna(x) 1(x), es ( n)n=l,2,... ’
equicontinua. : Ceq.de.

Provozicidn 4.-

Supongamos que £ es un espacio localmente convexo con una

c-base equicontinua (x_) con la sucesidén de coefi

n n=o ’nl 9 L 1% 3
cientes funcionales asociados (an). Si para todo x en E ==
. .
las series 2. e'a (x)x_ son convergentes, entonces (x_) es
. “30 n n n

una e-base equicontinua.

Demostracidn:

si (x ) es una c-base equicontinua, para toda se-
n Il=o,l,...

minorﬁa p de E existird otra q de t21 forma que:

(1) | o] Gt (So(x) toovot Sn(x))f a(x) si n=0,1,...
De aqui que p(SD(X) Fooot Sn(x)) < (n+l)g(x) y por tanto -
p(Sn(X))'s2(n+l)q(x) de donde finalmente

p(an(x)xn)ff4(n+l)q(x) para todo valor de nb Si ?40,1) ten

dremos entonces que
| (Af’ (x)). = ] (f e, (x)x.) <(Z“ 4(i41) A ) alx) € 1aa(x)
p(4] (5 _.pwp g (=) <(T Palx) <Xpa

A A . iy imee amtan ; Y

(Con 3y = §°4(1+1)(> )+ Deducinmos entonces que (A1) o

es un ecuicontinuec. Denotemos ahora ror S, al operador -



SO+...+ Sﬁ? la desizualdad (1) se convierte en

p(=zko- 3

(
n+l n

I.3.1. ¥y el lema I.3.1. tendremos entonces que

p(af (x)) = p({' (Jkak(x)xk) p(\l-(ﬂ) Z(s s(l)

[ &hY
L)

<( 2 k_o(1)y, 2 ] x -
<(1-p)° L pirls ) [(- o) ; (e41) @ )alx) =

= q(x). para todo valor de C.

Es decir (af) es equicontinuo y por tento (xn) es una

ﬁelod)

C—base equicontinua. ‘ CeQod.

Finalmente y con el objeto de acortar la escritu-

ra usaremos las siguientes abreviaturas:

- B -9 ojo- Base; BS o - 'AB de SChaudeI‘,
CB ... Cc-Base; CBS ... CB de Schauder;
fB eee =3asej PBS ooo~PB de Schauder;

BE ... B equicontinua;  WB ... B débil;

CBE ... CB equicontinua; WCB ... C3 aébil;
eBE ... B.equicdntinua; W(aé ee. B débil;
WBS +.. WB de Schauder;

"WCBS e+« WCB de Schauder;

WqBS ‘e WGB de Schauder;

Id

Firalmente abreviaremos la expresidén "sucesidén de

coeficientes funcionales ascciados" en s.c.f.2.

l)) <a(x) ‘n. Teniendo =n cuenta la proposicidn

4



2. RETACICH CCN TA PRCPIZDAD DE T4 APRCITINVACION:

T

-

Al igual que las bases, las c-bases 7 F—bases es
t4n estrechamente relacionadas con la proriedad de la apro
ximacidn.

Siguiendo a X&the [20), diremos que un espacio lo-
calmente convexo E[Z] tiene la propiedad de la aproximacién
si ?%E) (Conjunto de operadores lineales continuos de ran
g0 finito'de E én E) es denso en ué(E) (Espacio de las ~-—
aplicaciones lineales y continuas de E en E, con la topolo
gila de la convergencia uniforme en los subconjuntos preccm
pactos de E.

En realidad basta imponer que la aplicacién iden-

idad I:E —= E es un punto‘adherente a F(E).

'En primer lugar estudiaremos las ¢c-bases, para lo
que enplearemos tecnicas analogas a [ﬁO, Pg 2483, hacien—
do uso de la‘Siguiente proposicidn que puede encontrarse -
en [20, pg 139] :

"Si E y F son dos espacios localmente convexos ——
las topologias de la converzencia simple y dé la convergen
cia precompacta coinciden en todo equicontinuo deo[(E,F)ﬁ._

Froposicidn 1l.-

Si un espacio localmente convexo tiene una CBE, entonces -,
tiene la propiedad de la aproximacidn.

Demostracidn:

Basta ver segin se dijo qus la identidad es un punto adhe-

~36— -



E1 conjunto H = (C, ) U (I) es equicontinuo por ser -
.- Kk-——l,Z,.-. '
unidn de dos que lo son.
Ademés por definicidn de c-base (Ck) converge & I en la %o
’ . . -

pologia de la convergencia simple de «(Z).

Pero H es un equicontinuo, de forma que en él coinciden —
las topologias de la convergencia simple y de la convergen

cia uniforme en los precompactos; con lo cual:
. D P 3 ,

¢, —=I en d;(ﬁ)- CeQeds

Proposicidn 2.-

Toda CBS en un espacio tonelado es equicontinua;por tante

dicho espacio tendrd la propiedad de 12 aproximacidn,

Demostracidn:
Sea V un entorno absolutamente convexo y cerrado de O en E
0 ‘ .
-1
yU =] ¢, (V).

U serd entonces un conjunto absolutamente convexo y cerra-
do por ser interseccidn de conjuntos que lo son.

Shi prbbasemos aue U es absorbente, aplicando que E es tone
-lado, obtendriaros que U es un entornc de O con lo cual =
concluird la prueba en vista de que, por construccidn:
‘Ck(U) cv Y

Sea pues X €XE, Se tiene entonces qus C.x —e X, FOor tanto
* - k

(¢, x) es acotado por lo que tomando el eantorno V,
X 'k=1,2 o E
- L] g 000 . . .

-3



podrsmos encontrar un 4>0 de forra que: (Ckx)gAV} D€ don

Yy Tx 7 en-

de O,x € AV Yk, lo cusl equivaie 2 x & A C;

k

tonces: XeA AU ' Ceq.d.

Es evidente que un espacio loczlmente convexo gue
tenga una c-base es separavle, E1l reciproco de eéta afirma
cidn no es cierto en general. Fara buscar un contraejemplo,
en la clase de los espacios localmente convexos, usaremos
el nismo ejemplo que se da para el correspondiente proble
ma en la teoria de bases. Dicho ejemplo puede encontrarse
en Kalton [17].

Antes de pasar a ello necesitamos el siguiente =~
lema:

Lema l.~-
Todo esvacio localmente convexo. con una CE es sucesional=-
mente separable,

Demostracidn:

Sea E un espacio localmente convexo ¥ (xn) una c-base de E.
Sea (an) la s.c.f.a. a2 la c-base. Sea finalmente x€ E,

Escojamos qén)(x)<eQ de forma due:

(1) 2l o) - o)) ¢ —pm e, (x)
, }_ n i 1 n2(4i—3) } i J

Tal nimero siempre existe por ser Q denso en R siempre que
ai(x) # 0. 5i ai(x) = 0 basta tomar qgn)(x) = Q.

Sea 2 un conjunto absolutamente convexo ¥y acctado que con-—
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Entonce si Co(x) =g l(x) = 0 tenemos que:

‘ai(x)xi= iCi(x) - 2(i-1)Ci_l(x) + (i-2)Ci_2(x)e?(4i-3)B

De donde ai(x)x. € -35- 3
n°(4i-3) n

Ahora tenemos en cuenta (1) ¥ que B es absolutamente conve

X0 para obtener gue:

(-E:Ei}- a; (x) - qin)(X))xi & -ﬁ?— B
Y por tanto que: Z:(-EZE:}- a, (x) - q(p)(x))x 6-}; B

(=1 n

Como x~- é;qin)(x)xi x~C (x)+ ZZ(EEEJQ; ai(x)—Q§n)(x))ki

W
4 (n) 1
obtenemos que x--zaqi (x)xi e X-Cn(x)*’-ﬁ' B
De aqui se deduce trivialmente que:

n
s (n)
X = l%m Z;qi (X)xi

Es decir las combinaciones lineales racionales de los ele-

mentos de la c-tase son sucesionalmente densas en Z.

CeQede

Corolario l.-

4

0 -
w& con d = 2 no tiene una CRE,

Demostracidn:

No es sucesionalmente separable, ya que tierne 2 elementos.

CoeQeda



[

Zg de hacer notear que Wd es separable (Ver [44] )

ie la aproxiracién (Ver [<0 pg 243]).

g
ct
'.J
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o
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]
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g
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-
)]
foh
v
joN
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Con respecto a las P—bases seguiremcs las mismas
ideas si bien la demostracidén del aralogo a la proposicidn

2 necesitard alguna preparzcidn.

Proposicidn 3.-
Todo espacio localmente convexo con una PBE tiene la pro-
piedad de la aproximacidn,

Derostracidn:

El conjunto H,, formado por la sucesidn (AP) Y -
(J . ) n n=O,l,¢..

AP es equicontinuo, y por hipdtesis AS —> A€ en la topolo

gia de la convergenciz simple y por ende en la de la con-

vergernicia precompacta. Esto prueba que AF es un punto adhe

rente a ¥(E), espacio de operadores de rango finito de E

en E, en((E).

El mismo'razonamiento aplicado a2l conjunto H = (Af%xﬁdﬂl)-

e

prueba que I € §(8) = (=), en A(E) con la topologia de -
la convergencia precompacta, gue era una condicidn equiva-

lente 2 la de poseer la propiedad de la aproximacién.

CeQele
Lema 2 o™
Sea E un cspacio locaimente convexo 7 (x ura pB
d D- b S A J ( n)nzo’l,... ()

3 ‘v'_;...4_o,..



Sea q una seminorma continua de Z. L& convergencia de A (x)

a x nos da la desigualdad q(af(x)) < 1+a(x), si /DZﬁ‘>O
Sea (%= Ll que verifica < <1, Sea p«< v ten—
1= T rifica 3 <[y <1 <% g

0s en cuenta la cadena de degigualdades siguiesnte:
(] e .

a( ’fi (Dnan(x)xn) < ﬁ (..g_)nq( pﬁan(x)xﬁ)f ‘fp sUp q({%_lan(x)xn)g

(G n

< el sUD 2 (x)x

¢~ sup q(ple, (x)x,).

P
Observemos que el supremo usado existe dado que la serie -
R :

2 Pa (x)x. es convergente. Ademds sélo depende de g, L
1™n n 1

¥ X - !

Sigue de la desigualdad establecida sin mas que tomar 1imi

iendo

w

e M ]
tes que q(a (X))‘fmq,X Vfdp,l),

Mq = max(1l + g(x) , L Sup q(f?an(x)xn)) CoQede

s X ﬁ-@

Podemos entonces demostrar la siguiente proposi-~
s 7
cidn:

Provosicidn 4.-

Sea E[%ﬂ un espacio tonelado., Si E tiene una pES, es equi
oo

continud y por tanto E tisne la propicdad de la aproxinge

) -.’ .
cidn.

Derostracidn:

Hay que demostrar 2n trimer lugzar que (& )_ es un



conjunto egquicontinuo. para sllo tomemos un santorno V de O
1 - - ,‘P -1 - 2 , .
absolutamente convexo 7 cerradio. (nn) (V) serd termbvien a

2 T

-1
solutamente convexo y cerradc y tor tanto U = (Af)7(v) -

tambien lo serd. Por otra parte (Ag(x))n es una sucesidén -
convergente y por tanto acotada. Quiere decir esto que po-

dremos encontrar un A>0 de forme que (A;(X))SEAV, de don-

de x GA(An)-l(V) Yn, con lo cual U es absorbente. Ia Ho-
nelacidén del espacio nos da entonces la equicontinuidad de

P
(An)nzo,l,..,

Para ver en segundo lugsr que (Ae%eﬂn) es equicontinuo, --

basta tomar de nuevo un entorno de 0O sbsolutamente conve~

x0 y cerrado V, formar el conjunto U =r€h¢AP)-l(V), que es
felo

absolutamente convexo y cerrado, 7 tener en cuenta que se-
gun el lema 1 (AP(X)%”mn)es un conjunto acotado, con 10 ==

- P'—l
cual podremos encontrar un )> O de forra que xe A(AP)T (V)
VF)e[O,l). De z2qui que por la tonelacidn del espacio,U sea
un entorno guedando demosirada la eauicontinuidad de (Ae%dm)

CoQ_odo»

Nota: Tanto en la proposicidn 2 como zp la 4 puede susti-

tuirse la hipdtesis de tonelacidn por 1a de tonelacidn nu~

]

merable, Sin embargo ello no conduce @ nzda distinito ya —-
que segin un rassultadc de De Wilde todo esracio numerable-~

mente tonelado y separable es tonelado. La demostracidén de



!

1

dicho resultadoc pusde encontrarse en _2%5]

3e— C-BASES ¥ p—BASVS DERIZES:

En anzlogia con el correspondientz problema en la
teoria de tases nos hacemos la siguiente prezunta: ;Cuarndo
una WCB (resp WFB) debe ser unz CB (resp PB)?

En los siguientes teoremas se dan condiciones su-
ficientes para ambas preguntas siguiendo 12 linea de (20]
si bien sustituimos 12 hipdtesis de ger numerablemente to-
nelado por la de ser tonelado. La rezdn pera ello es la ——
misma que en 21 apartado anterior,

Usaremos el sigulente resultado cuya demostracidén
pusde encontrarse en [ 20, §39]:

"See H un equicontinuo de o/(E,7) (E y F local~
mente convexos) y N un subconjunto total de E, Las topolo-—
gias ftg de la convergencia simple y.ZCS(N) de la conver-
gencia gsimple en N coincidenren 3"1
Teorema l.-

Toda WCBS en un espacio tornelado es una CBS,

'

Demostracidn:

S6lo hemos de probar que la WCBS en cuestidn es una CB. La

continuidad de l2 s.c.f.2. 2g inmediata..

L€

Sea (xn) la WCBS de E[?]) ¥ (a ) su s.c.f.2. que por. hipét

eis son continuos. Sean (C los operadores dg —-—

k)k=l,2, ¢ o



Cesdro asdciados = tm) la continuidad Ze a_ deducimos

la continuidad ds (0, ).paraz lz %opologia
forma que en la proposicién 2.2, probariamos entonces que
el conjunto H = (Ck) v(I) es continuo.
Consideremos ahora el conjunto:

z

N={X: C, X -—vx}

Evidentemente si x es una combinacidén lineal finita de (xn),

. . N 4]
por ejemplo x = Zcxixi tendrenos
; 4

.
ak(x)==2;diak(xi) = Wk si k<ny O en otro caso

n
De donde x = L a, (x)x.
1 L 1

Por lo gue Skx :ga:x
Y por la regularidad del método de Cesdro
Cx———?-ax

'k

Esto deruesira que lin(xn)Q‘N.

For otra parte lin (x ) es T(E,E")~denso y por tanto Z -den
so, de donde N es '%-densé en E.

La propia definicidn de N da que C,o —=1I en :[S(N).

Por lo gue segun la proposicién enunciada

C, —a 1 en :ZS.

ok
‘0 lo que es igual:
C, x —2;»Ix = x Yxex '
k ’
que es la definicidn de c-base, Ceq.d.

Y-
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E1l provlemz de la c-bzse 48

En el czso de que E[ K(Z,F)] sea toneladeo, si (xn)

B[ (E,F)] (T2 unicidad se de

o]
o
x

es wna C3S de E[%], lo es
duce de la continuidad de 12 s.c.f.2.). Por el teorema 1 -
(Xn) serd una CBS de B EF(E,F)] y por tanto de E[?;Y. Pode
"mos enunciar entonces el sizuiente corolario.

Corolario l.-

-
Sea (E,F) un par dual. Supongamos que E [}KE,F)Jes tonsla-~

do. Si ’g‘l

de B[] es CBS ae B[2,].

y 2; son dos topologias del par dual, toda CBS

Finalmente probaremos el teorema de la P—base -
débil, andlogo a los ya conocidos de la base débil y de 12
c~base débil, si bien tambien precisa de la utilizacidn del
lema 2.2,
Teorema 2,-
w7

Sea Z[¢] un espacio tonelado. Si (xn) es una WpBS, entonces

- es unsa PBS.

td

LoS conjuntos (.l‘x(il(x))Y1 Ng (AP(X)) son acotados para X éXE,

(PET04)



los primeros por -ser sucesiones convergentes y el segundo
por el 1l=ma 1, .

En particular (Ag)n es simplemente acotado y por tanto equi
continuo. Coinciden pues en é1 las topologias :Ié(lin(xn)n)
y :Zé(E). Trivialmente para la vrimera de estas tovologiss
(Ag)n>es de Cauchy. Por tanto lo serd tambien para la segun
da y de esta forma (Ag(x))n es de Cauchy en E para todo x
en E, Por-tanto‘(Ag(x))n convergeré en la compleccidn de E,
A ] NG Ay -
E, & un cierto elemento x_, y por tento lim Ah(x)=x0@(EEY)).
Pero l%m Ag(x) = A?(X) (T(E,E")) v de aqui que XO=.§(xﬂcE
con lo cual Ag(x)—%»AP(x) en £, Al ser ® tonelado y AC el
1limite puntual de una sucesidn de operadores continucs Lo
serd continuo,

Sea H = (Af eto,)U(I). H es un simplemente acotado y por lo

)
P |
tanto equicontinuc. Coinciden en é1 pues las topologias I%

¥y zg(lin(xn)ﬁ). En la primera de ellas es claro que %§$jf=l

vy por tanto lo serd en la segunda, es decir %ﬁnAﬁ(x)=X (%)
- f

para todo x en E, La unicidad es trivial. c.q.d,

De la misme forma que antes puede protarse el si-
“guiente enunciadc totalmente equivalente 21 teorema 2,

Corolarioc 2,-

ct
O

-

13

D .
|~J
v

Sea (E,?) un per dual. Suponzgarmos que E{/A(E,F)] es

td
2]

do. Si‘@i v zé son dos tovolozfas del par dual, toda P

de E(2] es p3S de :[?z]



AT MTIATTR inl =AMy FAL ™
4,=-UN TEQREI A DE CARACTERIZACICH:

s

Bl objetivd d§ este apartado es ver bajo que con-
diciones podemos deducir el hecho de que una cisrta suce-
sidén de un espacio localmente convexo es una {3 (resp pB)
conocido su comportamiento tan sélo en su envolturs lineal.

E1l resultado que probamos a continuazcidn constitu
ye.una extensidn a espacios localmente convexos de un resul
tado de Singer pzra c-bases (Ver [24]).

Sea E un espacio localmente convexo y (x ) una —-

sucesidn de elementos de E, Usaremos la siguiente notacidn:

, Jhmdal a.x. sl ns<mn
wi . J:" n J J
Cnl(zz a.x,) =4 "
() -~
. _E_Qi}- a.x. sl n>m
R JI{ n J J

Donde a;¢€ K, n,melN,
Observese que dicha expresién depende en principio

y por ello

i’

wm
de la repregentacidén que se escoja de ZZ aix
. 4
es necesario explicitarla,
Probaremos antes del resultado buscado el siguien
te lema:
Lena i.-
Sea E un espacio vectorial topoldgico. Sea H un conjunto e
de aplicaciones lineales y continuas de E en E. Sez I uﬁv—
subespaciokdenso de E. 51 H:N —=I es equicontinuo, enton
_ :

ces H:E —> 2 es egquicontinuo.

Derostracidn:

~47~ -



k)

o de 2 7 V un entorno zbierto de I

joh

Sea U un entorno cerrad

de forza aque n(Va¥)cU YnesS. A1 ser ¥ denso V = XAV, =

De esta forma h(V)<a(V) = h(lin¥) y finalmente por la coa

tinuidad de h/h(V) cna(liav)c U=0U VheH CeQeCe

Podemos entonces enunciar el siguiente feorema:
Teorema 1l.-
Sea E un espacio localmente convexo ¥ (xn) una sucesidn =
tota; de elementos no nulos. Son eguivalentes:

(1) (xn) es una CBE.

(2) Si p es una seminorma continua de E, existe -

otra q y una constante X de forma que

o)

Es obvio que si suponemos (1), la sucesidn (x#) estd forma
da por elementos linealmente indevendientes.

Veanos que‘ocurre 1lc mismo si supOnemos (2). Lo haremos por
reduccidn £l absurdo:

Suponzamos que n es el primer entero tal que(xl,...,xn)son
linealmente dependientes. Es evidente entonces que n>1 --—

(si {xl[fuera linealmente dependiente seria xl=0), v adernds

que X, es combinacidn lineal de los anteriores:
w-4

= Zikixa
17

Si multiplicanos esta expresidn un escalar cualquiera)

/6]
@]
-



wn-4

obtendremos: - EL X;A. - )x =0
i D n

S

w
L=}
x

Nal
-
o
o)
o
[
‘.A_l
O]
o)
O
=
H
®
0
o)
o
I3

i

Sea p una seminorma conitinua d
de segn 12 condicidn (2).

<

“-
Como quiera que a( ZMX.x, = Ax. ) =q(C) =0<1
=, "i7i n

[¢

n-f
dremos que (X, - )) £
Obtendremos que 1l Gh(%;x Alxl ‘)Xn’)‘ Kp

K
De aqui que: p(zi ,E:Qi}_ dx, - 2o x ) ¢ 2 si MO
d 4 n JAl
Al ser esta expresién vdlide para A\ # O obtendremos:

41
p( IZZ = Az - i) o

Y por la separacidén del espacio:

]
O

n-4 )
_I_l:.':':.:}:. )\ - ...-;- X =0
I
n-4
De donde X, ='?:(n—j+l) Aij

n-f
Aderds por construccidn tn—’z_) X

] f
nealmente indevendientes. De aguil que:

T XjgoeesX, son li-

j’? -1

(n=j3+1) A = A §=1,2, eeeyn-1.

(]

Zs decir Al? )2=...=‘An_l= 0 ¥y por tanto X, = C lo cual -

contradice la hipdtesis del teorema.
Demostrado ya que los vectores (xn) pueden éuponerse lineal
mente independientes, el teoreza puede enunciarse en la si
guiente forra: Son equivalentes

(l)‘(xn) es una c-tase equiconiinua,

(2) Los oﬁeradores G lln(x ) —=Z son equicon-

tinuos.,.



(1) = (2) Sea (£) la s.c.f.e. 2 la o-vase (xy) 7 (€) -

los proyectores d2 Cesgédro,

6]

a simzn
simn«n
Una sencilla comprotacidn demuestra entonces que
T (x) = C (x
(x) = C_(x)

Con lo cual Uﬁ = Cn
: lin(xn)

De la equicorntinuidad de los operadores‘(cn) se deduce en=—
tonces la de (Crh).

(2) = (1) Demostraremos en primer lugar que existe una -
sucesién (fn) de elsmentos de E” de forma que (xn,fn) es -~
un sisfema biortogonal: -

Si esto no ocurriera podriamos encontrar un n de forma que
ninguna forma lineal y continua que se anule en

X podria ser no nula en X,

1' ..Xn_l’xn+l, [ 2N A% &

For el teorema de Hahn-Banach:

[1] Xn.élin'(Xl""’xnfl’xn+l"")

Tengamos en cuenta shora que ( 65) es una sucesidn de
operadores equicontinua,

Sea entonces U un entorno de 0. Existird entonces otro V -

1

o U para todom en I

de tal forrma que G'E(V nlin(xn)) C-

" Dado V, [1] nos asegura que existen constantes, al’""’am’

dependientes de V tales que:



SIBLQVEC,,

n-{ 1
T (x a.x, =) a.x,) € === 1
Es decir, por definicidn de Gﬁ:
n-{
1 n-j41
—— X Zj-ﬁ—-l-—l- 8.X, & === U
n “n T n i3 n

-1

De donde: x_ - ) (n-j+l)a.x. €U
n Py J d

Lo cual implica x_ € lin (Yl,...,xn l)

Pero lin (xl,...,x ) es de dimensidn finita y tendreros

n-1

entonces xné?lin(xl,...,x Lo cual es absurdo.

n—l)‘
Una vez con nuestro sistema biortogonal, podemos conside~
rar los operadores:
A
HE S’
On

Definidos por la igualdad
A "
1
0 (x) --ZZ £,(x)x,
l
Que coinciden con G' en lin(xn).
. .
Si x elin(xn), X Z:f (x)x y por la regularidad del néto
do de Cesdro: O'n(x) — x

A :
Esto implica que Gh-——e-I en xQE,E) con la topolozia de
la convergencia simple en lln(x ) que es ‘denso.

Ahora bien, por el lema 1 ( Gﬁ) es equicontinuo, por lo que

dicha torolozia coincide con la de la converrencia simple



0 lo que es izual . f (x)x. =x (e).
nzt I n
La unicidad d=l desarrollo se deduce d2l hecheo de ser fn -
o0
lineal ¥ continue: Si o« x =0 (c) entonces
=i nn
7 f
O0=f (0) =/ xTF x? c) = m
Q(0) = T2 () (o) = o .

€5

s decir : (Xn) es una c-base., ILa equicontinuidad se dedu-

PAl
ce de ser (CTn) una sucesidn equicontinua. CeQade.

E1l hecho de no suponer la sucesién (xn) lineal-
mente independiente, hace gque en el teorema anterior se —
presente la condicidn (2) en una forma complicada. Esto pue
de resolverse mediante el siguiente corolario en realidad
equivalente al teorema, ya que la prueba que hemos hecho
de 81, contiene en realidad a la del corolario:

Corolario le—

Sea (xn) una sucesidén total de elemenios linealmente inde-
pendientes, Son equivalentes:

(1) (xn) es une CBE,

(2) «( 031) es una sucesiéﬁ de aplicaciones equi-~

continua.

Para el caso de P-bases, opiamos por dar directa

nenite el enuncizado sencillo si bisn hemos de hacer notar -

que usando la rmisma técnica quz en el teorera 1, puede de-

"

basandonos sn el que

ucirse el analoe

o

o a él pars P—bases

D52



Sea E un ecsnzcic localmente convexo., Jadza una su-
cesidn de elemsntos de I linealmente indenendientes, -——-

X ) - considereros las apiicaciones:
(nn=o’1,.e.’ -

ag: lin(xn)n-——ﬁ>3 (C>€[O,l), n=0,1,440)

i

definidas por:

n s
J .
a.x. si nsm
b, %(’ Jd d
an(ji_aixi) = -
=1 S 3
. . @ax. si nym
J1 J J
¥y por otra parte las funciones:
PO 1 :"’
als lln(xn)n-———>n (pe [0,1))

E1 teorema de caracterizacidn para F-bases puede
obtenerse como sigue:

Teorems 2,.,-

Sea E un espacio localmente convexo sucesionalmente comple

to. Sea (xn) una sucesidn fundamental de elementos lineal-
mente independientes. Son equivalentes:

(1) (xn) es una PBE‘

) es

(2) =a) si pel0,1), 12 sucesidn ( n=0,1,...

a
n

b) 21 conjunto (aP%GW1) es equicontinuo.

ke :. ;-5 3-



e N U
v que af= A ],. la equicontinuidad de (A
J - _Lln(xr)n. - - ( n)n=0,l,...
L 4

Vg (30)P6&M>nos da entonces {(2).
(2) =>(1) Demostrarenos sn rrimer luzer que existe unz -

.« F ~ 4 -
sucesidén (£ de elementos de E° de forma que (x ,T
n ( n) ' - ( n’ )n—O 1...

forma un sistera biortozonal (f (x_ ) = ; Ye
n''m n,m

Si esto no ocurriera podrizamos encontrar un n de forma que
ninguna forma lineal y continua gue se anule en
Ey9FpgeeesXy 19X, qreee podria ser no nula en X . Por el -
teorema de Hahn-Banach tendriamos entonces que:

——

Xn G lln(xl’x2,0Oo’Xn-l,Xn.’.l,OOO)

Gy

Sea U un entorno de cero y (% € (0,1). E1 hecho de ser (an 1

equicontinuo en lin(xn)n nos asegure la existencia de un -
entornc V de O de forma ques
ag(v nlin(x ) )< @nU n=0,1,00.

—
Al ser thslin(xm)m%n podremos encontrar unas constantes =

al,ag,...,an 198 e sl de forma que:

Por lo que segln la construccidn de Vi

w-4
ag(xn -?;aixi Za x;) € (JEU

it

.

n-{ s
- . n - 1 noog . i -n
s decir: 0 x - a.x. € , de donde X, = Z:P X, ¢U
1o 171 " Vo i

Zn definitive hemos provado que x_ & 1n(x;,...,%, l) =

= 11?(&1,...,xp 1) lo cual contradice la 1ﬁdeDeL encia 1li-

neal de (x_) .
n’n



Una vez conseguido el sistema bioricsonal, podemos definir
P L e
los operadores &,(x) = 7 @ f. (x)x, que coinciden con aj en
La sucesidén (Al)__ serd por ianio equicontinua en -
lin(xﬁ)n y segin el lema} equicontinua en E, por lo gue --
ES -
en el conjunto formado por los terminos de dicha sucesién
coincidirdn las tovologias de la convergencia simple en =--—

lln(xn)n y en E. Trivialmente para la primera (4 )n=O,l,...

es una sucesidn de Cauchy. Lo serd tambien para la segunda
P 2 e e

v por tanto (Al (x)) serd una sucesidn de Cauchy ¥y
n n':-o,l,eo«o

por tanto convergente a un elemento AP(x). 1as aplicacio-

nes A son trivialmente lineales. Por otra parte Al es el

o

1imite puntual de una sucesidn equicontinua, por lo que s
= ? L

réd continua, Es clarc ademds gue AP coincide con af en ——

lin(xn)n. Aplicando de nuevo el lema 1, obtendremos que ==
(AP%enﬂ)es un equicontinuo., Por tanto en (AP) V(I) coinci-
den las topologias de la convergencia simple en lin(xn)n N
en E, Claramente en la primera 1lim Al -1 por 1o que se =

Pt
tendrd la misma igzualdad en la segunda,

L}

Ssto demuestra que

%Eﬁ llu ZZP ”k(x)xk Yx ¢ E.

La unicidad de este desarrollo se demuesira mediante el si
<

guiente razonamiento: Si 0 = o X (), al ser fn con=-
. . noy - i .

tinua:

X Vk °

(@)
]
)
Py
O
i
Mg
Sl .
D—-"P’)
Al
NI
e
i
=



L3

Ssto concluyz 1a damostracidn de gque (Xn) gs unsa (3— tase,

n lcs razonarientos in-

(O]

S equicontinuidzd se ha obtexrnide

termedios., : Cedede

indican han sido demostradas en los apartados precedentes

0 son de caracter trivial:

B8 CBS

\
&

-0
£
[€)]

EE CBE ¥ PBE

In las imrlicaciones en que aparsce el signo % sa

(6]

supone que si (xn) es 1a C3 en cuestidén y (an) es

n=0,1,4ce ,
. 2 n
su s.c.f.2, las series EZ.P ar(x):‘:rl son convergentes para
n: 0 EA -
todo x en B y p en [0,1). En nuestro primer ejemvlo se tre.

ta de demostrar gue dicha condicidn no puede ser omitida.

Ejemplo de una 3EZ y por ianto CZZ que no &8s PB.'



Sea « un atimero rsal, O << 1 y x la sucesidn definida --
por X = x , D= 21, ,}..

Sea H = y + 1in(x), con la topolozie inducida por 1, 1o -
cual le da una estructura de espacio normado., Los vectores
candnicos deil‘, (en), formen una BS de H, por serlo de ik
y tenerse que (en)-;H. Probaremos gque no son una FB:

s - - . . 4
Sl asi ocurriera, en particular el elemsnto x admiitiria -

una representacidon en la forma:

o0
—v- :
*T R P

Ia continuidad de la s.c.f.a. a2 la 3 (en), (fn), nos perui
n
te asegurar que: an=fn(x)

Y por tanto se tendrd la izualdad x = llm.iz P ole , que =
' 1" n=0 () n

en particular implica la convergenciza de la serie Zj(fu) e
en H, pars Pe[o,l). Pero la sumz de dicha serie en 1' es

2 n '
el elemento x, = (1,%p ,(aP) ,-,,,pr) seos)y ¥ DETa que

este elemento esté en H es necesario que XP = T +n)X, con

felp y XC—(K, por lo que a partir de un cierto n,*

Y esto sélo ocurrz cuando P:O. De esta forra probaros que
la serie .sélo converze si (=0 y por uwnuo (o ) no es una

PB de . | ' ceqeds



D
2]
ty
I -
Q
Q
(e}
3
ot
e
[
3
D
»
1
o]
O
H
ot
e
0
foi
=
{13
g
o
.
(@}
Ly ]
O
1
o
ct
W
[oN
Q

ro que no lo es con cualquiesr espzcic localimznts convexo:

L

Considersros la ratriz infinita T=(%
nmm’'n,m=0,l...

-_}__(--E-u)m. T cumple 12

condicicnes
nm n+l n+ .1

n

definida por 1
(2), (3) y (4) del teorema I,l.l. dz forma trivial. Consi-
derenos la sucesidn (Sn) de las sumas parciales de la se-

00 '
. n. . - o .
rie P x e_ del ejemplo 1, que es convergente en H, Si tal
n=p L
sucesidn fuerz T-convergente, debverian serlo les series —

o0

2: 1 n J , ] ] -
o r=Fe om 2
5o n+l ( N+l ) Sn v esto sesin 21 lema I.3.1. implicaria

la convergencia de las series -> (-E;--—)J o
JO

en contra de que como se vid, sélo converge para n = 0. Eg

Jej para todo n

to prueba cue la condicidn (1) de dicho teorema no puede -

Coﬁ éi objeto de sgeparar lcs conceptos de PBS N
CBS damos el siguiente ejsmplo, basado en las *écnicas gue
.en [3] se usan para el eétudio del espacio sa:
Zjemplo 2,.,-
 Bjemplo de una FBE gue no =s CB,

En [3] se demuestra gue en el espacio sa, espacio de las

cue son sumables en 21 sentido dg -

6]

sucesgiones escalare

]—J
8}
I-h
)
ty
¥
l_l
j
ol
Q
®
9]
(0]
:* $
(W
§

Abvel, dotado d2 la tepoloziza dzda por

I A

norrmas: (-1l +q.). - definidas por:

J J‘L,?,.u.



> 4
Ixll = sup }Z:F“xi/
0$P<4 [}

: J
CLJ(K) = clb rli (-3;-‘-

..¢

’

la sqcesion ds los vectorss cznonicos (e ) forman une fE'

Probtenos gue (en) no forzan una CB de sa:

Si esto oeurriera, todo elerenito x &e sa admitiria una re-

presentacidén en la forre x = fﬁxne (c). De aqui que 21 -

ser sa un espacic de Fréchet, aplicando el corolario I.3.1l.

X =) e de aguil que = X es decirs
n n (()> J = = yn n?

3

= X_e c).

nso nn ( )

La n-ésima suma parcial de Cesadro correspondiente a esta -

. n 1. -
serie es C = (X ,==me===X im0 con lo cual 1la
’ n ( o' n+l "1’°°°% n4l “n? peve)

diferencia entre dos de ellas consecutivas serd:

Cne17Cn= ’T‘;ﬂ(mﬂ 1”""'(?1+‘)(n+13 n’

n4+l
S GEE) ) Tne1r0reee)

Adenmds (| | + qj)(cn+l ) /”Vp*l n”

Cy > - pera n

Probaremos que si x = (1) (n+1), HCF+1— 5 in
par 1lo cual conbraalce al hecho de ser (C ) de u&thJ‘
wii
1 k . kl _
”Cn+l—CnH_ ;%§42: "ol (n+2) “x F -
4l k k%
su k(k+l) (-1 ‘}
TE+17T 327" o@,l’% (s} (-1)7p
Tengemos en cuenta ahore que si. p€ (=1,+00):
w3 _ n+3 |
- - 1 n43 . .
Ei( l) = (- l)j;jé——r—: T ( “ - 1) si n es irrs
1. (3 - ().- L 1"'6 <3 .

Derivando aos veces asta residn obteneros:

'(J



(-1)% (iea1)x P =
k=1 -
2 ne3 .. oo 2 n+2 1 , et
= P (== am 1) = mme S (043 ————(n+3) (n+2)
§ (1+_(0)‘° () B (1+(>)2 ﬂ/() ? 1?(’\ * * (D )

pars (’De (=1,4 c0).

Tencmos entonces ung funcién continua en [O,l]. Bl suprenmo
de su valor zbsoluto en [0,1) serd por tento mayor o isual
qﬁe”el valor absoluto del valor gque tome en P: 1 que es -

-%—(n+3)(n+l). De 2qui que:

1 - nil . X k
I Cn-l--l"c‘n”: CTEIICTSVN f;;f{}éfk(k+l>(—l) & 7

1 <n+3)(n+l) 1
777" T(Ee2)(msl)” 7 I

Tenemos entonces un ejemplo de un espacio de Fréchet que -

tiene una PBS que no es CB.. CeQ.do.

{2

En los dos siguientes ejerplos pondremos de mani-—

h

iesto que la condicidn de continuidad de la s.c.f.8. no -
puede onitirse para poder afirmar que toda B (resp. CB) es
una CB (resp. PB).

Eiemplo 3=

=
o}

Ejemplo de una B gue no es C3.

i
]

= 28 551

2 B un espacio localmente convexo que posaea una CB que -
no sea B (For ejemplo, el espacio SO de las sucssiones su-
. ’

mables en el sentido de Cesdro).

Sea (xn) Gicha CB, ¥y (ap) SW SeCeLfele

o0
‘s - . r
Considereros el esvacio d =1:xéiE: x=2i aﬁ(x)xn}
N »' n:.‘ i .

=60~ B



Como (x_) no es una 3 de I, ¥ # Z (o es positle que un --—

[4¥]
3
4
b
3]
2
2
<D
|.J
X!
(62N
|

elenento admita dos deserrollos por 1a resul
todo de Cesidro). Considercmcs enionces un elarmento X en -
E\H, y el espacio F = lin(H,xo).

En F consideramos la sucesién Py =Xy V,TX 4 (nz2).

iy

Vearmos que (yn) es una B de F cuando en 41 consideramos 1
topologia inducida por E:

Sea yeF

oy
(]
+

v

Por definicidén y serd de la forma ¥y =o(xo+ h, con xeK ¥
. . . 7 w -
For definicién de H, h = 7 ® x_con X =a (h)e K,
-, n'n n n
Sean = = n2
(31 y (Bn l’l—l ( (d ) .
o0
Entonces y = flf%yn, con lo cual todo eclemento de F, s ==
ns +
puede desarrollar respecto 2 la sucesidn (yn). Este desa-

rrolic es aderds Unico:

O
Si ;g;ﬁ%ynz 0, tenemos que Fﬁ o= (1*1 .= =h.
Pero h = Fﬁ+lx implica h = .Z:Fﬁ*lxq (¢c) por la regula-

ridad del método de convergencia de Cesdrc, y ¢e agui que

Paaa 2 7

A { I + = 1 1 = < - =
Asi B x eH y por tanto 3;= 0, por lo que h = 0 J'ﬁn+l

o3

or tanto h eH.

= an(O) = 0. Esto demuestrz que (yn) es una B de F. Vea-

&
Qu

e F, o podernios preten-

N

mos ahora que (yn)nc es una

der demostrar desde luego gue haya elgun elemento no c-de

ST IIET e T IS T et ~(yn)«:f---sm:~gc— es *rivial compro

bar que X, admite dos c-desarrollics:

[-Se]
= N -—S— N Gelle
X = Uy T X = ?&a‘-l(xo)dn (e) CeGoe



_ _ oo
implica que XX = Z:“r

Ejemplo de una C3 gue 20 25 PB en un sspacio donde se cum-

Consideremcs un esracio de Fréchset que tenga una pB que no

sea (B y denotemosla rvor (x_) (Por ejemplo sa).

n'n=0,1,ee0

Consideremcs el subespacio de Z definido como

el
v

-
= {X: a (x)x =x c } donde (2. ) es 1la s.c.f.2. 2 -

{ go n( ) n ( ) b ( n) [} el e [
la p3 (x )e
Es evidente que H no es vacio pues contiene a lin(xn). Ade
méds no es E, pues si todo elemento de E se puede desarro-

. w ,

llar en la forma x = Z:an(x)xn (c) la Unica forma de que

. e
(xn) no sea una B es que este desarrollo no sea unico, y -
esto junto con el corolario I.3.2. nos dard que x adrite -
dos representaciones en la forme x =?Curxn (P) lo cual —

n=g ii :

contradice al hecho de ser (Xn) una pB de E.

]

Sea pues x €E\H ¥ considerenos el subespacio I = 1lin(H, X, )

Consideremos en F la sucesidn Y= Xy Y= X (n>1) vy -

n n-1

veamos que constituye una CB de F:
i yeF =X h con héE i tomanmos =X = & h
Siy y ¥ + nh con néH, S1 ©o 08 ﬂo v ﬂh n—l( )
tendremos entoncss que ¥ = Z%WPJ (e)e

rd

Por otra parte el desarrcllo es unico ya que O =.lenyn (e)
N . . n=oy
o0
7 (c)= 2%_ -x_ (c); ahora bien:
al . n_v ’rl
se derostrd antes que el rosible c-desarrollo de un elenen

tc en’la CB (xq) es lrico y zor tento o x €H, lo cual de-
+

—62-‘



muestra que o = 0 7 vor 12 misma razdn o(,=0(2=.,.= Ce
4
Por ¢ltino el hecho de que (y_ ) no es une (B e T se dedyu
ce de qus x adnite dcs P-desarrollos:
Ta @y, (p

X = = X = a X

¥ x =2 e @y ().
La primera izueldad es trivial, Para la sezunda basta de-

. = n
mostrar que las sumes de las series Z(J a_ l(x)y71 estan -
n: = “

-

en F. FPero esto es trivial puesto que

f (Jnan_l(X)yn = ffml& (x)x, eH. CeQada

n-{ n>

-

De la misma forma puede darse un 2jemplo de una B
que no es (;B. Cmitimos su consiruccidn nor ser totalmente
andloza a la del ejempio 4. Si haremos uso, sin embargo de
las mismas técnicas para dar un egemplo dg una B que no es

WB.

Flemplo 5.~

Zjerplo de una 3 que no es W3,
En [¥, pg 224] Dubinsky y Retherford dan un ejemplo de
ura WBS que no es BS. Sea (xn) =l,72,.... diche ‘-"!'3? v (an)

° oQ
su s.c.f.2, Sea H={xeB: J a (x)x = x () . Zs claro
’ N=yg*

que Z £#P pues lin(xﬂ)né Hy que H¢E ya que (xq) no es 3.

Sea xeE\H y F = E @ lin(x) ccn la topologia inducida por

1

(nz2).

N .. .,
Te. Considerences en F la sucesgion: y.= X = X

. J17 % T Fpa
(yr) es una B de F ya que si yeF, ¥y =xx + h, con heX, -

(]
De aqui quc 7 = Z:@ T, con3,=0 7 p= 8 l(n) (nz2), -

s
0]

©Q
. . . . i . C oA
sizndo aderéds oste desarrollo unico ya gque si C Zﬁ (%
L

n:{



se tendrd que [3.x = —gz:(“yn (Z)e€H (31 desarrollo de un
- ‘A:Z tli .
elemento ds H es Unico debido 2 que (xn) es una W2), 7 por
. .
ant = n lo cu = T(E,2")) de dond
tanto @l 0 con lo cual ;;/ann_l 0 (CT(E,27)) de donde

@n='0 (nz2).

(y.) no es una W3 de F, ya que x admiie dos representecio=
5 B
nes: X = vy X = a b4 F,F
vy o7 22 &y,  (FF)).
E1 primero de ellos ss trivial y el sezundo se debe a que

(T(E,E’)) v & que O‘(E,E’))F:: T (F,F").

CeQede

Hemos citado ya un ejemplo de CBS gque no es B, Da
remos ahora otro ejemplo de esta misma situacidn en el que
la CB en cuestidn no es de Schauder; este ejemplo estéd su-

gerido por el andlozo para bases gue puede encontrarse en

‘

[15, pe 324].

Ejemplo £.-

Ejemplo de una CB que no es de Schauder y gque no es B.

En el espacio de Banach §, se considerz la sucesidn (bn) -
definida por: |

e. - ¢ sin=1
n R
e - e - b sinz2

Se considera el subespacio I de 5, forredo por equellos --

‘elenentos de Sc que admiten una representacidn en la forma

oo . : : ,
2% b (e) (¢ € K), Vearmcs que (b_) es una C3 de E —-
oo Bon n n
que no 2s de Schauder y que no es vase:

CnEae



(2) es unz C3:

La existencia del c;d es2 rollo en la suceszidén (b_) de cual
quier elemento dz Z sigue su propia definicidn.

' ta tener on cuenta —-

Para cbtener la unicid=d de este, bas

o .
que si O = “nbn (¢) = dl.l +'fia (e - 1 bl), el he

n={

cho de ser las aplicaasiones ccordenadas TTk continuas nos

da:

. —. . ’
0 = ol ﬂl(bl) Z;zd Ny (b)) = 7;zo<n (c)
0 ='O<k-0<k_l si k73

Con lo cual (X es una sucesidn consiants que ademés

k)k 2

es sumable en el sentido de Cesdro, con lo cual ha de ser

nula, Por tanto dk: 0 Vk:;Z Yy “1 = 20<2= O.

(v) (bn) no es una CBS:

Los vectores (e L= e.) formen un acotadc de E mientras
T Y n4l 1'n N

que en+l- e:L = nb:L + b2 4eoet bn.

(c) (bn) no es una By

Sea (rxn) una sucesién de escalares que sea sumablse en el
: o0

sentido de Ceslro. Veamos que la serie 7:?an es c-conver

= ——

4.

gentes « = o4 - - b.). La seris ;——
gente: E; nbn N +;;) n(en ' n+1 l)

et : od.
A& b, es c-convergente por ssrlo Z X . Las scries J«_e
n onl wor o 1 onn

oty : ‘
v > e .1 sonecopverwentes sor sar (o
vi= Z n joT 1 ) ’ n

dtanto la serie 'Z:« o ~escconvar_

W
K
[

CB de Sc. For

'(o

nt



A - - - -
tcness na zucesidn ( N%) que sca c-sunable
o 5 o]
. PR — — b ™ - 3 - -y .
prero nc surztle, zZntonces X = [ X o €2 ¥ sia zzbarco x0o-

.
Ev]
(=]
PN - =z - -~ - - 0 v - o .
no adrifte un desarrollic en 1z ferma x = “’ﬂho ya gue 2n -
este ‘caso la regularidad del =éicdo de Jesdro nos dsria —-

=_, v la continuidad d= M. nos dar
n n’ L

ente lo cual s absurdo. CeGods

De la misma forma, empleando el espaclo sa, tuede

u

de Schauder y no es

darse un ejemplc de una PB que no e
CB.

Finalmente, para separar los conceptes de BE; C3x
N PBE; basta tener en cuenta 1as siguientes consideracio-
nes:

Un K-espacio de sucesiones A es un subespacio ==
vectorial de w ; espaecic de todas las sucesiones con valo
res en K; con una topologia éomnat ple con la estructura -
vectorial de tal forrma que las arlicaciones coordenadas —-—
n )f~e.K definidas por M, (x) = son continuas.

k - POT The *x ’
Es trivial que si ) NG /L son dos K-espacios de -
sucesiones de tal forma que )'E/L ; la inclusién ) C—o/L

tiene gréfica cerrada,

Denote-os por S el espacio de las sucesiones de K

que scn sumables, con su topclogia usval y consideremos —-

las. 1pcl 1sicnes S cﬂaS o552, que por ser S, S S8 ——-
H =~ - b4 c

K-es Dablos tendrdn gréfica cerrzda. Como quiera que los =

66



tres son 2sracics de Fréchet, aplicando el teorsma de la -

gréafica cerrada, dichas inclusiornss serdn continuas. En --

+

particular los vectores canbnocos (e ) formardn una BS de

S con la topologia inducida por S, ¥ une CBS de S con la
topologia inducida por sa. Esto nos prcporciona los dos si
guientes ejemploss

Ejernvlo 7.~

Ejemrlo de una BS que no es BE pero que es CBE,

&

~

En S con la tppologia inducidae por 5 los vectores candni-

(9]

cos forman una BS que no puede ser BE pues sind en virtud
del teorema de caracterizacidén para bases tendriamos que -
es una BE de Sc; lo cual como ya se ha advertido és imposi
ble,‘Por otra parte como CB5 si es CBE; bastando para pro-
bar esta afirmacién tener en cuenta la proposicidn 2.2.; -
junto con el hecho de ser Sc4un espacio da Banach.

Coq_odo

Ejerplo 8-
Ejernlo de una CBS que no es CBE pero gque es {oBE.

El razonamiento es idéntico al anterior tomando como espa-

.eio SC con la tovelogia inducids por sa.

~67= -



CAFITULO III: SOBR: UN RESULTADO DE DE WIIDE:

EL PROBLEVA DE IA CONTENUIDAD.

l.~ EL PROBLEMA DE LA CONTINUIDAD PARA C-BASES:

El problema gque nos planteamos ghora es: Dada una
c-base (no necesariamente de Schauder),Agbajo qué condicio
nes podemos afirmar la continuidad de 12 S.c.f.2.? Como va
advertiﬁos}en}la introduccidn, las soluciones dadas &l pro
blema correspondiente para bases, pasan por un teorema de
gréfica cerrada, Los dos resultados oﬁtenidos siguen la «=-—
idea original de Newns.y se.apoyan en los teoremas de la -
gréfica cerrada deIDe Wilde y de Banach=-Schauder respecti--
ﬁamente. »

| El primer resultado se daré en un contexto mas gg !
_neral que el de las c-bases: |
Sea ECEJ un espacio localmente convexo y F un sub

espacio vectorial de E. Suponganos que (Fn) es una sucesidn



de subespacios de E de tal forma gue cualguier elemento x
de F admite une (Gnica) represerntacidn de la forma —me—e—-
J -
X = f:f‘. (c), donde £ cF ,Se dice entonces que (F ) es -—
el n n : n
una c-descomposicién de F.
Llamaremcs c-descomposiciédn débil a2 una c-descom=-
posicidén para la topologia dévil de E, T (E,E’).

Consideremos las aplicaciones:

Es obvio‘que las aplicaciones Zﬁ son’lineales. En
el caso de que dichas aplicaciones sean continuas, diremos
que la c-descomposicidn es dé Schauder.

En el siguienté teorema usaremos las técnicas de
[ 4] para obtener la solucién deseada al problema de la —
continuidad para c~descomposiciones.
Teorema l.-
Sea E un espacio ultrabérnolégico ¥y F un espacio sucesio-
nalmente completo que admite una red de tipo ;: °
Sea T:E —=F una aplicacidn iineal v continﬁa. Supongamos
qﬁe T(E) admite una c-descomposicidn débil en subespacios
Ln sucésicnalménte cerrados en F. Entonces:

(1) tﬁ°T :E —>F es continua para todc n.

es equi-~

| ., 1 nmt
(2) La sucesidén (—E~ 2:17: joT)n=l,2,...

m1 j:l

continua en of(E,F).

8]
s}
!



-]
(3) T=27.T (c). La serie es c-convergente en
) Ltzd - 1.

la topolozia de la convergencia uniforme en -

los precompacios de E, cuando en F se toma la

b
~
e
S
.

topologia dévil. Es decir, en (E,F[a (F

Demostracidn:

-~ . . N . - R '
Sea Q 1la familia de seminormas coniinuas de F, Sea 1 (F) -
el espacio de sucesiones acotadas de P, que se puede dotar

del sistema de seminormas Q%= (g*) definidas por:

qeQ’
q* (£ ) = sup (al£ ).

Como F es sucesionalmente completo y admite una red de ti=-
PO ;’ , i?(F) admite una red de tipo é' (teorema 0.2.3.).

Sea x¢E., La serie éi'CnT(x) es (P FP’)-convergente en el -
sentido de Cesaro a T(x), cdn lo cual la(sucesién de las -

sumas parciales de Cesdro de dicha serie:
Ly

—— T -

( n = ]’:l jT(x))n=l,2,...

es 0 (F F’)-convergente y por lo tanto acotada en F,

Podemos entonces definir la aplicacidn:

=]

s B —= 17(F)

: 1 &8
X . : (-rT- m:A%ZjT(X))n=l,2,ooo

que evidentemente es una aplicacidn lineal.

Nuestro proximo objetivo serd demostrar su continuidad. Pa

’

"ra ello vamos a basarnos en el teorem2 de la grifica cerra
da de De Wilde.
Demostremos pues que Tf'tiene una gréfica sucesionalmente

cerrada:

=70



. . " Bt I 3 n \ n 1%(F hat -
Si (xl) —sx en By (T'x.) _a'(lm}né!ﬂ en 1I™(F), babreros

i
de demostrar que T'x = (hm)mefN'

a) Probaremos en primer lugar que (h ) converge a Tx en la
topologia débil de F:

Sean f€F’ y£>0 y tenszemos en cuenta que:

m |f(rx - hm)\ <E(Tx - Txi)] + }f(Txi - ;_‘;Ll nZMl Ji'TJT(t ))

+ | f(-i-g]zﬂTjT(xi) - 1)

Al ser feP ", 1fl€Q y del hecho de ser T'x, —> (hm), pode-

i

mos deducir la existencia de un io de forma que:

1 &< £ e
I£] ((.E-E?TJTX m)m eIN) S----—--3 sl dird
.. L1 m £ Lo
Es decir: [f(--m- ;4 ?,lexi - hm)‘é -5 ¥i 21, Vme mv

Por otra parte X, —> X%y T es continua por lo gque

Txi —> Tx en F y por tanto Tx‘i ——=Tx en la topologia —~-
T(®,F"). Esto nos permite escoger i, con la condicién adi
cional de que |f(Tx, - Tx)|< --§-—. siiy i

Las dos ultimas deS].O'llaldadeS Junto con fl] demuestran que:

{.L(Tx - 1) 5--3§- +|2(1x, - --ZZT )] Vizi, AVmen

no4 J
Tomemos entonces i=i.o'.' Sin mas que tener en cuenta la defi
nicidn de Z_n’ tenemos:
’ : ' MmN
TXio lim -=- ZZ ; enla topologia (¥,F").
) . -4

] U

- Podemos tomar entonces un mo de forma que:

1 ES ,
») - oo T~ - £ mmmmm y m
f(T‘{:L m sz‘xi) ' = S1 m7i o}

~Tle



’f\

For lo que- {f(‘l’x simym.
b) Veamos ya que Px = (hm).
Del hecho de ser T'xi — (hm) en I°(F), deducimos que da-
dos £>0 y qeQ, podemos encontrar un io de forma que:
* 4 PR .
Q" (T 7% (hm)) <€ siizi.

Es decir: q_(—ﬁ- 2—’43:: T T, - hm){E siiri ymel.
3

s (1) 1 & & i ,
En particular: 4 =~ 7 T.Tx, —+h_en F para me N
M w:y J‘-,, J 1 m
Definamos ho= h-l= 'O, ¥ probemos que:

mhm - 2(m-l)hm_1 + (m—2)hm_2 € Lm.

_ (1)_ i .
Para m=1 tenemos que A7 = tl,TXi ——>h,. Como 7;Tx.eL; ¥

Ll es sucesionalmente cerrado, hle'-L:L

Para vm=2 al ser A(i)= i i i“c‘ Tx.= iQ-(éZZ Tx., +C,Tx.)
’ 2 GG T ey

convergente a h2, tendremos gque:

(1) (1)_
24,7 = 24,7/=T 1%, — 2h, - 2h,.

-

Y de la misma forma que antes 2h, - 2h € L2..

Si m>2 An(1i)= —%[2 (m—i)AIg_i_.)‘ - (m-Z)A(l) "CTx 7 converge
(1 )

~a h , de donde TJIx.= mA (1)_ 2 (m= l)A(l) + (m—Z)A conver-
. i Mg ;

gerd 2 mh_ - 2(m~1)h m-2)h s

De nuevo el hecho de ser Lm sucesionalmente cerrado ¥y A-‘---
Tx. e L nos asegura que:

Zm 1 €n : L

mh 2( l_)hm'“l + (m )‘hm-2 éLm



Puede demostrarse féacilmente por induccidn que la n-ésima

suma parcial de Cesaro de la serie:

Z?(mhm - 2(m—l)hm_l + (m-2)hm_2)

es hn' Si tenemos en cuenta lo demostrado en a) obtendremos
'O -
g;}mnm -~2(m—-l).r1m__’l + (m—2)hm_2) = Tx (c)

donde la convergencia es en la topologia dévil ¢(F F ).
o0
Ahora bien I 7 Tx (¢) = Tx es la.tdnica c-descomposicidn

débil de Tx con respecto a (Lﬁ)ﬁ De aquf que:
mhm —~2(m—l)hm_l>+f(m-2)hm“2 = Zme.

Serdn iguales por tanto las sumas parciales de Ces2ro de

las series Z(mhm - 2(m—--1)hm_l + (m—'2)hm_2) v ZZme. Las

de la primera han sido ya calculadas, y son hn’ Las de la
segunda forman el termino general de T’x. Tenemos por tan-
to que T'x ='(hm)..

Hemos probado pues qﬁe T°¢t B —e 1 (F) tiene gréfica suce-
sionalmente cerrada., El1 teorema de la‘gréfica cerrada de -
De Wilde nos asegura entonces su céntinuidad.

Quiere decir esto que si qﬁéQ podrenos encontrar una semi-
norma continua p en E de forma que:

g (T'x) < p(x).

Es decir:
1~ .
a(~z- MZ:’ JZ) ‘CJ_T(X)) <p(x) VYnenm.

De donde trivialmente se concluye (2).



Para concluir (1) basta tener en cuenta las sizulentes igual

dades:

1 Mt
A wh i

T oT:Z(—l—ZZZ.oT) - 2(—}-ZiT.DT)

2 2 My Tt J 1 mz1 77! J

J
1 2 M 1 ntwm

T 0T = n(===7 7 T.oT) - 2(n=l) (=== >T
n n i T J n-1 ZE{;;

+ (n—2)(-—? Z“: Zt oT) si n>2

W\fll
Todas ellas de facil comprobacidn y que expresan T oT —

como combinacién lineal de aplicaciones continuas.

Para acabar, fijemonos en que la sucesién

n X
'%-Z“ _ T.oT —=T en« (B, F[C(F F")])

s i< }
v qué el conjunto H = {-E—Z;;?%ZioT n=1,2,... T es un
equicontinuo en cz(E,F)¢
Coinciden entonces en H, las topologias de la convergencia

simple y de la convergencia uniforme en los precompactos -

(f301,§3$h), de donde
, woK ,
- 7 ZTyon —>Den X (5, P[T(z 7)])

que es lo que se afirmaba en (3). CoeQedo

Corolario l.-

'Si E es un espacio bornolégico y sucesionalmente completo

que admite una red de tipo ;', toda c-desconmposicidn déoil
™

en subespacios sucesionalmente cerrados E es una c-descom

posicién de Schauder.



Demostrzcidn:

Al ser E bornoldzico y sucesionalmenie completo es ultra-
bornoldzico. Apliquermos entonces el teorema cOn E = F ¥ =
T = I. Obtendrenos entonces que Zn es continua para todo
Ne
Veamos que la c-descomposiciédn débil es una c-descomposi-
¢ién en la topologia de E.
& A
Es claro que si xeN = lin (UE ) se tiene hZan =a (c)
nsd ={
en la topologia de E. Esto prueba que:
Lol
I= Z:Zn (¢) en A(E) con la topologia Z%(N)}
ne!
Ahora bién N es ((E E”)-denso y por tanto denso en E.,FPor
. 1 n .
la conclusidén (2) del teorema H = (-5—22 ~ T.) v{I}
es un equiconvinuo enkE.
Coincidirén pues en H las topologias Qé(N) v ,Eé de donde
concluimos que:

Z_T (x) =x si x¢cE CeQode

Corolario 2.-

Sea E un espacié ultrabornoldgico y F sucesionalmente com-
pleto y admitiendo una red de tipo [ . Si P admite una WCB
(en) y (an).es su s.c.f.a., vy T:E —>F es una aplicacidn
lineal-y!continua, entonces an:T:E — K es continua parsa

todo n.

Demostracidn:

Sea F = lin e . Es trivial que F_es una c-descomposicidn



débil de F- con 7 (x) = a_(x)x .
_ n n' n

Aplicando 21 teorema 1, tﬁoT es continua,
See p. una seminorma de F tal que p(xq) % 0.
Tendremos entonces que:

1
|22 | € 5oy B(T20)

Yy por tanto que anaT es continua. CeQed.

Corolarioi}.-

Sea E un.espadio bornolbzico sucesionalmente completo con
una red de tipo L . Si E tiene una WCB (xn), entonces (xﬁ)
es una CBS.

Demostracidnrs

Tomando E =F y T = I en el corolario 2 obtenemos gque (xn)
es una WCB de Schauder.
Ahora bien E es ultrabornoldgico y por tanto tonelado., E1

teoremaILBJ.nps asegura que (xn) es una CBS.
Coq-~do

Con respecto al probiema que nos ocupa ¥ saliendo
nos del contexto general de la memoria de los espacliosg lo=-
calmente convexos, podemos dar un resultado para espacios
no localmente convexds. En la pruebé usaremos el teorema -
de la grifica cerrada de RBanach~-Schauder ¥ seguiremos tec—

nicas analogas a [16]



Teorermz 2.-
Sea E un espacio vectorial torcldégico metrizable y comple-

t0. Supongamos que (xn) es una CB de E. Entonces (xn) es -

una CBE.
Demostracidn:
Sea |'| una P-norma que defina la topologia de E.

Seancn los operadores de Cesdro correspondientes a la CB.

Se define |x!* = sup Icn(x)[ para x<E.

N ¥
Probaremos en primer lugar que |-]tE — R es una F-norma:
¥ = -
1) Ix!l 70 (Es trivial).

2) (x1*=0 --—ﬂCnxl =0 fn =C X = 0 ¥a =x = 0.
.. ‘ ¢ T aﬂ: < . - *
3) si DMs1 Dixi s%pl/\ Cn(x)/ sup [C, (x)] x|
o l¥ . ¢ * X*
4) jx + yV¥ = sgplc_(x) + C (D)]<1xl+ (3]
*
5) \Xm]*’——»O :.7),\xm[ —» 0 ’Q/AE{K:
Para probar esto tendremos en cuenta que ]r;j&%o‘ \x|[=0 ek
Es decir: dado €70 podremos encontrar un 0(70 de tal forma
que ix|<¢ si (xl<§
Como [Xm[* — 0 podremos encontrar un m, de forma que «w———-
(Cn(xm)ld § si mym, ¥ ne N.
Esto Ultimo implica:
[,\Cn(xm) l<e =i mym ¥ nell,
Es decir:

l/\xm [*(5 si mzmo o

6) ), -0 =7{)wx}*“50 fxezs

~77~



Ses £>0. Sea U un entorno de 0, equilibrado de forma gue:

(7 < -%- parz « yeU,
Sea k de tal forma que:

Ck(x) -x¢U si k>,ko.

Tomemos ademds un m, de forma que verifique las itres con-—
diciones siguientes:

l) ,\m(Ck(x) -x)eU Ym 2m Vk<ko.
Z)Hm‘él simym
3) \Amx!< --%- gimy m .

Tendremos entonces que:
™ = spold 0 (R)le spp (A x| +[A (0 (x) = x)]) ¢
< A x| + spp [) (0 (%) - x)]
Y si mZmO:
g 1< 5= 0 s [0 G0 - )]
51 k< k_ Am(c};(x) - x) €U y por tanto \,,\m(ck(x) - x))<-§-~

Si k >k Ck(x) - x eU, 1o cual unido a ser _,\mél T U ——
equilibrado nos da 12 misma conclusidn.
. *
Es decir (/\xl 3 szm.
Podemos entonces considerar en Z, aparte de su topologia =

[.I* , que denotaremos —-'

original € , la que se deriva de
., por ?‘. Ademds el hecho de ser [x!élx{xnos vernite asegurar

. o] .
que € es mas fina que? .



) fa ) - -
Banach~Schauder nos dard que 4 =% . Pero (Cn) es

n=l,2,ooo

trivialmente equicontinuo para ¢ . Asi lo serd tambien

N

-

ra € y el teorema estard demostrado.

S6lo nos queda pues demostrar que Elﬁ?‘]es conpleto:

(x)

La igualdad an(x)xn= nCn(x) - 2(n—l)Cn;l(x) - (n—-2)Cn_2

(Se toman Co(x) = C_l(x) = 0) es de facil comprobacidn.

A partir de ella podemos concluir que:

N

\an(x)xn] n\Cn(x)}+ 2(n—l)|Cn_l(§)}+ (n—2)ICn_2(x)l$

< (4n=3)|x\¥*

Y de aqui que lan(X)Xn' < (4n—3){xl*

Es decir la aplicacidén x —o an(x)xn es continua como =-
aplicacidén de E[2*] en E[?]
Observemos sin embarszo que su imegen es de dimensién 1 y -
por tanto la topologia que induce ¢ serd normatle. Seaiﬂh
una norma que defina dicha topologia. Al ser la aplicacidn
continua tendremos que Han(i)xnnn < kn}xﬁ* para}algun k>0
Y de aqui que: X | |
n

*
l an(X)’ N "ﬁl—lﬁg [ x]

e s ¥* .
En definitiva hemos probado que a es £’=continua,.
Consideremos entonces una sucesién (yn) 27 de Cauchy.

Como &  es gslcontinua (an(y )) serd de Cauchy en

r r=l,2,oo-

K vy definird un elemento t,= lm an(yr)é K.

v

Probvarsmos que (tq) son los coeficientes del desarrollo de
4

un cierto elemento "y" en la CB (xn). Para ello considere-

-7
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mos las siguientes sucesiones E

Demostremos que {Ak) es convergente en E[T] . Podermos pa-
ra ello demosirar ian sblo que es de Cauchy:

Sea ¢ >0,

For ser (v ) ?flde Cauchy podrsrmos encontrar un r  tal que:
n J P : 0

IA

x c
IYf - ¥l -5= s>rrr,

Por la definicién de | I y 1a 1linealidad de Cy
. .
1] le(yr) - Ck(ys){ $ 5= Vi y s>rar,

De donde

(2] [oy, () = 0 () - 0 () = © (r))ee Veys Viy, oo
;

: , s 1 <
Ahora bien ai(ys) ——t, ¥ Ck(ys) = - ZZIZ;ai(ys)xi

J

lo cual junto con que Z es una topologia compatible con =

la estructara de espacio vectorial, daréd:
s
r‘
uk(ys) ._-vAk en <
Y tomendo limites respecto 2 s en [2] tendremos:

o, (7,) - O (7,) = Ay » A.kzlgg Ve, Ve, ror.
Pero (Ck(yr ))k es convergente y vor tanto de Cauchy, por
, o :

1o que podremos encontrar un ko de forma que:

|, (7 ) = O (3 ) <€ si kpk,

2

7k
T, 0

Tas dos Ultimes desigualdades dan entonces:
o

lAk'- Aki}{25 si X kk

Is decir (Ak) es €-de Cauchy y por tanto 2’—convergente a

80~



un cierto elemento y de ., Zsto se puede escribir de la si
[~ 3]

guiente forma: y = thixi (e).

L34

Ia unicidad del desarrollo prueba que an(y) = o
X
Probaremos que y es el € =-limite de (y,). Para ello nos -

basaremos en la desigualded [1]:
£
- < e
|o (7)) = (7)) € =5 Ve, s>ror,
Al igual que antes podemos tomar limites en s para obiener

¢
‘Ck(yr) B Ak] $ 5= Vi, r7 T,

Pero Ak= Ck(y) de donde:

£
B ‘Ck(yr— y)f S -5 Vk, r T,
te o £, £ s 4
y de aqui lyr --y! £ —5- siryr,. CeQed.

2.-EL PROBLEMA DE LA CONTINUIDAD PARA P-BASES:

La prueba del teorema de continuidad para {;—bases,
seguird la idea de De Wilde [5'], como en el caso de las -
c-basges si bien precisaremos de algunos resultados previos.

| Comenzaremos definiendo el espacio bs(E,f)), dados
un espacio localmente convexo E ¥ (?é[O,l): bs(E,{>) serd -
el espacio de aguellas sucesiones de I, talss que la suce-

. . . n :
sién de las sumas perciales de la serie ?ioo x_ estd acotd

U *n
daen E.
Definimos tembien el espacio bs,(E) = /w bs(E, ).
) ' A (DcCol) .
- Dotaremos a bs(E,(J) del sisterma de seminormas —-
Q = (q;)q_eQ (Q es una'fagilia de seminormaquue defina la



m

topologia de E), definidas por: q:((xn)) = %%p‘Q(Z: ann)‘
{ n:o

Probarermos el siguiente lem2:
Lera 10-
Sea (36(0,1). bs(E,G ) es isomorfo a 17(E).

Demostracidn:

Considerermos la aplicacidn:
T: bs(Z,p ) — 17(E)
" i
(=), = (L),
Claramente T estd bien definida.

. . - .
El sistema de seminormas de 1 (E) viene dado por:

T ((v) = swp aly,)  (aeQ).
Con 1o cual o¥(2(x)) = g (L pxy) = a¥(x,) (D)

Esto demuestra en primer lugar que la apiicacién conside~
rada es continua. Ademds si T(xn) = 0, obtendremos que ——-
q*(T(xn)) = 0 para g€ Q¢ y por tanto gque QF(Xn) =0 qu&Q.
E1l hecho de ser bs(E,(>) separado nos dard entonces que ——
(xn) = O ¥y por tanto la inyectividad de T.

Pinalmente si (yn)ezIﬂ(E) es sencillo comprobar que la su-

= 2oy
X = -Ef(yn - ¥,q) estd -

cesibén (x_) definida por x =y,
n o Yo' “n

en bs(E,(B) v que se transforma en (yn). Esto prueba que T
l~-‘v ‘ . - ""1 - - Y . .
es sobre, La continuidad de T se obtiene trivialmente de

“(l)° | | | ‘  ced.d.

.nulggg_



Corolario l.-

Si £ es un estacio sucesionalmente cempleto con una red de
tipo ﬁ y {Qé(O,l), bs(E,(D) posee una red de tipo 5 .

Demostracidn:

1°(E) posee una red de tipo [ (Teorema 0.2.3.) ¥ es isomer

fo a bs(E,p ) . CeQede

Nos ocuparemos & continuacidn de las relaciones -

existentes entre bs(E

Py v 0,

) vy bs(E,[F,) segun los valores de

,\4

Proposicidn 1.-

Sean Pl’ P2<E(O,l), Pl<€2“ Entonces:
(1) bS(Ey Pz )g bS(Ey (34)

(2) Dicha inclusidn es continua. Es mds si q ¢ Qs

(x ), para (X )€bs(E, r )

Demostracidn:

(1) si (x)) ebs(E, f}), 1la sucesidén de las sumas parciales
. Z’ n . .
de la serie P x, es acotada, siendolo por tanto tam-
. . n ' .
bien la sucesién ((3 xn) Por tanto dada q Q, podremos
2
encontrar una constante Mq de forma que:
n i
q(P X )S$M Ynem
n q

¢
Tomemos *= i €(0,1) y evaluermos qk__ plt )

2

Wy .
Q(;(‘jl‘{r\ = Cl(Zo' (JZX ) < ()( q(()z &—) <M ) xg

rle

(@9
(o
i



q ’
< = - Ry \ :
S rvali -Mq Vlm 6.{N .

(2) Para el mismo valor' de o¢ %omado en 1 se tiene que:

i

QX (x ) - sup (T Px) = sﬁp (7 oo ) ¢
: n m- - hu,fl n i e Po*n’

¢

o k
< ogp 3 o™ 5 ol

- -l

h
' Pero ‘02 ==g; gxk z: PZXk de donde sup q(pzx ) ES

2qf>(x ) ¥ de esta forma:
2P

n 2

(x)<2§:o<q(x.k)— lo< (,(n)?{ng,l q{,(x)

CoQ_od:

Dotaremos ahora al espacio bs, (E) = (“\ bs( E;F).
- | A pe(0, 1)

!

de la topologia limite proyectivo de los espacios bs(Ep):
bs, (E) r__lﬁ_—bbs(Ep).

Nuestro proximo objetiVo serd demostrar que este
limite proyectivo puede expresarse como otro numerable:
Teorema l.=-

Sea (Gn) una sucesién de nimeros reales entre 0 y 1, de —=
forma que 1 sea un punto adherente a ella. Entonces bsA(E)
es el 1limite proyectivo de la sucesidn de espacios ee———mw——

(bs(E, )

Demostracidn:

"a) Igualdad conjuntista:

Bs evident = () vs(@
fs evidente cue : g;lle( P) (} os(n,pn)



ror otra parte si./ﬁé(O;l) podremos encontrar un n de for-
ma que (3<Pn<'l v pof ia prqposicién 1 bs(E,Pn) S'bs(E,F),
de donde- izbs(E,pn) = bs(Edv) para e(0,1) con lo cual -

o0

Moszpy) € [los@p).
b) Igualdad topolidzica:
Representemos por bsA(E)N a bsA(E) con la topologia limite
proyectivo de (bs(E,pn))n. Esta topologia es obviamente me
nos fina que la topolozfa original. La prueba concluird --
por tanto si probasemos que i: bsA(E)N-nfﬁ>bsA(E) es conti
nua o lo que es 1o mismo que iF: bSA(E)Nﬁi—H?bS<E,P) s ——
continua para (36(0,1);
Ahora bién si O <P‘<l, podemos encontrar un natural n de -
forma que (3<Ph. Segln la proposicién 1

2p ‘

ah((x,)) ¢ - (;nl_l(r ((x))  Yace, Yix)ens, @)

" CeQeda

Corolario 2.=

Si B es un espacio sucesionalmente completo con una red de

tipo‘;:, bsA(E) posee una red de tipo ;'.

Derostracidn:
Puede ser expresado como el limite proyectivo de una suce=
’

sién de espacios con redes de tipo ;:, con lo cual basta

aplicar el teorerma 0.2.2. : c.q.d.



Ia demostracién del teorema de continuidad para -
e—bases se.obtendré de ruevo con un poco mas de senerali-
dad: Concretamente para P—descomposiciones.

Dado un espacio localmente convexo E y un subes—
| de su-

acio F de E, direnm : ién (# '
pacio F 4 ’ os que la sucesid (fn)n=0,l,...

bespacios de E es una P—descomposicién de F si cualquier
elemento x en F admite una (Gnice) representacidén en la —-
forma:
— .

X = E}fg‘ ((3 ), con foeF .

Si las aplicaciones Zﬁ;F —> Fn definidas por =—-—
‘Zn(x) = fn son continuas diremos que la (D-descomposicion
egs de Schauder.,

Una p-descomposicién dévil es una (?fdescomposi-‘
cién para la topologia débil (T (E,E”)).
Teorema 2.-
Sea E un espaéio ultrabornoldgico y F un espacio sucesio-
nalmente completo con una red de tipo‘Z',
Sea T:E —= F una aplicacidén lineal y'continua ¥ suponga-
mOS que Su rango T(E) admité una {O-descomposicién débil -
en subespacios sucesionalmente cerrades (F de F,

n'm=0,l.ce v

Entonces: |

(1) ZHOT:E —>F es continﬁa (n=0,1¢ee)o

" .
(2) (TZ(QnZhoT)m es equicontinuo en o/(8,F) para -
T

cualquier Pefo,l).

~8C- -



(3) T =fz °T (p). La serie esgeonverzente en -
ol o (BF rG‘(?,:”))
Nota: a’(u,F T(?,F’)]) denota el espacio de las aplicacio-
nes lineales y continuas de E en F[0(?,F”)] con la topolo-
gla de la convergencia uniforme en los precompactos de E.

Demostracidn:

A lo largo de toda la demostracidén Q denotard el conjunto
de todas las seninormas continuas de F.

Sea x¢E. La serie C,QnTx es debilmente @-converaenue a Txe.
0

Serdn pues convergentes en la tovologfa débil las series -

pO
C Z‘Tx v por tanto sus sumas parciales estardn acotadas.

Veamos que ademds el conjunto (2, C ZhTX es acotados

()e fo4)

Sea f una forma lineal ¥y contlnua gsobre F, El hecho de ser

Ei:ZnTx = Tx (p)(G(F,F')) asegura que lx(iff T rT‘x)l

<1 +!f(Tx)) siempre qua P sea mayor o igzual que un cierte

()o'
Sea (2= 14 [ que verifica (3 < (%, <1. Entonces:
1Tz o 1 7 ’

S S O NS LRl L E

n=p

syp | £ 1,0 ¢

(’
1 n
£ e suplf( Tx)
1(01 {)o Pl Tn [

Observemos oue‘el supremo existe pues Z:piznTx es ((F,F )~

—nonvergenue. Ademés sb6lo depende de (ﬁ ¥ X. Sin méas que -

tomar limites respecto a m, obtendremos gque

l'f(Z(v T TX)'\ Mg fofo,u



.
Siendo ¥, _= maxfl+}f(Tx)l, e mem e SUT
f,x L A0
o
™ - < n-p 24 degmy
Esto demuestra que (i-F ‘nTKLewd es détil acotado ¥ per -
i

n-o

tanto acotado.
Podemos entonces definir la aplicacidn:
T%:E ————9bsA(F)xl°°( [o0,1),7)
X ((Z.HTX)H’ ({7)

0

Donde {0({))) =nZ:°(’nCnTX°

Nuestro objetivo es probar que T  es continua. Para ello -
tendremos en cuenta que tanto bsA(F) comb f”([b,l),F) PC-
seen una red de tipo C s E1 primero por el corolario 2 y -
el segundo por el teorema 0.2.3. Su producto tendrd tambien
una red de tipo [ . Al ser E ultrabornolégico, bastard de-
mostrar que T tiene una gridfica sucesionalmente cerrada -
para obtener mediante el iteorema de la gréfica cerrada de
De Wilde que T’ es continua.

o

Supongamos pues que: X —>Xx en L/T'gn -——>((hm)my¥%)-

Se trata de demostrar que T'x=((hn),?), es decir Ime=hb’

0 L
) n :
Py = .
Ay :L;O(D T, Tx Lpo(p) )
- I . . = F , ;
Veamos en primer lugar que f;(p) é;@ hi (o(r,F ))%Hb,l)
Sea f<F’y tenzamos en cuenta la siguiente cadena de desi-

gualdades:
LS cs
204, (p) - L Pl ¢] 2 () - T piT )] 4

oo 2 73 . ¥ . ¥ . -
+ If( LZ::O(BlZiTXn - ?:0 ()ltii‘xn)} +}f('{2;’(>lfil‘xn - L}; (alhi)l



o0 3
. . i 2
Sea €>0. Al ser la sucesidn ((LZ::O(J TiTXn)()qu) )n de ————

iad . 4 M~ En]
1([C,1), F) convergente 2 \00, 7 (( Zm“{n)m)n de bs, (F) =

convergente a (hm)m vodemos encontrar un n,  que dependerd

sélo de p de tal forma ques
‘f(?o((’) - ?[_0(3 IiTxn)\ < -z o> n ‘illoe[o,l)

V.

14 i - ¥ i € ‘
lf([Zop tifxn—lz__o()hi)]<-§__ */nj,no ik <,

Con lo cual:

K3 2¢ 2 4 : TN

\f(‘()o(()) - ;G hi)} < =5 + |5 Z 04T L fe o
) .

Basta ahora tener en cuenta que Z (Jlt.i‘x es el resto de
LG i n

una serie debilmente convergente. Por ello si fijamos nzno
2 4 1 ¢
podremos encontrar un k_de tal forma que }f(zg'f TX_ ) -
e =% i nl 3
. . . K s
. i
si k?,ko, para obtener entonces gque lf(((o(f)- LZ)C hi)l <&
i )
si k /koo»
Por otra parte lim ‘{’O(P) =Tx (T(®,F)):
(J—rl- R
l£Cp_(p) - m=x) > pTTx,)
P,(P) - )|« (20 (p) 5P T, 72 )| +

+|f(f_¢izifrxn - ox )| +]£(2x ~ Tx )|

Tenermos en cuenta ahora gue X -—= X ue T es continua
n b

por lo cual Txn —> Tx en F; ademds al ser la sucesién ———

°°, i varcan o9,
((Téo(:’ ZiTXn) )n convergente & \{}O(P) en 1 \[Oyl)yF)y podreg

&

mos encontrar un no de tal forma que:

\

\f(‘fo((ﬂ -§(Ji‘[iTxn)}< —%-— IVinz n, ‘V/F,E[O;l

‘f(i‘x - Txn)

¢<-£&~ Ynzn



Con lo cual:

l£(e,(p) - )| ¢ 35- f}f(ig?ifi’l‘xn - x| Yaon ‘Ylfe[o,l)

- Ahora tenemos en cuenta que (’C’) corresponde a la ()-des-

composicidn déoil (F ) por lo que lim ZQ jIx = TX o =
()—)4 L-0 n n

Basta entonces fijar n> rio para encontrar un (3 de tal for

ma que si (37 l*‘(Z() Z' Tx - Tx )l <--- v por tanto que =

204, (p) - )| < g

Hemos probado entonces que:
o

Zo no=Tx (0) (T(,F).

Veamos ahora que h_¢F .
m>-m

Para ello partiremos de que ((ZjiTxn)l)n (hi) en bsA(F),

por lo que dados qe€Q, /)6(0,,1) vy £€>0 podremos encontrar un-

* i - < / -
n_ de forma oue qp((TiJ.xn hi,)i)‘g Vn n , o lo que es

lo mismo: - 4
k Mk
' - <
a( lgi() ;TkTXn :40() hk) <€ Vn 2 V.
Si escribimos A() = Z(: 0’ esta desigualdad nos da:
,n K=0 :

lm &) =3 on,

De aqui que: 1lim [ Tx_= lim --1--(AP - rP ) = .
n mn "n Fm m,n ~m~l,n m

Fero ZmenéFm que es sucesionalmente cerrado. De esta for

ma h €F ., : o,
m m

Tenemos entonces dos ()—descoraposiciones déviles de Tx: ==

2 hoy ZZ Tx. Es claro entonces que fm’i‘:c =h ¥ que

Bl = L, P, = T

"L
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Queda pues demosirado que T’ es continua. Esto sgignifica -
que: a) Ia a~110301or X el —> CZ Ix)e-os () es consz
nua por lo que dados ¢c€Q ¥y Pé&),l), existird una seminor-

ma continua p en E de forma que q*((ZnTx)n)éip(x), es decir

0
s%p,q(é;opktka)s p(x)

qQue es lo mismo que afirmar que (iﬁ P Tkom)m_o 1. es un
equicontinuo.

b) Ie aplicecién x ¢ E *——9(7:(: . Pewfl (lo,1),E)
es continua por 1o que dada g€ Q puedo encontrar una semi-
norma continua de E,%tal_que:

q*‘((Z P T Txpsm) ¢ p(x)

0 lo que es igual: sup (q(z: G T Tx)) ¢ p(x), es decir, el

conjunto (Zi szkoT)@éW‘)es equicontinuo.
Con esto gueda demostrado (2). (1) es trivial a partir de

. = )
(2) v de 1a 1gualaad 'C o T= --(Z ()kzkoi‘ -7“: Pk'ck T).
K-p [ &0

Pars demostrar (3) solo hay que tener en cuenta que =ewe——-

. :
( szkeT) es un equlcontl me y por tanto Hf=

(Z: OT) v (Z:(’ Ty oT) arbien lo serd. Ademés w—e———
-anZ: :kf oT =:ii ka oT en la topologia de la convergen-
m ""0() k e S S '

cia simple en B (« _(3,F[T(F,F')])). Al ser E tonelado di-

’
cha topologia y la de la convergencia uniforme en los pre-
\ : o0 k o

" ecmpactos coinciden en H .« LS decir 2? P ZkoT converge en
la tovpologia de la convergenpla u41for”e en 1los precompace—

tos de Eo
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o 1
- . o R, . . 2k
El mismo rszoramiento arlicadec a2l conjunte ﬂz(l,@ L oT)U(T)
p-9
K=o
da el resultado snunciade en (3).
‘ Ceq.de.

Corolario 3.-

Si E es un esvacio bornoldsice y sucesionalmente completo
que admite ura red de tipo E’, toda G;descomposicién dé=
bil en subespacios sucesionalmente cerrados En es una f—deg

composiciédn de Schauder.

Demostracidn:

E es bornoldgico y sucesionalmente completo. Por tanto es
ultrabornoldégico. Apliquemos el teorem2 con E=F y T = I
y obtendremos que tn es continua.
Solo queda ver que (En) es una ()—descomposicién en la to-
‘ o , _
pologia de E: Es obvio que Z:Zix = X (fﬂ en la topologia
wsQ
o8

Z de E si xelin(Uz),

oo L] n . 7
Pero N = lin(()En) es total en E, y por tanto en los egui-

nIQ

continuos de L (E) coinciden las topologias de la conver—
o)

gencia de N y E. Ademés en la primera Z;Zn= T (f). Basta

tener en cuenta entonces que los conjuntos:

S A (gof’n?n)m=o,1,...u‘§opnln) y

A N

son equicontinuos vara demostrar que

Z:;Z'nxﬁ x '((J) VxéE.

el e . - ’ .
La unicidad del desarrollo puede dermostrarse facilmente ——

tﬁg;;gg_



Corolario 4,-

Sea E un espacio uliravornolégico y F sucesionalmente com-
pleto con una red de tivpo L . Si (xn) es una WoB de F, =—
(a ) es la s.c.f.a, y T:E —> F es lineal y continua, en—
tonces anoT:E —> [K es continua para todec n en N,

Demostracidn:

Fh=»lin(xn) es sucesionalmente cerrado por ser de dimension

finita, (Fn) es una (Q-descomposicién débil de F

n=O,l,...

con [ _(x) =a_(x)x
() =8 (x)x_. |

El teorema nos afirma entonces que anT es continua, Si -

adends tenemos en cuenta que: [anoTwﬁS-ET%~7— p('anT(x))
o n

para toda seminorma de F tal que p(xn) #£ O obtendreros la

continuidad de anoT. CeQode

Corolario 5,-

Sea E un sspacio bornoldsico y sucesionalmente completo con

una red de tirpo ; . Si (Xn) es una WpB de E, entonces es -

uwna pBS;
Dermostracidn:

Tomando F = E ¥y T =TI en el coroiario anterior obtenemos
que (xp)'es una WpBS y ror el teorema de la P—base daé

oo
W2 30



CAPITULO IV : PRODUCTCS DE ESFACIOS CCN C-BASE

1.~ PRODUCTOS FINITOS:

El objetivo de este capitulo es establecer los re
sultados de estabilidad de los espacios dotados con una CB
frente a los productos topolégicos. E1 caso finito puede -
abordarse directamente:

Proposicién 1.~

Sea (xn) una CB del espacio localmente convexo E, e (yn) -
‘una CB de F. La sucesidn

' (X-ky O) Sin=2k-l

2 =
n

(O, yk) si n=2%k

es una CB de ExF con la topologie producto.

Demostracidn:

fk(x) si n=2k-1

Sea hn(x,y) = .
gk(y) si n=2k

Donde (fk) Ng (gk) son respectivamente las s.c.f.a. a2 las -

CB (x,) e'(yk). Usaremos 1la siguiente notacidn:



.

1 Ry
Sn(X) = ';k'(X)‘CK X €L

x

Il

2
}%Jy) (Jnk veF.

x(\l\s .L‘Ms

%JLy) Ikhnyﬂk x¢E, yeFo

Es obvia la linealidad de las funcilones n.. DemosUraremos
que (Zk) es una CB con la s.c.f.2. (hk)t

Para ello basta tener en cuenta que:

.

: e . ,
8, (x,%) Z_ hk(x,y)z = 7;(h2 -1 (x,y)z2D 1#85, (x,7)2, )=

V)

%%(f (x) (x,0)4g (¥) (0,7, ))= (S (x),82 ()

y que {con el convenio S = C):

Szn_l(XQy)“—‘-‘ 2"1 Z(ny)+~-2 l(X’y)Z =

2
n

=(s7_, () () £, () (= o) (82(x) ,52_(¥))

Sl denotamos por Hk a S gt S N ik 40..+Sk tendremos

hzn(X,y)= Sl"' Dz*o«. «® S2n'-l+82n=

1 2 )

] 1.2
(57,0) + (s s 1) Heeet (52,80 1) 4 (8,8 )=

-1 2 2
T(v) -
(2Hn(x) . 2“n(y) Sn(y))m
¥y de la misma forma:
1 1 2
b A s by - °
By 106 = (RE(x) - s(x) , 2H ()

Si denotamos finalmente por Cn(x,y), Ci(x).y Ci(y) las ==

’

n-ésimas sumas parcizles de Cesdro de las series Z:hk(x,y)z

KTf =

Z:.f— x)x, ¥ }: .k(v)jh, obﬁgnc 08 que:

,



1

(1) Gy lx,7) (c1(x) ;,c§<y> - 5= s2)).

.
1 .1 2n-2 2\,
(2)  Cp (7= (mnl(x) = mmmS (%), S e 5 (9))s

Adenés Si(x)——ﬁ>x (¢c) con lo cual:

1 1 1 1
--—S ( - Sl(x)+...+bn(x)  n-l ul(x)+...+sn_l(x)

n n Nl

2
tiende a2 x-l.x= O. De la misma forma %&s;(y)——»o. Lo cual
unido 2 (1) y (2) demuestra que On(x,y)——»(x,y), que es lo
mismo que afirmar que &, hk(x,y?zk = (x,y) (c).
Sé1lo nos queda entonces por demostrar que la c-descomposi-
. o0
cidén es Unica. Supongemos para ello que (O,O)=2jo<nzn (c)e
n={ ’

Las proyecciones Pl’ P2 definidas en ExF con valores en E
y F respectivamente son continuas. De esta forma deducimos
o : o
que: O= Z*anl(zn) (¢) y O= ;#an2(zn) (e)
Teniendo en cuenta el teorema l.4.1, deducimos gue:
oS A
=4 O/ —
0 ; o™ (&) ¥ 0 ;%kyk (c)
De aqui que al ser (xn) e (yn) CB de E y F obtengamos ques

Ozzk-l: D(zkf-"— O Vk i CoQ_0do

Nota:vEl uso que hemos hecho del teorema l.4.1. no lo jus-
tifica, en el sentido de que para el caso en cuestidn —
(n,  -71,=2) 1la conclusién puede obtenerse sin mas que cal-
cular las sumas parciales de Cesdro directamente. Esto no

-

podrd hacerse sin embargo en el siguiente apartado.

1
O
N
H



2.~ PRCDUCTOS TUNERABIES:

A lo larzo de este z2rartado rmantendremos la si-

guiente notaci (“k)k 1,2 representaréd una sucesidn
geee .

de espacios localmente convexos. Supondremos que para ca-—

~ k
da k,E_ posee una OB que denotaremos por (xn)n=l,2,..o°

Consideremos la sucesidn doble:

1 2
(xl} 0, 0,00.e), (0, x7, 0y 0e0)oee

1 2
(Xz, O, O,o-o:o), (O’ X2, O,o-o‘m)oro‘

1 2
(x3, O, O’ .,.\.m), (O, x3, O’ 0'00).'00

L 3
. o
. °

A la cual daremos la siguiente ordenacidn:

(O,~.-o .y X'I;*l, O, oo ) si n=k2+p (p=l, ceo ,k'l'l)
"o k41 | 2 »
(O, v o ey lck'fl-p’ 0,1 oo ) si n=k ‘i’k“"l"p (p:l. . ok)
(fk) serd la s.c.f.a. a 1la CB (xi); a partir de ella

n Il=fl,,2 goee

s k
podemos cqnsﬁruir la sucesidn doble (hn)n K=1,2, 400 donde

egtd definida por: hi(y .7 ,...)- fk(y ), es

&3]

X [
‘ hn E k-—>

K
decir, 'h ficPk,

—~—

donde P, es la k-ésima proyeccidén canoni

k

Cca.,

- Ordenaremos esta sucesidén doble de la misma forma

que la primera, es decir, denotaremos por (hn) a la suce-

sién:
A hk*l Si n=k2+p (p=l, 2 geeo0 ,k+l) °
h = P .
n kel- 2
.l p si n=k +k+14D (p=1,2,00ek).

"i§5997“



Finalmente usaremos las sigulentes notaciones:

r

k, k,_ K, ¥ Xk, k k-,
ST{(x" )= fl(x )xl+...+ T (x )xn si X‘:bk
vvv~ : m

Sn(x)= hl(x)z1+...+ hn(x)zn : si xeilEko

k k, k k, k . X '
Hﬁ(x )= Sl(x )+,..+'Sn(x ) si xefEk o
. : (]
Hn(x)= Sl(x)+‘..+»on(x) si Xexgbk
Tema 1.-

2

1 _ ’ 1,1 2, 2 n, n
(1) Snz(x , X ,.?.)= (Sn(x ),Sn(x ),...,Sn(x )30y00e)

(2) si p=1,2,.e0,n4l entonces:

1.2 1,1 n
S_z (X ¢ X ,ooo)=(sn(x )QGOOySn(X

n n+l, n+l
2 ), S (=

)30y 0es)

(3) si p=1,2,+..,n entonces:

( 1 2 )_(sl(xl),...’sg-p(xn—p) Sn~p+l( n—p+l)

31X geee )= n+l ]

S
% $n414D

e D4l , nel
/ouo, n'!'l( ) O’ooi)
Demostracidn:
o>
Sea x:(xl,x2,,.,)e N E
i K

Tendremos entonces que:

2 e Quf
Sy (1) = 0y (024 hy(x)z; =
s J" =]
[ h, j24p ()25 step * 2 nqu-j-n-l-e-p(x)zjl*'j*l"‘P

P

' Descomponemosvesta expresidén em dos: La primera de ellas -

puede obtenerse como sigue:

o
Id
Q%



|

2 (0,eee, 3T #1),0,... )= (57(x1) 5 eee,S2(x),0,00
J:O C

Para la segunda, tengamos en cuenta que el valor j=0 no -=

aporta ningun término con lo cual nos quedard:

1- j+1- -
S[ﬁ f3+ p( J+ p)(O,...,XJ-’l p O,ooo) =

F t J'}l J+ +1
.l 1,1 2 2, 2
(£, . (x7) oI (x7)xT J j

j+l J+l’7 j+1 J&l,.t.,fa+l(x )Xa’l,o,ooo)_

1,1, 1 ) :

= (f2(X )XZ r 0 9 0 s oce coce ) +
1,1, 1 2, 2, 2

+ (f3(x )x3 , f3(x,)x3 sy 0 yeee cos )+
1, 1., 1 2, 2, 2 n-l, n-1i, n-=1

+ (fn(x )xn , fn(x )xn yeoe ,’_fn (x” }gn , O,"")

Lo cual unido 2 la anterior igualdad nos da:
1, 1 2,2 n, n,
SnZ (X) = (Sn(x ) , Sn(x ) ge o0y Sn(X ) 3 O scee )o

Para demostrar las dos igualdades restantes podemos consi-
derar las siguientes igualdades:
Si p=l1,...,n+l entonces:

Sn1+p(x)= Snl(x)+hnl+l(x)znz+l+...+hn1+p(x)znZ+p =

S, <x)+f f%;*l(xn*l) (Oyeee ,X?"l,o,...., )=
=

9y geo0 )=

i

'Snl (X)"" (O,.«Oo, S

i

1,.1 N, ny n+l, nel .
(Sn(x )’f"’Dn(F )ysp. (x ), O )"")é

~99~



Finalmente si p= 1l,4e0,n0

s (x) =S, _ (x)+Y b,

n? +0414D n?an+l L “nilsnelai n* 4neledi

1-1 1-1 1-1 :
n l(X) Z_ n+ Xn.’. l) (Oﬂ,".,xz+ 1,0,00:0-) =

=4 n+l +1
_ n+l -p, N+l-p, n+l-p n n, n
'Snz*n+l(x)*(o""’o £ (x )x “nal ”“’fn+l(x Tnel?

,.O,QO.) =

n4+l-p, _n+l- n+l n+l
=(s} (o ),...,sn (2P e, S (xS 3 (X T7) 405000 )4

nel- p( n+l-p) n4l-p

'.'(O,oo',Of n'l'l ,ooo,nl

(X )Xn l,O,ooo )=

i, .1 n-p, n-— n4l-p, n+l-p n+l n+l
=(S (X )""’Sn P( P) Sn-o»l p( )"""'Sn-:-l( ) Oese)

CeQelo.

Lema 2.-

Si m>m+2, la coordenada m-ésima de H z(x) es:
%mﬁ&H—A+mu@)+ZS(x)+221§@ .
Donde Am?Em depende dem y x ¥y no de n.

Demostracidn:

En primer lugar, teniendo en cuenta el lema 1:
N

n? wn-t (10 RN
By (x) -_-L}; 5, =2 Z(;;,”s1 Z(Z SN sz Sy 2yiates) =
n-i Pal 1 ) X k.’.l
- K:a( ;(sk, Sgreees Sy 55 50,0,000))% -

>

-4
4 k-1 k-i+l k+l
+ :’(‘Z.'(S ’.._.,Sk ,Skf-l ’ooo,kl,o O,oo.)) -

=
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S
L

= ((k+l)Sk, (k"l)s geeey \.&+l S f#i—, O O,ooo ) >
K=D
n-i 1 2
+ Z(ksk" fk+l(x )Xk 10 ksk+ 2..., (x )X-y $17°°°?
K=1
k 1 - k—l k-1 .k kel
+ (k- l)fk )T, Sy, 1, KSpa)s Opees Do

(Hemos usade las abreviaturas siguientes: S§= S;(xl),

= 2 (x), 5,= 5, (x) ).

Con lo cual la coordenada m-ésima de Hﬁ;si nym+2 seri:

Yy 1 m O
Pm(an(X))— 524 (m+l)Sm+...+ nSn_l+

: m m m
+ (m—l)sm+ mSm+l+ (m+l)Sm s (n—l)Sn 1*

+—mf£* (x® )x +mfm (xm)x$+8*,..+mf§(xm)xio

Es decir:
Hm m-1 m vi-4 m‘ Sm m

P (H 2 (x))= m—-;(1+1)si+ Z (i+1)s;+ (m=1)S # mS .-
M

- Z 1512-» Z:.sf}» m(S )e

m+l
De donde finalmente:

P (B, (x))- A+ mS (x™)+ ZTS (") 22? 1S =),

=4

Donde Angm no depende de n. CeQoele

- Podemos entonces enunciar el siguiente teorema:
Teorema l.-—

Sea (E una sucesién de espacios localmente con-.

k)k =1,2,...

vexos. Sea (x wna CB de E. . La sucesidn (z_) ——
( n)n—l 12000 x* ( n)



definida por:

(O’...’xg+l ,O,poo) 3i n-‘-‘-kz-!-p (pzl’,.o-o,k+l)
Zn~ o
k+l-p . 2
(O""’xk+l Oyeese) si n=k?4k+14p (p=l,eee,k)
es una CB de ﬁE .
1(:4 k

Demostracidén:

Veamos en primer lugar que l%m —%an?(x)= Xe
Bastard para ello, manteniendo la notacidn precedente, de-
R | , _um,. .
mostrar que lﬁm Pﬁ( -E;an(x))— Pm(x)— X o Ahore bien, se-
gin el lema 2:
1 1 Com,om. Y onom i? m, m
Pm( —ﬁant (X))-‘:' —Ei-'(Am-I»mSn(X )-l' Z{Sl(x )*2 L_:ilsi(X' ))0

Teniendo en cuenta entonces que:

sTs s ST4eeed SO
1l om 1*eeet On n-1 17" "n-1
1im e==S = 1il ——cec——e——a— - =0
n n n fal n n n-1 :

n-1 '
lim -3~ ¥ %= 1im 1 s® .= 0, deducimos que el limi
n n* i n 2 “nel : -

-0
te de Pm(—%-H (x)) existird si y sélo si existe lmnXZ%f

Yy en ese caso:

2i .m
lim Pm(—ETan(X)) 11m.;;-f-sl

o

o]

&

w-{ . n-1 ‘ o
2i m_ 2 Lol 2 m [.m . _
Pero g; "ETS?— _— Z:lSi— -ﬁ;(n-l)an[hl+...fd2_2] =

2(n-1) 1.m 2 .m
oy n~’ﬂn- -’ﬁ ldm*o.o"' H __2]
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Como —E—Em 2, 5% por ser (x ) una CB de P

-E;{Hm+...+ﬁm 2] L xm por ser el método 02 regular res-

pecto a C

1 tendremos entonces que:

: 1.
Lip Bylgriy (x))=x  fmen

. - l . ﬁﬁ
De donde 1im -=cH (x)= x en llmk
. ; 1 , ﬁ’
Veamos finalmente que l%m -H-Hn(x)= X en zﬂEk.

-

Sea g una seminormd en E T £>0.

Sea ko>m de tal forma que:

(1) 22;1’ < ﬁ si ok (M= ?}p q(--—Hm(x )))
(2) q[ - kzhkl(x)-- x) si ok
(3) Q(-%-Si(xp)) si.kzko

2
ea n =X >
S o o ¥ Byn .

Si n= k'+p, (p=l,2,°..,2k+l), kzko, entonces:

(X)- x)) =

a(By (=3-H, (x)- x)) =

= QB (———H (x)- x+ 1--(sk1 () #eeet Sya () =
k4D kZ4p
= QB (r (1m ~=Pomm)E 2 (%)= 30 == mm (S g ()40 o482
k*+p k*+4p ,
= q(p_((1- ) (358, 4 (x)=x)m ——Eexs
‘ (m< k’4p e k4p
4 ---:L-—(Sk_L (X)‘i-...‘l's (X))))
kl

~103-



¢ —Ee)e (2 (e ()0))e —2—a ()
k47 | k'sp

-l-»;,-;%;-q(Pm(Skz (x)+...+S CONE

2k+l m 1
q(x7)+

1. w
S q(Pm("kl sznx))* k? N
k4+p

q(l?n(SE_'_l(x)q»... .+S£+P(x) ) X

< E» -ﬁ—q(xm)-» - (x))) <

)o] .

k4D

<26 % -}--q(P (S H1(X)4eceaS 2 (x))).
ksp

a) Si p=1,2,...,k+1 tendremos que:
Pm(Sk (x)+...+S (x)) = pS (=) (ko>m).

Con lo cual

a(p_(-3-H_(x)- x))< 24 ~-Bemq(SE() k 264 2A2q(sD(x")s
k4D

2kl 1 m

m
R
< 2¢ ¢ = T Sk‘(x )) <2¢g 4. 3¢ 56 «

b) Si p= k+lsh, h= 1,2,e00,k tendremos:

a(p_ (--H (x)- x)) < 2+ -._--1---q<1> (Sin - (X)4eeot
. k'4k+lsh Kl

45 (x)—s-.. 45

k24kel kz +k+1+h(x) ))<

1
< 2t 4 --——-—-q(P (s (x)-s»..o-&S . (x))) +
akal k? 4k+l

+ _....3:......q(P (s (X)#eeatS

(X) s
2
Kakeleh k? 4+k4+1l+h

k% 442

q(P (S, 2 (X)#e..4S (x)))

<54 -

2
Walsleh ktsk4lsh

k +k+l 1

Ahora bien:

~104~



P (52 11 (Ve eot8i2 e (2))= 1S (2D vy 2 a1

Donde Vv es un eniero mencr que h.

Por tanto: -
1

a(p_(s,. (X)+e0.45 ()<
K 4kaleh ke ekelsl k‘4k+1l+h
e TG DU C C L I
- k'+kelsh k? +k+l4h

=7 (s (™) -i-;Z-q(sf;,l(xm)- SHEDIE

A

< 2a(g-Sp (™) Sgral-girsh, ()<

¢ 26 4 26 = Ae
De donde:
1
q(Pm(-I—l-Hn(X)-x))s 56 + 4 = 9¢
En definitiva

Q(Pm(~%~ H (x)-x))< 9¢ Ynzn .

Y de agui que
: <
;;'hn(x)znz x (e) en T[Ek.

Veamos finalmente que la c-descomposiciém de cualquier elg
' )
. : b

mento es Unica. Suponzamos para ello que O=4¢—aﬁ?n (e) en
i

ElEk' Consideremos la proyeccidn m-ésinma Pm que s una -

aplicacidén lineal y continua. Tendremos entonces que:

gy omtn

(1) 0=p_(0)= 2« P (z,) (c)= Zx P (2 )+ L% P (2) ORI
i Estudlamos ahora la distribucién de ceros en la serle ——

Z“P(z )e

Y1

~10z~-



Como quierz que

kel

(O,...‘,XD ,O’ooo) Si n=k‘z+P (p l,cco,»"l)

k+l-
(O,.O.,xk"l p

30y000) 5i n=k’4k+l4p (p=1l,ee.,k)

Si n=k1+p (p=1l,eee,k+1l), se tendrd que kom con lo cual ===
Si n=k’+k+1+4p (p=1l,...,k) se tendrd que Pm(zn)# 0 si y sdlo
si k+l-p=m. Fijados entonces m y kym obtenemos que Pm(zn)éo
(n=k*+p (p=l,¢..,2k+1l)) si y sbélo si p=k+l-m. De esta for-

. A
ma si nym*+l ¥y n#nk=(k+l) -m+l (k=m, m4l,...), Pm(zn)= O.

, 2

i - = {} - = -—

Como quiera que o1 B (kx+2) (k+lf 2k+3 es una suce

sién creciente, aplicando el teorema I.4.l., obtenemos que:

nzmq Kow

EZ::ui?m(Zn) (c) = ZZ (k%l) m+lxkil )f

Con lo cual teniendo en cuenta (1):

L

o0 0
(2) 0= :Z;O(an(Zn) *Em“(k-rl)z—m-rlx;ol (e).

Ahora bién si Pm(zn)#o ¥ n=1,2,...,0° no puede ser n=Kak+l4p
(p—l,...,k) va que en este caso k+l-p=m y por tanto ——-—--
k=m4p-13m, con lo que n>m’+m+l+p>m . Deberd ser entonces ;
n=k1+p (p=l,...,k+l)‘y por tanto k+l=m con lo cual (2) se

convierte en:

Q— Z O((m-l) -mx + Z d(k-&l) -m+lxk+l (e).

E1l hecho de ser (Xn) una CB de Em nos pernite asegurar que:

o _ -
(E—lf4p o (p=1,2,0..,m).

(k"'l) -m-l-l =0 (k= m9m"'ly°’-)



Y esto para todo vzlor de m. Huestra prueva concluird si -
probamos que todo numero natural n puede escribirse en la
2 s 7 )
forma (m-l) 4D (2=1,2,¢ee, DP=1,2,e0.,0) 0 Dién en la for-
2

ma (k+1l) -m+l (m=1,2,..., k=m, mel,eee)o

Ahora bien todo nimero natural puede escribirse como g°+h
(h=l,2’o.¢f,q+l) 6 q’L"q*l‘fh (h=l,2,...,0,_) con g= O,l,o'oo .
Basta tomar en el primer caso m= l4q, p=h ¥ en el segundo

m= g-h+l y k=q. ' CeQode
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APENDICE: SOBRE U RESULTADO DE GEIBAUN=GIL

DE LANADRID SOBRE PRODUCTOS TENSCRIALES DE

BASES.

En [42] Gelbaum y Gil de Lamedrid prueban entre
otros el siguiente resultado:
usi (xn) e (yn) son bases de sendos espacios de -

Banach E y F, la sucesidén (z, )€ E@F definida por:

k
0 .
| X,0¥, 4 si k=n"+1 (i=1,2,000,041)
Zk.-_.'
*ne1% 0411 i keno#n+l4i  (i=1,2,..0,n)

(n=0,1,...) es una base de E@LF".

Pretendemos en este apéndice obtener un resultado
andlogo en espacios localmentie convexos. Nds precisamente
intentamos probarlque si E y F son dos esvacios localmen—
te- convexos con base de Schauder, la sucesidén considerada
anteriormente constituye una base de Schauder de'E@nF.

Para ello necesitamos alsunas cuestiones previés:

Dadas dos sucesiones (un) N (vn) de elementos de



dos espaclos vactorizles E y F definimos su rzroducto tensg

rial como la sucesidn (w, ) de E9F definida por:

. 2 . . :
u;ev, . si k=n"ai (i=1,2,¢00,041)

L2 .
un+l®vn+l—i 81 k=n +n+l+i (i_1,2’ cee ,n)

(n=0,1,000)e

Veremos en primer lugar una cuestidn de ceracter
puramente algebraico y cuye demostracidn puede encontrarse
en [29]

Proposicidn 1.~

Sean E. y F dos espacios vectoriales y (un), (v, ) dos suce-
siones de elementos de E y F respectivamente. Sea (Wk)§E@F

. . oy 1
el producto tensorial de (un) v (vn). Sean S_=uj+e..4u ,

82— V.4 + v S, = w.4 4+ W
n : 00 n, y - 1 L N ko

1 k
Entoncess

: 1.2
(1) s ,= 58S

2
(2) 5,0, = Si@Sn + si@(si*lA-.si) m=1,2,c00,041
: 1 2 1 1 2
(3) Sp snelem™ Sne1?5ne1 (Sn+l - Sn)@f%bmz m=lyecese

Derostracidn:

(1) Por induccidn: Para n=1 es trivial, Supuesto cierto pa

‘ra n!
“ Ini] ) wil n
Sy : =3, + w . =S .+ w 4+ ) W .=
“(n+1) 5l ?—:’, n+4i oy ?-—7 nt+i 7;4 n®+n+l+i
_ o .

: ' 2
Sn1+ z; uigvn-s-l + Z u

(&R

]

n+1®V ne1-1



12 A 2
= 5,85, *+ S41% 01 * Hne1%5n T
- Sl 9 2 Sl ov 1 @SZ

n+1°°n ¥ "ps1®ne1 T Sn+l n+l’

(2) Srf‘ = Sn7_+ Wz qteeet o o =

1.2 "
= Sn®sn + d1®vn+l+wm.+ um@vn+l =

2
- sn)°

L

w2
@
1€}]

, 1 2
8S° + Sm@(sn+l

(3) s

)'L-W

=35 -y - -y 2
nt4+n+lem  (n+l nt +n+lem+l  ni4n+lame2 °°° T (nel)

1 2 \ : -
ne1® 5141 0019 ne 1em-1"04 1% Tne1em—2" 0 e £V 7
1 2 2 1 .2 1 2 2
= 541850417 ¥041%°nn - n41° n&l—(sn+1fsn)®sn-m°
CeQede

El resuliado que pretendemos se obtendrd como co-
rolario al siguiente teorema:
Teorema 1.-
Sean E y F dos espacios localmente convexos. Supongamos -—-—
que las series E:un de E ¥ ngn de F son convergentes, =
izy no
Sea(wk)el producto tensorial de (un) e (vn). Entonces =—-—-

o3 [ = >0
w. eg converzgente en E®_F 3 Z:w. = u v
wzwk o= Y&k (;1 ﬂ)(z:?; n)®

Demostracidn:

“Con la misma notacidén de la provosicidén 1 tenemcs a2horz ——
L] . o)
. 1 . 2
lim S v=.Z:u =uy 1%m Sn = z:v =V,

n - n- n-4 11

Ademds si P v Q son dos familizs de seminormas que definen

Lm110-



las topologias de E y F, la n-topologia de g7 viene dada

- ki

por la familia (pgq) definidas por:

pe'®P
Qe Q

“P@q(z) = inf @p(x)a(y) )
Z}QFZ

Sean pues peP ¥ q ¢Q. Entonces:

1.2
1)'p?Q‘(Sn“" ;@v) = p@q(Sn®Sn - ugv)<
1 2 2
¢ poa((S —u)8sS ) + poq(ud(S_ - v))s
1 2 2
sp(S; - uw)als)) + p(u)-als - v).

| 1,,.2 2
2) pea(S ., - w8v) = poa(S .~ wov + 5 @(5 - S ))s

2y

< p9a(S .~ uev) + p(Sm}'q(Sn_’l- s, (m=1,2, ¢e.,nsl)

1 1yoq2
w=ugv - (S_ - 5)@S__ )¢

3) pea(s nal)

n® +n+l4m udv) = p@Q(S(

/el 1 2
< YR - ’ . = LTy
< P®Q(S(n_’_l> ugv) + p(S_ .1 ’Sn) q(Sn_m) (m=1yeee,n)
1 ‘ 2 .
Ahora Sn —suy Sn ——> V. Ambas sucesiones estardn pues -
acotadas y existirdn entonces sendas constantes N y‘Mq DO
sitivas de forma ‘que D(Sl)<-M Yoy q(Sg) < Vn,
R < R o n’ " g

1 2 R
Ademés al ser SIl —n Yy Sn-——-;>v podremos encontrar un =-—

lugar n, a rartir del cual:

1 £ 1. € L
(5, —w) < - | P(S 41m 8) < T 2
2 2 €
- ————a S - S .
Q(S V) < 41 q(qn‘}l Sl’l) Wi
V 2
Supongamos que k >,n5:
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. 2 . 2 - 2
En los tres casos k=n", k=n"4n (m=1l,...,041), k=n"+nelsm

(m=1,...,0) tenemos =nionces gue nz n . Con esto

2 1 2 2
1) 81 k=n" pga(S;-usv) ¢ (S - u)-a(S7) + p(u)-a(S_ - v)s

N

——— Y 4+ ¥ =

. i
44qq p &

2) si k=n2+m (m=1,...,n41)

1 2 2
pea(S .~ udv) < pea(S ;- uev) + p(S ) als .- S )<

n<+4m

E_ =
—s=— = €
P

£
< 5= + Mp

3) si k=n2+n+l+m (m=1,¢00,n)

peq (S

. 1 1 2
nt4n+l4m u@V)'$p®Q(S(n+lf -ugv) + p(Sn-l’vl"sn)Q(Sn--m<

8 8 i —
< -5— + -5 Mq = £

. . 2
Es decir p@q(Sk - wv) < ¢ b@:Zno

0 lo que es lo mismo Zwk = ( Zun) ® ( Zvn) CoeGela.

Corolario l.-
Si (Xn) es una BS de E e (yn) es une BS de F, el producto

tensorial de (xn) e (yn) es una BS de EQF.

Demostracidn:

‘ f . ) N
Sean (a. ) y (b,) las s.c.f.z. 2 las bases (x ) e (v ).

) ol . 0
Como x =2 2 (x)x. e ¥y =2b (¥)y para X€E ¢ yeF, ==-
-4 I n ns{ Il n _

o0

aplicando sl teoreme x®y = z:hk(xgy)zk, donde (hk) es el
K4

producto tensorial de (an) v (bn). Tor linealidad obienermos
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)
entonces 2 =‘Z_hk(z)§k'para z € E9F, La unicidad del desa-
Wt .

rrollo es trivial a partir de la continuidad de hk‘

CeGede

Obtenemos el resultado de Gelbaum y Gil de Lama-

drid a partir de este:

Cordlario 2 o=

si (xn) e‘(yﬁ) son bases de los espacios de Banach E y F,
. A

su producto tensorial es una base de EG%F.

Demostracidn:

El producto tensorial de (xn) e (yn)_es una BS de E@.F que
por ser producto de dos Banach es tonelado, con lo cual la
base serd equicontinua. De esta forma Sk(z) —35—? Z para -

z¢E®F, es decir S, —>1I en la topologia T_(EeF) de la

k
convergencia simple en E@F que coincide con CtSGBQﬁW por
ser (Sk)kU(I)'equicontinuo, o lo que es igual Sk(z) —_—z
para todo z en Eé,;}?‘

La unicidad es trivial a partir de la continuidad de las -

funciones hk' ' ' | C.Qede
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