1T 226

F?;r fer e

UNIVERSIDAD DE SEVILLA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Ii

OPERADORES DE COMPOSICION
PONDERADOS
EN ESPACIOS DE FUNCIONES
ANALITICAS

TESIS DOCTORAL
Presentada por:
Alfredo Garcia Herndndez-Diaz
Dirigida por:
D. Manuel D. Contreras Marquez

Sevilla, Abril de 2002



Memoria presentada por Alfredo Garcia Hernandez-Diaz para optar al
grado de Doctor en Matematicas. Esta tesis ha sido dirigida por el profesor Doctor

D. Manuel D. Contreras Marquez.

Sevilla, Abril de 2002.

Fdo.: Alfredo Garcia Hernandez-Diaz

Visto bueno del director

Fdo.: Manuel D. Contreras Marquez



A mis padres,
por haberme dado la educacion
y los estudios que poseo

asi como el carifio de toda una vida.

En especial a Reyes,

porque sélo ella sabe lo que

nos ha costado llegar hasta aqui.

Sin su amor y su apoyo nada de lo
gue he conseguido habria sido posible.



Indice

IntroducCion . . ... e iii
Operadores de composiciOn . ... iii
Operadores de composicién ponderados: jpor qué estudiarlos? ... .. v
Operadores de composicién ponderados: estado actual............. X

Operadores de composicién ponderados: nuestras aportaciones. . . xiii

Operadores de composicién ponderados: algunos problemas abiertos

............................................................... xviil
Agradecimientos. . ..... ...t xxi
Lista de figuras y simbolos. ... xxiii

1 Definiciones y primeras propiedades ..................oooiiiiiiin 1
1.1 Espacios de Banach de funciones analiticas.................... 2
1.2 Operadores de composicién ponderados ...................... 11

2 Espaciosde Hardy . ... 21

2.1 Medidas de Carleson ..........ccooiieiiiiiiiiniiiiiiiieneen. 24

2.2 Continuidad .. ...t e 26

2.3 Compacidad. .. ....covviiii 41

2.4 Compacidad débil ............... FR RPN 59

2.5 Continuidad completa ... 65

2.6 Operadores de composicién en el semiplano .................. 66



3 Espacios de funciones con derivada en los espacios de Hardy ....... 73

3.1 Continuidad .. ................... TR 74
3.2 Compacidad. ... e 80
3.3 Compacidad débil ....... ... ... 97
3.4 Continuidad completa ............. ... oL 100

4 Espacios de funciones con crecimiento controlado en la frontera. .. 103

4.1 Continuidad . ...... ..o 104
4.2 Compacidad. ...... ..o 113
4.3 Operadores de composicién ponderados no compactos....... 127

4.4 Operadores de composicién en los espacios de tipo Bloch.. ..132

Bibliograffa . .......co i 143



iii

Introduccién

Operadores de composicién

Como es usual, denotaremos por C al plano complejo, D al disco unidad
abierto y por T a su frontera. H (D) serd el espacio de las funciones complejas
y analfticas en D. Llamaremos espacio (de Banach) de funciones analiticas
(sobre D) a todo espacio de Banach que sea un subespacio vectorial de H (D)
verificando que la bola unidad del espacio es un conjunto relativamente com-
pacto en la topologfa de la convergencia uniforme sobre compactos y que
contiene a los polinomios. Entre los espacios de Banach de funciones analiti-
cas destacamos por su interés en nuestro trabajo a los espacios de Hardy
H,, el espacio de Bloch, el 4lgebra del disco A, los espacios de funciones con
derivada en un espacio de Hardy H,, que notaremos por S,, y los espacios
H>® y H? (véase el Capitulo 1 para la definicién de todos estos espacios).

Antes de adentrarnos en los operadores de composicién ponderados, per-
mitanos el lector hacer una breve introduccién a los operadores de composi-
cién. Recordemos que dado un espacio de funciones X sobre un conjunto
D y una aplicacién ¢ : D — D, un operador de composicién (con stmbolo
¢) es la aplicacién que a cada funcién f del espacio X le asigna la funcién
C, (f) = f o ¢. Nosotros estudiaremos dos situaciones concretas: D el disco
unidad o un semiplano.

El estudio de estos operadores en espacios de funciones analiticas es rela-
tivamente reciente ya que debemos remontarnos no més alld de finales de los
afios 60 para encontrar los primeros trabajos donde de manera explicita se
habla de operadores de composicién. Concretamente, E. A. Nordgren publica
en el afio 1968 el trabajo titulado Composition operators [64]. No obstante,
estos operadores aparecen implicitamente en otros trabajos anteriores como,



iv

por ejemplo, en el articulo de J. E. Littlewood de 1925 donde se prueba
el conocido posteriormente como Principio de Subordinacién de Littlewood
[48]. Recordemos que como consecuencia inmediata de este resultado se tiene
que los operadores de composicién son continuos en los espacios de Hardy y
de Bergman.

El estudio de los operadores de composicién relaciona la teorfa de los
operadores lineales con resultados cldsicos sobre la teorfa de una (o varias)
variable(s) compleja(s), permitiendo el flujo de resultados de una teorfa hacia
la otra y surgiendo de esta forma un nuevo campo de trabajo que es de interés
tanto para investigadores en anilisis funcional y teorfa de operadores como
para los de la teorfa de funciones de variable compleja. Asf, por ejemplo,
resultados clasicos de la teorfa de variable compleja como el Teorema de
Julia-Carathéodory permite obtener informacién sobre la compacidad de un
operador de composicién a partir de las propiedades geométricas de una cierta
aplicacién de Riemann. Esta interrelacién queda magnificamente expuesta a
lo largo del libro Composition Operators and Classical Function Theory de
J. H. Shapiro [83].

En el trabajo anteriormente mencionado de E. A. Nordgren se estudia la
continuidad y el espectro de los operadores de composicién entre el espacio de
funciones de cuadrado integrable L, y el espacio de Hardy H;. Se inicia aquf
una larga lista de trabajos donde dado un operador de composicién entre dos
espacios de funciones analfticas se estudia su continuidad, pertenencia a cier-
tos ideales de operadores (por ejemplo, el de los operadores compactos, débil
compactos, completamente continuos o absolutamente sumantes), cudndo
son ciclicos, hiperciclicos, cudndo su rango es cerrado, su invertibilidad, su
espectro, norma esencial y un largo etcétera. Con mayor o menor intensidad
todos estos problemas han sido tratados entre una amplia gama de espacios
de funciones analiticas: espacios de Hardy, de Bergman, de Dirichlet, de
Besov, de Bloch, BMOA, ... Para mostrar el interés y auge de esta nueva
linea de trabajo, merece la pena mencionar que en el Mathematics Subject
Classification Index del ano 1990 aparece por primera vez una entrada ex-
plicita para los operadores de composicién (47B33).

Por todo lo expuesto anteriormente, presentar aquf una lista de los autores
més relevantes en el estudio de los operadores de composicién es, sin duda,
pricticamente imposible sin dejarnos atrés a algunos de gran influencia. Dos
buenas referencias para ver los principales resultados, autores y el estado
actual del estudio de los operadores de composicién son los libros de J. H.
Shapiro [83] y de C. C. Cowen y B. D. MacCluer [20].



Paralelamente al desarrollo de la teorfa de los operadores de composicién
se han estudiado los operadores de multiplicacién. Concretamente, dada
3 : D — C y un espacio de Banach de funciones X sobre el conjunto D, se
llama. operador de multiplicacion (con stmbolo 1) a la aplicaciéon My que a
cada funcién f € X le asocia la funcién My, (f) = ¢ f. El nimero de trabajos
sobre estos operadores en espacios de funciones analiticas es sensiblemente
inferior al de los operadores de composicién. Algunos articulos sobre este
tema son el de S. Axler [4], D. Vukoti¢ [89] y K. Zhu [92]. El lector interesado
en este t6épico puede consultar estos tres trabajos asf como las referencias que
aparecen en ellos.

Operadores de composicién ponderados: ;jpor qué estudiarlos?

A medida que se iba desarrollando la teoria sobre los operadores de com-
posicién y de multiplicacién, aparecen en la literatura diversos trabajos con
otro tipo de operadores més generales: los operadores de composicion ponde-
rados. Recordemos que dados un espacio de funciones X sobre un conjunto
D y dos aplicaciones ¢,% : D — C tales que ¢ (D) € D, un operador
de composicion ponderado (con simbolos ¢ y 1) es la aplicacién que a cada
funcién f del espacio X le asigna la funcién W,y (f) = ¥ - f o . Para
nuestros propésitos, durante toda la memoria el espacio X serd un espacio
de Banach de funciones analiticas y D el disco unidad abierto en el plano
complejo C. Aunque este nuevo tipo de operadores es una extensién bas-
tante natural de los operadores de composicién y de los de multiplicacién,
hasta el dltimo lustro no se ha comenzado un estudio detallado de este tipo
de operadores. En la siguiente seccién de esta introduccién mostraremos el
estado actual del estudio de estos operadores. Antes de ello, presentamos
cuatro contextos diferentes donde los operadores de composicién ponderados
han aparecido como una herramienta importante y que, de hecho, motivaron
nuestro estudio.

1. Isometrias.

En 1960, K. deLeeuw probé que las isometrfas de H; son operadores de
composicién ponderados. Concretamente, si T’ es una isometria sobreyectiva
de H; en sf mismo, entonces existen una transformacién de Mobius ¢ que
lleva el disco unidad sobre sf mismo y una constante A de médulo uno tales
que

T =Wy : H — Hi.
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Este resultado aparece recogido en el texto de K. Hoffman [35, psg. 148]. La
prueba que aparece en dicho libro hace uso de la descripcién de las isometrias
de H. y del algebra del disco. Estas son esencialmente operadores de com-
posicién (de hecho, son operadores de composicién ponderados donde ¢ es
una transformacién de Mobius que lleva el disco unidad sobre sf mismo mul-
tiplicados por una constante de médulo 1 [35, pag. 142-148])).

Posteriormente, F. Forelli probé que la caracterizacién de las isometrias
en H, sigue siendo vélida en los espacios de Hardy H, para 1 < p < oo, p # 2
[30]. En este caso, si T es una isometria sobreyectiva de H, en H,, entonces
existen una transformacién de Mobius ¢ que lleva el disco unidad sobre st
mismo y una constante A de médulo uno tales que

T=W

¢,A(<P’)1/p . Hp —> Hp.

En la década de los 80, este resultado fue extendido a otros espacios de
funciones analfticas. Por ejemplo, a los espacios de Bergman ponderados A?,
con 0 <p<oo,p#2ya>—1. En dichos espacios, C. J. Kolaski (véanse,
por ejemplo, [45] y [46]) prueba que si T' es una isometria sobreyectiva de A?,
en s{ mismo, entonces existen una transformacién de Mobius ¢ que lleva el
disco unidad sobre sf mismo y una constante A de médulo uno tales que

T =W, e : AL — AP,

Algunos avances recientes en esta linea pueden verse en el trabajo de W.
E. Hornor y J. E. Jamison [36].

2. Estudio de operadores clésicos.

Desde mediados de los anos 80 han aparecido bastantes trabajos sobre
semigrupos de operadores de composicién y semigrupos de operadores de
composicién ponderados en espacios de funciones analiticas. En [87] puede
verse el estado actual del estudio de estos semigrupos. La motivacién de
estos trabajos se encuentra en sus aplicaciones a los operadores cldsicos
entre espacios de funciones analiticas. Citamos a continuacién una de es-
tas aplicaciones. Consideremos una funcién analitica en el disco unidad
f(2) =577 yanz". No es dificil probar que la funcién

c<f><z>=2(n}rlzak> -

n=0
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sigue siendo analitica en dicho disco. El operador C' asf definido se conoce
como operador de Cesaro. El propio G. H. Hardy probé que si 1 < p <
ooy f € Hy, entonces C (f) también pertenece a H,. Por tanto, tenemos
un operador lineal y continuo en H,, quedando como problema abierto el
calculo de su norma. En 1987, A. G. Siskakis [86] obtuvo que para 2 <
p < oo, se verifica que [|Clly 5 = Py que su espectro viene dado por

{z |z — Bl < 2} Su prueba estd basada en el hecho de que el operador
C : H, — H, es la resolvente del generador infinitesimal del semigrupo de
operadores W%% H, — H, donde

etz et

(e‘t—l)z—{—l Yy wt(z): (e_t_1)2+1’

lo que le permitié obtener propiedades del operador de Cesaro a partir de
propiedades de los operadores W, ,,. También obtuvo A. G. Siskakis que si
1 < p < 2, se verifica que p < ||C || #,—n, < 2. Esta misma relacién entre el
semigrupo de operadores de composicién ponderados W,w, ¥ €l operador de
Cesaro fue usada por C. C. Cowen en 1984 para probar que C es subnormal
sobre el espacio Hy [19)].

Posteriormente, en un trabajo de reciente aparicién [21], E. Diamantopou-
los y A. G. Siskakis obtuvieron una cota de la norma de otro operador clésico:
el operador de Hilbert. De nuevo usan resultados sobre operadores de com-
posicién ponderados. Recordemos que si f (2) = Y oo @n2" €s una funcién
analitica en el disco unidad, entonces la funcién

H(f)(z) =" <Zm> 2

n=0

e, (2) =

también lo es. Notemos que la sucesién de los coeficientes de la serie de
potencias de H (f) se obtienen multiplicando la matriz de Hilbert por la
sucesién {a,}. Puesto que el operador H es un operador de Hankel, no es
dificil ver que estd acotado en H, para 1 < p < oco. De nuevo surge como
problema el calculo de su norma. Después de algunas operaciones elementales

se puede obtener que
/ f)(z)dt

t 1
t-Dz+1 7 ¢t(z)=(t_1)z+1.

donde
¢ (2) =
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Puesto que la funcién ), estd acotada, es obvio que W, 4, es un operador
continuo en H,. La aportacién del trabajo de E. Diamantopoulos y A. G.
Siskakis [21] estd en el cdlculo de su norma. Esto les permitié probar que
si 2 < p < oo se verifica que [|H|y _p < 7 estando atn abierto el
problema del cdlculo exacto de dicha norma (recordemos que || H{|, _, =
-szn—("m;jparal<p<oo).

3. Operadores de composicién en el semiplano.

No vamos a entrar ahora en una descripcién de los espacios de Hardy en el
semiplano, pero sf en la relacién con nuestro trabajo. Necesitamos introducir
alguna notacién previa. Denotaremos por II = {w € C: Imw > 0} y por
H, (IT) el espacio de Hardy del semiplano donde 1 < p < oo (para la definicién
y primeras propiedades de estos espacios véase la Seccién 2.6).

El estudio de los operadores de composicién en el semiplano fue iniciado
por R. K. Singh en 1974 [85] estableciendo que un operador de composicién
en el espacio de Hardy H, (II) es continuo si, y sélo si, un cierto operador de
composicién ponderado es continuo en el espacio de Hardy H> (més abajo
damos una descripcién de este operador de composicién ponderado). El
problema de la compacidad de los operadores de composicién sobre Hj (IT)
fue discutido por R. Kumar, S. D. Sharma y R. K. Singh en [78], [79], [80] y
[81]. En estos trabajos aparecen tanto condiciones suficientes como necesarias
para que un operador de composicién sea compacto en Hy (IT) . Sin embargo,
no dan ejemplos de tales operadores. Ya en el afio 2000, V. Matache [52]
publicé un estudio sobre los operadores de composicién en los espacios de
Hardy en el semiplano, H, (IT) , donde muestra que no existen operadores de
composicién compactos en Hp, (II) .

En todos estos resultados fue fundamental la relacién entre los operadores
de composicién en el semiplano y los operadores de composicién ponderados.
Para mostrar dicha relacién necesitamos introducir alguna notacién previa.
Consideremos v (z) = z% ~ es una aplicacién conforme de DD sobre II cuya

w—1

inversa viene dada por v7! (w) = “=. De esta forma, si ¢ : II — II es

w41 ”
una funcién analitica, entonces la aplicacién ¢ = ¥~ ! o ¢ o ¥ es analitica y

transforma D en D. Notemos ¢ (2) = Q(—f%

analitica en . Pues bien, el operador de composicién C, es continuo (resp.
compacto, débil compacto, completamente continuo) en H, (II) si, y sélo si,
W, es continuo (resp. compacto, débil compacto, completamente continuo)
en H,. El propio V. Matache plantea el estudio de la continuidad de tales

. Es claro que 9 también es



operadores.

Merece la pena destacar que, a diferencia de lo que sucede en los ejemplos
de motivacién anteriores, la funcién ¥ no estd necesariamente en H, y, por
tanto, no es automatica la continuidad del operador W, ;.

4. Estudio de las componentes conexas del conjunto de los ope-
radores de composicién.

Diversos autores han estudiado la estructura del conjunto de los opera-
dores de composicién en un espacio de Banach de funciones analiticas X
(con la topologia uniforme de operadores). En dicho estudio ha aparecido
recientemente como una herramienta de interés los operadores de composicién
ponderados. En lo que sigue, dado un espacio de funciones analfticas X sobre
un conjunto D, denotaremos por C(X) al conjunto de todos los operadores
de composicién dotado con la topologia de la convergencia uniforme en la
bola unidad de X.

En 1980, E. Berkson y H. Porta [6] probaron que el operador identidad
en H, esté aislado en C (H,) para 1 < p < co. Este resultado fue extendido
por el primero de los autores en [5] probando que si ¢ tiene limite radial
de médulo uno sobre un conjunto de medida positiva en T entonces C, estd
aislado en C (H,) .

Posteriormente, B. D. MacCluer [55] y J. H. Shapiro y C. Sundberg [84]
obtienen diferentes condiciones bajo las que dos operadores de composicién
estdn en la misma componente conexa. En [84, pdg. 149], se conjetura que
dos operadores de composicién C,, y Cy estén en la misma componente de
C (H,) si, y solo si, su diferencia es un operador compacto. Recientemente,
J. Moorhouse y C. Toews [63] han probado que la conjetura anterior no es
cierta. Una de las herramientas utilizadas para encontrar el contraejemplo
es una condicién suficiente para que dos operadores de composicién estén en
la misma componente de C (H;) en términos de que una cierta familia de
operadores de composicién ponderados con dominio un espacio de Bergman
e imagen en el espacio de Hardy H; esté uniformemente acotada.

Merece la pena comentar que cuando X = H,, problemas similares a los
comentados anteriormente han sido estudiados por B. D. MacCluer, S. Ohno
y R. Zhao [56] y T. Hosokawa, K. Izuchi y D. Zheng {37] para el espacio
C(Hy).

Resumiendo esta seccién de la introduccién, los operadores de composi-
cién ponderados han aparecido en diferentes contextos en la literatura. A
pesar de ello no se ha realizado un estudio sistematico de su continuidad



y compacidad como anteriormente se habfa realizado con los operadores de
composicién.

Operadores de composicién ponderados: estado actual

Salvo en el caso del dlgebra del disco, el estudio de los operadores de
composicién ponderados es bastante reciente. Dedicamos esta seccién de la
introduccién a mostrar los resultados conocidos hasta la fecha sobre estos o-
peradores. Aunque en la préxima seccién haremos un resumen de la memoria,
creemos que es oportuno situar en este contexto nuestras aportaciones.

Hemos agrupado los resultados atendiendo al espacio donde estédn defi-
nidos. Aunque no vamos a entrar en ello, en la literatura también pueden
encontrarse diversos trabajos donde se estudian los operadores de composi-
cién ponderados en espacios de funciones continuas e integrables o en espacios
de funciones analfticas que no son espacios de Banach.

Algebra del disco: Los primeros trabajos sobre los operadores de com-
posicién ponderados en el dlgebra del disco W, : A — A se deben a H.
Kamowitz. En 1978 estudia el espectro de estos operadores cuando ¢ es
una transformacién de Mobius [42] y en 1979 caracteriza la compacidad de
W,y 1 A — Ay obtiene su espectro cuando es compacto [43]. Este tltimo
resultado fue extendido por A. I. Shakhbazov y Y. N. Dehghan al dlgebra del
disco en varias variables [76], [77].

Ya en el afio 2001, S. Ohno y H. Takagi [68] prueban que para el operador
Wy 1 A — Ala compacidad, la compacidad débil y la continuidad completa
son siempre equivalentes. Ademaés, caracterizan cudndo su rango es cerrado
y cudndo es un operador de Fredholm.

Espacios de Hardy: La descripcién de las isometrias en el espacio H,
es bastante mdas compleja que en los restantes espacios de Hardy. En el afio
1985, V. Ptak [70] introdujo los operadores de composicién ponderados en
H; en relacién con el estudio de las isometrfas de este espacio de Hilbert.
Concretamente, consideré el operador W, tales que ¢ (2) = Z::Z y ¥ (2) =
;1:3, obteniendo condiciones para que este operador sea una isometria en
H,. Motivado por el trabajo de V. Ptdk, M. Englis [26] publicé en el afio

1990 un estudio mds detallado de los anteriores operadores de composicién




ponderados. Estudié, entre otras propiedades, su continuidad, compacidad
y espectro.

En 1992, K. R. M. Attele estudia la continuidad del operador W4 :
H, — H, para ciertas funciones ¢. Entre sus resultados destacamos que ¢
es un producto de Blaschke finito si, y sélo si, la continuidad del operador
implica que v estd acotada [3]. En la Seccién 2.2 comentaremos con méds
detalle este trabajo de K. R. M. Attele.

En 1988, H. Takagi caracteriza la compacidad de los operadores de com-
posicién ponderados en el espacio de Hardy H, [88]. Recientemente, M.
D. Contreras y S. Diaz Madrigal obtuvieron otra caracterizacién de la com-
pacidad mostrando ademés que ésta equivale a la compacidad débil y a la
continuidad completa de W,y : Ho — Hoo [15]. Ya en el afio 2001, S. Ohno
y H. Takagi [68] estudian tambien cudndo el operador Wy : He — Heo
tiene rango cerrado y es de Fredholm.

La acotacién y compacidad de los operadores de composicién ponderados
definidos en Ho, y con llegada en el espacio de Bloch o en el espacio pequeno
de Bloch ha sido recientemente caracterizada por S. Ohno [65].

También recientemente, S. Ohno y K. Stroethoff [66] han estudiado los
operadores de composicién ponderados de H, y del espacio de Bergman A?
en el espacio de Bloch. Concretamente caracterizan la continuidad y com-
pacidad de dicho operador.

Por otro lado, motivados por las aplicaciones de los semigrupos de opera-
dores de composicién ponderados al estudio de ciertos operadores clésicos en
los espacios de Hardy, diversos autores (entre los que destacamos a F. J afari,
W. Konig, A. G. Siskakis, T. Tonev y K. Yale) han realizado un estudio
sobre semigrupos de operadores de composicién ponderados en espacios de
Hardy. Entre otros resultados obtienen el generador infinitesimal de tales
semigrupos y su espectro. Merece la pena destacar que ante la ausencia
de caracterizaciones de la continuidad de estos operadores, los resultados
que obtienen estdn condicionados por la hipétesis de que las funciones que
multiplican deben pertenecer al espacio H. El estado en que se encuentra
esta linea de trabajo puede consultarse en [87].

Como puede observarse en los resultados antes mencionados no aparecen
en la literatura caracterizaciones de la continuidad, compacidad, compacidad
débil y continuidad completa en los espacios de Hardy. Dedicamos a ello el
Capitulo 2 de la memoria. La mayorfa de los resultados de este capitulo
aparecen en los trabajos [17] y [18].
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Espacios de Bergman y de Dirichlet: En 1997, G. Mirzakarimi y
K. Seddighi [60] estudian los operadores de composicién ponderados en los
espacios ponderados de Bergman y de Dirichlet. En los espacios ponderados
de Bergman obtienen una caracterizacién de la continuidad y de la compaci-
dad en términos de que una cierta medida sea de Carleson o de Carleson
compacta (véase el Capitulo 2 para las definiciones). En los espacios pon-
derados de Dirichlet obtienen condiciones suficientes para la continuidad y
la compacidad también en términos de medidas de Carleson.

Recientemente, J. Moorhouse y C. Toews [63] caracterizan la continuidad
y compacidad de W, ,, entre dos espacios de Bergman ponderados diferentes
y desde un espacio de Bergman ponderados en el espacio de Hardy H en tér-
minos de que una cierta medida sea de Carleson o de Carleson compacta (por
completar ideas, merece la pena comentar que aunque sus argumentos son
validos en cualquier espacio de Bergman ponderado, sélo enuncian sus resul-
tados para el caso en que éstos son espacios de Hilbert). Precisamente estas
caracterizaciones son algunas de las herramientas que les permiten obtener
los resultados sobre las componentes conexas de C (Hz) comentadas en la
seccién anterior.

Espacios de tipo Bloch: En el afio 2001, S. Ohno y R. Zhao caracteri-
zan la continuidad y compacidad de W, en los espacios de Bloch y pequernio
de Bloch [69]. Posteriormente, S. Ohno, K. Stroethoff y R. Zhao extienden
estos resultados a los espacios de tipo Bloch [67]. Por otro lado, B. D. Mac-
Cluer y R. Zhao [57] estiman, y calculan en algunos casos, la norma esencial
de los operadores de composicién ponderados en espacios de tipo Bloch.

Recientemente, S. Ohno [65] ha probado que la acotacién del operador
W, desde el espacio de Bloch en H, equivale a su compacidad y a su vez
ésta equivale a la compacidad del operador W,y : Ho — Hxo.

Espacios de funciones con derivada en un espacio de Hardy: En
1996, S. C. Arora, M. Mukherjee y A. Panigrahi publicaron un trabajo donde
se dan dos condiciones suficientes en términos de medidas de Carleson para
la continuidad y compacidad de los operadores de composicién ponderados
en los espacios S, [2]. En el Capitulo 3 de esta memoria damos condiciones
que son tanto necesarias como suficientes para la continuidad y compacidad
de los operadores de composicién ponderados en estos espacios.
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Espacios de funciones con crecimiento controlado en la frontera
del disco, H® y H?: En el afio 2000, A. Montes Rodriguez [62] obtiene
la norma. esencial de los operadores W,y : HQ — HY y Wy« H® — HY
cuando los pesos son tipicos, obteniendo de esta forma una caracterizacién
de la compacidad. En el Capitulo 4 de esta memoria estudiamos los ope-
radores de composicién ponderados en esta familia de espacios. Obtenemos
de forma independiente a la de A. Montes Rodriguez caracterizaciones de
la compacidad. Ademds mostramos que en estos espacios la compacidad,
compacidad débil y continuidad completa siempre son equivalentes y a su
vez todas ellas equivalen a que el operador no sea un isomorfismo sobre un
subespacio isomorfo a ¢g. Estos resultados también aparecieron publicados
en el afio 2000 en [16].

Operadores de composicién ponderados: nuestras aportaciones

Hemos dividido la memoria en cuatro capftulos cuyos contenidos pasamos
a detallar.

Capitulo 1: El primer capftulo es de cardcter introductorio y en €l defi-
nimos la nocién que usaremos de espacio de Banach de funciones analiticas,
que engloba a todos los espacios en que nos centraremos, y el concepto de ope-
rador de composicién ponderado que, como ya hemos visto, generaliza tanto
a los operadores de composicién como a los operadores de multiplicacion. En
la literatura se pueden encontrar distintas definiciones de espacio de Banach
de funciones y, en particular, de funciones analiticas. En nuestro caso, la
definicién que damos es algo méds restrictiva que la dada por C. C. Cowen
y B. D. MacCluer en [20, pag. 2] donde no se exige que la bola unidad sea
un subconjunto relativamente compacto en la topologfa de la convergencia
uniforme sobre compactos en D del espacio H (D). Nuestra nocién permite
englobar en un mismo resultado caracterizaciones de la compacidad de los
operadores de composicién ponderados vélidas en todos los espacios que son
objeto de nuestro estudio.

A continuacién, introducimos los distintos espacios de Banach de fun-
ciones analfticas donde estudiaremos en los siguientes capitulos los operadores
de composicién ponderados recordando algunas de las propiedades y resul-
tados que consideramos mas importantes para la memoria. Estos espacios
son, como ya sabemos, los espacios de Hardy, los espacios de funciones con
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derivada en los espacios de Hardy y los espacios de funciones con crecimiento
controlado en la frontera, H® y H. También introducimos los espacios de
tipo Bloch pues, como consecuencia del estudio que realizaremos en el Capf-
tulo 4 sobre los operadores de composicién ponderados en los espacios H? y
H°, obtendremos la continuidad, compacidad, compacidad débil y la con-
tinuidad completa de los operadores de composicién en dichos espacios.

En la segunda seccién del Capitulo 1 presentamos algunos resultados y
comentarios sobre los operadores de composicién ponderados vélidos en la
mayorfa de los espacios de funciones analfticas. Siendo estos bastante ele-
mentales, presentarlos aqui con una gran generalidad nos permite simplificar
la exposicién de los siguientes capftulos. Destaquemos que es precisamente
para obtener la Proposicién 1.21 por lo que modificamos la nocién de espa-
cio de funciones analiticas dada en [20]. Obtenemos en esta seccién algunas
condiciones necesarias para la continuidad y compacidad de un operador de
composicién ponderado entre dos espacios de funciones analiticas.

Capitulo 2: En el segundo capftulo nos centramos en los operadores de
composicién ponderados en los espacios de Hardy en el disco unidad.

Comenzamos introduciendo el concepto de medida de Carleson y medida
de Carleson compacta. En 1962, en conexién con sus trabajos sobre el pro-
blema de la corona, L. Carleson obtuvo unas desigualdades que relacionan
el comportamiento de una funcién de H, con su comportamiento sobre la
frontera del disco unidad. Estas desigualdades equivalen a la continuidad
de la inclusién de H), en cierto espacio de funciones integrables. Estas de-
sigualdades y sus generalizaciones a otras inclusiones se les conocen como
desigualdades de Carleson y a tales medidas, como ya hemos comentado,
medidas de Carleson. Con los resultados que presentamos en esta seccién
(que esencialmente son conocidos) podemos obtener en las Secciones 2.2 y
2.3 caracterizaciones de la continuidad y de la compacidad de los operadores
Wy + Hy — Hy cuando p < ¢ < oo. Las técnicas usadas para estas dos
caracterizaciones se pueden considerar ya clasicas en el contexto de los ope-
radores de composicién. Dichas técnicas fueron introducidas por primera vez
por B. D. MacCluer en el afio 1985 [53].

En la segunda seccién del capitulo extendemos a H,, para 1 < p < oo,
algunos ejemplos sobre operadores de composicién ponderados en H, debidos
a K. R. M. Attele [3]. Estos resultados muestran que el estudio de la con-
tinuidad de los operadores de composicién ponderados es bastante diferente
al de los operadores de composicién.
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En la tercera seccién del capftulo nos centramos en la compacidad. En la
Proposicién 2.27 se prueba que una condicién necesaria para la compacidad
del operador W, : H, — Hy, con ¢ < 00, es que la medida del conjunto
{z €T :|p(z)| =1} sea cero. En general el reciproco no es cierto, salvo
cuando p = oo (Proposicién 2.28). Dedicamos gran parte de este capitulo
a estudiar condiciones bajo las que sf es cierto el reciproco. Damos dos
respuestas parciales:

Teorema 2.30. Sean 1 < p,q < co y supongamos que W, : H, — H, es
continuo para algin r > q. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El operador W,, y : H, — H, es compacto;
2. m{zeT:|p(2))]=1}) =0.

Teorema 2.35. Sean 1 < p,q < oo y supongamos que W, : H, — H, es
continuo para algin r < p. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El operador W, : H, — H, es compacto;
2. m{zeT:|p(2)|=1})=0.

La herramienta fundamental para probar este segundo resultado es el
Teorema 2.34. Este resultado es una generalizacién de una caracterizacién de
los operadores completamente continuos definidos en H; debida a H. Jarchow
[39].

En la cuarta seccién del capitulo tratamos el problema de la compacidad
débil. Debido, por un lado, a que los espacios de Hardy H, son reflexivos
cuando 1 < p < 00 y, por otro, a que J. Bourgain probé que todo operador
continuo con dominio H., y rango un espacio de Banach separable es dé-
bil compacto, sélo nos queda por estudiar los operadores W,y : H1 — Heo
y Wou @ Hi — Hi. En el caso del operador W,y : Hi — Huo probamos
que siempre son débil compatos (Teorema 2.43). Usamos aqui un teorema
de intercambio del doble lfmite. En el caso del operador W,y : Hy — Hi
probamos que la compacidad débil equivale a la compacidad en norma (Teo-
rema 2.47). Para ello hacemos uso de un resultado que pasa la compaci-
dad débil de un operador a otro subordinado a él en norma y utilizamos
la igualdad entre los conjuntos débil compactos en L; () y los conjuntos
uniformemente integrables.
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Seguidamente, en la quinta seccién del capitulo pasamos a considerar el
problema de la continuidad completa. De nuevo la reflexividad de H, hace
que los casos interesantes sean precisamente cuando el dominio es H; 0 Hy,.
Mas atin, J. Bourgain probé que si el dominio es H,,, entonces la continuidad
completa equivale a la compacidad débil. Por tanto, para cerrar el estudio
de esta propiedad queda por estudiar los operadores W, : Hy — H,. Por
un lado, obtenemos que todo operador W, : H; — H, continuo con 1 <
g < 0o es completamente continuo (Teorema 2.48) y la continuidad completa
de W,y : Hi — H; equivale a que el conjunto {z € T : |¢ (2)| = 1} tenga
medida cero (Proposicién 2.49).

Cerramos el capftulo aplicando los resultados obtenidos en las secciones
anteriores a uno de los ejemplos que motivé nuestro estudio sobre los o-
peradores de composicién ponderados: los operadores de composicién en los
espacios de Hardy en el semiplano. Damos una nueva prueba del resultado de
V. Matache que afirma que no existen operadores de composicién compactos
en H, (IT) . De hecho, probamos que tampoco hay operadores de composicién
débil compactos de Hy (IT) en sf mismo. Obtenemos también que no existen
operadores de composicién Cy : H, (I) — H, (II) continuos si p > ¢, que
todo operador de composicién continuo Cy : Hy (IT) — H, (I), con 1 < g <
oo, es completamente continuo y, finalmente, caracterizamos la continuidad
completa de Cy : Hy (II) — H; (II).

Capitulo 3: En el Capitulo 3 consideramos los espacios de funciones
cuyas derivadas estdn en los espacios de Hardy, es decir, los espacios

Sp={f€eH(D): f' € Hy}

para 1 < p < oo. Todas las funciones de esta familia de espacios pertenecen
al 4lgebra del disco, es decir, tienen extensiones continuas a . Por tanto, la
inclusién de S, en A es continua para todo p. Este hecho es clave para obtener
el punto de arranque del capitulo: el operador W, : S, — S, es continuo
si, y s6lo si, lo es W,y : H, — H,y (Teorema 3.2). El resto de la primera
seccién del capftulo se dedica a obtener consecuencias de este teorema y de los
resultados sobre continuidad de los operadores de composicién ponderados
entre espacios de Hardy.

En la segunda seccién tratamos el problema de la compacidad. Comen-
zamos observando que la inclusién de S, en el dlgebra del disco es compacta si,
y sélo si, 1 < p < oo. S1 se verifica que la inclusién de S; en H; es compacta.
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A partir de aqui obtenemos que si (p, q) # (1,00), entonces Wy, 4 : S, — Sy
es compacto si, y sélo si, W,y : H, — H, es compacto (Teorema 3.14).
Podemos ahora aplicar los resultados del Capitulo 2. En cuanto a los opera-
dores W, : S1 — Ss vemos que son compactos si, y sélo si, |l¢ll5 <10

se verifica que

, VI A LA Gl
RO sy

(Teorema 3.16).

En la tercera seccién del capitulo obtenemos que los operadores Wy :
Ss — 51 son débil compactos siempre que sean continuos y que para los
restantes casos no triviales (W, : S1 — S1, Wey 0 S1 = Soo ¥ Woy
Seo — So) la compacidad débil equivale a la compacidad (Corolario 3.33 y
Proposicién 3.35).

Finalizamos el capftulo con una seccién dedicada a los operadores com-
pletamente continuos. A diferencia de las secciones anteriores, ahora se tiene
que la inclusién de S; en el dlgebra del disco es completamente continua.
Esto nos permite obtener que W, : S, — S, es completamente continuo si,
y s6lo si, W,y : H, — Hy lo es (Proposicién 3.38).

Capitulo 4: Finalmente, en el tltimo capitulo estudiamos los operadores
de composicién ponderados en los espacios de funciones con crecimiento con-
trolado en la frontera HC y HS® definidos por

HY = {f € H(D): ‘li|mlv(z) If(2)| = 0}
HY = {f € H(D) : supv(z) |f(2)] < oo}
zeD
dotados en ambos casos con la norma ||-||, definida por

I £ll, = iggv(z) |f(2)]

siendo v : D — R un peso (véase la Definicién 1.7). Ademds, aplicamos
los resultados obtenidos al estudio de los operadores de composicién en los
espacios de tipo Bloch. Concretamente, en la primera seccién caracterizamos
la continuidad de los operadores W,y : HS — HQ y W,y : H® — H;Y en
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funcién de los sfmbolos ¢ y 1 y de los pesos v y w (Proposiciones 4.1 y 4.2).
Es mé4s, calculamos la norma de dichos operadores. Finalizamos la seccién
resolviendo el problema de qué funciones ¢ y 1 verifican los operadores W, ,; :
H? — H? y W,y : H® — HZ son continuos para todo peso v (Teorema
4.6).

En la Seccién 4.2 pasamos a estudiar la compacidad de estos operadores.
Para ello calculamos la norma esencial del operador cuando el peso v es
tipico. Esto nos permite caracterizar la compacidad de los operadores Wy, :
H? — HY y W,y : H® — HZ. El punto que creemos més interesante en
la prueba de estos resultados es la construccién de una sucesién de operado-
res compactos que “aproxima’ a la identidad y que nos permite calcular la
norma esencial (Corolarios 4.11 y 4.13). Finalizamos la seccién calculando
los pares de funciones ¢ y 1 tales que los operadores W, : H — H? y
Wey + Hy® — H° son siempre compactos independientemente del peso v
considerado (Corolario 4.14).

En la tercera seccién del capitulo probamos que si el operador W, :
H? — H? no es compacto entonces existe un subespacio de H? isomorfo
a ¢y tal que el operador actia como un isomorfismo sobre dicho subespa-
cio (Teorema 4.15). Esto nos permitird probar que las tres propiedades de
compacidad que estamos estudiando (compacidad, compacidad débil y con-
tinuidad completa) son equivalentes para los operadores W, : HY — HY 'y
W : HY® — HZ® (Corolarios 4.16 y 4.18).

Para terminar, en la Seccién 4.4 aplicamos los resultados anteriores a
los operadores de composicién en los espacios de tipo Bloch. Usamos que,
para un cierto peso v, el espacio H° es isométrico a un hiperplano del es-
pacio de tipo Bloch B,. Este hecho nos permite probar que el estudio del
operador de composicién C, : B, — B, equivale al estudio del operador
de composicién ponderado W, . : HY — Hp, siendo v, el peso dado por
v (2) = (1— |z|2)r . De esta forma, caracterizamos la continuidad, compaci-
dad, compacidad débil y la continuidad completa del operador C,, : B, — B,.

Operadores de composicién ponderados: algunos problemas abier-
tos

Para finalizar nos gustaria comentar algunos de los problemas abiertos
que planteamos en la memoria asf como otros futuros trabajos que podrian
continuar con lo ya realizado en esta memoria. La siguiente lista de pro-
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blemas no pretende ser exhaustiva sino simplemente mostrar algunas de las
cuestiones que directamente o de manera colateral nos hemos planteado du-
rante estos tltimos afios y que creemos que pueden ser objeto de estudio.

Problema 1. El estudio de los operadores de composicién pondera-
dos en los espacios de Hardy que realizamos en el Capitulo 2 creemos que
puede ser completado considerando otros tépicos. Una de las lfneas de inves-
tigacién sobre operadores de composicién ponderados que actualmente tiene
més vitalidad es el calculo (o al menos estimaciones razonables) de la norma
esencial de estos operadores. En el afio 1987, J. H. Shapiro inici6 el estu-
dio de la norma esencial de los operadores de composicién. Posteriormente,
han aparecido una gran cantidad de trabajos interesantes donde se estudia
dicha norma mostrando la estrecha relacién entre resultados de la teoria de
funciones de variable compleja y la teorfa de operadores. En el afio 2000, A.
Montes Rodriguez y nosotros mismos, calculamos la norma esencial en H;°.
En el afio 2001, B. D. MacCluer y R. Zhao obtuvieron nuevos resultados
sobre la norma esencial de los operadores de composicién ponderados en los
espacios de Bloch. Hasta donde conocemos, no se han obtenido estimaciones
de tales normas en los espacios de Hardy.

También creemos de interés el estudio de la continuidad y compacidad de
los operadores W, : H, — Hy cuando ¢ < p (estos problemas aparecen més
detallados en el Capitulo 2).

Problema 2. De manera ansloga al estudio realizado en los espacios de
Hardy, en los espacios S, y en los espacios H;° y HY, pretendemos continuar
con otros espacios de funciones analiticas como, por ejemplo, los espacios de
Bergman, Dirichlet y de Besov. Algunas de las técnicas que desarrollamos
en la memoria se pueden adaptar sin demasiada dificultad a los espacios de
Bergman. Por ejemplo, siguiendo los pasos de la prueba del Teorema 2.47
se puede obtener que un operador de composicién ponderado en el espacic
de Bergman A? = {f € H(D) : [p|f (2)|dA(2) < oo} es compacto si, y sélo
si, es débil compacto. Sin embargo, otros posibles resultados necesitardn la
introduccién de nuevas herramientas tanto de Anglisis Funcional como de
Analisis Complejo.

Problema 3. Como ya hemos comentado, los semigrupos de operadores
de composicién ponderados han sido estudiados en los espacios de Hardy y
de Bergman. Sin embargo, no se ha realizado tal estudio en otros espacios de
funciones analiticas como el dlgebra del disco, los espacios de Bloch,... Incluso
en muchas de estas situaciones atin no se han estudiado los semigrupos de
operadores de composicién. En el trabajo de A. G. Siskakis [87] se plantea



dicho estudio. A diferencia de lo que sucede en los espacios de Hardy, donde
todo semigrupo de operadores de composicién es fuertemente continuo, no
parece que esto sea lo que sucede en el dlgebra del disco, BMOA o el espacio
de Bloch. Aparece aquf una interesante linea de trabajo que actualmente
tiene una gran vitalidad.

Problema 4. A la vista de lo expuesto anteriormente sobre los opera-
dores de Cesaro y de Hilbert, pensamos que los operadores de composicién
ponderados pueden arrojar nueva luz sobre éstos en otros espacios de fun-
ciones analiticas distintos de los espacios de Hardy. No cabe esperar una
respuesta siempre positiva. Por ejemplo, el operador de Hilbert no es con-
tinuo en H,, ni en el espacio de Bloch. Este estudio debe mostrar nuevas
desigualdades sobre los coeficientes de Fourier de una funcién analitica en el
disco unidad.

Problema 5. Mis a largo plazo se podrian considerar otros problemas
como la ciclicidad e hiperciclicidad, relacién de los operadores de composicién
ponderados con otros ideales de operadores como los absolutamente sumantes
o el estudio de su espectro. Asimismo, se pueden considerar problemas and-
logos a los aquf tratados en varias variables complejas.
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Capitulo 1

Definiciones y primeras
propiedades

En este capftulo introducimos los dos conceptos claves de nuestro trabajo:
espacio de Banach de funciones analiticas y operador de composicién pon-
derado.

En primer lugar presentamos los espacios de Banach en los que vamos a
centrar nuestro estudio. Todos ellos tienen en comiin que sus elementos son
funciones analiticas en el disco unidad. De hecho, algunos de los resultados
que veremos dependen solamente del comportamiento de los funcionales de
evaluacién en puntos de dicho disco. Esto nos ha llevado a introducir el
concepto de espacio de Banach de funciones analtticas que aparece en la
Definicién 1.1. En la literatura aparecen otras nociones de espacio de Banach
de funciones analfticas que no coinciden con la dada aqui. Puede verse, por
ejemplo, la que aparece en el texto de C. C. Cowen y B. D. MacCluer [20, p4g.
2]. La nuestra es algo més restrictiva que la que usan dichos autores pero
nos permite unificar algunas pruebas como, por ejemplo, la caracterizacién
de la compacidad de los operadores de composicién ponderados (Proposicién
1.21). De esta forma podemos presentar parte de los resultados preliminares
bajo un tinico enunciado vélido en los diferentes contextos en que nos move-
remos. Damos, por supuesto, una lista de ejemplos de espacios de Banach
de funciones analiticas que son precisamente los que irdn apareciendo en el
resto de la memoria.

En la segunda seccién de este capitulo introducimos el concepto de o-
perador de composicién ponderado y obtenemos algunas caracterizaciones
y condiciones necesarias tanto de su continuidad como de su compacidad.

1



2 Capitulo 1. Definiciones y primeras propiedades

Todos estos resultados aparecerdn de manera reiterada en los restantes capi-
tulos.

En este capftulo introducimos la mayorfa de las notaciones y terminologfa
que se usardn en la memoria.

1.1 Espacios de Banach de funciones analiti-
cas

Comenzamos la seccién fijando alguna notacién. Como es usual, denotare-
mos por C al plano complejo, I al disco unidad abierto y por T a su fron-
tera. H (D) seréd el espacio de las funciones complejas y analiticas en el disco
unidad. También, dada la reiteracién de veces que aparecerdn en la memo-
ria, fijaremos una notacién para los monomios. Para cada nimero entero no
negativo n, llamaremos x,, a la funcién x,, (2) = 2" para todo z € D.

Definicién 1.1 Se llama espacio de Banach de funciones analiticas (sobre
D) a todo espacio de Banach que sea un subespacio vectorial de H (D) veri-
ficando que

(i) La bola unidad del espacio es un conjunto relativamente compacto en
la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos.

(17) Los polinomios estdn incluidos en el espacio.

Observemos que, por el Teorema de Montel, ser un conjunto relativamente
compacto en la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos equi-
vale a ser un conjunto localmente acotado en D. Esta propiedad se puede rees-
cribir en términos de los funcionales de evaluacién que pasamos a describir.
Dado un espacio de Banach X, para cada z € D, llamaremos funcional de
evaluacion en z a la aplicacién lineal

6,: X — C
f = f(2).

La acotacién en el punto z de la bola unidad de X equivale a la continuidad
del funcional é,. Asimismo, que la bola unidad del espacio X sea localmente
acotada en D equivale a que para cada 0 < r < 1, el conjunto {6, : |2| <}
esté acotado en X* (dual topoldgico de X). Este sers el camino habitual



1.1. Espacios de Banach de funciones analiticas 3

para comprobar la primera de las condiciones que aparecen en la definicién
anterior. Por otro lado, cuando usemos esta propiedad, siempre lo haremos
de la siguiente forma: toda sucesién acotada en un espacio de Banach de
funciones analfticas tiene una subsucesién que converge uniformemente sobre
compactos de D.

En lo que resta de seccién presentamos los espacios de Banach de fun-
ciones analiticas que aparecerdn en la memoria.

Los primeros espacios que introducimos, y a los que dedicamos el Capitulo
2, son los espacios de Hardy. Estos espacios tienen sus origenes en trabajos
publicados a comienzos del siglo XX debidos, entre otros, a A. Beurling,
W. Blaschke, G. H. Hardy, J. E. Littlewood, R. Nevanlinna, R. E. A. C.
Paley, 1. I. Privalov, F. y M. Riesz, V. Smirnov, G. Szegd y A. Zygmund.
Posteriormente, otros matemsticos de gran importancia del pasado siglo han
trabajado en propiedades de estos espacios y en su aplicacién a otros campos.
Destaquemos, por ejemplo, a J. Bourgain, L. Carleson, P. L. Duren, C. Fef-
ferman, D. E. Marshall, W. Rudin, J. H. Shapiro, A. L. Shields y J. Wermer.
Ademdés, se han escrito varias monografias sobre los espacios de Hardy como,
por ejemplo, las de P. L. Duren [25], S. D. Fisher (28], J. B. Garnett [31], K.
Hoffman [35] y P. Koosis [47]. Pasamos, sin més, a introducir estos espacios.

Definicién 1.2 Para 1 < p < oo se define el espacio de Hardy, que denota-
mos H,, como

H,:

Il

{fe HD):|fllg, <oof,

donde
1/p

' 1 27 P
£l = 1 (= [ 17 () a)

1f1l g7, =sup |f (2)]-
z€D-

sil<p<ooy

Dotados con la norma ||-| , los espacios de Hardy son espacios de Ba-
nach.
Es claro que si 1 < p < ¢ < 00, entonces

Hooqu;Hngla

siendo todas estas inclusiones continuas.
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Una de las propiedades que permite trabajar a menudo con cierta como-
didad en estos espacios es que se pueden identificar con subespacios cerrados
de los espacios de funciones integrables en T. En el siguiente resultado debido
a P. Fatou y cuya prueba puede verse en 73, Teorema 17.3.3] concretamos
esta afirmacién. Para simplificar la notacién, en lo que sigue denotaremos
L, al espacio de las funciones p-integrables L, (T, m), donde m denota la
medida de Lebesgue normalizada en T.

Proposicién 1.3 Sea 1 < p < oco. Para toda f € H, existen los limites
radiales en casi todo punto de la frontera unidad. Es decir, eziste

f* (eie) — ll_r)l}f (,’.eiO)

en casi todos los puntos € de T. La funcién f* as? definida pertenece a
L, (T,m). Ademds

. 1 o 6\ |P 1 o * [ 10\ |P
lim — lf(re )| d6’=—/ [f (e )\ de
0

r—1 27 0 2

y la aplicacion T : H, — L, (T), T(f) = f*, es una inyeccidn isometrica
(no sobreyectiva).

Teniendo en cuenta este resultado, y haciendo un pequefio abuso de no-
tacién, cuando estemos trabajando con funciones de H, seguiremos llamando
f ala funcién f*.

En [20, Proposition 2.25] puede verse el resultado de J. Ryff que afirma
quesi f € Hy y ¢ : D — D es una funcién analftica entonces (f o @) () =
f* (¢* (¢")) en casi todo punto e® € T. Por consiguiente, si ¥ también
pertenece a Hy y es tal que ¢ f o ¢ € Hj, entonces

('l,bfo QO)* (eie) — w* (eia) f* ((’0* (eiﬂ))

en casi todo punto e € T. En el Capitulo 2 haremos uso de este resultado
sin hacer mencién explicita de él.

En el siguiente resultado, muy conocido y cuya prueba se puede consultar
en [20, Corollary 2.14], se afirma que los operadores de evaluacién puntual
sobre H,, son siempres continuos.
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Proposicién 1.4 Sea 1 < p < oo. Para cada z € D, el funcional de evalua-
cion 6, : H, — C es continuo y se verifica que
1

1161 Hy = (1 _ |Z|2)1/p

i1 < p < ooy |8]lg, =1 Portanto, los espacios de Hardy (Hp, H||Hp)

son espacios de Banach de funciones analiticas.

Pasamos a definir los espacios que notaremos S, que estdn {ntimamente
ligados a los que hemos introducido anteriormente. Dichos espacios estdn
formados por las funciones analiticas en el disco unidad cuya derivada estd
en H,. Estos espacios y los operadores de composicién definidos entre ellos
también han sido estudiados, entre otros, por B. D. MacCluer, R. Roan o
J. H. Shapiro (véanse, por ejemplo, [54], [71] y [82]). Ademss, C. C. Cowen
y B. D. MacCluer [20, Chapter 4] hacen un estudio de los operadores de
composicién en dichos espacios.

Definicién 1.5 Para 1 < p < oo se define el espacio
S,:={fe H(D): f' € Hy}.
Dotando a este espacio con la norma

1£1ls, = 1f O + 171l

es inmediato comprobar que (Sp, I8l s,,) es un espacio de Banach.

Una de las principales propiedades de estos espacios es que sus funciones
son continuas en todo punto de la frontera de D y, por tanto, son funciones
del algebra del disco, A (espacio de las funciones analiticas en I y continuas
en D dotado con la norma || f||, = sup{|f (2)| : z € D}). Las funciones que
pertenecen a estos espacios son continuas en el disco unidad cerrado. Esto
se sigue, por ejemplo, del teorema cldsico de Privalov (véase [25, Theorem
3.11]) o de los teoremas cldsicos de Hardy y Littlewood acerca del orden de
crecimiento de funciones analiticas [25, Chapter 5]. A los espacios de Banach
de funciones analiticas en los que todas sus funciones estdn acotadas se les
conoce en la literatura como espacios pequerios. Tenemos asi que los espacios
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S, son espacios pequeiios. Mds adelante saldran nuevos ejemplos de espacios
pequenos.

Por el Teorema de la Gréfica Cerrada, la aplicacién inclusién de S, en
el slgebra del disco es continua. Denotemos por ¢ a la norma de dicha
aplicacién. Puesto que, [|6,]| 4« = 1, se tiene que ||6,| s < c||6.]
para todo z € D. En particular, los espacios S, son espacios de Banach de
funciones analiticas. En el Capitulo 3, veremos que la inclusién anterior es
compacta cuando 1 < p < 0o, un hecho que serd clave en el estudio de los
operadores de composicién ponderados en S,.

La siguiente clase de espacios que vamos a introducir son los espacios de
tipo Bloch. Estos espacios han sido ampliamente estudiados tanto por su in-
terés intrfnseco como por su relacién con diferentes dreas del anélisis. Autores
como S. Axler, J. A. Cima, J. L. Ferndndez, N. Makarov, Ch. Pommerenke,
K. Zhu y un largo etcétera han contribuido con sus trabajos al conocimiento
de estos espacios. De la década de los 70 merece la pena destacar dos trabajos
que muestran el estado en que se encontraba el estudio del espacio de Bloch.
El primero de ello se debe a J. M. Anderson, J. Clunie y Ch. Pommerenke
[1] y el segundo a J. A. Cima [13]. Mé4s recientemente mencionamos en esta.
linea el trabajo de K. Zhu [91].

A =€

Definicién 1.6 Para cada valor de oo > 0, se define el espacio de tipo Bloch

B = {7 H (D) ssup (1= |o)°17 ()] < +oc .
Llamaremos espacio pequerio de tipo Bloch a
B ={se®: lm (-1 @I=0}.
S1 dotamos a ambos espacios con la norma
1£lls, = 17 (O)] + sup (1 - 12717 (),
éstos son espacios de Banach.
Es f4cil observar que B2 es un subespacio cerrado de B,, para cada o > 0.

Para o = 1 obtenemos los llamados espacio de Bloch y espacio pequenio de
Bloch que denotaremos simplemente por B y B° respectivamente. Cuando
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0 < a < 1 el espacio B, se puede identificar con el espacio de las funciones
analiticas y lipschitzianas en el disco unidad de orden 1 — «, es decir, el
espacio de las funciones analiticas en el disco unidad tales que

1/ (z) = f ()| < Clz—w| ™

para cierta constante C > 0 (que depende de f) y para todo z,w € D (véase,
por ejemplo, [20, Theorem 4.1]). Se tiene asf que los espacios B, y BY para
0 < a < 1 son nuevos ejemplos de los que antes hemos llamado espacios
pequenos.

Si tomamos f una funcién en la bola unidad del espacio B, y z € D, se
tiene que

f @ < 1FO1+1f () = fOI<If(0)]+]2] sup |f (w)l

[wi<|2|

1 1
< 0)] + —— <1+ ——==.
=AY T (R

Por tanto, ||6,| y tenemos asf que tanto B, como B2 son

B =1+ (1—|i|2)
espacios de Banach de funciones analiticas.

Los tdltimos ejemplos de espacios de Banach de funciones analiticas que
introduciremos por ahora son los espacios de funciones con crecimiento con-
trolado en la frontera de D. Estos espacios comienzan a aparecer en la lite-
ratura para estudiar el crecimiento del médulo de funciones analiticas en el
disco unidad cerca de la frontera. Conocidos matemadticos han trabajado en
propiedades de estos espacios o con operadores definidos entre ellos. Men-
cionemos, por ejemplo, a K. Bierstedt, P. Bonet, P. Domanski, M. Lindstrom,
W. Lusky, L. A. Rubel, A. L. Shields o J. Taskinen (véase [7], [8], [10], [50],
[51], [72] y las referencias que aparecen en estos articulos). Antes de pasar a
definir estos espacios precisaremos el concepto de peso que vamos a usar.

Definicién 1.7 Llamamos peso radial, o simplemente peso, a toda funcion
v: D — R continua, acotada, estrictamente positiva, decreciente con respecto
al médulo y tal que v (z) = v (|z|) para todo punto z de . Llamamos peso
tipico a todo peso radial que verifique ademds que

lim v(z) =0.
|z|—1— ()
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En la siguiente figura mostramos la gréfica esténdar en [0, 1] de un peso
tipico y otro no tipico.

0 Peso tipico 1 0 Peso no tipico 1

Ejemplo 1.8 Dada una funcién f analitica en D tal que f(0) # 0, denota-
mos por M (f,r) = supy,_,|f (z)| para cada r € [0,1). Es fécil comprobar
que v(z) = 1/M(f,|z]) es un peso radial (no necesariamente tipico). De
los pesos que surgen de esta forma merece la pena destacar, por motivos
que comentaremos més adelante, el dado por v(z) = (1 — |2|)® donde « es
una constante positiva. En este caso se tiene que v es un peso tipico para
cualquier o > 0.

Con esta nocién podemos ya presentar los espacios de funciones con cre-
cimiento controlado en la frontera del disco.

Definicién 1.9 Dado un peso v se definen los espacios

HY = {1 HO): lim o)1) =0

|z|]—1~

HY = {f € H(D) : supv(z) |f(2)] < oo}
z2eD
dotados en ambos casos con la norma ||-||, definida por

I£1l, = supv(z) [f(2)].
2€D

Obviamente tanto H? como HZ son espacios de Banach y HC es un
subespacio cerrado de H°. Ademds, si v es un peso no tipico (en particular si
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v = 1) se tiene que H° es precisamente el espacio H, de todas las funciones
analiticas y acotadas en el disco unidad y

#o={renm): i 176 =0} = (0}

Por otro lado, es claro que Hy, estd siempre contenido en Hg° para cualquier
peso. Es més, se tiene que Hy, esta estrictamente contenido en Hy° si, y sélo
si, v es tipico [10, Corollary 1.2].

Intimamente relacionado con cada peso tipico se encuentra su peso aso-
ciado. Muchos de los resultados que veremos més adelante sobre propiedades
de los espacios H? y H® y sobre operadores definidos en ellos se obtienen en
términos de dicho peso y no directamente en términos del peso v. Es mds,
como vamos a ver, dicho peso asociado es el apropiado para el estudio de
162\l £10y~ - Es por ello que nos detendremos por un momento en profundizar
en el estudio de este concepto.

Como es usual, denotaremos por Bx a la bola unidad del espacio X.

Definicién 1.10 Dado un peso v se define el peso asociado a v como
#(z) = 1/sup {|f(2)| : f € B}

Los resultados que presentamos a continuacién se deben a J. Bonet, P.
Domanski, M. Lindstrém y J. Taskinen [10]. Para un estudio mds completo
de los pesos asociados se puede consultar el trabajo realizado por K. Biers-
tedt, J. Bonet y J. Taskinen [7].

Proposicién 1.11 Sea v un peso. Entonces se verifican las siguientes afir-
maciones:

(i) 0 <v <7 y7v estd acotada.

(i) La funcion U es continua y radial. Ademds v es decreciente como fun-
cién del médulo. Es decir, U es un peso. Ademds, el peso U es tipico
siempre que v lo sea.

(ii3) || fll, < 1 si, y s6lo si, || fll; < 1. Es decir, los espacios Hy° y H® son
1S0métricos.
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(iv) Siw es tipico, entonces
sup{]f(z)| . fe BHgO} = sup{|f(z)l  fe BHg}‘

En particular, los espacios HC y H? también son isométricos.

De la definicién y del resultado anterior se tiene obviamente que

1821l ey = N16:ll zrg)- = 1/0(2)-

Nétese que, en general, los pesos v y ¥ no son equivalentes. Cuando esto
ocurra diremos que el peso es esencial. Concretamente

Definicién 1.12 Diremos que un peso v es esencial si existe una constante
C > 0 tal que
v(2) <9(z) < Cv(z) para todo z € D.

Teniendo en cuenta la Proposicién 1.11, el peso v es esencial si existe una
constante C' > 0 tal que v(z) < Cv(z) para todo z € D.

Veamos a continuacién algunos ejemplos de pesos esenciales que serdn de
utilidad durante el desarrollo del Capitulo 4.

Ejemplo 1.13 Si f € H (D) con f(0) # 0 entonces el peso v(z) = 1/M(f,|z|)
es esencial; de hecho v(z) = v(z) para todo z € D. En efecto, si fijamos un
punto z € DD entonces se tiene que

M(f,|2]) = max {|f(w)| : Jw| = |2]} = | f(wo)|

para un cierto punto wy € D con |we| = |z|. Observemos que f € Bys ya
que
£ (=)
fll, =supv (2) | f (2)| = sup ———= <supl =1
1fll, = supv () |f (2)] = sup MF 2 = S

De esta forma, teniendo en cuenta esto y que los pesos asociados son radiales,
se cumple que

1
N sup {|h(w0)| :he BHgo}
< 1 _ 1
= [flwo)l  M(f,]z])

La otra desigualdad es siempre cierta (Proposicién 1.11 (3)).

v(2) = v(wo)

= v(z).
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Ejemplo 1.14 Para cada 0 < p < oo los pesos dados por v, (2) = (1 — |z|2)p
son pesos tipicos esenciales. De hecho, v, = v,. En efecto, veamos que estos
pesos son un caso particular del ejemplo anterior para la funcién f(z) =
(1 — 22)7®. Para ello basta comprobar que 1/M(f,|z|) = v,(2). Fijemos un
punto z € . Entonces
M (f,]2]) = ma | ()] = max —
, = max |f (w)] = max ——=
feol=l2] jwi=lz |1 — w?[”
1 1

< max NP IND
wi=lzl (1 —|w|®)” (1 —|2]%)

1 1
M (f,12]) = max Tt 2 o

Asi, se verifica que M (f,|z]) = (1 — |z|2) P 0 equivalentemente, v, (z) =
M (f,|z])"". Por tanto, v, es un peso esencial y v, = T,

L. A. Rubel y A. L. Shields [72] estudiaron diferentes propiedades sobre la
dualidad de estos espacios. En particular, probaron que si v es un peso tipico
entonces el bidual de H? es isométrico a H2°. En el Capftulo 4 comentaremos
con mas detalle este hecho. Ademds, W. Lusky prob6 que para una gran
mayoria de pesos v, los espacios H? y H® son isomorfos a los espacios de
sucesiones ¢y y 4o Tespectivamente [50], [51].

1.2 Operadores de composicién ponderados

En la primera seccién de este capiftulo introductorio hemos visto los espacios
en los que hemos centrado nuestro trabajo. Dedicamos esta segunda seccién
a presentar los operadores de composicién ponderados.

Dado que durante toda la memoria utilizaremos constantemente funciones
¢ analiticas en el disco unidad con imagen también incluida en el disco unidad
y para que la lectura de esta memoria resulte mds cémoda, le daremos nombre
al conjunto formado por dichas funciones.

Definicién 1.15 Denotemos por ® al conjunto de las autoaplicaciones del
disco, es decir,

®={pec H(D):p(D) CD}.
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Dado w € D, definimos
z—w

La funcién ¢, es una transformacién de Mébius que aplica el disco unidad
sobre sf mismo y lleva w en 0.

Pasamos ya a definir los operadores que vamos a estudiar en esta memoria.
Este tipo de operadores no son més que la composicién de otros dos opera-
dores que han sido ampliamente estudiados: los operadores de composicién
y los operadores de multiplicacion.

Definicién 1.16 Para cada ¢ € ® y ¢ € H (D) llamamos operador de com-
posicion ponderado (con stmbolos ¢ y 1), operador que denotaremos mediante
W, a aquel que asigna a cada funcion f € H (D) la funcién

Weu (f) =9 (fop).

En particular, cuando ¥ (z) = 1, a estos operadores se les denomina opera-
dores de composicion (con stmbolo ¢) y los denotaremos por C, y, cuando
¢ (2) = z, se les denomina operadores de multiplicacion (con simbolo ) y
los denotaremos M. Puesto que cuando la funcidn ¢ es idénticamente nula
el operador W, es el trivial, supondremos siempre que existe algin punto
z € D donde ¢ (z) # 0.

Obviamente estos operadores llevan funciones de H (D) en H (D). Nues-
tro objetivo es estudiar cudndo los operadores de composicién ponderados
transforman los espacios de funciones analiticas definidos en la seccién an-
terior en espacios de la misma clase de manera continua o compacta. La
mayoria de los resultados que caracterizan la continuidad o la compacidad
dependen fuertemente del espacio donde esté definido y del que tenga por
rango. No obstante, hay una serie de observaciones comunes en todos los
espacios de Banach de funciones analfticas que merece la pena poner en este
contexto més abstracto en aras de evitar la reiteracién de argumentos co-
munes.

Utilizaremos en multitud de ocasiones que si nuestros operadores estdn
bien definidos entonces, automdticamente, son continuos.

Proposicién 1.17 Sean X eY espacios de Banach de funciones analiticas.
St Wy (X) CY, entonces el operador W,y : X — Y es continuo.
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Demostracién. Obviamente aplicaremos el Teorema de la Gréfica Cerrada.
En efecto, sea {f,} una sucesién en X tal que {f,} converge a cero en X y
existe g en Y tal que W,y (fn) =¥ (fr © p) converge a g en Y. Tenemos que
probar que g = 0.

Teniendo en cuenta la Definicién 1.1, existe una subsucesién { f,, } de { f»}
tal que {f,,} converge a cero para la topologia de la convergencia uniforme
sobre compactos de I y, en particular, f,, (2) — 0 para todo z en . Puesto
que ¢ (2) € D para todo z en D, se tiene que ¥ (2) fn, (¢ (2)) — 0 cuando
k — oo, para todo z en I. De esta forma se tiene que g (z) = 0, para todo z
en D. W

El siguiente resultado nos muestra que de todos los operadores definidos
entre dos espacios de Banach de funciones analiticas, los inicos cuyos adjun-
tos transforman funcionales de evaluacién en muiltiplos de dichos funcionales
son precisamente los operadores de composicién ponderados. De hecho, va-
mos a obtener cémo actiian dichos adjuntos sobre un funcional de evaluacién.
La prueba de este resultado es una ligera generalizacién de [20, Theorem 1.4].

Proposicién 1.18 Sea T : X — Y un operador continuo entre dos espacios
de Banach de funciones analiticas X e Y. Entonces T es un operador de
composicion ponderado si, y solo st,

T"(A(Y)) € A(X),
siendo el conjunto
A(Z)={N,: AeC, ze D} C 77,
para Z =X o Z =Y. En este caso, si T = W, entonces se tiene que
o (02) =¥ (2) 6p(a)-

Demostracién. Supongamos que existen ¢ € ® y ¥ € Y tales que T' =
W, Fijemos z € D. Entonces, para cada f € X y A € Cse verifica que

(T* (26.)) (F) = (A6:) (Tf) = X () f (0 (2)) = M) (2) bpie (F) 5

luego T* (A\6,) = M) (2) 6,y ¥, por tanto, T* (A(Y)) € A(X).
Reciprocamente, supongamos que T* (A (Y)) € A(X). Recordemos que

las funciones x, ¥ X; estdn en X. Tomemos ¢ := T (x,) € Y. Notemos que

T*(6.) (xo) = 6: (¥) = ¥ (2) y que para f € X se tiene que T (f)(2) =
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T*(8,) (f) . De esta forma, si 9 es la funcién nula, entonces se tiene que el
operador T es idénticamente nulo y podemos tomar ¢ cualquier elemento
de ®. Podemos, por tanto, suponer que ¥ no es la funcién idénticamente
nula. Para definir la funcién ¢, tomemos z € D. Si ¢ (2) # 0, entonces,
por hipétesis, existe un punto en I que denotamos ¢ (z) tal que 7™ (6,) =
Y (2) by(z)- Por otro lado, considerando la funcién x;, obtenemos que

T (x1) (2) = 6 (Tx1) = T" (82) (x1) = ¥ (2) bp(z) (x1). = ¥ (2) ¢ (2) -

Asi, se tiene que ¥ € Y, es decir, existe una funcién f € Y tal que yp =
f. De esta manera, en los puntos donde ¢ no se anule, se tiene que ¢ =
f/4 es analftica. Por otro lado, como v es analitica en D), sus ceros son
aislados. De esta forma, la funcién ¢ es analftica excepto en un conjunto
donde todos sus puntos son aislados. Puesto que la funcién ¢ estd acotada,
todas sus singularidades aisladas son evitables. Extendemos asi ¢ a todo el
disco abierto de forma analftica.
Concluimos que

T (f)(2) = 6:(Tf) =T" (6:) (f) = ¥ (2) bp(y (f) = ¥ (2) [ (9 (),

luego T' =W, ,. R

La descripcién de cémo actia el adjunto de un operador de composicién
ponderado sobre los funcionales de evaluacién dada en el anterior resultado
nos permite obtener una condicién necesaria para su continuidad. A partir
de ahora haremos uso de la notacién ||T||,_, para la norma del operador
T : X — Y. Cuando no haya lugar a confusién con los espacios X e Y se
denotara simplemente por ||T7|.

Corolario 1.19 Sean p € ®, v € H(D) y X e Y dos espacios de Banach
de funciones analiticas. St el operador W, : X — Y es continuo, entonces

)
L 2PNX < (W .
o ||6z| ” = ” ‘Pﬂ/’”X——»Y

Demostracién. Tenemos que W , : Y — X* es continuo y, por la proposi-
cién anterior, W , (6.) = ¥ (2) 64(z) para cada z € D. Asf se verifica que

||W;,¢ (5z)‘ X < HW;,qp| YHX* 6| Y* — ||W%¢||X_>y 16| Y*
0, equivalentemente, que
% () 6o |l o < IWollxoy 18511y . M

En particular, cuando tenemos un operador de multiplicacién se tiene que
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Corolario 1.20 Sea v € H(D) y X e Y dos espacios de Banach de fun-
ciones analiticas. Si el operador My : X — 'Y es continuo entonces

up |9 (2)|

ze
En particular, si My, : X — X es continuo entonces ¢ € He.
El recfproco de los dos anteriores corolarios esté lejos de ser cierto. Por

ejemplo, si consideramos el espacio de Bloch B, es bien conocido que My, (B) C
Bsi,ysolosi, ¥ € Hy y

sup (1 — |23 |2 (2)|1o < 00
zeg( 12]%) [¢' ()] BT

(véase [69, Theorem 1], aunque hay otras referencias anteriores a esta). Si

21
consideramos la funcién 9 (z) = i1, se tiene que |¢ (2)| = eJI?ITI"’ < 1. Por
tanto, ¥ € Hu. Sin embargo no se cumple la segunda afirmacién. En efecto,
si tomamos un punto de la forma z = cos () €, con 6 # 0, un sencillo célculo
muestra que

1 2oL 2 1
1= 122 [ (2)| 1o = (1—=1z}) el lo
(=) W (o= = (1= 1) e = los
_sen? 9) 2
— ell—cos(9)5i9| 2sen (0) 5 log 1
|1 — cos () e sen? (0)

_ %éﬁl 2sen? ( ) 1

DI gy, log sen? (6)

2 1

= -1
e 8 sen26

y esta funcién no estd acotada para 6 € (0, 7). Es decir, My, no es un operador
de multiplicacién en el espacio de Bloch.

No obstante, a lo largo de la memoria presentaremos resultados donde el
recfproco de los anteriores corolarios es cierto. Algunos de estos recfprocos
se obtendran imponiendo restricciones al sfmbolo ¢ y otras veces el reciproco
serd cierto en familias concretas de espacios de funciones analiticas.

Ademss de la continuidad, vamos a abordar el estudio de la compacidad
de los operadores de composicién ponderados. Es bien conocido que en Anéli-
sis Matematico, la gran mayorfa de los resultados que prueban la existencia
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de algun objeto matemaético tienen detras un argumento de compacidad. En
muchas de estas ocaciones dicho argumento de compacidad se puede expresar
mediante la compacidad de un operador lineal. De ah{ el interés del estudio
de los ideales de operadores compactos. Piénsese, por ejemplo, en las aplica-
ciones del Teorema de Rellich-Kondrachov a la resolucién de ecuaciones en
derivadas parciales.

Para introducir el concepto de operador compacto, consideremos las tres
siguientes familias de conjuntos en un espacio de Banach: los conjuntos acota-
dos, los conjuntos relativamente compactos en la topologfa débil y los conjun-
tos relativamente compactos en la topologfa de la norma. Es bien conocido
que un operador lineal y continuo entre dos espacios de Banach conserva
estas familias. Pues bien, las nociones de compacidad para operadores se
introducen para estudiar aquellos operadores que transforman una de estas
familias en otra més pequenia. Nosotros nos vamos a centrar en los tres tipos
de compacidad que mas aparecen en la literatura. Pasamos a describir dichas
nociones de compacidad. Diremos que

— un operador T entre dos espacios de Banach X e Y es compacto si
transforma conjuntos acotados en conjuntos relativamente compactos en la
topologfa de la norma (es decir, transforma sucesiones acotadas en sucesiones
que tienen una subsucesién convergente en la topologia de la norma);

—un operador 7" entre dos espacios de Banach X e Y es débil compacto si
transforma conjuntos acotados en conjuntos relativamente compactos en la
topologia débil (es decir, transforma sucesiones acotadas en sucesiones que
tienen una subsucesién convergente en la topologia débil);

— un operador T entre dos espacios de Banach X e Y es completamente
continuo si transforma conjuntos relativamente compactos en la topologfa
débil en conjuntos relativamente compactos en la topologia de la norma (es
decir, transforma sucesiones convergentes en la topologfa débil en sucesiones
que tienen una subsucesién convergente en la topologia de la norma). Estos
operadores son también conocidos como operadores de Dunford-Pettis.

Es claro que todo operador compacto es tanto débil compacto como com-
pletamente continuo. En general, ninguna otra implicacién es cierta. Ejem-
plos de ello en el contexto de operadores de composicién ponderados apare-
cerdn en los préximos capitulos. No obstante, veremos que entre ciertos
espacios de Banach de funciones analfticas sf que coinciden. Esto suceders,
por ejemplo, en los espacios H.° que estudiaremos en el Capitulo 4.

Una vez introducidos estos tres conceptos, podemos ya presentar al-
gunas observaciones sobre los operadores de composicién ponderados que
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pertenecen a uno de estos tres ideales de operadores. El primero de estos
resultados caracteriza la compacidad y la compacidad débil. Como puede
observarse en los préximos capftulos, este resultado nos permite simplificar
notablemente los argumentos de las demostraciones donde se caracteriza la
compacidad de operadores de composicién ponderados. Para los operadores
de composicién este resultado es bien conocido y puede verse para los espa-
cios de Hardy y de Bergman, por ejemplo, en el texto de C. C. Cowen y B.
D. MacCluer [20, Proposition 3.11].

Proposicién 1.21 Seanp € @, € H (D) y X eY dos espacios de Banach
de funciones analiticas. El operador W,y : X — Y es compacto (resp. débil
compacto) si, y sélo si, para cada sucesion acotada {fn} en X que converge a
cero uniformemente sobre compactos de D, la sucesion {W (fn)} converge
a cero en la topologia de la norma de Y (resp. en la topologia débil de Y).

Demostracién. Supongamos que W, : X — Y es compacto (resp. dé-
bil compacto) y sea {f.} una sucesién acotada en X que converge a cero
uniformemente sobre compactos de D. Probemos que {W,,y (f»)} converge
a cero en la topologia de la norma de Y (resp. en la topologia débil de Y).

Como W, ,, es compacto (resp. débil compacto) y la sucesién {f,} estd
acotada, existen una subsucesioén { f,, } de {f.} y g € Y tales que {Wyy (fa,)}
converge a ¢ en la topologfa de la norma de Y (resp. en la topologia débil
de Y). Pero, como {f,} converge a cero uniformemente sobre compactos de
D, se verifica que

¥ (2) fu (0 (2)) = 0

para todo z € D. Por tanto, en cualquiera de los casos, obtenemos que g debe
ser la funcién nula.

Recfprocamente, supongamos que para cada sucesion acotada {f.} en
X que converge a cero uniformemente sobre compactos de D, la sucesién
{W,.y (f2)} converge a cero en la topologfa de la norma de Y (resp. en
la topologfa débil de Y'). Recordemos que estamos denotando por Bx a la
bola unidad de X. Probemos que W, (Bx) es un subconjunto relativamente
compacto de Y (resp. relativamente débil compacto de Y). Para ello conside-
remos una sucesién { f, } en Bx. Por ser X un espacio de Banach de funciones
analfticas, Bx es un conjunto relativamente compacto en la topologfa de la
convergencia uniforme sobre compactos y, por tanto, existe una subsucesién
{fn.} de {fn} que converge uniformemene sobre compactos a una funcién
g € Bx. Por hipétesis, la sucesion {Wy,y (fn, — g)} converge a cero en la
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topologfa de la norma de Y (resp. en la topologfa débil de Y'). Por tanto,
W, : X — Y es compacto (resp. débil compacto). R

Al igual que para la continuidad, bajo hipétesis menos generales, obtene-
mos en el siguiente resultado una condicién necesaria para la compacidad de
los operadores de composicién ponderados. Casos particulares del siguiente
resultado son ya conocidos como, por ejemplo, el que aparece en el texto de
J. H. Shapiro [83, Section 3.5] para los operadores de composicién en Hs. De
hecho, nuestra prueba estd fuertemente inspirada en la realizada alli. Previo
al resultado introducimos la siguiente notacién:

Dada una funcién h: D — [0,1) y otra g : D — C diremos que

h(li)rgl 9(z) =1L

si para todo £ > 0 existe un r € (0,1) tal que si z € D es tal que h(z) > r
entonces [g (2) — L| < e.

Proposicién 1.22 Sean ¢ € ® y¢ € H(D) y X e Y dos espacios de
Banach de funciones analiticas sobre D tales que los polinomios separan los
puntos de Y* ylimy, . ||6; ||y« = oo. Entonces, si el operador W,y : X —Y
es compacto se verifica que

lim |4 (2)] Pells- _

|zl -1 1621y~

Demostracién. Para cada z € D definamos el funcional

6
k, = ———— € By~.
8.0y "

Ahora, consideremos una sucesién {z,} C D tal que |z,| — 1 y sea k un
valor adherente de la sucesién {k,,} en By-~. Probemos que k¥ = 0 con lo
que tendremos que {k,, } converge a cero para la topologfa débil-x. Sea p un
polinomio de Y. Entonces existe una subsucesién {z,, } de {z,} tal que

Jim |(k.,, ,p)| = [(k,p)].

De esta forma,

' ; ; n . 1
|<k7p>| = khm |<kznk’p>| = k_hm —%)_(—z_i S (Sup lp(z)|> lim ——— = 0.
—00 —00 H znk' v | -
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Como los polinomios separan los puntos de Y* se tiene que k = 0. Luego
{k,,} converge a cero para la topologfa débil-+ de Y.
Finalmente, por la compacidad de W,y se verifica que

Tim (|, (ks)| . =0,
es decir,
8oz | e
Jig 1 () ﬂnﬂ—“— —om
Zn Y *

También en este caso se tiene que el reciproco no es cierto. En el texto de J.
H. Shapiro aparece un ejemplo de un operador de composicién no compacto
en el espacio de Hardy H, cuyo simbolo ¢ es un producto de Blaschke y tal

: [l |
que limp,_,; 15

”H:* = 0 (véase [83, Section 10.2}).

Los espacios de Hardy H, con 1 < p < oo, el espacio H? y el espa-
cio pequeiio de Bloch B° son ejemplos de espacios de Banach de funciones
analiticas sobre D que estdn en las condiciones de la proposicién anterior.
Aunque no los hemos definido atin, merece la pena comentar que los espacios
de Bergman ponderados AS con 1 < p < ooy a > -1 también verifican
las hipé6tesis de la proposicién anterior. En cambio, ningin espacio pequeno,
como por ejemplo los espacios Sy, las verifica.

Finalizamos el capitulo con una observacién sobre el conjunto de los e-
lementos ¥ € H (D) para los que el operador W, es continuo para una
funcién fija ¢ € ®. Si X e Y son dos espacios de Banach, denotaremos
por £ (X,Y) al conjunto de los operadores lineales y continuos de X enY.
Ademés, denotaremos por K(X,Y) al espacio de Banach de los operadores
compactos de X en Y. Cuando X = Y escribiremos simplemente LX)y
K(X).

Fijada una funcién ¢ € @, el conjunto

M={W,,€L(X,Y):¢ecH(D)}

de los operadores de composicién ponderados lineales y continuos es un subes-
pacio vectorial cerrado de £ (X,Y") . En efecto, supongamos que tenemos una
sucesién {1, } tales que {W%wn} converge a un cierto operador T € L (X,Y)
en la norma de £ (X,Y") . Podemos suponer que T' # 0 pues el operador nulo
pertenece a M. Por otro lado,

lim W, (xo) =lim¥, =T (xo) enY.
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Llamemos ¥ = T (x,). Probemos que T' = W,,,. Para ello consideremos
f € X y observemos que

T(f)(2) = ImWey, (f)(2) =limy, (2) f (¢ (2))
= ¥(2) f (0 (2)) = Woy (f) (2)

Este sencilla. observacién serd de utilidad para mostrar, entre otros re-
sultados, que si 1 < p < oo, las unicas funciones ¢ € ® para las que la
continuidad de W, : H, — H, implica que ¢ € H, son los productos de
Blaschke finitos.



Capitulo 2

Espacios de Hardy

Dedicamos este capitulo al estudio de los operadores de composicién ponde-
rados en los espacios de Hardy. De entre todas las familias de espacios de
Banach de funciones analiticas que se introdujeron en el Capitulo 1, ésta es
de la que més resultados sobre operadores de composicién y de multiplicacién
aparecen en la literatura. Es practicamente imposible hacer una lista de los
resultados conocidos sobre operadores de composicién entre los espacios de
Hardy. A pesar de ello, quedan interesantes problemas abiertos que siguen
proporcionando una multitud de trabajos.

El primer resultado importante sobre los operadores de composicién en
los espacios de Hardy se tiene como consecuencia del Principio de Subordi-
nacién de Littlewood [25, Theorem 1.7] que data de 1925: los operadores
de composicién sobre los espacios de Hardy son siempre continuos. Con res-
pecto a este resultado, la situacién es algo mds compleja cuando se trata
con los operadores de composicién ponderados. Esto quedard patente con
los ejemplos que aparecen en la segunda seccién de este capitulo. Veremos
que los operadores de composicién ponderados no son siempre continuos y
daremos una caracterizacién de ésta cuando el dominio es Hy y el rango es
H, para p > q. Las tres siguientes secciones se dedican al estudio de la com-
pacidad, compacidad débil y la continuidad completa de estos operadores.
Finalizamos el capftulo con algunas aplicaciones de nuestros resultados al
estudio de los operadores de composicién entre los espacios de Hardy del
semiplano.

Antes de pasar a estudiar los operadores de composicién ponderados,
merece la pena hacer algunos comentarios conocidos por los expertos en
el 4rea sobre los operadores de multiplicacién. Consideramos conveniente

21
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escribir la demostracién ya que no hemos encontrado una referencia adecuada
para ellos.

Observemos que, por el Corolario 1.19, se sabe que si 1 < p,g < 00 ¥y
M, : H, — H, es continuo entonces

sug [ (2)] (1 — |z|2)p_q < 4o00.
z€

Es necesario pues distinguir tres casos. En primer lugar, si p = g, se tiene
entonces que 1 € H,,. Pero, como el reciproco es obvio, se verifica que el
operador My, : H, — H, es continuo si, y sélo si, ¥ € Hy. En segundo
lugar, si p < g, al verificarse que lim,,; (1 - |z|2)p_q = 00, la tesis obtenida
equivale a que limy,_,1 |¢ (2)| = 0. Por el Principio del Médulo Méximo, esto
s6lo ocurre cuando ¥ = 0. Se tiene asf que el operador My : H, — H, es
continuo si, y sélo si, la funcién 1 es idénticamente nula.

Para estudiar el caso en que p > g, necesitamos una de las herramien-
tas bésicas en el estudio de los espacios de Hardy: la llamada factorizacién
interior-exterior. De hecho, sélo necesitaremos en la memoria que dada una
funcién f € H;, existe una funcién f; € Hj, que no se anula en el disco
unidad y tal que |f (€”)| = | f1 ()| casi por doquier en T. La construccién
de tal funcién f; es bien conocida. Comentamos su prueba para simultdnea-
mente introducir alguna terminologia. Consideremos {z,} la sucesién de
ceros (contados con su multiplicidad) de la funcién f. Esta sucesién satisface
la llamada condicién de Blaschke: > >° (1 —z,|) < oo. Esto hace que el
siguiente producto, llamado producto de Blaschke, converja uniformemente
sobre compactos en el disco unidad D:

(donde hemos usado el convenio de que % = 1). La funcién B es una fun-
cién analftica en D que tiene exactamente los mismos ceros que f y tal
que ||Bll;_ = 1y |B(e?)| = 1 casi por doquier en T. Basta ahora tomar
fi1 = f/B. La funcién B es uno de los dos tipos estdndar de funcién interior.
Recordemos que una funcién g analitica en el disco unidad se dice que es
interior si |g (z)| < 1 para cada z € Dy |g (¢”)| = 1 casi por doquicr en T
y que una funcién F' analftica en el disco unidad se dice que es exterior si es

de la forma .
F(2) = Aexp [—1-/ ﬂk(@)d&]

2n e — 2z
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donde k es una funcién con valores reales e integrable en [—m,7] y A es un
ntimero complejo de médulo 1. Pues bien, si f es una funcién en Hj, no
idénticamente cero, entonces puede ser factorizada como f = gF donde g
es una funcién interior y F es una funcién exterior. Esta factorizacién es
tnica salvo constantes de médulo uno y puede verse con detalle en cualquier
texto de espacios de Hardy, por ejemplo en [35, Chapter 5], y se conoce como
factorizacién interior-exterior.

Estamos ya en condiciones de caracterizar los operadores de multipli-
cacién cuando p > q. Concretamente, vamos a probar que el operador My :
H, — H, es continuo si, y sélo si, ¢ € H,, donde - + + 1 = 2. En efecto,
supongamos que ¥ € H, y sea f € H,. Por la Des1gualdad de Holder tene-

s e
[twstams ([ gory” dm>q/’" ([asmr dm)m
- (J |¢|Tdm)m ([ dm)q/p = o, 151,

Recfprocamente, supongamos que My : H, — H, es continuo. Entonces
¥ € H,. Dividiendo por un producto de Blaschke aproplado obtenemos una
func1on F € H, tal que |F| = |¢| casi por doquier en T y F' no se anula
en D. Probemos que el operador Mpq : Hy,/; — Hi es continuo. Para cada
f € Hp/q, tomamos también una funcién f1 € Hy/, tal que |f| = | f1| casi por
doquier en T y tal que fi no se anula en D. Se verifica asf que

Mo (Dl = [ 1P 1f1dm = [ 10151 dm
- fort o5

Hq
IMlle

1M, (D%,

il

1/q

IA

Esto prueba que Mp. : H,/g — H; es contlnuo y, por tanto, F'f € H;, para
toda f € Hp,. Como esto equivale a que F'f € Ly, para toda f € Hp/q, ¥
se tiene asf{ que FY € (Hp/q) = H,/q, de donde se deduce que F, y por tanto
1), pertenece a H,.

Cuando uno de los dos fndices p 0 ¢ no es finito se obtiene de manera
inmediata que, si 1 < p < oo, el operador My : Ho — Hp €s continuo si, y
s6losi, ¥ € Hy, y que, si1 < p < oo,el operador My : H, — H es continuo
si, y s6lo si, ¥ es la funcién nula.
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2.1 Medidas de Carleson

Dedicamos esta seccién a introducir la nocién de medida de Carleson y me-
dida de Carleson compacta que nos permitird en éste y en los siguientes
capftulos caracterizar la continuidad y compacidad de los operadores de com-
posicién ponderados entre distintos espacios de funciones analfticas.

Este tipo de medidas fueron introducidas por L. Carleson a mediados del
Siglo XX para probar el Teorema de la Corona (véase [25]). Destaquemos
que el primer trabajo donde aparecen medidas de Carleson en el contexto de
los operadores de composicién es en un articulo de B. D. MacCluer del ano
1985 [53]. Concretamente, ella caracteriza la continuidad de los operadores
de composicién en los espacios de Hardy con varias variables en términos de
una cierta medida definida a partir del simbolo del operador de composicién.
Noétese que, a diferencia de lo que sucede con una variable, estos operadores
de composicién no son siempre continuos.

Antes de dar la definicién de medida de Carleson, necesitamos introducir
la siguiente terminologfa.

Definicién 2.1 Para cada b=¢* € T y0 <r < 1 se define la ventana de
Carleson asociada a b y r como el conjunto

Whr)={z=p?eD:1-r<p<1, |[0-t|<r}.

Este conjunto es de la siguiente forma:
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Para dar una mayor generalidad necesaria més adelante, en la siguiente
definicién A denotars bien a D o bien a D. En cada situacién se indicard el
conjunto sobre el que se esté trabajando.

Definicién 2.2 Sea i una medida de Borel finita y positiva sobre A y fijemos
un nudmero 3 > 1. Diremos que u es una medida de Carleson de orden 3
sobre A si existe una constante C > 0 tal que

(W (b,r)NA) < Crf

para todo b € T y 0 < r < 1. Diremos que p es una medida de Carleson
compacta de orden 3 sobre A si verifica que

lim sup pWhrnd)

=0.
70 peT P

Cuando B sea igual a 1, omitiremos la expresion “de orden (3”.

Paracadabe Ty 0 <r < 1, tomemos S (b,7) = {z € D: |z —b] <1},
Es conocido que existe una ¢ < 1 tal que W (b,7¢c) C S (b,r) C W (b,7) para
cualesquiera 7 y b [20, pdg. 37]. De esta forma, en la anterior definicién
es equivalente considerar los conjuntos S (b,7) o W (b,7) (posiblemente con
constante C distinta).

Por otro lado, es bien conocido también que una medida p es de Carleson
de orden 8 (8 > 1) sobre D si, y s6lo si, el espacio de Hardy H, estd contenido
en Lg, (D, u). Esto equivale a que el operador de inclusién sea continuo.
Pues bien, nuestro préximo objetivo es extender este resultado a medidas de
Carleson sobre D.

Teorema 2.3 Sean p una medida finita y positiva en D1<p<ooyB>1.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) p es una medida de Carleson de orden (3 sobre D;
(it) El operador inclusion H, — Lg, (ﬁ, ,u) es continuo.

Demostracién. Probamos en primer lugar que (¢) implica (44). Distin-
guimos dos casos: 3 = 1y 3 > 1. El primero de éstos puede verse en (20,
Theorem 2.35]. De hecho, éste es una extensién de un resultado sobre medi-
das de Carleson sobre I debido al propio Carleson (véase, por ejemplo, 20,
Theorem 2.33)).
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Pasamos al caso en que § > 1. Supongamos que g es una medida de
Carleson de orden 3 sobre . Vamos a hacer una reduccién al disco abierto
probando que la medida x cuando se restringe a T es cero. Asi, podremos
aplicar [25, Theorem 9.4] donde se prueba que ser una medida de Carleson
de orden 3 sobre I equivale a que el operador inclusién H, — Lg, (D, u) sea
continuo.

Por hipétesis, se verifica que p (E) < Cm(E)? para todo E C T medible.
Se tiene asf que la medida yp es absolutamente continua con respecto a la
medida de Lebesgue m en T. Denotemos por g a la derivada de Radon-
Nikodym de pp con respecto a m. Por el Teorema de Diferenciacién de
Lebesgue, se tiene que

g(b) = lim ;/gdm = lim 1 (B)
E

< i E)F ! =
b m (E) o Ey S B Om(B) 0

casi por doquier en T. Es decir, p = 0.

Para la prueba de que (i) implica (i) se pueden seguir los mismos pasos
que los dados en (25, psg. 157]. W

De la demostracién del anterior resultado se sigue que

Corolario 2.4 Si o es una medida de Carleson de orden 3 sobre D con
B > 1, entonces p(E) = 0 para todo conjunto medible E C T.

El anslogo del teorema anterior para medidas de Carleson compactas
aparece en un trabajo de H. Hunziker y H. Jarchow [38, Theorem 2.4].

Teorema 2.5 Sean u una medida finita y positiva enD, 1 <p < ooy B > 1.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) p es una medida de Carleson compacta de orden 3 sobre D;

(i1) El operador inclusion H, — Lg, (D, ) es compacto.

2.2 Continuidad

Dedicamos esta seccién a estudiar la continuidad de los operadores de com-
posicién ponderados entre diferentes espacios de Hardy. Comenzamos con
algunos ejemplos que muestran que la situacién es bien distinta a la de los
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operadores de composicién (recuérdese el Principio de Subordinacién de Lit-
tlewood) y a la de los operadores de multiplicacién (si p > g, existe r € [1, 00]
tal que My : H, — H, es continuo si, y s6lo si, 1 € H;). Estos ejemplos nos
clarificardn algo el camino a seguir para la caracterizacién tanto de la con-
tinuidad como de la compacidad de un operador de composicién ponderado
en H,. Nos centramos, de momento, en el caso en que el indice del dominio
y del rango del operador coinciden.

Puesto que todo operador de composicién en H, es continuo, es facil
obtener que si ¢ € H, entonces W,y : H, — H, es continuo. El si-
guiente resultado muestra que para productos de Blaschke finitos es cierto el
reciproco. Necesitamos para ello el siguiente lema.

Lema 2.6 Consideremos n nimeros complejos no nulos as,...,an € Dy
¢ el producto de Blaschke finito ¢ (z) = 2™ [T}, o125 Llamemos o =
min {|ag| : £ =1,...,n}. Entonces se verifica que

o (2)] > |2™ <|Z_l—_a_>”

1—alz|
siempre que |z| > max {Jox| : k=1,...,n}.
Demostracién. Usando que la funcién = +— % es decreciente en (0, 1),

2|
basta obtener el resultado para m = 0 y n = 1. En este caso se tiene que sl
oq = |ou| €® y z = re® entonces

o () =

|| — rei®=© '2 Jouf? + 72 = 2]an| rcos(d — §)
1 — |oy| rei®-8 1+ |aa|?r? — 2 |ay| rcos(d — &)

2.2 . .
Puesto que la funcién z — jaal" 77 ~2lenlre oo Jecreciente en el intervalo

14| |*r?—2lazlre
[—1, 1], se tiene ahora que

s[> + 72 = 2|an| reos(6— &) ( 2] — |ou] )2
1+ |oa|?r2 —2|ay|rcos(@ — &) 1— a2zl )’

para todo z € D. Luego, si |z| > |a1| tenemos que

|2 — lov]

—.
1 - |au| 2]

o (2)] =



28 Capitulo 2. Espacios de Hardy

Proposicién 2.7 Sean ¢ un producto de Blaschke finito y ¢ € H,, donde
1 <p < 0. Entonces W, es continuo en H, si, y sdlo si, ) € Hy,.

Demostracién. Basta probar que si W, es continuo en H, entonces ¢ €
H,. Por el Corolario 1.19 y la Proposicién 1.4, existe una constante M tal
que para todo z € D se tiene que

(1 _ |Z|2)1/P
i/p =
(L-leP) "
Por el lema anterior, existen 79 € (0,1) y a € (0,1) tales que |¢(z)| >

: >
|z|™ (-]-z—li) para |z| > 79. Por tanto,

1-olz|

¥ (2|

2m zl—« 2n
1—|p(2))* L2 <1~a|z|>
1—22 ~ 1— |z
2n
m e
— 1- |2"|2 + | |2m 1 (1—a]z|)
12 1—|zf

IN
b 3
1M
L
e
Eol
N
T
S
e
g |
N
—
|
TN
—
1N
211
R
N’
N—

< m+

De esta forma, se verifica

(1-lp @)
(1 _ |z|2) 1/p

1+a>1/”

W (2)| <M SM<m+2n1

siempre que |z| > 7. Por tanto, ¢ estd acotada en D. W
El hecho de que en la proposicién anterior la funcién ¢ tenga un nimero
finito de ceros en D no es superfluo. De hecho, se tiene el siguiente resultado.
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Proposicién 2.8 Sean p € ® y 1 < p < oo tales que
{1 € Hy: W, es continuo en Hp} = Hy.
Entonces el nmiimero de ceros de ¢ en D es finito.

Demostracién. Consideremos el espacio de Banach
X = {¢p € H,: W, es continuo en Hp}

dotado con lanorma |9 x == Wyl g, (véase el comentario de la pagina
19). Puesto que X = Ho y [¥llx < [[¥llg., 1Cell 5,5, » €1 Teorema de la
Aplicacién Abierta nos muestra que la inclusién de X en H,, es continua Yy,
por tanto, existe una constante c tal que ||| < c||¢[ x para toda i € X.

Sea w € D un cero de la funcién ¢. Puesto que p oy, (0) = 0, el Principio
de Subordinacién de Littlewood afirma que el operador de composicién con la

funcién ¢ o ¢, tiene norma igual a uno en H,. Tomemos ¥ (z) = (1715;)2/”

Puesto que ¥ € H,, se tiene que W,,,, es continuo en H,. Por otro lado,
un sencillo cdleulo muestra que | (2)]° = £« De esta forma, para cada

1—|w|
g € Hp, se tiene que

1
1—|wl?
1 Y4
= 5 | lgopop,|dm
1—|w|” Jr

1

< 2/|gl”dm-
1—|w|® Jr

/T WP lg o plfdm = / (¢, |g 0 ff dm

Es decir,

1 1/p
= (|W, < .
ol =Wl < (=77)

2/p
Por otro lado, tenemos que [[¢|| 5 = (ﬁ) . Luego, hemos probado que

para cualquier cero w de la funcién ¢ se verifica que

( 1 )2/17 ( 1 )1/10
—_— <c|l—3 .
=Tl [l
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Es decir, |w| <1 —2(1+¢”)"" < 1. Por tanto, los ceros de ¢ estdn en un
disco cerrado dentro del disco abierto unidad, lo que implica que ¢ tiene un
ntimero finito de ceros. W

Para p = 1 el anterior resultado también es cierto. Esto se verd més
adelante como consecuencia del Corolario 2.19.

Si la funcién ¢ no es interior el resultado anterior se puede concretar mas
en el siguiente sentido.

Proposicién 2.9 Sean1 < p < r < 0o. Sip € ¢ no es una funcion interior,
entonces eziste una funcion ¢ € H, \ H, tal que W,y es continuo en Hy,.

Demostracién. Puesto que ¢ no es una funcién interior, podemos tomar
un conjunto medible £ C T con m(E) >0y unr € (0,1) tal que |¢ (2)| <r
para cada z € E. Tomemos A € E un punto de densidad de E. Es decir, tal
que
EN(A=6A+6
6—0 26
(véase [73, pag. 165]). Definamos la funcién h en T dada por

=1

[ si{ ¢ E,
h“)‘{ (E-NV siEcE, ¢+

Entonces es claro que h ¢ L, (T,m) y que h € L, (T, m). Ademss, la funcién
log |h|P € Ly (T, m) . Por tanto, |h|” es el médulo de una funcién ¢ € H; que
no se anula en I (véase, por ejemplo, [35, pag. 53]). Tomemos ¢ = ¢'/? € H,.
Entonces || = |h| y, por tanto, ) ¢ H,. Por otro lado, si g € H, se tiene
que g o @ esté esencialmente acotada sobre E por una cierta constante M. Se
tiene asf que

/I¢Ip|gowlpdm = /leplgowlpdva/ [¥[” |g o ¢ff dm
T E T\E

M/|wlpdm+/ 190 ol dm
T T\E
< MBI, + 1CIE, . gl

Por tanto, 9goy € H, y asi W, es continuo en H,. &
Como consecuencia de la anterior proposicién vamos a ver que las tinicas
funciones ¢ para las que se verifica la Proposicién 2.7 son precisamente los

IN
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productos de Blaschke finitos. Necesitamos para ello un breve comentario
sobre los isomorfismos en los espacios de Hardy. Dado w € D, una sen-
cilla cuenta muestra que ¢, o ¢_,, es la identidad en el disco unidad. Esto
junto con el Principio de Subordinacién de Littlewood prueba un resultado
archiconocido: los operadores de composicién cuyo simbolo es ¢, para algin
w € D son isomorfismo en los espacios de Hardy.

Consideremos ahora una funcién ¢ € ® para la que el conjunto

{4 € H, : W,y es continuo en H,}

esté formado por funciones acotadas. Por la Proposicién 2.9, ésta debe ser
una funcién interior. Por el Teorema de Frostman [25, pag. 30], existew € D
tal que @, o ¢ es un producto de Blaschke. Puesto que W, es continuo si,
y s6lo si, Wy, opy lo es (ndtese que Wy, opy = Wy © C,, ), 1a Proposicién
2.8 nos muestra que ¢, o ¢ tiene un nimero finito de ceros. Es decir, ¢, 0 ¢
es un producto de Blaschke finito. Basta ya un simple célculo para obtener
que también ¢ es un producto de Blaschke finito. Es decir, hemos probado
el siguiente resultado.

Corolario 2.10 Fijemos 1 < p < 0o y ¢ € ®. Entonces ¢ es un producto
de Blaschke finito si, y sdlo si,

{¢ € Hy: W, es continuo en Hp} = Hoo.

Fijado p y con lo visto hasta ahora hemos probado que existen funciones
¢ € & tales que el conjunto {1 € H, : W, es continuo en H,} puede ser
o bien H,, o bien H,. En el siguiente resultado probamos que, de hecho,
no existen mss espacios de Hardy cumpliendo esto (recordemos que para
funciones no interiores este resultado ya se ha puesto de manifiesto).

Proposicién 2.11 Fijemos 1 < p < r < oo. Entonces no existe ninguna
funcion ¢ € ® tal que

H, = {¢ € H,: W, es continuo en Hp}.

Demostracién. Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe ¢ € @
tal que
H, = {4 € H,: W, es continuo en H,}.

Tomemos q = ”Tp y observemos que g > p. Por hipétesis, para cada funcién

r—

g € H, se tiene que gowH, C H,. Sean p' y ¢ los exponentes conjugados de p
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y q respectivamente (es decir, 1—1)-{-1% =1y %-l—% = 1). Usando la Desigualdad
de Holder obtenemos ahora que g o pH, H,y € H;. Vamos a ver que Hy C
H,H, y asf se tendrd que g o pHy C H,. Para ello tomemos f € Hy y

f = uF una factorizacién interior-exterior de la funcién f. Entonces, usando
que 1 + 5 1= ,, se tiene que f = (quF) F¥ es una factorizacién de f como
producto de una funcién de H, y otra de Hy.

Resumiendo, hemos probado que para toda funcién g € H, se tiene que

goy € H,. Por tanto, el operador C, es continuo de H, en H,. Es decir,
existe una constante ¢ > 0 tal que

1Ce (DI, < cllgll, »

para toda g € H,. Por otro lado, por la Proposicién 2.9, ¢ es una funcién
interior. De esta forma se tiene que

1— | (0)]\ "
(TMO)O gz, < 1Cy (@)1,

(véase, por ejemplo, [20, Theorem 3.8]). Por tanto, hemos probado que
H, C H,, lo que contradice que ¢ > p. i

Los resultados vistos hasta ahora en esta seccién fueron probados por K.
R. M. Attele para p = 2 en [3]. Las pruebas de las Proposiciones 2.8, 2.9,
2.11 y el Corolario 2.10 estdn fuertemente inspiradas en dicho trabajo.

Pasamos ya a dar caracterizaciones de la continuidad del operador W,
entre H, y H,. El caso mds simple es cuando uno de los dos indices no es
finito. Si el dominio es Hy, y 9 € H, entonces es claro que

1/q
Wiy (£l = ( Itbfocpl"dm) <N [,

es decir, 1 f o ¢ € Hy. De esta forma se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.12 Sean ¢ € ® y¢ € Hy con 1 < q < oo. Entonces el
operador W, : Hoo — Hy es continuo si, y sélo si, ¢ € H,.

Si ahora el rango es H,, se tiene que

Proposicién 2.13 Sean ¢ € &, v € Hy y X un espacio de Banach de
funciones analiticas. Entonces el operador W,y : X — Hy, es continuo si,
y sélo st,

sup |1 (2)] ||8p() || 5. < 00-
zeD
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Demostracién. Si el operador W,,,, : X — H es continuo, basta aplicar
el Corolario 1.19 para obtener la acotacién de la funcién |9 (2)] ||6,(z) || - €0

D.
Reciprocamente, supongamos que existe una constante M tal que

para todo z € D. Entonces, dado f € X se tiene que

¥ (2) £ (@ ()] < 19 @ 1 Flix [[0e]

Teniendo en cuenta la Proposicién 1.4, se deduce del resultado anterior
que

xS M

x- <M|fllx =

Corolario 2.14 Sean ¢ € ®, ¢ € Hy, y 1 < p < 0o. Entonces el operador
W,y Hy, = Hy, es continuo si, y sélo si,

¥ (A

SUp ————3 < 00
2eD 1 — |p (2)]
Es f4cil ahora mostrar ejemplos de operadores de composicién ponderados
continuos con rango He,. Por ejemplo, si tomamos ¢ (2) = 2 y ¢ (2) = 2—1,

entonces )
pEP _,
1—lp ()" ~
luego W, : Hy — H,, es continuo.

A la vista de los dos resultados anteriores podemos centrar ya nuestro
interés en los casos en que tanto p como ¢ son finitos. Concretamente, vamos
a estudiar la siguiente situacién: 1 < p < g < co. Como ya se ha anuncia-
do, vamos a aplicar los resultados de la seccién anterior sobre medidas de
Carleson, para lo que necesitamos introducir la siguiente notacién.

’

Definicién 2.15 Sea 1 < g < oo. Para cada par de funciones ¢ € @ y
Y € H, definimos la medida p,,,, , sobre D como

by o (E) = / [ dm
p~1(E)NT

para todo E subconjunto medible de D. Merece la pena recordar que estamos
considerando las extensiones de las funciones ¢ y ¥ al conjunto ID salvo en
un conjunto de medida cero de T.
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Es habitual obtener propiedades de las funciones de H,, a partir del com-
portamiento de las funciones de L, (T, m) . La medida definida anteriormente,
estd definida en D. El siguiente lema, que es una simple generalizacién del
Teorema del Cambio de Variable que aparece en [33, pag. 163], nos permitira
pasar de D a T y viceversa.

Lema 2.16 Sea 1 < g < 0o y consideremos dos funciones ¢ € ® y ¢ € Hy.
Entonces se verifica que

/ﬁgd%,w,q = /T %] (g 0 o) dm,

para toda funcion g medible y positiva sobre D.

Demostracién. Si g es una funcién medible y simple definida sobre D dada
por g =Y, 05X, donde xp denota la funcién caracterfstica en E; y {E;}
es un recubrimiento finito de I por conjuntos medibles y disjuntos, se tiene
que

n

Lothoss = S ouppa )= Y0 [ julam
i=1

i=1 0~ 1(E:)NT
= /TW”q (Z aiXso_l(Ei)ﬂT> dm = /T 19| (g o @) dm.
i=1

Supongamos ahora. que g es una funcién medible y positiva sobre D. Entonces
existe una sucesion creciente {g,} de funciones medibles positivas y simples
tal que g, (2) — ¢ (z) para todo z € D (véase [73, Teorema 1.4.2]). De esta

forma se tiene que
/_g"d“%w,q - /_gd”%w,q'
D D

Por otro lado, {|¥|? g. o ¢} es una sucesién creciente tal que

¥ (2)|" gn (9 (2)) = |9 (2)" g (¢ (2))

para todo z € D, luego

Louttiona= [101 Guophim— [1wit(gop)dm
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Es decir,
/ﬁgdlﬂp,w,q = /]1‘ h[)!q (g © QO) dm u

Pasamos ya a obtener la caracterizacién de la continuidad de W, 4 cuando
g > p. Antes de enunciarla, recordemos que B. D. MacCluer [53] obtuvo una
caracterizacién de la continuidad de los operadores de composicién en los
espacios de Hardy de varias variables en términos de que una cierta medida
sea de Carleson.

Teorema 2.17 Sean 1 < p < ¢ < o0, p € & y oy € H,. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El operador Wy, : H, — Hy es continuo;
(it) La medida p1,,, , es de Carleson de orden q/p sobre D.

Demostracién. Por el Teorema 2.3, la condicién (ii) equivale a que exista
una constante C' > 0 tal que

([ |f<z>|qdu¢,¢,q)l/q = o) 21)
151, = ([ 15 (IF dm) "

para toda f € H,. Teniendo en cuenta el Lema 2.16, la desigualdad (2.1)
equivale a que

(/T 1Y ()P 1f (0 (2))I* dm>1/q <C (/T|f(2)|pdm)1/p

para toda f € Hy, es decir, [Wey (f)lly, < Clfly, ™

El préximo resultado nos muestra que en el contexto del teorema anterior,
cuando p < ¢, el operador de composicién ponderado “estd préximo” a ser
compacto como quedars de manifiesto en la siguiente seccién de la memoria
(compérese este resultado con la Proposicién 2.27 y los Teoremas 2.30 y 2.35).

IN

Corolario 2.18 Sean 1 < p < g < o0, ¢ € ® y ¢ € H,. Si el operador
W : Hy — Hy es continuo, entonces

m({zeT:|p(z)| =1}) = 0.
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Demostracién. Por el teorema anterior, la medida p,, ,, es de Carleson

de orden q/p sobre D, siendo g/p > 1. De esta forma, por el Corolario 2.4,
se tiene que la medida p,,, . €s cero sobre cualquier conjunto medible que
esté contenido en T. Llamemos F = {z € T: |¢(2)| = 1}. Puesto que £ C

ot (p(E)) y ¢(FE) C T se sigue que
0= Hpy,q (9 (E)) =/ [|?dm 2/ |¢|qdm=/ 9|2 dm.
e~ Hp(E)NT ENT E

es decir, || = 0 casi por doquier en el conjunto E. Puesto que ¢ € H; y es
no nula, se verifica que m (E) = 0 (véase, por ejemplo, [47, pdg. 57]). W

Destaquemos que este dltimo resultado deja de ser cierto si p > q. Basta
tomar ¢ (z) = z y observar que el operador de composicién C,, es siempre
continuo de H, en H,.

Corolario 2.19 Sea 1 < p < co. Sean ¢ € ® y¢ € H, y sea ¢ = gF
una factorizacion interior-exterior de la funcion 1. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) El operador W,y es continuo en Hpy;
(it) El operador W, g es continuo en Hp;

1i3) FEl operador W, g2 €s continuo en Hs.
/4 @, F

Demostracién. Basta observar que para cualquier conjunto medible £ en
D se tiene que

by (E) = / pf? dm = / PP dm
e~ (E)NT e~ H(E)NT

Ko Fp (E) = /‘an,FP/Z,2 (E) .

Hemos comenzado esta seccién con algunas observaciones sobre el con-
junto {¢ € H,: W, es continuo en H,} para 1 < p < co. El anterior coro-
lario nos permite extender dichos resultados al caso en que p = 1. Fijemos
v € & y supongamos que

{ € Hy : W, es continuo en Hi} C Hy,.

Veamos que se verifica lo mismo en H». Sea 9 € Hs, tal que W,, ,; es continuo
en H; y consideremos ¢ = gF una factorizacién interior-exterior de la funcién
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1. Entonces F? € H; y, por el corolario anterior, W, m» es continuo en
H,. Asf, por hipétesis, F? € H,, y, por tanto, ¢ € H. Entonces, por la
Proposicién 2.8, se tiene que el mimero de ceros de ¢ es finito. De forma
andloga se pueden obtener extensiones del Corolario 2.10 y de la Proposicién
2.11:

Corolario 2.20 Sea ¢ € . Se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) St {¢ € Hy: W,y es continuo en H1} C H, entonces el ndmero de
ceros de p en D es finito.

(i1) La funcién ¢ es un producto de Blaschke finito si, y sélo si,
{¢ € Hy : W, es continuo en Hi} = He.

(it1) No existe un r € (1,00) tal que

{¢ € Hy : W, es continuo en Hi} = H,.

Cuando estamos trabajando con p = ¢, el Corolario 2.19 nos permite
reducirnos al caso p = 2. Por el Corolario 1.19, si W,,, es continuo en Hp
debe existir una constante M tal que

1—|2°
2 —
1— o (2)|
para todo z € . No sabemos si es cierto el reciproco. No obstante, bajo
ciertas hipétesis adicionales sobre las funciones ¢ y v sf que se puede obtener.

Recordemos que, para cada o > —1 y para cada 1 < p < oo, el espacio
de Bergman ponderado Ay se define como

[ (2)I°

@={feHmrAuuwu—vm%Aw<aﬁ,

donde A denota la medida de Lebesgue normalizada sobre el disco unidad
(observemos que estamos usando la misma notacién que para el dlgebra del
disco). Dotando a A5 con la norma

um%=(4uwwu—Vﬂ%Awf”,

éste es un espacio de Banach. De hecho, A% es un espacio de Banach de
funciones analfticas.
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Definicién 2.21 Diremos que una funcién ¢ € ® es N-a-1 si, para cada
w € D, la funcion ¢ (z) — w tiene como mdximo N ceros en D.

Teorema 2.22 Sean ¢ € ® y Y € H, tales que ¢ es N-a-1 y el operador

Wy « Ha — Aj es continuo. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(¢) El operador W,y : Hy — Hy es continuo;

. 2 1-z :
() sup.ep ¥ ()" T c5p < oo

Demostracion. Como ya hemos comentado anteriormente, es suficiente
N e 2 _1-]zf?

probar que (%) implica (7). Supongamos que sup,.p |¥ (2)] TEp <

Entonces existe una constante M > 0 tal que

W (&) (1= [2") <M (1= e (2)]), (2:2)

para todo |z| < 1.

Para llegar a que W, , es continuo en H utilizamos una norma equi-
valente sobre este espacio consecuencia de la Igualdad de Littlewood-Paley
(véase, [83, Pag. 38] o [47, pdg. 224]) en vez de la norma usual. Esto es,
para cada f € H (D) se verifica que

£ 1, = |f(0)|2+2/D|f' (9 1og = dA (2).

2|
Por otro lado, es facil ver que

1- o _

lim ———— =
l2l-1 log 1/ |2]

Es decir, la norma usual en Hs es equivalente a la norma dada por

112 = 1£ () + 2 / PP (1= 12P) dA(2).

Desde ahora y hasta el final de esta prueba usaremos esta norma en Hs.
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Fijemos f en H,. Entonces, por la Desigualdad de Minkowski, se tiene
que

(Wees (FI

1 (0) £ (0 () +2/|w<z D)JF (1= |22) dA (2)
1 (0) £ (0 (O)

+2{(/ VI GEE (- )dAu))W
T (/D [ (2) ¢ (2) £ (e (N (1= |2I) dA (z)> /} .

Acotemos cada uno de estos tres sumandos. Para el primero de ellos, se tiene
que

IA

14 0) £ (9 (O < 1[4 (O)] [0 | s 1111, -
Como W, 4 : H, — Aj es continuo, se verifica que
LW @F @@ (=12 dAE) = [Wew Dy
< Wl 117

Falta probar que el tercer término estd acotado por un multiplo de || fl|, -
Por el Teorema del Cambio de Variable que aparece en [20, Theorem 2.32],
se tiene que

/D W (2) ¢ (2) F (0 (2D (1~ |2[2) dA (2)

=/(m|f’ (w)I" ( Y I~ IZIZ)) dA (w).

ze€p~1(w)

Ademsés, teniendo en cuenta que ¢ es N-a-1 y la desigualdad (2.2), tenemos
que

o w@PA-1) < M Y (1=l
z€p~H(w) z€p~l(w)
= M Y (1= ) < MN (1= wf),

2€p—1(w)
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con lo que

/m)]f/(w)lQ >, WEP(-Ie) | dA(w)

z€p~H(w)
< MN / 17 (@) (1 [w]?) dA (w)
(D)
< MN / 1 () (1 - [w?) dA (w) < MN||f]>. m

Observacién 2.23 La hipétesis de que el operador W, v : Hy — Al sea
continuo se verifica, por ejemplo, si imponemos que % € B ;. De hecho se
tiene que el operador es compacto, ya que, en este caso

2
lells,, = Slelglw' ()" (1 = |2I*) < o0,

y si {f»} es una sucesién de funciones en la bola unidad de Hs que converge
a cero uniformemente sobre compactos de D, entonces

W G|l = [ W Fao il (1= o) dA(2) < 913, , G ()l -
2 D /

Basta ahora usar que los operadores de composicién son continuos en los
espacios de Bergman y que la inclusién de H, en A} es compacta.

Observacién 2.24 Ejemplos donde el operador My, : H, — A} es continuo
aparecen en el trabajo de N. S. Feldman [27]. Concretamente, él prueba que
si existe una funcién p € L; ((0, 1)) verificando que

[ () (1= [2) < p(l2]) (2:3)

para todo z € D, entonces el operador de multiplicacién M, : Hy — Al
es, de hecho, compacto y, por tanto, también lo serd W,y : Ho — Aj. En
particular, W, : Hy — A} es continuo. En efecto, teniendo en cuenta la
Proposicién 1.21, es suficiente probar que si {f,} es una sucesién en la bola
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unidad de H, que converge a cero uniformemente sobre compactos entonces
| My (fr)|| 4o también converge a cero. Para ello observemos que
2

/ ()P | () (1 |2) dA(2)
= [ [ e 1 e (- ) atr

< /Op (/ |fn(re)|d0)

- /Olp(r)Mz(fn,r)zdr

Il

1M () 2

Pero, para cada r fijo, p (r) My (fa,7)? = 0y

|p (r) Ma (£a,7)*| < lp ()] € Ly ((0,1)).

Luego, por el Teorema de Convergencia Dominada, se tiene que

1
lim [ p(r) My(fa,r)*dr=0.
n—o0 0
Notemos que la existencia de una funcién p como la dada en (2.3) se verifica,

por ejemplo, para las funciones de H, (véase el Teorema de Hardy-Littlewood
[25, Theorem 5.9]).

Problema abierto. Queda obtener caracterizaciones de la continuidad
de los operadores de composicién ponderados de Hy, en H, cuando 1 < ¢ <
p < oo. Puesto que en este contexto H, C Hy, para cualquier ¢ € P, se tiene
que C, (H,) C Hp. Si ahora M, es un operador de multiplicacién de H, en
H, (es decir, siy € H, con =141 ) entonces obviamente W, es continuo.
No obstante, es fécil obtener eJemplos que muestran que éstos no son todos
los posibles operadores de composicién ponderados continuos de H, en H,.

2.3 Compacidad

Al igual que en la seccién anterior, estudiamos en primer lugar la compacidad
de los operadores de composicién ponderados cuando el dominio o el rango
es Hy,.



42 Capitulo 2. Espacios de Hardy

La compacidad del operador W,y : Ho, — Hy fue caracterizada por M.
D. Contreras y S. Diaz Madrigal en [15, Proposition 2.3]. Concretamente,
ellos prueban que dadas ¢ € ® y ¢ € H, el operador W, : H — Hy
es compacto si, y sélo si, o bien ||¢| ;< 1 o bien limy,e)-1|¥ (2)| = 0.
El primer resultado de esta seccién extiende dicha caracterizacién cuando el
dominio es un espacio de Hardy arbitrario. Para ello necesitamos el siguiente
lema que se usard repetidas veces a lo largo del capitulo.

Lema 2.25 Sea 1 < p < 00. Entonces se verifica que:
(i) Dado w € D, la funcion g(z) = (1 —wz)" %" estd en H, y su norma

viene dada por
1

(1 N |w12) 1/p°

(zz) Si {wn} es una sucesion en el disco unidad tal que |w,| — 1, entonces

lgll s, =

. : 1 -
la susecion de funciones f, (z) = (1 — |wn|2) & (1 — wy2) P converge
a cero uniformemente sobre compactos en D.

Demostracién. (i) Puede verse, por ejemplo, en [20, pdg. 18].

(1). Tomemos un nimero fijo 0 < r < 1. Veamos que la sucesién de
funciones {f,} converge a cero uniformemente en el disco cerrado de centro
el origen y radio r. Si |z| < 7, entonces

1-— 'wnlz 1-— Iwn|2 1— |wn|2
2 S 2 S 2
|1 —wazl” (1= |wall2))” — (1-7)

[ (2)" =

Basta notar ahora que %ﬁ — 0 cuando n — oco. A

Con este lema elemental podemos ya pasar a probar el siguiente resultado.
Desde este momento haremos uso frecuente, y sin hacer mencién explicita
de ello, de la caracterizacién de la compacidad y compacidad débil de los
operadores de composicién ponderados en términos de sucesiones acotadas
que convergen a cero uniformemente sobre compactos (Proposicién 1.21).

Proposicién 2.26 Seanp € &, 9 € H,, y1 < p < 0co. Entonces el operador
Wey  Hy — Hy es compacto si, y sélo si, ||¢]l ;<1 o se verifica que

¥ ()

—— =0

im 5 =
le(2)l=1 1 — | (2)]
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Demostracién. Supongamos que ||¢||; =1y que dicho limite no es cero.
Entonces deben existir una sucesién {z,} en D tal que |¢(2,)] — 1y un
nimero ¢ > 0 tales que € (1 — |¢ (zn)|2) < |9 (2,)[° para todo natural n.

Consideremos las funciones f, en H, dadas por fu(2) = gn(2)/ l|gnllg,
siendo )

(1 - (zn)z> i

Obviamente, {f,} estd en la bola unidad de H, y ademss, por el Lema
2.25 (i), se verifica que la sucesién de funciones {f,} converge a cero en la
topologifa de la convergencia uniforme sobre compactos en . Por otro lado,

W Gl > 18 (2l 1 £ (0 (za))] = 186 (2a)] (1 = Lo (za)?) 777 2 27,

Es decir, {f,} converge a cero uniformemente sobre compactos y la sucesién
{IWeu (fu)ll Hw} no converge a cero. Por consiguiente, W, : H, — Hy 10
es compacto.

Por tanto, si el operador es compacto, entonces se verifica que

N 1 C)] i
@111 — | (2)|°

gn(z) =

Reciprocamente, supongamos que lim,(z)—1 —H—ﬁéﬂg = 0 y tomemos { f,}

una sucesién acotada en H, que converge a cero uniformemente sobre los
compactos de . Sea C' = sup,, || fx|| u, ¥ fijemos € > 0. Por hipdétesis, existe

un o < 1 tal que, si [¢(2)] > 7o, entonces |¢ (2)]° < (5)° (1 = (&)%) -
Por otro lado, existe un niimero natural 7y tal que si n > ng entonces

g
sup |, ()] < 57—
S 1 O = g

De esta forma, si n > nyg, se tiene que

Wew (f)llg, = suplv(2) fu (@ (2)]

< Jup ¥ (2) fn (@ (z))[+|¢(s,zl)1|1; ¥ (2) fu (0 (2))]
< ||1/J||Hoo sup | (W)

w ’7‘0

b= sup fa ()] (1=l (A"
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e |fn (0 (2))]
= |¥llg, sup |fa W)+ 55 sup
Heo | o1<ro 2C |p(z)[>ro ”6<P(Z)|H;

€ €
< — e — <e.
—= ||'¢“Hoo 2 ||¢||Hoo + 20 ”fn“Hp S¢€

En otro caso, si suponemos que |l¢||; < 1, la compacidad de W, se

obtiene de manera inmediata ya que ¢ (D) es un compacto contenido en D y
Y € Hyo. N

En el siguiente resultado obtenemos una condicién necesaria para la com-
pacidad de los operadores de composicién ponderados. Recuérdese que esta
condicién necesaria también se obtuvo en la seccién anterior para que el o-
perador W, : H, — H, fuese continuo cuando p < ¢ (véase el Corolario
2.18).

Proposicién 2.27 Sean 1 <p < oo, 1 <g<o00, o€ &y € Hy Siel
operador W, : H, — Hy es compacto, entonces se verifica que

m({z € T:|p ()| =1}) =0.

Demostracién. La compacidad del operador W, : H, — H, junto con
el hecho de que la sucesién {x,,} converge a cero uniformemente sobre com-
pactos implica que W,y (X, 5, — 0. Por un lado,

W Clly, = [ gl dm

- / g7 dm + / [ dm
{z€T:|p(2)|<1} {z€T:|p(z)|=1}

> / |* dm.
{2€T:|p(2)|=1}

Concluimos asf que | (2€T o(2)=1} [¥|* dm = 0. Finalmente, puesto que ¢ € H,
v no es la funcién nula, se tiene que que m ({z € T : |p (2)| = 1}) = 0 (véase,
por ejemplo, [47, pag. 57]). B

Obsérvese que de este resultado se deduce de manera inmediata la no exis-
tencia de operadores de multiplicacién compactos en los espacios de Hardy.

Para p = q y los operadores de composicién, el anterior resultado se
debe a H. J. Schwartz [20, pdg. 143]. Ademds, su recifproco no es cierto
cuando p < oo. Esto también fue puesto de manifiesto para operadores de
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composicién por H. J. Schwartz tomando la funcién ¢ (z) = (2 + 1) /2 [20,
péag. 143].

A continuacién probamos que cuando el dominio del operador es Hy, el
reciproco del resultado anterior si es cierto.

Proposicién 2.28 Sean 1 < g < 00, ¢ € & y ¢ € Hy. Entonces el operador
W,y : Ho — H, es compacto si, y sélo si, m({z € T : [ (z)| =1}) = 0.

Demostracién. Supongamos que m ({z € T : |¢ ()| = 1}) = 0. Considere-
mos una sucesién acotada {f,} en Hy que converja a cero uniformemente
sobre compactos. Fijado un punto z € T para el que |¢ (z)| < 1 se tiene
que f, (¢ (z)) — 0. Por tanto, ¥ (z) fn (¢ (2)) — 0 para casi todo z en T.
Ademss

¥ (2) fu (0 (DIT < [ () I fullfr, < C7 10 (2)I°

donde C es una cota superior de la sucesioén || f,|| ;_ - Por otro lado, la funcién
|¥|? € Ly (T, m) . Basta ahora aplicar el Teorema de Convergencia Dominada
para obtener que

lim /|z/1fno¢p|qdm= 0.m
n—o0 T

Tenemos asf caracterizada la compacidad de los operadores de composi-
cién ponderados cuando el dominio o el rango es Hu,. Nos centramos a partir
de ahora en el caso en que los dos fndices (p y ¢) son finitos. Como ya hemos
comentado, el ejemplo anteriormente citado de H. J. Schwartz nos muestra
que, en general, el reciproco de la Proposicién 2.27 no es cierto. No obstante
y bajo ciertas hipdtesis adicionales veremos que se pueden obtener reciprocos
parciales.

Para obtener dichos reciprocos serd fundamental el concepto de sucesién
uniformemente p-integrable. Recordemos que un conjunto acotado K de
L, (T, m) es uniformemente p-integrable si

lim sup/|f|pdm=0.
B

m(E)=0 fek

En L; (T,m), un conjunto acotado es uniformemente 1-integrable si, y sélo
si, es compacto en la topologfa débil de Ly (T, m) . A partir de este resultado
se puede obtener que dada una sucesién {f,} en Ly (T,m) que converge a
cero en la topologfa débil, se verifica que converge puntualmente a cero si,
y sélo si, converge a cero en la topologfa de la norma [24, Theorem IV.8.12,
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Corollary I11.6.13 (b)]. Este resultado deja de ser cierto en L, (T, m) para
p > 1. No obstante, si {f,} es una sucesién en L, (T, m) que converge pun-
tualmente a cero casi por doquier y es uniformemente p-integrable, entonces
[f2|F} sigue convergiendo a cero puntualmente casi por doquier y {|f.|"} es
uniformemente 1-integrable en L (T,m). Es decir, ||| ful"ll 1, (pmy — O ¥, por
tanto, || fallr, (xm) — 0. Por consiguiente, se verifica el siguiente resultado.

Lema 2.29 Sean 1 < p < 0o y {fn} una sucesion acotada en H, que con-
verja a cero puntualmente en casi todo punto de T y que sea uniformemente
p-integrable en L,. Entonces {f.} converge a cero en la topologia de la norma
de Hp,

Podemos ya obtener el primero de los reciprocos parciales de la Proposi-
cién 2.27 anteriormente anunciado.

Teorema 2.30 Sean 1 < p,q < oo y supongamos que Wy : Hy — H, es
continuo para algin r > q. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(¢) El operador W,y : H, — H, es compacto;

(i) m({z € T: o (2)| = 1}) = 0.

Demostracién. Por la Proposicién 2.27, basta ver (i¢) implica (¢). Su-
pongamos asi que m ({z € T: |¢ ()| = 1}) = 0. Consideremos una sucesién
acotada {f,} acotada en H, que converge a cero uniformemente sobre com-
pactos. Comprobemos que la sucesién {¢f, o ¢} verifica las hipétesis del
lema anterior. Por un lado, la hipétesis y la convergencia uniforme a cero
sobre compactos de {f,}, se verifica que

¥ (2) fn (@ (2)) = 0

para casi todo z en T. Por otro lado, por ser el operador W, : H, — H,
continuo se tiene que

[Lpeeram < ([ V¢fn°90|rdm>q/r ([ dm)l_m

< MW (fl5, m (B)' ™" < Cm (B)' ™"

para cada conjunto E medible en T, donde C es una cota de |[Wi,y (fa)l7;, -
Por tanto, la sucesién {¢ f,, o ¢} es uniformemente g-integrable y se tiene asf

que [[4£, 0 pll, — 0. M
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Observemos que como el operador de composicién C, : H, — Hp es
siempre continuo, si tomamos un q < p y aplicamos el teorema anterior con
r = p se verifica que C, : H, — H, es compacto si, y s6lo si, se verifica que
m({z € T : ¢ (2)| = 1}) = 0. Este resultado ya fue obtenido por H. Jarchow
[39, Theorem 1] y T. Goebeler [32, Corollary 5].

Corolario 2.31 Sil <p,q < oo y W,y : H, — H, es continuo para algin
r > max{p, q}, entonces el operador W, : H, — H, es compacto.

Demostracién. Teniendo en cuenta el teorema anterior, es suficiente probar
que m ({z € T: |p(2)] =1}) = 0. Pero esto es obvio ya que al ser > p
podemos aplicar el Corolario 2.18 al operador W,y : H, — H,. B

El Teorema 2.30 dice que podemos caracterizar la compacidad de W, 4 :
H, — H, en términos del conjunto {z € T : |¢ (2)| = 1} cuando el rango de
W, es mas pequenio que Hy. A continuacién mostramos que cuando W,y
envia un espacio de Hardy més grande que H, en H, se obtiene una carac-
terizacién similar. Dicho resultado lo obtenemos con técnicas diferentes a
las usadas hasta ahora y que, de hecho, pueden ser de utilidad en contextos
completamente diferentes al de los operadores de composicién ponderados.
Concretamente usamos una caracterizacién de los operadores definidos en
H, que transforman sucesiones acotadas y uniformemente p-integrables en
sucesiones relativamente compactas. Antes de mostrar el resultado para p >
1, lo enunciamos para p = 1. En este caso, el resultado fue obtenido por H.
Jarchow [39, Theorem 2| y nos seré de utilidad en la Seccién 2.5 para carac-
terizar los operadores de composicién ponderados completamente continuos
en Hy. Para 1 < p < ¢ < oo, notaremos mediante %4, al operador inclusién
de H, en H,,.

Teorema 2.32 Sean X un espacio de Banach y T : Hi — X un operador
lineal y continuo. La siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El operador T : Hy — X es completamente continuo;
(it) El operador T o4y, : H, — X es compacto para algin p € (1,00];
(iii) El operador T o4y, : H, — X es compacto para todo p € (1,00] .

Merece la pena indicar que su prueba descansa en un andlogo analitico
para Hj, debido a J. Bourgain, del siguiente hecho elemental para funciones
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medibles: Si f € L; (T, m) y A es una constante positiva arbitraria, entonces
existen dos funciones g € Ly, (T,m) y h € L; (T, m) tales que f = g + h,
lgl < min{|f],A}, |h| < [fl ¥y ”h’”Ll(’ll’,m) < f{ze’ﬂ':|f(z)|2)\} | /| dm. Notemos
que en este caso es suficiente tomar g = fX et sy YA =F -9

Para extender el Teorema de Jarchow a H, usaremos una extensién del
resultado de Bourgain debida a S. V. Kisliakov [44] y que fue obtenida con
técnicas completamente diferentes a las originales de Bourgain.

Lema 2.33 Sea 1 < p < 0. Eziste una constante C = C(p) tal que para
todo A > 0y f € H, eristen g € Hy, y h € H, tales que f = g+ h,
lg| < Cmin{|f|,A}, |A| < C|f] y

1Al < C |fIF dm.
{=€T: [1(2)|>)

Teorema 2.34 Sean 1 < r < 0o, X un espacio de Banach y T : H, —» X
un operador continuo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El operador T : H, — X lleva sucesiones acotadas y uniformemente
r-integrables en sucesiones relativamente compactas;

(ii) El operador T oy, : H, — X es compacto para todo r < p < 00;
(1it) El operador T oi,, : H, — X es compacto para algin r < p < oo;
(iv) El operador T oix, : Hy — X es compacto.

Demostracién. Podemos suponer sin pérdida de generadlidad que ||T'|| < 1.
La tnica implicacién no inmediata y donde usaremos la factorizacién de
Kisliakov es (iv) implica (7).

(¢) implica (i). Probemos que la imagen por T de la bola unidad de H,, es
relativamente compacta. Para ello veremos que i, , (B Hp) es un subconjunto
de H, acotado y uniformemente r-integrable. Es inmediato que i, , (BH,,)
estd acotado y ademds, por la Desigualdad de Holder, se verifica que si E es
un subconjunto medible de T, entonces

[iran < (fupan)”(fan) ™"

1F I, m(B) 777 < m(E)7P

IA

IA
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y 1 —r/p >0, por lo que ip, (BH,,) es uniformemente r-integrable.

(i%) implica (43i). Es obvio.

(431) implica (iv). Usando que la inclusién i, @ Hoo — H, es siempre
continua para todo 1 < p < oo, consideramos la siguiente composicién de
operadores,

T 0toor = (T 0lpy) Oleop

y obtenemos que T © i €s composicién de un operador compacto y otro
continuo.

(v) implica (7). Supongamos que T 0 i, es compacto y consideremos
una sucesién {f,} en H, acotada (podemos suponer que ||fally < 1)y
uniformemente r-integrable. Supongamos también, por reduccién al absurdo,
que {T(f,)} no es relativamente compacta en X. Por la reflexividad del
espacio H,, existe una subsucesién de {f,} (que denotamos igual) y una
funcién f en H, tal que {f.} converge a f para la topologfa débil de H,.
Ademés podemos suponer que f = 0 ya que la sucesién {f, — f} verifica las
mismas propiedades que {f,}. En resumen, tenemos una sucesién {f,} en
la bola unidad de H, que converge a cero para la topologia débil de H, y tal
que {T (f,)} no es relativamente compacta en X. En particular, {T' (f,)} no
converge a cero, es decir, existe una subsucesién (que denotamos igual), y un
mimero ¢ > 0 tal que | T(f.)||x > €, para todo n.

La r-integrabilidad uniforme implica que existe un § > 0 tal que

s [ 17 < (5) 5

para todo B C T con m(B) < §, donde la constante C es la que aparece en
el Lema 2.33. Aplicando dicho lema con A = 51" se obtiene que, para cada
n, existen g hn € Hy tales que fo = g+ hn, l9n] < Clfal, |l < C1fal,
g2 < CAy

1nll, < C |fnl” dm.
{2€T: |fn()I>A)

Ademss, se tiene que

1> |l = / (fal” dm

> / ful dm > Nm({z € T+ |fa (2)] > A})
{z€T:| fa(2)|>A}



50 Capitulo 2. Espacios de Hardy

de donde se sigue que
1
m{{zeT:|f.(2)|>A}) < ;\;zé.

De esta forma,

ent 1
sup/ | fal”dm < (—) =
n JeT fa(2)>N) 3/ C

y, por tanto, ||kl < (£) o, lo que es lo mismo, [Anll g, < €/3 para todo

n.

De esta forma podemos controlar ||h,||;; . Veamos que podemos hacer
algo parecido con ||T'(g»)||x - Para hacer esto, tenemos que observar que,
como la sucesién {g,} estd acotada en Hy,, existe una subsucesién (que de-
notamos igual) y una funcién g en H, tal que g, converge a g débilmente en
H,. Pero la sucesién {f,} converge a cero débilmente en H, y, por tanto, la
sucesion {h,} debe converger a —g para la topologia débil de H,. De esto
se deduce que ||g||y < /3. Finalmente, por la continuidad del operador
T 0ioor, {T(g9n)} converge a T(g) en X, luego existe ny tal que

€

IT(g.) = T(o)lx < 5

para todo n > ng. Con todo lo anterior obtenemos que si n > ng, entonces

e < T (F)llx =T (gn + hn)llx
< T (9n = 9llx + 1T (lx + 1T (ha)llx
< £ £ €

IT @n = 9l + 1T @)l + 1Tl Wall, < 5 +5+5 =,

obteniendo una contradiccién. B
Podemos ya obtener el segundo reciproco parcial de la Proposicién 2.27.

Teorema 2.35 Sean 1 < p,q < 00, ¢ € ® y 1 € H, tales que el operador

Wew : H. — H, es continuo para algin r < p. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) El operador W, : H, — H, es compacto;

(it) m({zeT:|p(z)| =1}) =0.
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Demostracién. Por la Proposicién 2.27, basta ver que (i) implica (7). Su-
pongamos asi que m ({z € T : |¢ (z)| = 1}) = 0. Para obtener () utilizaremos
el Teorema 2.34. Como r < p, por dicho teorema, se verifica que el operador
W : H, — H, es compacto si, y s6lo si, lo es el operador Wi,y : Hoo — Hg.
Pero esto tltimo se verifica por (i4) y la Proposicién 2.28. W

Una observacién ansloga a la realizada después del Teorema 2.30 se puede
hacer con el teorema anterior tomando ahora r = q.

Corolario 2.36 Sean1 < p,q < 0o. Sip € ® yy € H, tales que el operador
Wy : Hr — H, es continuo para algin v < min {p,q}, entonces el operador
Wey : Hy — Hy es compacto.

Demostracién. Teniendo en cuenta que 7 < p y el Teorema 2.35, es sufi-
ciente probar que m ({z € T : | ()| = 1}) = 0. Pero esto es obvio ya que al
ser 7 < q podemos aplicar el Corolario 2.18 y obtener lo deseado. B

Nos planteamos ahora obtener una caracterizacién de la compacidad de
los operadores de composicién ponderados sin la hipétesis adicional de que
éstos sean continuos cuando cambiamos el rango por un espacio més pequerio
o el dominio por un espacio méas grande. Esta caracterizacién sélo serd vélida
cuando el rango del operador esté contenido en su dominio. Haremos uso de
los resultados sobre medidas de Carleson que se vieron el la primera seccién
del presente capiftulo.

Teorema 2.37 Sean 1 < p < g < oo, ¢ € ® y ¢ € Hy. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(¢) El operador W, : H, — H, es compacto;
1) La medida u es de Carleson compacta de orden q/p sobre D.
0 Y,q

Demostracién. (i) implica (i7). Supongamos, por reduccién al absurdo,
que existen 8 > 0, b, € Ty r, € (0,1) tales que 7, \, 0y

Pepapng (S (bnyn)) > Bri/?.

Consideremos a, = (1 —r,) b, y tomemos las funciones f, € H, dadas por
Fa(2) =1/ (1 —2)*?. Por el Lema 2.25, se tiene que

1 1

1-— lan|2 - Tn (2 _rn).

”fn”I;Ip =



52 Capftulo 2. Espacios de Hardy

Tomando ahora
g (Z) _ fn (Z) . TTll/p (2 _ T'n)l/p
i Ifolle, (1 —Tm2)™?
el mismo Lema 2.25 afirma que {g,} converge a cero uniformemente sobre

compactos.
Por otro lado, para todo z € S (b,, ) se verifica que

|1 —a,2| = ’1—(1—rn)az|:|]bn|2—az+rnmz|
= lbna —b,z +rnEz] = ‘E(bn —2)+ rnaz]
< o — 2|+ 12| < 27,

Es decir,

(a1 )2/p

para todo z € S (b,, 7). Por consiguiente, teniendo en cuenta el Lema 2.16,
se tiene que

gm0 ollh, = / 917 g 0 | dim = /_ 19017 ity

iy s = o 2= 1
> (@ =) [ ol
> (ra (2 —ra))? (211« )W Fopg (S (bay Tn))
> (@ 1)) (—2—1—)/ pre?
= @) B> B,

lo que contradice la compacidad del operador W, : H, — H,.

(it) implica (). Por el Teorema 2.5, el operador inclusién de H, en
L, (ﬁ, u%d,’q) es compacto. Basta ahora tener en cuenta que, por el Lema
2.16, para cada f € H), se verifica que

”f”Lq(ﬁ,u%w,q) = HW%T/J (f)”Hq -1
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Argumentando como en la prueba del Corolario 2.19 se tiene un anélogo
a dicho corolario para la compacidad.

Corolario 2.38 Sean 1 < p < oo, p € ® y¢ € H, y sea ¢ = gF una
factorizacion interior-exterior de la funcion . Entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) El operador W,y : H, — H, es compacto;
(it) El operador W, : H, — H, es compacto;

(#1) El operador W, pp/2 1 Hy — Ha es compacto.

Es bien conocido que la compacidad de los operadores de composicién
en los espacios de Hardy no depende del espacio H, considerado, es decir,
si C, : H, — H, es compacto para algiin p € [1,00), entonces C, : H, —
H, es compacto para todo p € [1,00). En el siguiente ejemplo mostramos
que la situacién es distinta cuando consideramos operadores de composicién
ponderados.

- (1iz)zl/2'
Veamos que el operador W, : Hi — H; es compacto mientras que W,y :
H, — Hy, no lo es para p > 2.

Por el teorema anterior, para obtener la compacidad del operador W, 4 :
H, — H; basta comprobar que

Ejemplo 2.39 Consideremos las funciones ¢ (z) = Z£ y 9 (2)

S (b,
lim sup Peaet GG _
r-—0 beT r

Fijemos € > 0 y consideremos los arcos
L={2€T:|1-z2l<e} e DL=T\IL.

Denotemos por B := {z € C: |z —1/2| = 1/2}. Por un lado, como el arco
I, y la circunferencia B son conjuntos compactos y disjuntos, la distancia
entre I, y B es estrictamente positiva, digamos 1o = dist (I2, B) . Entonces
es inmediato comprobar que para todo punto b € I y para todo r < rg se
verifica que

e (SB))NT=0
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y, asf, se tiene que p,, 1 (S (b,7)) = 0 para todo b € I, y para todo 7 < ro.
Por la continuidad de los operadores de composicién en los espacios de
Hardy y el Teorema 2.17, existe una constante C' > 0 tal que

m (e ' (S(b,r))NT) <Cr

para todo 0 <r <1y b€ T. Podemos suponer que C > ¢.

Si tomamos ahora b € I y 1 < 55, entonces se tiene que

cp‘l(S(b,r))ﬂ'H‘g{ze']I‘: I1— 2] <-g}

Por consiguiente, si 7 < ;= entonces

|1 — 2|
Bosa (S = [ =2
i e~ 1(S®r)NT |1 + z|1/2
€ 1
< £ —  _im
o /g;*%S(b,r))ﬂ’]I‘ 11+ 2|2
< £ dm

C Je-1(samnt
£ -1
= am (e (S(L,r)NT) <er
para todo b € I;, donde hemos utilizado que W <lyaquel|l—z| <
& <L
Por tanto, si r < min {ro, %} se verifica que

b b
sup Kol (S( ,7")) = sup Hopap,1 (S( ;7)) <e.
beT r bel r

Esto prueba que p,,,; es una medida de Carleson compacta (de orden 1)
sobre D. Luego, el operador W : Hi — H; es compacto.

Por otro lado, como 4 ¢ H, para p > 2, el operador W, : H, — H, no
es continuo ni, en particular, compacto.

En el resto de la seccién vamos a mostrar dos condiciones suficientes bajo
las que el operador W, ,, : H, — H, es compacto.
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Proposicién 2.40 Sean 1 <p,g<oo, p € ® yy € Hy. Si

2 AYES
/ W) - )l q/pd0<oo’
o (1-le(e)f)

entonces el operador W,y : Hy, — H, es compacto.

Demostracién. Probaremos que W,y : H, — H, es compacto utilizando
el Teorema de la Convergencia Dominada. Sea { fn} una sucesién acotada
en H, que converge a cero uniformemente sobre compactos de I y probemos
que |Woy (fa)llg, — 0. Denotemos por M = sup, | fallgr, - Puesto que la
integral que aparece en el enunciado es finita el conjunto de puntos donde se
anula el denominador es de medida cero (nétese que ¥ no se puede anular en
un conjunto de medida positiva salvo que ¢ o 9 sean nulas en cuyo caso el
operador es claramente compacto). Es decir, m({z € T: |¢(z)] =1}) = 0.
Por ello y la convergencia a cero de {f,.} puntualmente en ID se verifica que

¥ (2) fu (9 (2))] = O

para casi todo z € T. Ademss,

% (@) falp I = [ (I |8y (fo)[”

< 19 @1 0I5,

Foll,

W (2)]?
M1 S L1 (T, m) .
(1o (2)])""

Entonces, por el Teorema de la Convergencia Dominada, se verifica que
|Woss ()], — 0. ®

Para operadores de composicién y cuando p = ¢ = 2, la proposicién ante-
rior es el Teorema de Hilbert-Schmidt debido a H. J. Schwarz [83, pag. 26].
El reciproco de esta tltima proposicién no es cierto incluso para operadores
de composicién en el espacio de Hilbert H, (véase [83, pag. 52)).

Para finalizar la seccién, recordemos que, por la Proposicién 1. 22 si el

IA

operador W, : Hy — Hj es compacto entonces limy; 1 [¢ (2 )P — Iw(Z)I

En la pagina 19, se cita un ejemplo de un operador de composicién en Hp
que muestra que el recfproco de este resultado no es cierto. A continuacién
mostramos que bajo ciertas hipétesis adicionales se puede obtener dicho
reciproco.
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Para los operadores de composicién, el siguiente resultado fue obtenido
por J. H. Shapiro en [83]. De hecho, cambiando el limite que aparece en (i7)
del siguiente teorema por un cociente que involucra a la funcién de Nevan-
linna, él suprime la hipétesis “p es N-a-1”. Para operadores de composicién
ponderados no sabemos si se puede omitir dicha hipétesis.

Teorema 2.41 Sean ¢ € ® y 1) € H; tales que ¢ es N-a-1 y W, v : Hy —
Al es compacto. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(t) El operador W, : Hy — Hy es compacto;

(id) limpzo |9 (2)2 225, = 0.

1-le(2)]

Demostracién. Aligual que en la demostracion del Teorema 2.22, usaremos
la norma equivalente en H,; dada por

If1° = lf(0)|2+2/m)|f' () (1= |2*) dA ().

Como ya hemos comentado anteriormente basta probar que (i7) implica (7).
Para probar que W, es compacto en H; utilizaremos la Proposicién 1.21.
Sea {f.} una sucesién en H, tal que ||f,| < 1 para todo n y que converge a
cero uniformemente sobre compactos. Tenemos que probar que ||W,, 4 (f,)||
converge a Cero.

Para cada natural n se tiene que

(Wi I = 10) o o O)F +2 [ |(62) 1 ()T (0 1) A 2
< [1(0) fu (0 (0))?
1/2
42 { ([ @neEfa-eiae)

. ( [ 1966 @) 1l G (1 - ) (@)1/2}2.

Vamos a probar que cada uno de estos tres ultimos sumandos converge a
cero. Puesto que {f.} converge a cero uniformemente sobre compactos y
¢ (0) € D se tiene que

% (0) fn (¢ (0))] — 0.

n—oQ
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Por otro lado, como W, v : Hy — A} es compacto, se verifica que

2 N-—o0

/D W (2) fa (0 () (1= 127) dA(2) = [[Wogs ()| — O.

Falta probar que el tercer sumando tiende a cero. Fijemos € > 0. Por hipéte-
sis, existe ry € [0,1) tal que

3
¥ (2)]* (1= |21%) < ~ (- o (2)[), (24)
para todo z € D tal que |z| > . Consideremos r; € (0,1) tal que r; > 7o y

o=l
S Tomle O

Entonces, si |w| > 7, por el Lema de Pick-Schwarz, todo punto z € D tal
que ¢ (2) = w verifica que

_ 2] + | (0)]
n<ll=le @< SR or
Luego 0(0)
ry —|p (0
T 2T

Asi, tomando w € D tal que |w| > r; se verifica que

S o wEPa-1E) < 5 > 1-le@P) (2.5)

z€p~ Y (w) z€p~H(w)

= % ST - lwf)y <e(t-lwf).

z€p~H(w)

Por otro lado, se tiene que

/D W (2) ¢ (2) £ (0 (D) (1 |22) dA (2) =
- / _6()¢ () Fale @)F (1= 1) 44 )

s [ @@ e EF (1= 1) dA).
D\r, D
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Veamos que cada uno de estos dos sumandos es arbitrariamente pequeno
(menor que ¢) para n suficientemente grande. Por un lado, es fécil observar
que la convergencia uniforme sobre compactos a cero de la sucesién {f,}
implica que la sucesién {f),} tiene la misma propiedad (véase [73, Teorema
10.4.11]). Ademss, la continuidad del operador W, : Hy — A} implica
que C = [ 5 (2) ¢ (2)> (1 — |2*) dA (2) < oo. Puesto que ¢ (rD) es un
conjunto cuya clausura es un compacto de I, existe un ng tal que paran > ng
y z € D tal que |z| < r; se verifica que |f] (¢ (2))| < €/C. De esta forma
para n > ng se tiene que

/ () () £l () (1~ 2[2) dA(2)

D

<% [ W@ @ (1) dA() ==

Por otro lado, utilizando el Teorema del Cambio de Variable [20, Theorem
2.32] y la desigualdad (2.5) se verifica que

/m ERICEICTARCINIRERERS

/@ ooy | X WP (=) | aaw)

2o (w)

< (W) (1= |w?) dA (w
s[a(m\rlﬁ)l (W) (1 = |uw?) dA (w)

<e [Ifn@l (- wP)da@w <e|fP < e m

En relacién con las hipétesis del teorema anterior, en las Observaciones
2.23 y 2.24 se comentan algunas condiciones bajo las que el operador W,  :
H; — Al es compacto.

Problema abierto. Como en la seccién anterior queda obtener una ca-
racterizacién de la compacidad de los operadores de composicién ponderados
de H, en H, cuando 1 < g < p < oo.
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2.4 Compacidad débil

Con respecto a la compacidad débil de los operadores que estamos estu-
diando, la reflexividad de los espacios de Hardy H, cuando 1 < p < oo,
fuerza a que todo operador continuo que tenga por rango o dominio dicho
espacio sea débil compacto. Por tanto, los tinicos casos no triviales y que
estudiamos en esta seccién son precisamente aquellos en que el dominio y el
rango son H, o H;.

En 1983, J. Bourgain probé que un operador lineal y continuo definido
en H,, y con rango un espacio de Banach separable es débil compacto [11]
(véase también [15]). Por tanto, la compacidad débil de W,y : Hoo — Hi
equivale a la continuidad. Por otro lado, M. D. Contreras y S. Diaz Madrigal
probaron en [15, Proposition 2.3] que W,y : Hew — Hy es compacto si, y
sélo si, es débil compacto, con lo que ya estd caracterizada la compacidad
débil de este operador. De esta forma, resta estudiar la compacidad débil de
W, cuando estd definido en H; y tiene rango H; 0 He.

Comenzamos estudiando la compacidad débil de los operadores W, :
H, — H,,. Es bien conocido que si K es un espacio topolégico compacto
y tenemos una sucesién { f,} acotada en C (K) (el espacio de las funciones
continuas de K en C) y f € C(K) se verifica que {f.} converge en la
topologia débil a f si, y sélo si, {f. (2) — f (2)} converge a cero para cada z
en K. La situacién es algo mds complicada cuando trabajamos con el espacio
de las funciones continuas y acotadas en un espacio localmente compacto
L, espacio que como es habitual notaremos Cy (L). En este caso podemos
recurrir a la propiedad de intercambio del doble limite que nos lleva a la
siguiente caracterizacién: dada una sucesién {f.} acotada en Cy (L) y f €
Cy (L), {f.} converge en la topologia débil a f si, y sdlo si, para cualquier
sucesion {z,,} de elementos de L, se verifica que

siempre que todos los limites que aparecen en la anterior igualdad existan
(véase, por ejemplo, [29, pdg. 48]). Si vemos al espacio Hy, como un subes-
pacio cerrado de Cy, (D), es obvio que una sucesién acotada de Ho, converge
a cero en la topologfa débil de H, si, y sélo si, lo hace en la topologfa débil
de Cy (D). Si ahora consideramos una sucesién acotada {fu} en Hyx y le
aplicamos la propiedad de intercambio del doble limite que caracteriza la
compacidad débil en Cy (D), tenemos el siguiente lema:
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Lema 2.42 Sea {f,} una sucesion acotada en Hy,. Entonces {fn} converge
a cero débilmente en Hy, si, y sélo si, para cada sucesion {z,} en D se
verifica que

limlim f, (z,) =0

n m

siempre que todos los limites que aparecen en la anterior igualdad existan.

El anterior lema también se puede obtener usando la caracterizacién de
la compacidad débil en espacios Ly, (14, X ) dada por G. Schliichtermann [75].

Teniendo caracterizada la convergencia débil a cero en H,, podemos ya
probar el siguiente resultado.

Teorema 2.43 Sean ¢ € ® y ¢ € Hy tales que W, : Hy — Hy es
continuo. Entonces W,y : Hi — Hy, es débil compacto.

Demostracién. Sea { f,} una sucesién en la bola unidad de H; que converja
a cero uniformemente sobre compactos y probemos que {W,,, (f»)} converge
a cero para la topologfa débil de H,. Para ello supondremos inicialmente que
fn € Hy y eliminaremos esta restriccién mas adelante.

Puesto que el operador W, es continuo de H; en H,, la sucesién
{¥fn 0 @} estd acotada en Hy. De esta forma, por el lema anterior, bastard
probar que la sucesién {1 f, o @} verifica que, para cada sucesién {z,,} en D,
ésta tiene una subsucesién {zn,, } tal que lim, limg ¥ (2, ) fr (¢ (2m,)) = 0.

Consideremos, por tanto, una sucesién {z, } en D y distingamos dos casos:
que | (z)] — 1 0 que existan una subsucesién {z,, } de {zn},a € Dybe D
tales que z,, — a 'y ¢ (zm,) — b. En primer lugar, si |¢(2,)] — 1, como
Wy : Hi — Hy es continuo, por el Corolario 2.14, se verifica |9 (2,)| — 0.
Entonces

i [ (2m) fo (0 (2] < [l Tim [36 (2m)| = 0

y asi
lim lim |4 (27) fn (¢ (2m))] = 0.

n—oo m—oo

Para el segundo de los casos utilizaremos de nuevo la convergencia uniforme
sobre compactos de {f,} a cero. Como limy ¢ (2,,) = b € D entonces

lilgn fn (@ (2m,)) = fn (D)
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y, por tanto,

lim lm |9 (2m,) fa (@ (zm))] < 1915, lim Jim | fo (o (2m, )]

n—o0 k— n—oo k—oo

11 g, Jim |fr (B)] = O.

De esta forma, si las funciones f, estdn en H,, tenemos probado que
{Wou (fn)} converge a cero para la topologfa débil de H.. Veamos como
se puede suprimir esta condicién. Sea {g,} una sucesién en la bola unidad
de H; que converja a cero uniformemente sobre compactos. Por la densidad
de los polinomios en H;, existe una sucesién de polinomios {p,} tal que
lgn — Pnll g, — 0. Veamos que {p,} esté en las condiciones anteriores. Sea
0<r<1lyze€Dcon |z <r. Entonces

gn (2) = Pn (2)] = 162 (gn — Pn)| < 1I6:]

<

Hy 19n — pn“Hl

T2 9 = Pull, -

De esta forma se obtiene que {g, — p,} converge a cero uniformemente so-
bre compactos. Como {g,} también converge a cero uniformemente sobre
compactos, se sigue que {p,} también converge a cero en dicha topologfa.
Ademss, p, € Hy y {p.} estd acotada en H;. Por tanto, aplicando el caso
anterior, se tiene que {W,, 4 (p,)} converge a cero para la topologia débil de
H. Por la continuidad de W, y,

1IW¢,¢ (9n) — Wew (pn)”Hoo — 0

con lo que {W,, (g»)} también converge a cero débilmente en He,. B
Merece la pena destacar que no todo operador de H; en Hy, es débil
compacto. En el siguiente ejemplo constatamos esta afirmacion.

Ejemplo 2.44 Consideremos el operador T : H;y — Hy, definido como
7)) = [ 1

para toda f € H;. La continuidad de T se tiene ya que T (f) € S; y, como
vimos en el Capitulo 1, se verifica que S; C A, con lo que basta aplicar
el Teorema de la Gréfica Cerrada. Pasemos a probar que T no es débil
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compacto. Para ello, tomemos una sucesiéon 0 < r, < 1 talquer, — 1y
definamos la sucesién de funciones
1—1r2

fa(2) = —T5

- (1- 'rnz)Z'

Como ya sabemos, ésta es una sucesién en la bola unidad de H; que con-
verge a cero uniformemente sobre compactos (Lema 2.25). De esta forma,
la sucesién {7 (f,)} es relativamente compacta en la topologfa débil de Hy
si, y sélo si, converge a cero en la topologfa débil de H,. Veremos que esto
no puede ocurrir aplicando el Lema 2.42. Como {7 (f,)} es una sucesién
acotada en Hy, ¥y

T(fn)(Z)=/{)zfn(£)d§=/ozzl—1__r—T’é)3d€=(1—7‘3)

1—r,2’

se tiene que, para toda sucesién s, € [0, 1) tal que s, — 1,

S
lim lim T (fy) (sm) = lim lim (1—7r2) —2=
nl—’rgOml—IgO (f)(S ) n-l—{{olomgnoo( ’I’n) 1—7'n8m
p— 1 — 2 fromd i =
= Jm () = m Q) =2

Por tanto, T' no es débil compacto.

Como ya hemos comentado al comienzo de la seccién, para finalizar el
estudio de la compacidad débil de los operadores de composicién ponderados
nos queda solamente el caso en que tanto el dominio como el rango es Hj.
Para obener este resultado haremos uso del siguiente lema debido a S. Diaz
Madrigal [22, Corollary 1].

Lema 2.45 Sea {z,} una sucesidn acotada en un espacio de Banach X.
Entonces {z,} converge en la topologia débil a cero si, y sdlo si, para cada
subsucesion {x,, } de {z,} existe una sucesion de combinaciones convezas de
{zn,}, que denotamos {yn}, tal que |y.llx — O.

Si {z,} es una sucesién convergente a cero en la topologfa débil, es bien
conocido la existencia de las combinaciones convexas que aparecen en el an-
terior resultado. Lo novedoso del lema anterior, y de hecho la parte que
nosotros usaremos, es el reciproco.
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El siguiente resultado pasa la compacidad débil de un operador a otro
subordinado a él en la norma. Un resultado similar para compacidad (en la
norma) es bien conocido y facil de obtener y puede verse, por ejemplo, en
el texto de J. Diestel [23, pdg. 5]. Creemos que este resultado puede tener
interés por sf mismo y por ello lo enunciamos en un contexto més general
que el de los operadores de composicién ponderados.

Proposicién 2.46 Sean X, Y y Z espacios de Banach, T : X — Y y
S : X — Z operadores acotados tales que ||Sz| < ||Tz|| para todo x € X.
Supongamos que existen dos topologias lineales 71 sobre X y 7o sobre Y tales
que T es T1-T2 continuo, (Bx,T1) es metrizable y compacto y la topologia

débil de Y es mds fina que T2. Si T es débil compacto, entonces también lo
es S.

Antes de probar este resultado, merece la pena tener en mente que lo
vamos a aplicar tomando X = Y = Hj, 71 la topologia de la convergencia
uniforme sobre compactos, T2 la topologia de la convergencia puntual y, por
supuesto, T un operador de composicién ponderado. Otras situaciones donde
se verifican las hipétesis de manera automatica es cuando el operador T' es
un operador adjunto y tomamos 71 y T2 las respectivas topologfas débil-*,
siendo el predual de X separable.

Demostracién. Tomemos {z,} una sucesién en la bola unidad Bx. Debe-
mos encontrar una subsucesién {z,, } de {z,} tal que {Sz,,} converja en la
topologfa débil de Z.

Como (Byx, 71) es metrizable y compacto, existe una subsucesion {z,, } de
{z,} y un punto z € By tal que {z,, — 2} converge a cero en la topologfa 71.
Esta es la subsucesién que estamos buscando. Ahora, usando el Lema 2.45,
vamos a probar que {S (z,, —z)} es débil nula. Teniendo en cuenta que T
es T1-T9 continuo, la topologfa débil de Y es m4s fina que 73, y que T" es débil
compacto, tenemos que {7 (z,, — =)} converge a cero en la topologfa débil de
Y. Tomemos una subsucesién {y;} de {z,,}. Entonces existe una sucesion
{2} de combinaciones convexas de {yi} tal que ||T (2 — x)|| — 0. Como
IS (2 — z)|| < ||IT (2 — z)||, se tiene que ||S (zx — z)|| — 0. Resumiendo,
para cada subsucesién {y;} de {z, }, hemos encontrado una sucesién {z}
de combinaciones convexas de {yx} tal que ||S (2 — z)|| — 0. Por el Lema
2.45, {S (zn, — =)} converge a cero en la topologfa débil de Z. W

Teorema 2.47 Sean ¢ € ® y i € Hy. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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1) El operador W, : Hi — H; es compacto;
P
(1) El operador Wy : Hi — Hy es débil compacto,
(46) pryy, es una medida de Carleson compacta sobre D.

Demostracién. Es obvio que (7) implica (i7). El Teorema 2.37 afirma que
(¢) y (#i) son equivalentes. Por tanto es suficiente probar que (ii) im-
plica. (i7). Para ello vamos a aplicar la Proposicién 2.46 con X =Y =
H,, t1 la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos, 7o la
topologfa de la convergencia puntual y T' = W, . Es inmediato compro-
bar que W, es un operador 7,-72 continuo. Consideremos la aplicacién
S: Hy — Ly (D, p, ) dada por S(f) = f. Por el Lema 2.16, tenemos que
Wew (M), = ”S(h)HLl(TDm,w,l) para toda h € H;. Como W, es débil

compacto sobre Hi, por la Proposicién 2.46, S también es débil compacto.
Por otro lado, supongamos que no se verifica (iii). Entonces existen
B>0,7,—0(0<r, <1)yb, €T tales que 1,41 (S(bn,s)) = Brn para
todo n. Consideremos a, = (1 —7,)b, vy fu(z) = 1/(1— ‘a—nz)z. Entonces
fn € Hy y, por el Lema 2.25, se verifica que || fully, = m Tomemos
ahora g, = fu/||fully, - Para obtener una contradiccién, probaremos que
para cada subsucesién {g,, }, la sucesién {S (g, )} no es débil convergente.
Por [90, pag. 137], serd suficiente probar que el conjunto {S (g,,) : k¥ € N}
no es uniformemente integrable, es decir, existe € > 0 tal que para todo
n > 0 existe un subconjunto medible £ de Dy k € N tal que p,, 4, (E) <7
y fE g, Aty 1 > €. Tomemos ¢ = §/4 y fijemos un n arbitrario. Como
o1 €8 una medida de Carleson sobre D, existe una constante M tal que
Pop1 (S (b,7)) < Mr paratodo b€ Ty 0 <r < 1. En particular, podemos
tomar un k tal que p, 41 (S (b, s, )) < 7. Por otro lado, teniendo en cuenta

que |fn, (2)| > (2rnk)_2 siz € S(by,,Tn,), tenemos que

(2r, )_2
/ |gnk' d:u’gp,'l/;,l 2 ”f k” l‘l’tp,lp,l (S (bnk,rnk))
S{ by Tny ne it Hy

BT, = g [ ]

Tnye (2 — rnk)
- 4r2,

La equivalencia entre la compacidad débil y la compacidad para operado-
res de composicién en H; fue obtenido por D. Sarason en 1990 [74]. Nuestra
prueba sigue ideas diferentes a las de Sarason. En su prueba él usa la dualidad
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entre H; y BMOA y la acotacién de C, como un operador en L; (T, m). En.
1998, H. Jarchow dio otra prueba del resultado de D. Sarason en la que ya
usa medidas de Carleson [39, Theorem 4].

2.5 Continuidad Completa

Pasamos a estudiar cudndo los operadores W, ,, : H, — H, son completa-
mente continuos. Para 1 < p < oo el espacio H, es reflexivo. Por tanto,
ser completamente continuo equivale a ser compacto si 1 < p < 00 y este
problema ya lo hemos tratado en la Seccién 2.3.

En cuanto al caso p = oo, es bien conocido que un operador definido en
H,, es completamente continuo si, y sélo si, es débil compacto. Este resultado
fue probado por J. Bourgain a comienzos de los afios 80 (véanse [11], [12] y
[15]). Por tanto, la continuidad completa del operador W,y : Hoo — Hy ya
ha sido estudiada en la seccién anterior. De esta forma nos queda por estudiar
la continuidad completa de W, : Hy — H, para 1 < g < oo. Cuando g > 1,
vamos a ver que la continuidad completa es, de hecho, automdtica.

Proposicién 2.48 Sea 1 < g < oo. Si el operador W,y : Hi — H, es
continuo, entonces es completamente continuo.

Demostracién. Por el Teorema de Jarchow (Teorema 2.32), es suficiente
ver que W,y : Ho, — H, es compacto. Por un lado, si ¢ < oo, sabemos
(Proposicién 2.28) que esto equivale a que m({z € T: |p(z)] =1}) = 0.
Basta ahora aplicar el Corolario 2.18. Por otro lado, si ¢ = 0o, el Corolario
2.14 afirma que existe una constante M tal que

[ (2)] < M (L=l (2)I)

para todo z € . De esta forma se tiene que limy(,)—1 ¥ (2)| = 0. Por tanto,
W,y : He — Hoo €s compacto (véase (15, Proposition 2.3]). B

Finalizamos esta breve seccién caracterizando cuéndo W,y : H1 — H;
es completamente continuo. Notemos que ahora esto ya no es automdtico.
Piénsese que, por ejemplo, el operador identidad en H; no es completamente
continuo. Ademsés, en el siguiente resultado obtenemos también una caracte-
rizacién de la compacidad de los operadores W, : H, — Hy con 1 < p < oo.
Parte de la prueba de este resultado est4 inspirada en [39, Theorem 1].
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Teorema 2.49 Sean ¢ € ¢ y+ € H; tales que W,y : H — H es continuo.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) m({zeT:¢(2) €T} =0
(it) El operador W,y : Hy — H;y es completamente continuo,

(i13) El operador W,y : H, — Hy es compacto, para todo 1 < p < oo.

Demostracién. La Proposicién 2.27 afirma que (44¢) implica (¢). Por otro
lado, la composicién de un operador débil compacto con uno completamente
continuo es compacto. De esta forma, teniendo en cuenta que la inclusién ¢, 1
de H, en H, es débil compacta si 1 < p < oo, si el operador W, : Hy — H;
es completamente continuo, se tiene que W,y = W,y 01,1 1 H, — H; es
compacto. Se tiene asf que (i¢) implica (¢i7).

Veamos finalmente que (i) implica (i). Supongamos que

mH{zeT:p(2)eT}) =0

y sea {f,} una sucesién que converja a cero en la topologfa débil de H;.
Como f, (z) — 0 para todo z € Dy m({z € T: ¢(z) € T}) = 0, se tiene
que la sucesién de funciones {W, 4 (f.)} tiende a cero casi por doquier en
T. En particular, esto implica que la sucesién {W,,,, (f.)} converge a cero
en medida en L; (T, m) (véase {73, pdg. 66]). Ademds, como el operador
W, es débil-débil continuo, {W,y (fs)} tiende a cero en la topologfa débil
de H; y, por tanto, en la topologia débil de L; (T, m) . Finalmente, teniendo
en cuenta que una sucesién en L; (T, m) converge a cero en la topologfa de
la norma cuando converge a cero en medida y en la topologfa débil (véase,
por ejemplo, [24, pag. 295]), tenemos que [|[Wey (fn)lly, — 0. W

Para operadores de composicién, la equivalencia entre (¢) y (éi) fue obte-
nida por J. A. Cima y A. Matheson [14].

2.6 Operadores de composicién en el semi-
plano

Finalizamos con una aplicacién de los resultados obtenidos en este capitulo a
uno de los ejemplos que motivé nuestro estudio de los operadores de composi-
cién ponderados y que ya comentamos en la introduccién de esta memoria:
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los operadores de composicién en los espacios de Hardy del semiplano. Para
ello necesitamos precisar antes alguna notacién. Como ya indicamos en la
introducién, denotamos por II al semiplano superior complejo, es decir,

II={weC:Im(w)>0}.

Fijemos 1 < p < oo. Para cada f : I1 — C analitica, |||, se define
mediante

1/p
1Ly = sup ( [1s @+ dz) .
y>0 R

Pues bien, el espacio de Hardy en el semiplano, espacio que denotamos me-
diante H, (II), estd formado por todas las funciones analiticas en Il para las
que |||z, es finito. Si dotamos al espacio Hy (II) con la norma |||z
obtenemos un espacio de Banach (véase el texto de Hoffman [35] para sus
propiedades).

Si ¢ : IT — II es una funcién analitica, se define el operador de composi-
cién en H (IT) (espacio de funciones analfticas en IT) mediante Cy (f) = fo¢.
Es bien conocido que, en general, el operador de composicién Cy no trans-
forma H, (II) en sf mismo. En la literatura se pueden encontrar diversos
trabajos donde se estudia la continuidad de dichos operadores. En este sen-
tido, el trabajo que nos parece més interesante es el publicado recientemente
por V. Matache [52]. Més abajo comentamos el contenido de dicho trabajo.

Consideremos la aplicacién conforme

d+z
v(2) =i

1-2z

que transforma D sobre II. Su inversa viene dada por

1 =w—z’
7w =

que claramente transforma el semiplano en el disco. Fijado 1 < p < o0, las
aplicaciones lineales V, : H, — H, (II) y W}, : H, (Il) — H, dadas por

() ) = s (07 W)
para todo w € I, y
e /P (A 1/p
W, (6) (2) = g (y ()

(1- z)z/p
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para todo z € D, son isometrias y cada una es inversa de la otra (véase,
por ejemplo, [52, pdg. 1487]). Teniendo esto en cuenta, se tiene que para
1<pq< oo, si¢: Il — II es una funcién analftica, el operador de com-
posicién Cy es continuo (resp. compacto, débil compacto o completamente
continuo) de H, (IT) en H, (II) si, y s6lo si, el operador W,0CyoV,, es continuo
(resp. compacto, débil compacto o completamente continuo) de H, en H,.
Veamos quién es este tltimo operador. Para simplificar este calculo conviene
introducir alguna notacién previa. Concretamente las siguientes funciones
apareceran repetidas veces

(1— ()"
(1-— z)z/q '

Es claro que tanto ¢ como % son funciones analiticas en D) y que, de hecho,
@ € ®. Si ahora tomamos f € H, y z € DD se tiene que

p=7"logoy y W(2)=

eifr/q (47T)1/q
WeoCs0Vp(f)(2) = “(‘i—_——z)g/T[CasOVp(f)] (7 (2))
eim/a (47r)1/q

- S B

_ eir/q (47T)1/q 1 .
T A= (¢°7(z)+7;)2/1’f<7 °po(2))
I 1
T U= 2% 2 (o (2) _H.)z/,,f (¢ (2))

e (4T (1 - (2)\"
T =2 ( 2(5 ) Fe(2))

= &M () TP (f) (2).

Se obtiene asi que Cy4 es continuo (resp. compacto, débil compacto o
completamente continuo) de H, (IT) en H, (II) si, y s6lo si, el operador de
composicién ponderado W, es continuo (resp. compacto, débil compacto
o completamente continuo) de H, en H,. Este resultado ya fue puesto de
manifiesto por R. K. Singh [85] cuando p = ¢ = 2 y por V. Matache [52]
para el caso en que p = gq. En realidad la prueba anterior es una simple
adaptacién al caso en que p no es necesariamente igual a g de la realizada en
los mencionados trabajos.
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Teniendo esto en cuenta y aplicando el Corolario 1.19 y la Proposicién 1.4,
se tiene que si Cy es continuo desde H, (IT) en H, (II), existe una constante
M tal que

-7 (1-]2)"
-z (- @)

para todo z € D. En particular, tomando r € (0,1) se verifica que

1)

1—r
1+7r

(1=l )"

1—1r2 (1 N T)2 = M

11— ()" < M*

De esta forma lim,_,; ¢ (r) = 1. Es decir, ¢ tiene limite radial (de hecho, no
tangencial) en z = 1 y vale 1. En particular, se tiene que la funcién ¢ no
puede estar acotada y que lim, ., ¢ (iy) = co. Es méds, la desigualdad (1)
muestra que

¢ ({z e D:|1-—zf <)\(1—|z|2)})
C {ze D:|1— 2> < MPXP/? (1—|z|2)}.

En efecto, siz€ {z € D: |1 - <A (1- |z|2)} entonces

2 2 |1—2|2 e
1-w()]" < Mp(l—IsD(Z)l)< )

1—|z?

< MPX(1—|p(2)).
En particular, sip > ¢ y 0 < A < 1 se verifica que
e({zeD: |1-—z|2<)\(1—|z|2)}) C{zeD: \1—z|2<Mp)\(l—|z|2)}.

Si se analiza la prueba del Teorema de Julia-Carathéodory que aparece en el
texto de J. H. Shapiro [83, p4g. 57 y siguientes], se tiene que esto implica
que ¢ tiene derivada angular en z = 1 (este hecho ya fue observado por V.
Matache en [52, Theorem 2.10] para el caso en que p = ¢). En particular, se
tiene que

tim 220 i g L2100

r—1 1—7r r—1 1—7r
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para algin § > 0 (véase [83, pdg. 57]). De esta forma,

1-|2f*

1 - (2)°

no puede converger a cero cuando |z| tiende a 1. Centrdndonos por el mo-
mento en el caso en que p = g, por la Proposicién 1.22, W,, ;, no es compacto
en H, para 1l < p < oo. Es decir, hemos probado el siguiente resultado debido
a V. Matache [52].

1-9(2)|*
1—2

Proposicién 2.50 §i 1 < p < oo, entonces no hay ningin operador de
composicion compacto en H, (II) .

Ademss, con nuestro estudio podemos llegar un poco més lejos ya que,
puesto que el Teorema 2.47 muestra que W,, ;, es compacto en H; si, y sélo
si, es débil compacto, se verifica que:

Proposicién 2.51 No hay ningin operador de composicion débil compacto
en Hy (II).

Si miramos ahora al caso en que p > g, teniendo en cuenta la desigualdad
(1) y tomando r € (0, 1), se tiene que

1-e@f__(1-r)
T =P =)™

M1?

1—g0(7") 2q/p 1—r2 q/p 1 — 72 1-g/p
- ‘ 1-r <1—|s0(7‘)|2> ((1—7")2)

1—p(r) 2q/p 1— 2 a/p 147 1-q/p

S (Ee) ()

Tentiendo en cuenta otra vez el hecho de que

2q/p( 1—r2 )q/p
1= (m)f

existe y es no nulo, llegamos a una contradiccién. Por tanto, tenemos el
siguiente resultado.

1—p(r)
1-7r

lim

r—1
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Proposicién 2.52 Sip > q, entonces no existen operadores de composicion
continuos de Hy, (IT) en H, (II).

Finalmente, la Proposicién 2.48 y el Teorema 2.49 aplicados al operador
W,y prueban que:

Proposicién 2.53 (i) Todo operador de composicion continuo de Hy (II)
en H, (II) con 1 < g < oo es completamente continuo.

(i1) Si Cy: Hy (II) — H;y (II) es continuo, entonces Cy : Hy (II) — Hy (1)
es completamente continuo si, y solo si, la medida de Lebesgue (en R)
del conjunto

{z eR:¢" (z) e R}
es cero, donde

¢" (z) = lim ¢ (z +yi)

es la extension de ¢ a la frontera del semiplano. (Recordemos que este
ltmite eziste en casi todo punto x € R [35]).



Capitulo 3

Espacios de funciones con

derivada en los espacios de
Hardy

Dedicamos este capitulo al estudio de la continuidad y compacidad de los ope-
radores de composicién ponderados en los espacios de funciones con derivada
en los espacios de Hardy, espacios que estamos denotando por S,.

Los espacios S, no se han estudiados de manera tan exhaustiva como los
espacios de Hardy. No obstante, autores como S. C. Arora, B. D. MacCluer,
M. Mukherjee, A. Panigrahi y R. C. Roan han estudiado los operadores de
composicién y los de composicién ponderados en dichos espacios. Concreta-
mente, R. C. Roan realiza el primer estudio de los operadores de composicién
en los espacios S, en 1978 [71]. Obtuvo condiciones suficientes para la con-
tinuidad y compacidad y estudié cusndo los operadores de composicién en
los espacios S, tienen rango cerrado. Posteriormente, B. D. MacCluer [54]
caracterizé la continuidad y la compacidad de los operadores de composi-
cién en estos espacios en términos de medidas de Carleson. En cuanto a
los operadores de composicién ponderados, S. C. Arora, M. Mukherjee y
A. Panigrahi [2] obtuvieron una condicién suficiente para la continuidad y
compacidad de los operadores de composicién ponderados en los espacios S,
también en términos de medidas de Carleson. Ademds, C. C. Cowen y B.
D. MacCluer recogen gran parte de estos resultados en su monograffa sobre
operadores de composicién, englobando los espacios S, dentro de lo que se
conoce como espacios pequerios [20, Chapter 4].

Recordemos que las funciones de los espacios S, son continuas en Dy,

73
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por tanto, pertenecen al dlgebra del disco, A, siendo la inclusién continua
para todo p € [1,00] (véase el Capitulo 1). Con la ayuda de este resultado
caracterizamos la continuidad de los operadores de composicién ponderados
en los espacios S,. Con respecto a la compacidad, probamos més adelante
que, de hecho, esta inclusién es compacta cuando 1 < p < 0o y veremos que
la inclusién de S; en A no lo es. Sin embargo, sf obtenemos que la inclusién de
S1 en H, es compacta. Con ambos resultados caracterizamos la compacidad
de W, en los espacios S,. Esto se vera en las dos primeras secciones del
capitulo. En la tercera y cuarta seccién caracterizamos la compacidad débil
y la continuidad completa de W, .

3.1 Continuidad

Comenzamos el capitulo centrdndonos en el estudio de la continuidad del
operador W,, , en los espacios S,. Como quedar4 de manifiesto a lo largo del
capitulo, debido a que

(Weu () =¥/ fop+e¢'f op,
el estudio del operador W, 4, : S, — S, “equivale” al estudio de los operadores

W%WZ Sp — Hq
— Pfop

Wowe : Hp — Hy
— Y fop.

Probamos en el siguiente resultado que el primero de estos operadores es siem-
pre continuo y, por tanto, la continuidad del operador W, ,, en los espacios Sy
equivaldra a la continuidad del segundo de ellos, W,y : H, — H,. Ahora
bien, este operador no es mds que un operador de composicién ponderado
con dominio y rango un espacio de Hardy. Esto nos permitird aplicar gran
parte de los resultados sobre la continuidad de los operadores de composicién
ponderados en los espacios H, que obtuvimos en la Seccién 2.2.

Lema 3.1 Sean 1 < p,q < o0, p € ® y ¢ € H,. Entonces el operador
Wow 1 Sp — Hy es continuo.



3.1. Continuidad 75

Demostracién. Sea f € S,. Teniendo en cuenta que la inclusién de S, en el
algebra del disco es siempre continua (véase el Capitulo 1), se concluye que

IWe (N, = 195 0 @llg, < WA ¥, < lills,allflls, 1915,

donde 7 denota al operador inclusién de S, en A. &

Con la ayuda del lema anterior probamos sin dificultad el resultado que
relaciona la continuidad de los operadores de composicién ponderados en los
espacios S, con la continuidad de los operadores de composicién ponderados
en los espacios de Hardy.

Teorema 3.2 Fijados 1 < p,q < oo y dadas p € & y ¢ € S, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(¢) El operador W, : S, — Sq es continuo;

(it) El operador Wy : H, — H, es continuo.

Demostracién. (i) implica (i4). Supongamos que W,y : Sp — Sg es
continuo y probemos que el operador W,, 4 : H, — H, es continuo. Sea
g € H, y consideremos la funcién f € S, tal que f' = gy f(0) = 0. Entonces,
teniendo en cuenta (i), que || f|lg, = [|9]lz, ¥ ¢l lema anterior, se tiene que

Wewe (Dlly, = I¥e'go0ly,
< wg'gop+d' foplly + ¥ foelg,
= [[@f o @) ||y, + [ Wow (D4,
< bfovlls, + [Wewlls,—a, I1fls,
<

Wl s, I£lls, + W ls, -, 1£1ls,
(Wl s, + Wl i) 105

(IWeslls, s, + W lls, s, ) Il -

Luego, el operador W, v : H, — H, es continuo.

(43) implica (i). Supongamos ahora que el operador Wi, gy : Hp — Hgy es
continuo y probemos que W, : S, — S, también lo es. Recordemos que los
operadores de evaluacién puntual §, son continuos en los espacios 5, para
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todo z € D (véase la pégina 6). Asi, por (i7) y el lema anterior, para cada
f € S, se verifica que

Wou (Hlls, = 100 f@O)+1¥ef oo+ fooplly,

< [$(0) 8y ()] + 10 f ol + 1 foelly,
< 19l 100l 115, + 1ol g, 1,
+|[Wew lls, ., 1715,
< Clflls, -
siendo la constante
C=ll4 “‘SsO(O)l Sy + ”W%W’”H,,_qu + HW%WHSP—»Hq -m

Antes de pasar a enunciar algunas consecuencias de este resultado para
los operadores de composicién ponderados veamos qué implicaciones tiene
sobre la continuidad de los operadores de multiplicacién en los espacios 5.

Corolario 3.3 Fijados 1 < p,q < oo y dada ¢ € H (D), se tiene que:

(1) Si1 < g <p<oo, entonces My : S, — Sy es continuo si, y sdlo si,
P € S,.

(i) 511 <p<q< oo, entonces My : S, — S, es continuo si, y solo si,
es la funcion nula.

Demostracién. Antes de nada observemos que aplicando el Teorema 3.2
a la funcién ¢ (z) = z se obtiene que si ¢ € S, entonces My, : S, — S, es
continuo si, y sélo si, M, : H, — H, es continuo.

Comencemos probando (i). Es obvio que si My : S, — S, es continuo
entonces 1 € S,. Para probar el recfproco recordemos que si 1 < g < p < 00
entonces el operador My, : H, — H, es continuo si, y sélo si, ¥ € H,, donde
% + % = % (se entiende que si p = q entonces r = 00) . Puesto que ¥ € S, C
H, para todo r, se verifica que M, : S, — S, es continuo. Esto prueba (3).

Para probar (i¢) basta tener en cuenta que, cuando 1 < p < ¢ < o0,
M, : H, — H, es continuo si, y sélo si, 9 es la funcién nula. M

Volvamos de nuevo al tema central: los operadores de composicién pon-
derados. A la vista del Teorema 3.2, podemos aplicar los resultados sobre
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continuidad para los operadores de composicién ponderados en los espacios
de Hardy vistos en el Capitulo 2 al estudio de la continuidad de los opera-
dores de composicién ponderados en los espacios S,. Si el dominio es S se
verifica que

Corolario 3.4 Sean 1 < ¢ < 00, ¢ € & y ¢ € S,. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(1) El operador W,y : S — S, estd acotado;
(i) La funcion ¢’ pertenece a Hy;
11) La funcidn vy pertenece a S,,.

12 q

Demostracién. La equivalencia entre (i) y (#3) es justamente la Proposicién
2.12 junto con el Teorema. 3.2. Por otro lado, la equivalencia entre (%) y (4i)
es inmediata pues

(o) =¢'o+ 9y

y, bajo nuestras hipétesis, la funcién ¢'p siempre estd en H,. B
Si el rango es S., teniendo en cuenta el Corolario 2.14, se obtiene que

Corolario 3.5 Sean 1 < p < 00, ¢ € ® y ¢ € Sy. Entonces el operador
W Sp — Soo €s continuo si, y sdlo si,

¥ (2) ¢ (AN

sup —————— < 00.
b 1—|p (z)|2

Supongamos ahora que ni el dominio ni el rango del operador es Se.
Como consecuencia del Teorema 2.17 obtenemos la siguiente caracterizacién
de la continuidad de W,y : S, — Sg cuando 1 < p < ¢ < oo en términos de
medidas de Carleson.

Corolario 3.6 Sean 1 < p < g < 00, ¢ € ® y ¢ € S, Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El operador Wy, : S, — Sq es continuo;

(#1) La medida pi, . , €s de Carleson de orden q/p sobre D.
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Sabemos que es condicién necesaria para que el operador W, : S, — S,
esté bien definido que la funcién ¢ € S, y, por tanto, que 1 sea continua en
la frontera del disco unidad. Ademas, debido a que la funcién x; pertenece
a S, se tiene que Y € S, y, asi, también es continua en la frontera del disco
unidad. Por tanto, la funcién ¢ es continua en casi todo punto de la frontera.
En el siguiente ejemplo mostramos que existen funciones ¢ ¢ A tales que el
operador W, : S, — S, es continuo.

Ejemplo 3.7 Consideremos ¢ (z) = exp ( ) y ¥ (2) = (1 — 2)%. Observe-
mos que ¥ € Sy (de hecho, ¥ € S’ )y que p € & pues ¢ E H(D)y

o @l = (Re (257) ) =exp (:j’z_‘di) <1

Ademés, el operador W, : S; — 51 es continuo yaquedada f € S1yz € D
se tiene que

Wfow) (2) =7 (2) f (¢ (2)) +9 (2) ¢ (2) f' (¢ (2)
=2(1-2)f(p(2) =20 (2) [ (¢ (2))

¥, puesto que 2 (xo — x1) fop € Heo y 20" 0p € Hy se tiene que (¥ f o p)’ €
H;. Es decir, ¥ fop € S;. En cambio, la funcién ¢ ¢ A ya que no es continua

en z = 1 pues
(e®) = cos _send + isen _senf
14 N cosf — 1 cosf — 1

senf

im —— = —o0.
9—0t cosf — 1
El objetivo del siguiente resultado es mostrar que si un operador de com-
posicién ponderado es continuo sobre algin espacio S, con p > 1 entonces
también es contino sobre S;. Para ello probamos algo més general pues con-
sideramos fndices distintos en el dominio y el rango.

Proposicién 3.8 Sean 1 <p < g < o0, p € ® yy € S;. Si el operador
Wy 1 Sp — Sy es continuo, entonces el operador W, : S; — S es continuo
donde t viene dado por

1 1
1+-=>+=,
to=T+
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Demostracién. Recordemos que, como los operadores de composicién en
los espacios de Hardy son siempre continuos, por el Teorema 2.17,existe una
constante C' > 0 tal que m (¢~ (S (b,7))NT) < Cr para todo b € Ty
0 < r < 1. Observemos también que como 1 < p < q entonces 1 < ¢ < 00y,
por tanto, podemos aplicar el Corolario 3.6 para estudiar la continuidad del
operador W,y : S1 — S;.

En primer lugar, supongamos que ¢ < co. Por el Corolario 3.6, ty, 4y o
es una medida de Carleson de orden ¢/p y llamemos C; a la constante que
aparece en la Definicién 2.2 asociada a esta medida. Probemos que p, .+
es una medida de Carleson de orden ¢. Sean b € Ty 0 < r < 1. Por la
Desigualdad de Holder se verifica que

by s (S(B,7)) = / | dm
@~ 1(8(b,r))NT

t/q 1-t/q
( / IW’lqdm> ( / dm)
e H(S(b,r)NT e~ 1(S(br))NT

(Cqu/p)t/q (Cr)l-t/q — Ci/qcl—t/quﬂ/p—t/q
CI/qu_t/qrt.

IA

IA

Esto prueba que p,, ,,,; es una medida de Carleson de orden t y, teniendo en
cuenta que 1 € S; (ya que t < q), el Corolario 3.6 nos muestra que Wy :
S1 — S; es continuo.

Supongamos ahora que ¢ = 0o y que 1 < p < co. Si el operador W,y :
S, — S es continuo entonces, por el Corolario 3.5, se verifica que

¥ (2) ¢ (AN

2 SE R
es decir, existe una constante M > 0 tal que |¢ (2) ¢ (2)P < M (1 — |¢ (2)[*)
para todo z € D. De hecho, como los limites radiales de las funciones 9, ¢ y
¢ existen en casi todo punto de T, la desigualdad anterior es cierta en casi
todo punto z € I. Probemos que P oo € una medida de Carleson de orden
t.Sean b€ T y 0 < r < 1. Se verifica que

by s (S(B,7)) = / | dm
e~ 1(S(b,r)NT

S Mt/P/ (1 . ISD (Z)|2)t/l’ dm
e~ 1(S(b,r)NT
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< Mt/prt/p/ dm < MYPrt/PCr = C MYPrt,
e~ (S(b,r)NT

Esto prueba que p, ., ; €s una medida de Carleson de orden t y, por el
Corolario 3.6, que W, : S1 — S, es continuo.

Finalmente, supongamos que W, : Sc — Soo €s continuo y probemos
que Wy, : 1 — S1 es un operador acotado. Si W,y : S — Suo €s continuo,
por el Corolario 3.4, se verifica que ¥y’ € Hy,. Si f € S1, teniendo en cuenta
que

(fop) = fop+yyfop,

que ' € Hy, fop € He, V¢’ € Hy v f 0 € Hy, se tiene que (1/Jf0(p)' €
H,. Es decir, ¥ f o ¢ € Sy. Por tanto, W,y : S1 — 51 es continuo. B

3.2 Compacidad

Como comentamos en la introduccién, el estudio de la compacidad de W, 4
es relativamente simple cuando el dominio del operador es el espacio S, con
1 < p < > y algo més complicado para el caso en que el dominio es S;. Esto
se debe a que, cuando 1 < p < 00, la inclusién de S, en el 4lgebra del disco
es compacta, mientras que esto deja de ser cierto para p = 1 (véase la Ob-
servacién 3.10). No obstante, utilizando técnicas diferentes, caracterizamos
la compacidad de los operadores de composicién ponderados cuyo dominio
es el espacio S;.

Proposicién 3.9 Si 1l < p < oo, entonces el operador inclusion i : S, — A
es compacto.

Demostracién. Puesto que la inyeccién del dlgebra del disco en C (T) (el
espacio de las funciones continuas en T) es una isometria (no sobreyectiva)
bastard probar que ¢ : S, — C(T) es un operador compacto. Para ello
aplicaremos el Teorema de Ascoli. Como vimos en el Capitulo 1 la inclusién
de S, en A es continua y, por tanto, bastara probar que la bola unidad de S,
es equicontinua en C(T).

En primer lugar, consideremos el caso en que 1 < p < o0. Sea ¢ el
exponente conjugado de p, es decir, Il) + i = 1. Fijado ¢ > 0 tomemos
i1

§ = €1/ (2m)Y? . Consideremos ahora z = € e y = ¢t dos puntos de T
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tales que 0y < 61 y (61 — 0p) < 6. Fijemos f € Bg, y 0 <7 < 1. Entonces se

tiene que
rY 'reml
[ e =| [ 1@
T retfo

61 ) ) fo+2m )
/ ire® f'(re®)df| < r/ [f’(rezg)‘ X(60,6:] (6) 40
9

o )

o . 1/p fo+271 1/q
< 7"( /0 1/ (re®)| dH) ( /9 Xou s (0)d6>

2m 1/1’
(zw)l/”r(él— /0 | f'(re”)\”de) (6, — 6o)"*

m
< @MY r|f g, (01— 00) <e.

[f(ra) = f(ry)| =

IN

Finalmente, como f € A, podemos hacer tender r a 1 obteniendo que

[f(z) - fy)| <e.

Esto prueba que Bg, es equicontinua en C (T).

Para ver que la inyeccién de S, en A es compacta, basta observar que
ésta factoriza a través de la inyeccién de Sy, en Sz y de la inyeccién de Sz en
AN

En el siguiente ejemplo probamos que la inclusién de S; en A no es débil
compacta y, por tanto, tampoco es compacta.

Observacién 3.10 Para probar que la inyeccién de S; en A no es débil
compacta utilizaremos la caracterizacién de la Proposicién 1.21. Asf, cons-
truiremos una sucesién acotada de funciones en S; que converja a cero uni-
formemente sobre compactos y tal que no converja a cero en la topologia
débil de A. Para su construccién, tomemos {a,} una sucesién de nimeros
reales en (0, 1) tal que a,, — 1 y consideremos la sucesién de funciones

gn (2) = (1 —ai) ] _Za ~

Entonces,
(1-a7)

gn (2) = o)



82 Capitulo 3. Espacios de funciones con derivada en los espacios de Hardy

As, por el Lema 2.25, se verifica que ||g;||;, = 1. Por tanto, {g,} estd en
la bola unidad de S;. Ademsés, es inmediato comprobar que {g,} converge a
cero uniformemente sobre compactos de ) mientras que

gn(1)=(1-ai)1_a =14a,—2

cuando n tiende a infinito. En particular, {g,} no converge a cero en la
topologia débil de A. Por tanto, la inclusién de S; en A no es débil compacta.

A pesar de esta ultima observacién se puede probar que

Proposicién 3.11 El operador inclusion de S; en Hy es compacto.

Demostracién. Sea {f,} una sucesién en la bola unidad de S; que converja
a cero uniformemente sobre compactos. Puesto que f,(0) — 0 podemos
suponer que f,(0) = 0 para todo n. Por otro lado, dado que f,, € Hy, por
la Desigualdad de Fejér-Riesz [25, Theorem 3.13], la integral [~ f, (w)dw
es convergente para cada z € D. Ademss, si z € D es claro que f, (2) =
foz fi(w)dw. Asi, por la continuidad de la funcién f, y el Teorema de la

Convergencia Dominada, concluimos que esta igualdad también es cierta para
todo z € T. De esta forma,

@)= [ fitwyiw= [ fifee)aa

para todo z € D. Probemos que ||f,|| i, — 0. Por el Teorema de Fubini, se
tiene que

L[ i | e I
fally = 5- i [ fn (€7)] db = ar £ (te®)edt| df

1 2 1 0 1 1 27 0
el / 7 — i 7 2
o |, /0 | /o (te™) | dtdd /0 o /0 | f1(te™®)| dbdt

= /1M1 (t’f’rll) dt.
0

IA

Por otro lado,
My (t, fo) S I fallg, = Ifalls, S L.
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Ademds, teniendo en cuenta que {f;,} converge a cero uniformemente sobre
compactos de I, para cada t € (0,1) se verifica que

Ml (taf'r,z) —0

cuando n — o0o. De esta forma, por el Teorema de la Convergencia Dominada,

se tiene que
1

lim M (¢, fl)dt = 0.

n—oo 0
Esto prueba que lim, || |z, = 0 ¥, por tanto, que la inyeccién S5y < Hes
compacta. H

Como ya sugerimos al comienzo de la Seccién 3.1, el operador W, :

S, — S, es la “suma” de dos operadores, uno de los cuales viene dado
por W, : S, — H,. Vamos a ver que, salvo cuando p = 1y ¢ = o0,
este 1ltimo operador es siempre compacto. No ocurre asi con el operador
Wy 1 81— Hyo. La compacidad de este ultimo operador serd caracterizada

7]
posteriormente.

Lema 3.12 Sean 1 < p,q < o0 con (p,q) # (1,00), ¢ € ® y ¥ € H,.
Entonces el operador W,y : S, — Hy es compacto.

Demostracién. Por el Lema 3.1, el operador W,,,, es continuo. Sea {fn}
una sucesién en la bola unidad de S, que converja a cero uniformemente sobre
compactos. Tenemos que probar que |[%f» o ¢||;, — 0. Teniendo en cuenta
los resultado vistos hasta ahora debemos distinguir los siguientes casos: p > 1
yp=1L1

Supongamos que p > 1. En este caso, por las Proposiciones 3.9 y 1.21, se
verifica que

”fn”A - 07

cuando n — oo. De esta forma, se concluye que

[0 fu 0 @llg, < Ifalla 1], =0,

cuando n — 0.

Supongamos ahora que p = 1y que 1 < ¢ < oo. Entonces, por las
Proposiciones 3.11 y 1.21, se verifica que || fa|l5, — 0 y, por tanto, salvo
tomar una subsucesién apropiada que notamos igual, f, (z) — 0 en casi todo
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z € T. En particular, ¥ (2) f, (¢ (2)) — 0 en casi todo z € T. Finalmente,
puesto que dado z € T se tiene que

19 (2) fu (@ (D] < 1 fall 4 19 (2] < Néllsy a1 nlls, 19 ()] < Nillgya 19 (21

el Teorema de la Convergencia Dominada implica que

[an o SOHHq - 0 n

Para el operador W, : S1 — H, obtenemos la siguiente caracterizacién.

Proposicién 3.13 Sean ¢ € ® y ¢ € H,. Entonces el operador W,y :
S1 — Hy es compacto si, y s6lo si, o ||olly_ <1 o limy,ey-1 ¥ (2)] = 0.

Demostracién. Si ||¢]|; < 1 o limy,e)-1]¥ (2)| = 0 entonces, por [15,
Proposition 2.3], el operador W, : Hy, — Hy es compacto. Como S
estd incluido de manera continua en H, se tiene que W,y : S1 — Hu €8
compacto.

Reciprocamente, supongamos que W,, ,, : S1 — H es un operador com-
pacto, que |||l = 1y que limjy(,) 1|9 (2)] # 0. Entonces existen una
sucesion {z,} en el disco unidad y un nimero ¢ > 0 tales que |¢ (2,)| = 1y
[t (zn)] > ¢ para todo n. Consideremos la sucesién de funciones

fa(2) = (1=l (2a)]") m

Puesto que
1— [<P (Zn)l2

(1 - (zn)z>2’

por el Lema 2.25, {f,} estd en la bola unidad de S; y converge a cero uni-
formemente sobre compactos del disco unidad. En cambio

Weu (F)llg, = sup|d(2) fu (@ (2))| 2 [¥ (2n) fu (9 (20))]

z€D

fo(2) =

o) (1=l () 22—

= [P (z) ()l 2 ¢l (2n)] = ¢ >0,
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lo que, por la Proposicién 1.21, contradice que W,y : S1 — Hy sea un
operador compacto. B

Observemos que, en particular, para los operadores de composicién se
obtiene que C,, : S1 — Ho es compacto si, y sélo si, [[¢| 5 < 1.

Con la ayuda de los resultados anteriores obtenemos una primera ca-
racterizacién de la compacidad de W,y : S, — S, para todo p y g con
(p,q) # (1,00) en funcién de la compacidad de cierto operador de composi-
cién ponderado en los espacios de Hardy.

Teorema 3.14 Fijemos 1 < p,q < 0o con (p,q) # (1,00) y sean p € @ y
1 € S,. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) El operador Wy : Sp — S, es compacto;

(it) El operador Wy 4 : H, — Hy es compacto.

Antes de demostrar este resultado comentemos algo sobre el caso (p, q) =
(1,00) . Veremos posteriormente que en este caso sf se verifica que (7) implica
(41) pero que para llegar a obtener una equivalencia debemos afiadir en (1)
la compacidad del operador W, 4 : S; — Ho (véase el Teorema 3.16).
Demostracién. (i) implica (i7). Supongamos que W,y : S, — S; es
compacto y probemos que W,y : H, — H, también lo es. Consideremos
una sucesion { f,} en H, que converge a cero uniformemente sobre compactos
de D y tal que || f,|| m, <L Considerando, para cada n, la funcién g, tal que
gh = fo ¥ 9n(0) = O se tiene que gn € Sy, llgalls, = [ fally, < 1y {gn}
converge a cero uniformemente sobre compactos. Esto tltimo se debe a que

gn(2)=/ozfn(§)d5

y {f.} converge a cero uniformemente sobre compactos. Entonces, por (i) y
la Proposicién 1.21,

[¥gn 0 @llg, = 0.

En particular, ||(¥gn 0 ¢)']|; — 0. Ademés, por el Lema 3.12,

Wi, (gn)HHq — 0.
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Por tanto, como

”W<p,1/1<p’ (fn)”Hq

19¢ fr 0 @lly,
< ”"/"Plfn oY+ Q/}/gn ° SOHHQ + ”d/gn © ()OHH,,
1|(¢9" © ‘P)IHHq + HWW// (g")HHq ’

se sigue que ||Wo,yyr (fo)ll, — 0. Luego, el operador Wy, : H, — Hy es
compacto.

(i) implica (i). Supongamos que Wy, y : H, — H, es compacto. Sea
{fn} una sucesién acotada en S, que converge a cero uniformemente sobre
compactos de D tal que ||f,||, < 1. Entonces la sucesién {,} estd acotada
en H, y converge a cero uniformemente sobre compactos de ). Ademds, se
verifica que

Wew (fullls, = 11(0) fa (0 O)] + [l fr 00 + 4 fa 0 0ll,
< 9 (0) fu (@ ()] + ¥ fr 0 @l g, + 1 fu 0 el -

Puesto que cada uno de estos tres sumandos converge a cero (el primero
porque { f, } converge a cero uniformemente sobre compactos de D, el segundo
por hipétesis y el tercero por el Lema 3.12) se tiene que ||W,y (fa)lls, — O
cuando n — oo. Esto prueba que el operador W,, ,, : S, — S, es compacto. B

A la vista del teorema anterior podemos aplicar los resultados sobre la
compacidad obtenidos en el Capitulo 2 para los espacios de Hardy. Obte-
nemos entonces que como consecuencia del Teorema 2.37, las Proposiciones
2.26 y 2.28 y [15, Proposition 2.3| se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.15 (i) Sean1 <p<g<oo, p € ® yy € S,. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) El operador W,y : Sp — S, es compacto;
(b) La medida i, ., , €s de Carleson compacta de orden q/p sobre D.

(i1) Seanl < g <oo,p € & yy € S,. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) El operador W, : Soo — Sy s compacto;
(b) m({z €T o () =1}) =o0.
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(ii1) Sean ¢ € ® y ¢ € Sw. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) El operador W,y : Soc — Soo €5 compacto;

() Ollglly <1o
lim |4 (2)¢' ()] = 0.

Jo(z)|—1

(iv) Sean 1 < p < o0, p € ® y ¢ € So. Entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(a) El operador Wy : S, — Seo €s compacto;
(4) O llellg, <1o

o R
-1 1= | (2)]?

El Teorema 3.14 deja abierta la compacidad del operador W,y : S1 —
Ss. Pasamos a estudiarla.

Teorema 3.16 Sean ¢ € ® y ¥ € S. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) El operador W, : S1 — S €s compacto;

(#@) O |lollg, <1 o se wverifica que
(@) limyp(z-1 [¢ (2)] = 0
Y

(b) lim|¢,(z)|_,1 Mﬁg‘l = 0.

I-le(z)I*

Demostracién. (i) implica (ii). Supongamos que |[¢||;_ = 1. Sea {z.}
una sucesién en D tal que | (2,)| — 1. Para cada n, consideremos la funcién

Aol le@lf (1=l
fn (2) 21—<p(zn)z <l—~<p(zn)z>
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Entonces, como

1= o ()l (1=l <zn>|2>j,
(o) (=)

teniendo en cuenta [20, Exercise 2.1.4 (a)], existen constantes C;,C2 > 0
(independientes de n) tales que

~ 20 (z,)

F (2) = 20 ()

Il < 20Tt [ 'lﬂ(ﬁ—))—l
—(zm)2
— o (zn)z

< 2C; 4205 < o0.

Ademis, |f, (0)] = }2 I=le ) = (1-le (zn>12)2] < 3. Por tanto, {f.}
es una sucesién acotada en S; que converge a cero uniformemente sobre
compactos de . Entonces, por hipétesis, |W,y (fn)|s_ — 0. Teniendo en
cuenta que

fale(zn)) =1, fr(p(z)) =0

para todo n, deducimos que

W (fllls, = [8(0) f (@ O)I+ ¥ fr 0@+ ¢ fr00llp,
> [ (zn) fo (0 (20)) + 9 (2n) ¢ (20) fr (0 ()]
= [ (z)]-

Por tanto |¢' (z,)| — 0. Esto prueba (a).
Para probar (b) basta considerar ahora la sucesién

o (2) = <1—'M|> _1-le()

o~~~

1—p(zn)z

cuya derivada es

0. (2) = 2y el o

(1 - @ (zn)z>3
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Argumentando de manera andloga a como se ha hecho anteriormente con
la sucesién {f,} se tiene que la sucesién {g,} estd acotada en S; y con-
verge a cero uniformemente sobre compactos de D. Por tanto, verifica que
W (9n)llg_ — 0. Pero, en esta ocasién, la sucesién {g,} verifica que

(o) =0, gl () = T

para todo n. Asi, se tiene que
W (gn)lls. = |9 (20) g (9 (22)) + ¥ (20) ¢ (20) 91, (0 (20))]
[ (20) &' (20) 9 (o
1= o (z)I°

Esto prueba que M‘Zf(m%"zﬂ — 0 y, por tanto, se verifica (b).

11 1mphca . Por la PI'O OSiCiél’l 226, [’[’ N H1 b d Hoo es compacto
P R p
si, y s6lo si, o bien |||z <1 o bien

[CACIN 01
e@l-1 1 — | (2)[°

y, por la Proposicién 3.13, W,, v : S1 — Hy es compacto si, y sélo si, o bien
ol <1 o bien
: !
| [’ (2)] = 0.

Por tanto, (a) y (b) implican que W, : S1 — Heo ¥ Wy + H1 — Heo
son operadores compactos respectivamente. Se concluye sin dificultad con
un argumento similar al ya usado en repetidas ocasiones que el operador
W+ S1 — Soo €s compacto. B

Comentamos en la seccién anterior que no es necesario que ¢ sea continua
en T para que existan operadores de composicién ponderados continuos. En
el siguiente ejemplo vemos que lo mismo ocurre si lo que buscamos es un
operador compacto. Para ello damos dos funciones ¢ € ® y 9 € 51 tales que
0é¢ Ay W,y S1 — 51 es compacto.

Ejemplo 3.17 Consideremos ¢ (z) = $exp (3£2) y ¢ (2) = (1 - z)?. Argu-
mentando como en el Ejemplo 3.7 se tlene que W, : S1 — 51 es continuo
y ¢ ¢ A. Ademés, como [¢|l;_ < 1, se tiene de manera inmediata la com-
pacidad del operador W,y : S; — Si.
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Otras consecuencias del Teorema 3.14 son los siguientes corolarios que se
obtienen de manera inmediata, y en este orden, a partir de la Proposicién
2.27, el Teorema 2.30, el Corolario 2.31, el Teorema 2.35 y el Corolario 2.36.

Corolario 3.18 Sean 1 < p < 00,1 < g < o0, p € Pyy €5, Siel
operador W, : S, — S, es compacto, entonces

m({z € T:|p(z)| =1}) =0.

Corolario 3.19 Sean 1 < p,q < oo y supongamos que Wy, 1 S, — S, es
continuo para algin r > q. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(¢) El operador W,y : S, — Sy es compacto;
(1) m({z €T lp(2)| =1}) =0

Corolario 3.20 Sean 1 < p,q < co y supongamos que Wy : S, — Sy es
continuo para algin r > max {p,q} . Entonces el operador W, : S, — S, es
compacto.

Corolario 3.21 Sean 1 < p,q < 0o y supongamos que Wy : S, — Sy es
continuo para algin r < p. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El operador W, : S, — S, es compacto;
(i) m({z € T+ |p(2)| = 1)) =0.

Corolario 3.22 Sean 1 < p,q < oo y supongamos que W,y 1 S, — S, es
continuo para algin r < min {p,q}. Entonces el operador W, : S, — S, es
compacto.

Para el caso particular de los operadores de multiplicacién se tiene que

Corolario 3.23 Sean 1 <p,q< oo yy € S,. El operador My : S, — S, es
compacto st, y sdlo si, ¥ es la funcion nula.

Demostracién. Obviamente, si 1 es la funcién nula entonces el operador
My : S, — S, es compacto. Probemos el reciproco. Si ¢ < oo entonces
es obvio a partir del Corolario 3.18 ya que en esta situacién ¢ (z) = z. Si
gq=00yp < o, por el Corolario 3.15(iv) y el Teorema 3.16, se tiene que
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limyy 1 préf-}'l; = 0. En particular, lim,|1 | (2)] = 0 y, por el Principio del
Médulo Méximo, v es la funcién nula. Si p = ¢ = oo, por el Corolario
3.15(i44), se verifica que limy,,1 [¢ (2)| = 0 y concluimos como antes. B

B. D. MacCluer probé en [54, Lemma 2.2] que si un operador de composi-
cién es compacto sobre S, para algin p > 1 entonces es también compacto
sobre S;. En el siguiente resultado generalizamos dicho resultado para ope-
radores de composicién ponderados.

Proposicién 3.24 Sean 1 < p < ¢ < 00, ¢ € & yp € S, tales que el
operador W, : Sp — Sy es compacto. Entonces W,y : S1 — St es compacto
donde t viene dado por la expresion

1 1 1
l+===+=.
g t p
Demostracién. En primer lugar observemos que podemos suponer que
lellz. = 1. Recordemos que, como los operadores de composicién en los
espacios de Hardy son siempre continuos existe una constante C' > 0 tal que
m (o~ (S (b,7))NT) < Cr paratodob € Ty 0 <7 <1 (véase el Teorema
2.17).

En primer lugar, supongamos que 1 < p < g < oo. Para probar la
compacidad de W, : S — S; aplicaremos el Corolario 3.15(:) . Es decir,
tenemos que ver que fi, . €s una medida de Carleson compacta de orden
t. Fijemos € > 0. Por hipétesis y el Corolario 3.15(¢), fy, 4y, €8 una medida
de Carleson compacta de orden ¢/p, en particular, existe ro € (0,1) tal que
fcp—l(S(b,r))rT]I‘ lp|?dm < er?/P para todo r < rg y para todo b € T. Sean
beTyr <rp. Por la Desigualdad de Holder se verifica que

oyt (S(0,T)) = / |1/J90,|tdm
e~ 1(8(b,r))NT

t/q 1-t/q
( / sto’l"dm) ( / dm)
=1 (S(ba)NT o1 (S(br)T

(ETq/p)t/q (Cr)l_t/q — gtlag-t/a1+t/p—t/q

IN

VAN

gaCi-tayt,

Esto prueba que f, ., es una medida de Carleson compacta de orden ¢t y,
por el Corolario 3.15(z), que W, : S1 — S; es compacto.
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Supongamos ahora que ¢ = co y que W, : S, — Sy es compacto
para algin 1 < p < o0o. En este caso 1 = % + 1%. Probemos que i, 4., €8
una medida de Carleson compacta de orden t. Por el Corolario 3.15(iv), se

verifica que
/ p
o BEEEP
le(=)l=1 1 — | (2)]
Fijemos € > 0. Existe ro € (0, 1) tal que si |p (2)| > 1 — o, entonces

% ()¢ () <e (1~ lp(2)°) <2 (1~ (2)]).

Sean b e Ty 0 < r < rq. Entonces se verifica que
oo (SG.1) = [ vl dm
@=1(S(b,r))NT

< (2)F7 / (1 - |p ()" dm
@~ 1(S(b,r))NT

(2er)'/? / dm
¢~ 1(S(b,r)NT

= (2er)""m (7' (S (,r))NT)
< (2er)'P Or < (26)"P Crt/P Y = etlPCrt,

IN

Esto prueba que p,, ¢ €s una medida de Carleson compacta de orden ¢ y,
por el Corolario 3.15(3), que W,y : S1 — S; es compacto.
Supongamos ahora que p = q = co0. En este caso t = 1. Probemos que
Hy 1 €8 una medida de Carleson compacta. Por el Corolario 3.15(iii), se
verifica que
lim |o ()¢ ()] = 0.
le(2)|—1

Fijemos € > 0. Existe ry € (0,1) tal que si |¢ (2)| > 1 — 7o, entonces

¥ (2) ¢ (2) <e.

Sean b € T y 0 < r < ro. Entonces se verifica que

Poort (S (6,7)) = /

|| dm < 8/ dm < eCr.
¢~ 1(8(b,r))NT

e~ 1(S(b,r))NT

Esto prueba que p,, 4.1 €s una medida de Carleson compacta y, por el Coro-
lario 3.15(%), que W,y : S1 — S; es compacto. B
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Corolario 3.25 Sean 1 < p < o0, ¢ € & y 1 € S, tales que el operador
Wow : Sp — S, es compacto. Entonces el operador W,y : S1 — Sy también
lo es.

A continuacién damos dos condiciones suficientes sobre los simbolos ¢ y %
para obtener la compacidad del operador W,y : S, — S;. En primer lugar,
como consecuencia de la Proposicién 2.40 se verifica el siguiente resultado.

Proposicién 3.26 Sean 1 < p,g<oo,p €y € 5,. Si

[FLE e,
o (1=l ()"

entonces el operador W,y : S, — S, es compacto.

Demostracién. Por la Proposicién 3.14, el operador W,y : S, — S, es
compacto si, y sélo si, lo es W,y : H, — H,. Basta aplicar ahora la
Proposicién 2.40. H
Con los mismos argumentos que los usados en el Ejemplo 2.39 se obtiene
que si consideramos ¢ (z) = £ y 1 (2) = 1 — 2, entonces el operador Wo,y :
0\, [ pt0
S, — 81 es compacto. Por otro lado, 027r %;—:ﬂd@ = oo. Por tanto, el
—|p(e
reciproco de la proposicién anterior no es cierto.
La segunda de las condiciones suficientes que mostramos tinicamente es
valida cuando 1 < p < g < o0.

Proposicién 3.27 Sean 1 <p<g<oo,p € ®yyp €85, 5

o $EEEN
lp@I=1 (1 — | (2)]) 77

3

entonces el operador W,y : S, — S, es compacto.

Demostracién. Probemos que p,, . , €s una medida de Carleson compacta
de orden ¢/p sobre D. Fijemos ¢ > 0. Por hipétesis, existe rp > 0 tal que
cuando | (2)| > 1 — 7g se tiene que |9 (2) ¢’ (2)|* <e(1 = ¢ ()P, As,
sir<ryyz€ D es tal que | (2)] > 1 — r entonces [ (2) ¢’ (2)|* < erd/P1,

Por otro lado, teniendo en cuenta que C,, : Hy — H; es continuo, por el
Teorema 2.17, existe una constante C > 0 talque m (¢ (S (b,7))NT) < Cr



94 Capitulo 3. Espacios de funciones con derivada en los espacios de Hardy

para todo b € Ty 0 < r < 1. Ademss, si z € o1 (S (b,7)) N T entonces
p(x)—b <ryastlp(z) >1-r
Por todo lo anterior, si r < rg, se tiene que

/ W} (Z) (PI (z)lq dm (z) < ETQ/p—l / dm
©~1(S(b,r))NT S

= erd/P iy (™' (S (b)) NT)
< er?P10r = eCril?

para todo b € T. Esto prueba que la medida p,, ., , €s de Carleson compacta

de orden g/p sobre . W
El siguiente ejemplo muestra que en la proposicién anterior la condicién
suficiente para la compacidad no es necesaria.

Ejemplo 3.28 Consideremos la transformacién de Mobius
1
o (2) = + 2z

11—z
que lleva el disco unidad D sobre el semiplano derecho y para 0 < a <
1 la aplicacién conforme 7, (2) = 2* del semiplano derecho en s{ mismo.
Tomemos la pareja de funciones

0 (z) = o lom, oo(z) y ¥(2)=(1- z)za(z)l*"‘

para cada z € D). Es claro que ¢ € &, ¥ € 5] y que la imagen de ¢ es de la
siguiente forma:
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Veamos que W, : 51 — 51 es compacto y que

lim |4 (2)¢' (2)] # 0.

lp(2)]-1

Esto tltimo es inmediato ya que, como o’ () = ﬁg, se verifica que

Y (2)¢ (2) =a(l-p(2)".

Asi, ¥ (z) ¢ (2) no tiende a cero cuando z tiende a —1.
Por otro lado, por [83, pdg. 27], se tiene que

- 0\ , o (,i0 2m
/ I'Qb(e )(&0(62>|d0S4a/ __idio_j<oo,
o 1—|p(e?)] o 1—|p(e?)]

Por tanto, la Proposicién 3.26 nos muestra que W, : S — 51 es compacto.

Acabamos de obtener dos condiciones suficientes para la compacidad del
operador W, : S, — S,. Finalizamos la seccién obteniendo una condicién
necesaria. Observemos que, por el Corolario 3.25, podemos suponer que
p=1

Lema 3.29 Sean ¢ € ® y 1 € S;. Supongamos que ¢ (0) =0 y ||[¥]|4, = 1.
Si W, : S1 — Si es compacto entonces ¢ no es un automorfismo del disco
y st llamamos Yo = {f € S1: f(0) =0}, entonces

n
W Il = 0
donde W, denota la composicion de W,y n-veces consigo mismo.

Demostracién. Supongamos, por reduccién al absurdo, que ¢ es un au-
tomorfismo del disco. Esto es, ¢ (2) = )\fé’; para cierto p € Dy A € T.
Ahora bien, como estamos suponiendo que ¢ (0) = 0, entonces p = 0. Esto es
¢ (2) = Az. Por tanto, el operador W,y = My : S — S; es compacto. Asi,
por el Corolario 3.23, 1 = 0 lo que contradice que ||¥||, = 1. De esta forma
hemos probado que ¢ no es un automorfismo. (Obsérvese que la hipétesis
¢ (0) = 0 no es necesaria para llegar a obtener la misma conclusién).
Puesto que ¢ no es un automorfismo y ¢ (0) = 0, el Teorema de Denjoy-
Wolff [83, pag. 79] garantiza que {¢,} converge a cero uniformemente sobre
compactos de D donde ¢,, denota la composicién de ¢ n-veces consigo mismo.
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Consideremos el operador T' = W,y |y, ¥ sea A un autovalor de 7. Entonces
existe f € Y5 no nula tal que W, ,(f) = Af, es decir, ¥ (2) f (¢ (2)) = Af (2)
para todo z de ). Veamos que |A| < 1. Para ello, consideremos el operador
W7 s y observemos que

Nf=Wa,(f)=v®op) (o) - (Wop, ;) (fop,).

Entonces, fijado z € D tal que f(z) # 0, como ||3|| , = 1, obtenemos que

NF@)] = [ (2) @ (e (2) - (¥ (ena (2))) (f (e (D))
< [l LS (o ()] = IS (0, (2))]-

Ast, como | f (¢, (2))] = |f (0)] = 0 cuando n — oo, se sigue que |\" f (z)| —
0 lo cual solo ocurre cuando |A| < 1. Resumiendo, hemos probado que todos
los autovalores de T tienen médulo menor estricto que 1. De esta forma el
radio espectral de T' cumple que 7 (T) < 1. Por tanto, lim, . [|[7"|| = 0. W

Teorema 3.30 Sean ¢ € ® y 1 € 5, tales que el operador W, : S1 — 51
es compacto. Entonces

{eT:lp®)| =1 S{oeT: ¥ ) <}

Demostracién. Obviamente podemos suponer que ||9| , = 1. Supongamos
en primer lugar que ¢ (0) = 0. Consideremos un punto b € T tal que |¢ (b)| =
1. Claramente podemos suponer que 1 (b) # 0. En estas condiciones existen
una sucesiéon {z,} en D y un punto a € T tales que 2, — by ¢ (2,) — a.
Ademsds, como la funcién ¢y € Ay ¢ (b) # 0, se tiene que ¢ es continua
en b. En particular, ¢ (b) = a. Es més, podemos suponer que ¢ (b) = b ya
que, considerando el giro ¢ (z) = baz, como el operador W, es compacto
entonces también lo es el operador W,y o C. Pero, W,y 0 Cg = Waepy ¥
@ (¢ (b)) = b. Con lo que basta tomar la funcién @ o ¢.
Por el Lema 3.29, se tiene que

[ ®OI" = [ @bl =¥ ®)" |0 (0) = |W$¢ (x1) (b))
< |Wow Ol < Nillsyeon W5 G, = O
Por tanto concluimos que |¢ (b)| < 1.

Supongamos ahora que ¢ (0) = a # 0. Consideremos la transformacién
de Mobius ¢, (2) = £ ocp(D)CD,p,(p(0)=0ysibeT
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se verifica que |p, (¢ (b))| = 1 si, y sélo si, |¢ (b)| = 1. Ademés, el operador
Wo, 00w = Wy 0 C,_ es compacto si W,y lo es. De esta forma,

{beT:|p®) =1} = {beT:|p, (¢ () =1}
C {beT:[v®) <y, -m

Si aplicamos el anterior resultado a un operador de composicién C, se
obtiene el siguiente debido a B. D. MacCluer [54, Theorem 2.3].

Corolario 3.31 Sean 1 < p < o0 y ¢ € ® tales que ¢ € S,. El operador
Cp: S, — Sp es compacto si, y sélo si, ||l < 1.

3.3 Compacidad débil

A continuacién caracterizamos la compacidad débil de los operadores de com-
posicién ponderados en los espacios Sp. En primer lugar, dado que los espacios
S, son reflexivos cuando 1 < p < o0, la compacidad débil de estos operadores
es inmediata a partir de la continuidad. Es por ello que, de nuevo, los Unicos
casos no triviales surgen con los espacios S; y Se. De los cuatro casos posi-
bles tres de ellos son inmediatos teniendo en cuenta el Lema 3.12. A la vista
de dicho resultado se verifica que los operadores de composicién ponderados
W : S1— Hi, Wyt Seo = Hiy Wyt Soo — Hoo son débil compactos
(siempre que 1 € H; en los dos primeros casos y ¥ € Hy en el tercero). Es
por esto que se verifica la siguiente caracterizacién de la compacidad débil
en funcién de la compacidad débil de W, 4.+ en los espacios de Hardy.

Proposicién 3.32 Sean p,q € {1,00} con (p,q) # (1,00), p € P y 9 € 5.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

() El operador W,y : Sp — S, es débil compacto;

(it) El operador W,y : H, — Hy es débil compacto.

Demostracién. La prueba es similar a la que realizamos en el Teorema 3.14
teniendo en cuenta lo siguiente. Como el operador
T: S, — H,xC
o= (f,10)
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es una isometrfa si dotamos al espacio H, x C de la norma |f (0)[ + || f'l| 7, se
verifica que: Una sucesién {f,} en S, converge a cero en la topologfa débil
de S, si, y sélo si, la sucesién {f],} converge a cero en la topologfa débil de
H,y f.(0)— 0.1

Como consecuencia de este resultado, el Teorema 2.47 y los resultados de
J. Bourgain, M. D. Contreras y S. Dfaz Madrigal que comentamos al principio
de la Seccién 2.4 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.33 (i) Sean ¢ € ® y 1 € S;. Entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(a) El operador W, : S1 — Sy es débil compacto,
(b) El operador W, : Sy — S1 es compacto;

(¢) Py 1 €5 una medida de Carleson compacta sobre D.
(i7) Sean ¢ € ® y v € Sw. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
(a) El operador W,y : Soo — Soo €5 débil compacto;

(b) El operador W,y : Seoc — Soo €8 compacto;
(©) Ollelln, <10 Jim [b(2)¢ ()] =0,

(113) Sean ¢ € & y1p € S1. Entonces el operador W,y : Soo — S1 es débil
compacto.

Para el dltimo de los casos, es decir, el operador W,, ,, : §1 — S, hay que
hacer las siguientes consideraciones. Ya sabemos que si W, : S1 — S es
continuo entonces W, yr : Hi — Ho también lo es (Teorema 3.2). Entonces,
teniendo en cuenta el Teorema 2.43, el operador W,y : Hi — Hy, es débil
compacto. Asf, nos resta estudiar la compacidad débil de W, ;+ : S1 — Heo.

Proposicién 3.34 Sean ¢ € & y ¢ € Hy. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) El operador W, : S1 — H,, es compacto;
o

1) El operador W, : S1 — Hy es débil compacto;
o
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(#i) Olellg, <1lo lm [¢¥(z)]=0.
le(z)|—1

Demostracién. Es inmediato que (i) implica (27). Ademds, ya vimos en la
Proposicién 3.13 que (i) y (éii) son equivalentes. Por tanto, bastar probar
que (i1) implica (447). Supongamos que W,y : S1 — Hy es débil compacto,
que |lolly. =1y que limy(,)1 |9 (2)| # 0. Entonces existen una sucesién
{z,} C Dy ¢ > 0 tales que |¢ (2,)| — 1y |¢ (2x)| > ¢ para todo n. Podemos
suponer, salvo tomar subsucesiones, que ¢ (z,) = b€ T y que ¢ (2,) = a €

C con a # 0. Consideremos la sucesién de funciones
Ful) = (1=l (2)?) e
1 — | (2n)] b2

Puesto que

b

(1=l (2)]B2)"

el Lema, 2.25 implica que la sucesién {f,} estd en la bola unidad de S; y que
{f.} v, por tanto, {f,} converge a cero uniformemente sobre compactos de
D. Entonces, por hip6tesis, {W,,, (f.)} converge a cero en la topologia débil
de H,,. En cambio

li;ln Wou (fn) (2m) = lglmb (2m) fn (¢ (2m))

fr(2) = (1= lo(z)f)

_ — 2 %) lim ¢(zm) B(P_(zm)
= (1-]p(z)l )lm 1 __|gp(zn)|590 (2m)
o abh

= (L+l]p(z))ea

Por lo que,
limim W, (fn) (2m) = 2a # 0.

Esto, junto con el Lema 2.42, contradice que {W,, 4 (f»)} converja a cero en
la topologfa débil de Hy,. Por tanto, lim,.y—1 [¥ (2)] = 0. B

La anterior proposicién nos permite cerrar el estudio de la compacidad
débil con la siguiente caracterizacion.

Proposicién 3.35 Sean ¢ € ® y ¢ € S tales que W,y : S1 — Seo €8
continuo. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:



100 Capitulo 3. Espacios de funciones con derivada en los espacios de Hardy

(¢) El operador W,y : S1 — S« es compacto;
(1) El operador Wy @ S1 — Sa es débil compacto;

(@) O lelly, <1o lim [¢'(z)]=0.
lp(a)l—-1

3.4 Continuidad completa

Ya comentamos en el Capitulo 2 que cuando el dominio de un operador es
un espacio reflexivo la continuidad completa equivale a la compacidad (en
norma). Por tanto, cuando el dominio es el espacio S, con 1 < p < oo basta
con que nos remitamos a la Seccién 3.2. Asi, queda estudiar la continuidad
completa cuando el dominio es S; 0 S.

Recordemos que en el Lema 3.12 se probé que el operador W,y : S, — H,
es compacto para todo (p,q) # (1,00) y, en particular, son completamentes
continuos. Este resultado se basa en que la inclusién de S, en A es compacta
para p > 1. Vimos en su momento que la inclusién de S; en A no es débil
compacta (y, por tanto, tampoco compacta). En cambio, vamos a ver que el
operador inclusién de S; en A sf es completamente continuo.

Proposicién 3.36 El operador inclusion de S, en A es completamente con-
tinuo.

Demostracién. Consideremos el operador T : H; — S; que a cada funcién
S € Hy le asocia T (f) (2) = [; f(£)d¢, para cada z € D. Obviamente T
es una isometria sobre un subespacio de codimensién 1 de S; y, por tanto,
la inclusién de S; en A es completamente continua si, y sélo si, el operador
S : Hy — A definido por S (f) (2) = [ f (€) d¢, para cada z € D, lo es. Por
[25, Theorem 3.11], S es un operador lineal y continuo. Por tanto, teniendo
en cuenta el Teorema 2.32, la continuidad completa de S equivale a que el
operador S 04x1 1 Hy — A sea compacto. Para probar esto tltimo, basta
ver que el operador S o i, 7 es composicién de otros dos operadores: uno
continuo y otro compacto. Dichos operadores son la isometrfa S Hy — So,
S(f) (z) = [; f(€)d¢, para cada z € D y la inclusién compacta Se <— A
(Proposicién 3.9). ®

Lema 3.37 Sean ¢ € ® y 1 € Hy. Entonces W,y : S1 — Hy es completa-
mente continuo.



3.4. Continuidad completa 101

Demostracién. Sea {f,} una sucesién acotada en S; que converge a cero
en la topologfa débil de S; y probemos que ||[W,y (fa)ll, — 0. Por la
proposicién anterior, se verifica que || fn |5 — 0. De aqui se deduce que

Wew (f)ll,, = 1¥Fn 0 @llg, < [¥lla, 1 fnllp, — 0.

El lema anterior y el Lema 3.12 nos permite relacionar la continuidad
completa de los operadores de composicién ponderados en los espacios S,
con la continuidad completa de los operadores de composicién ponderados
en los espacios de Hardy.

Proposicién 3.38 Sean 1 < p,q < 00, ¢ € & y ¢ € S, Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El operador W,y : Sp — Sy es completamente continuo;
(i1) El operador W, 4y = Hy, — Hy es completamente continuo.

Demostracién. (i) implica (ii). Sea {g,} una sucesién en H, que converge
a cero en la topologia débil de H,. Probemos que |[Wyye (gn)lly, — 0.
Para ello, consideremos para cada n la funcién f, € S, tal que f, = gn ¥
f» (0) = 0. Debido a la isometria existente entre H, y un hiperplano de S,
(véase la demostracién de la Proposicién 3.32) se verifica que la sucesién { f,.}
converge débilmente a cero en S,. Asf, por (i), se verifica que

[We (fa)lls, = 1¥ (0) fa (@ (OD] + 19 fn 0 0 + ¥¢'gn 0 9ll 1y, —

Teniendo en cuenta los Lemas 3.12 y 3.37, se verifica que [|¢'fn © ¢ H, =
HW%W (fn)”Hq — 0. Por tanto, [[W,, gy (gn)HHq — 0.

(i4) implica (7). Sea {f,} una sucesién en S, que converge débilmente
a cero en dicho espacio. Probemos que ||Wy (fa)lls, — 0. Teniendo en
cuenta otra vez la isometrfa descrita en la Proposmlon 3.32 se verifica que
la sucesién {f’} converge débilmente a cero en H,. Asf, por (ii), se verifica
que [|[Woue (f)llg, — 0. Ademds, por los Lemas 3.12 y 3.37, se verifica que

W (£2)

Por tanto,

[We (F)lls, < 19 (0) fu (0 O)] + 14/ fr 0 @l g, + |19 Fr 0 ll s, — 0- W

Como consecuencia de este resultados y los probados en las Secciones 2.4
y 2.5 obtenemos el siguiente corolario.

] — 0. Finalmente, se tiene también que | (0) f,, (¢ (0))] — O.
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Corolario 3.39 (i) Sean1 < g < o0, p € & yyp € 5, tales que W, :
Seoc — S, es continuo. Entonces el operador W,y : Sew — S, es
completamente continuo.

(i1) Sean € ® y1 € Su tales que W,y : Soc — Soo €8 continuo. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) El operador W, : Soo — S €5 completamente continuo;
(b) El operador W, : S — S €s débil compacto,
(c¢) El operador W,y : Seoc — Soo €5 compacto;

(@) Ollelr, <1o lm [(2)¢ ()] =0.
#()|-1

(i1) Seanl < qg<o0,p € ® yyp € S, tales que Wy : S1 — Sy es continuo.
Entonces el operador W, : S1 — S, es completamente continuo.

(iv) Sean ¢ € ® y 1 € S; tales que W,y : S1 — 51 es continuo. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) El operador W, : S1 — S1 es completamente continuo;
() m({z€T:lp(2)| =1}) =0.



Capitulo 4

Espacios de funciones con
crecimiento controlado en la
frontera

Dedicamos este capftulo al estudio de los operadores de composicién ponde-
rados en los espacios H® y H® (véase el Capitulo 1 para las definiciones y sus
propiedades). Estos espacios han sido ampliamente estudiados y aparecen de
manera natural en el estudio del crecimento de las funciones analiticas.

En [8] y [10], J. Bonet, P. Domanski, M. Lindstrém y J. Taskinen estu-
dian, entre otras propiedades, la continuidad y compacidad de los operadores
de composicién entre los espacios H) y H. Ademds, en el trabajo [9], J.
Bonet, P. Domariski y M. Lindstrém estudian los operadores de multipli-
cacién entre dichos espacios. A lo largo del capftulo iremos comentando
estas aportaciones.

Este ultimo capftulo lo hemos estructurado en cuatro secciones con los
siguientes contenidos. Dedicamos la primera seccién al estudio de la con-
tinuidad de W, en los espacios H] y H°. Una novedad con respecto a
los capitulos anteriores es que para estos espacios calculamos la norma del
operador. Finalizamos la seccién calculando las funciones ¢ y ¢ tales que el
operador W, ,, : H® — HZ (respectivamente, W,y : Hy — H}) es continuo
independientemente del peso v (resp. peso tipico v) que consideremos.

La segunda seccién del capftulo la dedicamos a la compacidad. De nuevo
aparecen novedades con respecto al estudio que hemos realizado de la com-
pacidad en los capftulos anteriores ya que para estos espacios calculamos la
norma esencial del operador cuando el peso es tipico. Esto nos permitird
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caracterizar la compacidad de W, en dichos espacios. Al igual que hicimos
para la continuidad, finalizamos la seccién caracterizando las funciones ¢ y
1 tales que el operador W,y : H® — H® (resp. W,y @ HY — HY) es
compacto para todo peso v (resp. peso tipico v).

En la tercera seccién probamos que si el operador W, : H? — HY
(resp. W,y : HY® — Hg®) no es compacto entonces dicho operador actia
como un isomorfismo sobre un subespacio de H? (resp. H®®) isomorfo a ¢
(resp. a £). Esto nos permite obtener la equivalencia entre la compacidad,
compacidad débil y la continuidad completa de los operadores de composicién
ponderados en H? y H.

En la tltima seccién aplicamos los resultados previamente obtenidos para
estudiar la continuidad y compacidad de los operadores de composicién en
los espacios de tipo Bloch B, y los espacios pequerios de tipo Bloch Bg,
incluyendo el espacio clasico de Bloch (p = 1) y los espacios de funciones
analfticas y lipschitzianas (0 < p < 1). Asi, caracterizamos la continuidad,
compacidad, compacidad débil y la continuidad completa de los operadores
de composicién C, de B, en B, (resp. de Bg en Bg), calculamos la norma
esencial y probamos que o bien son compactos o un isomorfismo sobre un
subespacio de B, (resp. Bp) isomorfo a £, (resp. cp). Los resultados que
presentamos en esta dltima seccién incluyen los ya obtenidos por K. Madigan
[58], K. Madigan y A. Matheson [59] y A. Montes Rodriguez [61].

Merece la pena mencionar que el célculo de la norma esencial fue obtenido
también por A. Montes Rodriguez en [62, Theorem 2.3 and 2.4} con una
prueba ligeramente diferente. Tanto nuestros resultados como los del autor
antes mencionado aparecen publicados en el afio 2000 y como aplicacién se
obtenian caracterizaciones de la compacidad de los operadores de composi-
cién en los espacios de tipo Bloch. Posteriormente, B. D. MacCluer, S. Ohno,
K. Stroethoff y R. Zhao han extendido dichos resultados sobre los espacios
de tipo Bloch a operadores de composicién ponderados (véanse [67], [57]).

Finalmente, introducimos algunos convenios que usaremos en este capf-
tulo. En lo que sigue reservaremos las letras v y w para indicar a los pesos.
Cuando A C RY es el conjunto vacfo fijaremos el convenio sup A = 0.

4.1 Continuidad

En esta seccién caracterizamos la continuidad de los operadores de composi-
cién ponderados en H® y H? y calculamos la norma de éstos. Como ya
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hemos indicado, estos resultados fueron obtenidos para los operadores de
composicién por J. Bonet, P. Domarski, M. Lindstrém y J. Taskinen en [10].
De hecho, las pruebas que presentamos estdn fuertemente inspiradas en las
alli realizadas.

Proposicién 4.1 Sean v y w pesos, ¢ € ® y¢ € H(D). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) El operador W,y : H® — HZ® es continuo,
(i) sup.c | (9)] 542 < co.
En este caso se verifica que

= su (Z)
IWelliig e =021 () 50005

Demostracién. () implica (i7). Por el Corolario 1.19,

wup () e

W 7711)“ Oy Hoo
z€D 16 ”(H°°) PR b

Asi, teniendo en cuenta la Proposicién 1.11, se tiene que

H(S‘P(Z)H(H;;O)* 15( )
i L0 e et AUl T ey

w (2)

) > sup [ (= )‘—-—’6(@(2/))’

luego se verifica (i7) . Esto prueba ademds que

w(2)

itelglw (2)] ACION < Wl o prso - (4.1)

(i3) implica (7). Supongamos que se verifica (i7) y denotemos

zE]D

Entonces | (2)| w (2) < M7 (¢ (2)) para todo z € D. Asi,

w(2) Wy (f) ()] = w(2) [ (2)]1f (¢ ()]
M (p(2)) 1f (¢ (2))]
M| flls = M fll,

<
<
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donde en la ltima igualdad hemos usado que los espacios H° y H° son
isométricos (véase la Proposicién 1.11). Por tanto, el operador W, , : H* —
HZ estd acotado. Ademds, los cdlculos anteriores muestran que

ol <106 555

que junto a (4.1) prueban que

— cupl (o) )
I|W‘Pv¢||H3°—>Hg° = zegW)( )l 7 (0 (2)

Antes de estudiar la continuidad para el espacio H? recordemos el siguien-
te resultado debido a L. A. Rubel y A. L. Shields sobre la dualidad de dicho
espacio [72, Theorem 1]: Si v es un peso tfpico, entonces (H?)" es isométrico
al espacio L; (D) /N, donde L; (D) es el espacio de funciones integrables en
D (con la medida de Lebesgue en D) y

N = {geLl(]ID):/mg(z)f(z)v(z)dA(z)——-O, paratodofEH;’"},

siendo A la medida de Lebesgue normalizada sobre D. Ademas, dada f € H?
vy [g9] € L1 (D) /N se tiene que la dualidad viene dada por

lg). f) = / 9(2) f(2)v(2)dA(2).

Se verifica también que (H?)™ es isométrico a H®, donde la inclusién es la
inyeccién canénica de un espacio de Banach en su bidual.

Como consecuencia de los resultados de L. A. Rubel y A. L. Shields
podemos calcular el biadjunto de W, : H) — Hp. Observemos que si
f € H®yr, / 1, entonces la funcién f,, (z) = f(rn2) estd en HY, veri-
fica que || fr.ll, < IIfll, ¥ fr. converge a f en la topologfa débil-+ de HZ°
(lo que denotaremos como w*-lim, f., = f). En efecto, si g € L; (D),
entonces |gf,.v| < |g| || fll, € L1 (D) y asf, por el Teorema de la Convergencia
Dominada, se tiene que

gl fn) = / ofrvdA — / gfvdA = (g, f).
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De esta forma,
oy (f) = w™ lim WZ% (fr,) = w™ lim Wey (fr,) = w'- lim Y fr, 0o
En particular, para todo z € D se cumple que

(@) = m (@) fr, (0(2)) = lim §(2) £ (ra (2)
= $(2) 1 (p(2) = W () (2).

Es decir, W%, (f) = Wy (f) para toda f € H°.

Proposicién 4.2 Sean v y w pesos tipicos, ¢ € ® yy € H(D). Las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

1 operaaor . — es coniinuo,
() El d W%TP HS HS} t ;
(1) ¥ € HY y sup,ep | (2)] 51525 < oo,

FEn este caso, se vem’ﬁca que

w(z)

1%,% o, = su ZHN =77 ~v-
IWesllug—my =501 (2) =05

Demostracién. (i) implica (i7). Supongamos que el operador W,y : H) —
H? es continuo. Entonces W, (x,) = ¥ € HY y el operador W%y = Wy :
H% — H también es continuo. Asf, por la Proposicién 4.1, se verifica (i)

¥y que

w(2)
o100 = 1Woull oo 100 = sUp ¥ (2)] = )
H®—H ” <P1/’”Hv H zeIDI ()|'l)((,0(2))

“Wso,w”ngHg = ” oo

(ii) implica (7). Basta probar que W,y (f) pertenece a Hy, para cada f
en H?. Tomemos f € HY. Puesto que los espacios H_ y HJ son isométricos,
f € HYy, por tanto, limy,|,1 7 (2)|f ()] = 0. De esta forma, dado € > 0
existe r; € (0,1) tal que 9(2) |f ()| < e/M para cada |z| > r; siendo M =
SUp,ep ¥ (2)] %;%. Por otro lado, como ¢ € H?, existe ro € [ry, 1) tal que
w (2) ¥ (2)| < &/ supy<,, |f (¢)| cuando |z| > rp. Podemos ya probar que
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W (f) € H. Para ello, consideremos z € D tal que |z| > 73 y distingamos
dos casos. Si |¢ (2)| > 1, entonces se tiene que

w (2)

w(2) ¥ ()| f (0 ()] = |¥(2)] o (z))'ﬁ(w () 1f (¢ (2))]
< Mo(p(2)|f(p(2) <e

Y si |p (2)] < ry, entonces

w(2) [ (2 IF (9 (2)] < w(2) |4 (2)| Sup If )] <e.

Asi, w (2) |Wou (f) (2)| < € para todo punto z tal que |z| > r;. W

Observacién 4.3 Teniendo en cuenta las afirmaciones (i7) de las Proposi-
ciones 4.1 y 4.2, y si ¢ € HY, se verifica que el operador W, : H® — HZ
es continuo si, y sélo si, lo es el operador W, ,, : H — HY.

En general no se puede sustituir en las afirmaciones (i) de las Proposi-
ciones 4.1 y 4.2 el peso v por el peso v. Esto fue puesto de manifiesto para
los operadores de composicién por J. Bonet, P. Domanski, M. Lindstrém y J.
Taskinen en [10]. Basta tomar como ejemplo de operador de composicién el
operador identidad, un peso v no esencial y w = v. Es claro que el operador
es continuo y en cambio

lim sup wiz) _
-1 v (2)

Sin embargo, cuando el peso es esencial, se verifica que sup, .y, ¢ ()| 52';((?)) <

00 si, y s6lo si, sup,cp |¥ (2) v(ﬂw(z?)ﬁ < 0. Por lo que se verifica el siguiente
resultado.

Corolario 4.4 Sean v yw pesos tales que v es esencial, p € & yy € H (D).
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El operador W,y : HYX® — HZ es continuo;
(60) sup.ep v (2)] 5125 < oo.

Si ademds v y w son pesos tipicos y vy € HC, entonces las anteriores
afirmactones equivalen a
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(i1i) El operador W,y : HY — HY es continuo.

Nuestro siguiente resultado caracteriza las funciones ¢ y 1 tales que el
operador W, ,, es continuo para todo peso v. Para su prueba necesitamos
el siguiente lema que es una generalizacién de [10, Lemma 2.5]. En este
lema mostramos que existen funciones analiticas en el disco unidad con un
crecimiento previamente establecido.

Lema 4.5 Para cada par de sucesiones positivas {rn} — 1, {Rn} — 1, tales
que Ty < Ry <711 < Ry <7y < Ry < ... y para toda sucesion positiva {an},
existe una funcion f € H (D) verificando que

M (f, Bn)
() =

Demostracién. La funcién f que buscamos serd la suma de una serie de
funciones }, -, fn. Construiremos dichas funciones f,, por induccién. Defi-
namos fy = 1 y supongamos que hemos encontrado polinomios fiy ey frm1
tales que, para k = 1,...,n — 1, se cumple que

(a) |fe (2)| < 27F para todo z € 1D,
(0) M(fk, Ri) > M,

donde

k—1 k-1
M, = (M (Z fiﬂ“k) + 1) o+ > il +1-
=0 i=0
Definamos fn(z) = m’%:;, siendo

A — 2Mn(Rn - Tn) Rn —Tn

2+ 4+ 1 y é7"Rn(22n+1]\/_[n_,_1)‘

Si |z| < 4, entonces

TP A . A
f"(z)l = W+)R. -2l ~ (1 +e)Ra—n
2Mn(Rn—7n)
227+ M, +1

Ry
(1+W+1_1('47¥1—))R”_T"
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2M, (R, — y)
R, (22 M, + 1) + Ry, — 7 — 7 (22271 M,, + 1)
2M (R, — 1) M 1
(Rn _ Tn) (22"+1Mn + 2) 227LMn +1 22n

Ademss, f;(Rn) = 5 = 2M,. Puesto que fn es analitica en un abierto que

contiene a R, D, dado § < mln{i,; — ﬁ, M, }, por el Teorema de Runge para
compactos, existe un polinomio f,, tal que

£ul2) = Fal)] < 8

para todo z € R,D. Veamos que f, verifica (a) y (b). Comenzamos por (a) :
Si z es tal que |z| < r,, entonces

Fuld)] <6+ g < o

1ale)| < <o

Inl2) = Fal2)| +
Por otro lado, para ver que se verifica (b), puesto que § < M, se tiene que

|z]=Rn
fn(Ra)

Finalmente, consideremos la funcién f = 3 > f.. Veamos que f es
analftica en el disco unidad. Para ello basta encontrar una sucesién de fun-
ciones analfticas en I que converja a f uniformemente sobre compactos.
Légicamente, dicha sucesién vendrd dada por gy := Zf:;o fn- Sea K un
compacto contenido en . Como r, — 1, existe un r,, tal que K C r,,,D. Si
N > my z € K entonces

D fal2)] <

n=N+1

>

— | FalRa) = FalRa)| > 2My = 6 2 Mo,

> e Y o

y, por tanto, f — gy =D " ., fn converge a cero uniformemente en K.

Para terminar, tenemos que probar que %&’% > a,. Puesto que

M(f,R.) > M(fn,Rn ZM fiyBn) = > M(fi, Rn)

i=0 i=n+1
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n—1
> My =Y | fillg, -

n—1
1
5 = Mn— (Z I fill g + 1)
=0 i=n+1 =0
n—1
=0

n—1 o}
M (Zf'ivrn> 'I"ZM(fuTn)
=0 i=n
n—1 oo n—1
M (zf) Sy (zf) 1
=0

M(f,rn)

IA

IA

concluimos que M (f, R,) > a,M(f,r,). B

Teorema 4.6 Sean ¢ € ® y ¢ € H(D). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) El operador W,y : H® — HZ° es continuo para todo peso v;
(i1) El operador W,y : HX® — H° es continuo para todo peso tipico v;
ii1) El operador W, ,, : H? — HY es continuo para todo peso tipico v;
PP v v

(iv) Se verifica que ¢ € Hy, y existe un nimero r € (0,1) tal que |¢ (2)] <
|2| para todo z € D con |z| > r.

Demostracién. (i) implica (i) es inmediato.

(i3) implica (iv). Por (ii), se verifica que W,y (xo) = ¥ € Hy° para todo
peso tipico v. Supongamos que ¥ ¢ H,. Entonces existe una sucesién {z,} en
D tal que | (2,)| — co. Ademds, podemos suponer que SUpjy|=|z,| | (w)| =
|4 (2,)| . Por tanto, si consideramos el peso tipico v(z) = M (¥, |2)"Y/2 se
verifica que

supv (2) [ ()] = sup W () > () 72

2D (supjycpe [¥ (@))*  (SUPpulten) [ (0)])
— W (Zn)| =¥ (Zn)|1/2 — 00,

% (za)[/2
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es decir, 1 ¢ H°. Esto contradice (i7) y, por tanto, ¢ € Hx.

Para probar la segunda afirmacién de (iv) haremos una reduccién al ab-
surdo y utilizaremos el lema anterior para construir un peso tipico v con el
que llegar a una contradiccién. Supongamos que existe una sucesién {z,}
en D tal que |z,] = 1y |¢(2,)| > |2.] para todo n. Como 1 # 0, podemos
considerar {z,} tal que |¥ (2,)| # 0. Llamemos r, = |z,| y R, = |¢ (2n)| . Sin
pérdida de generalidad podemos suponer también que rg < Ry <71 < Ry <
T9 < Ry < ... Tomemos finalmente la sucesién o, = n/ |9 (z,)|. Observemos
que o, — 00 pues ¥ € H,,. Entonces, por el Lema 4.5, existe una funcién
no acotada f € H (D) tal que M (f,R,) > a,M (f,r,) para todo n. Con-
sideremos el peso tipico v(z) = M(f,|z|)™!. Es claro que f € Byge. Por otro
lado, para cada n, escojamos 0, € R tal que M (f,R,) = |f (e 10" (zn))] -
Consideremos tamblen para cada n el giro p, (z) = e’o"z Entonces de-
bido a que Wy, opy = WyyoC,, vy Cp, + HF — HX estd acotado con

Proposicién 4.1), se tiene que el operador Wy oo + H® — H° estd aco-
tado y

= 1 (basta tener en cuenta que v es un peso radial y la

“Wl’eno‘Pﬂ/’“Hgo—)}Igo < ||W‘P7¢”H5°—>Hg°
para todo n. Esto implica que
1

Wesllig sz 2 [Won,sow (DI, 2 19 @l 1£ (oo, (2 )] 577775

= |¥(2.)] M)

para todo n y obtenemos, por tanto, una contradiccién con el hecho de que
el operador W, 4 esté acotado.

(it) implica (4i7) . Supongamos que se verifica (i7) y consideremos un peso
tipico v. Entonces, como ya sabemos que (i7) implica (iv) se verifica que
¥ € Hy v, por tanto, que ¢ € HY. Asf, teniendo en cuenta la Observacién
4.3, se obtiene sin dificultad (i) .

(#43) implica (i¢). Supongamos que se verifica (#ii) y consideremos un
peso tipico v. Entonces W,y (Xo) = ¥ € HY. Asi, teniendo en cuenta la
Observacién 4.3, obtenemos (i) .

(4v) implica (7). Por la Proposicién 4.1, el operador W, , : H® — HZ° es
continuo para todo peso v ya que

v(e) (0)
e @) = Wl 56)

>n

?

S ¥ ()l =)

< o0
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donde hemos utilizado la Proposicién 1.11. B

En [10], J. Bonet, P. Domanski, M. Lindstrom y J. Taskinen obtuvieron
varias caracterizaciones interesantes de funciones ¢ verificando que existe un
r € (0,1) tal que | (2)] < |z| para todo z € D con |z > r.

4.2 Compacidad

En esta seccién caracterizamos la compacidad de los operadores de com-
posicién ponderados en los espacios H® y HY. Para ello, acotamos la norma
esencial para un peso general y obtenemos dicha norma para los pesos tipicos.
Entre otros argumentos usamos ideas del trabajo de A. Montes Rodriguez
[61] donde se calcula la norma esencial de los operadores de composicién en
el espacio de Bloch.

Recordemos que si X es un espacio de Banach, la norma esencial de un
operador continuo 7' : X — X se define como

IT|l, =inf {|T — K| x_x: K :X — X es un operador compacto} .

Es decir, la norma esencial mide la distancia de un operador al espacio de
los operadores compactos. Por tanto, ||T'||, = 0 si, y sélo si, T" es compacto.

Para obtener la norma esencial haremos uso de la siguiente sucesién de
operadores de composicién: dado k € N con81deremos la funcién ¢, (z) =
- +1z y el operador T}, = C, . Puesto que |l¢|ly = 717 +1 < 1, los operadores
Ty : H® — H son compactos (véase [10, Theorem 3.3]). Por otro lado, la
monotonia con respecto al médulo de z de la funcién ¥ y las Proposiciones
1.11(¢) y 4.1 implican que

v (2) v (2)
Tl oo oo = SUPp =% <sup=— <1
1 Te| 50— g zegv(ﬁ—lz) )

||TkHH5°—>H3° Z

v v

()
Bs decir, |Ti] geo_ e = 1-

Ademss, la sucesién {7y} converge al operador 1dent1dad Id en la topolo-
gia de la convergencia uniforme sobre compactos de D. De aquf se deduce que
{Id — T} converge a cero uniformemente sobre los subconjuntos compactos
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de H (D) cuando se le dota de la topologia de la convergencia uniforme sobre
compactos (véase la prueba de [8, Theorem 4]).

Por otro lado, es inmediato comprobar que {7} converge a la identidad
en la topologia fuerte de operadores. Nuestro siguiente lema mostrars que la
sucesién de operadores adjuntos {7} } sigue siendo una “buena” aproximacién
a la identidad en (H2)".

Lema 4.7 La sucesion {Ty} converge a la identidad en la topologia fuerte
de operadores sobre L((H?)*), es decir,

IT% (R) = hll — 0,
para todo h € (HL)*.

Demostracién. Tomemos [g] € L;(D)/N = (H?)*. Tenemos que probar
que
IT% (lg]) — lglll — O.

Fijemos ¢ > 0. Como g € L;{(D), por el Teorema de la Convergen-
cia Monétona, existe ro tal que ngmﬁ“Ll(D) > ||glip, @) — €/4; es decir,

f 2570 lg| dA < £/4. Asi, como v es decreciente con respecto al médulo de z,
para cada f € Bpyo se verifica que

[ oo (1 (52) - 1) as
<[ s (phge)|aas [ @ esela

< foo ) (757

£
<2(fl, [ lslaa<e [ glaa<25-%
2> [z|>70

() dA+ |71, lg(2)| dA

|z|>7‘0

Puesto que la bola unidad de H? es un conjunto relativamente compacto
en la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos en H (D), la
convergencia a cero de {Id — T} sobre los subconjuntos compactos del es-
pacio de Fréchet H (D) implica que

lim sup sup |(Id—T¢) ()(€)] = 0.

k—oo0 feByo €1<ro
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Luego existe kg € N tal que si & > kg se tiene que
€

k
#(12) ~ 16 < sy
S 212,00 2(0)
para toda f € Byo. Obtenemos, por tanto, que

[ i) - )<

para toda f € Bpo. Asi, si k > kq se verifica que

ITx (gD = gl = sup [(TE(lg)) - 9], /)]

sup
fz<ro

o

- o o (o () )

: fzzz:A“<Z> o0 (¢ () -0 | o4

< fglz; [ @ (7 (7552) - @) 44
L b 0 ) )

< -;- + % —e.

Es decir, limg_.o |77 ([9]) — [g]| = 0. ®

W. Lusky prueba en [50, Corollary 2.4] que el espacio H? es siempre
isomorfo a un subespacio de cy. En el siguiente resultado mostramos que, de
hecho, el espacio H? es casi isométrico a un subespacio de ¢o. Este resultado
fue puesto de manifiesto por N. J. Kalton y D. Werner para el espacio de
Bloch pequeiio [41, Corollary 5.9] y observaron que la prueba que realizan es
también vélida para el espacio H?. Pensamos que merece la pena incluir una,
prueba de este resultado ya que no aparece de forma explicita en el trabajo de
N. J. Kalton y D. Werner y es esencial en nuestros argumentos. No obstante,
destacamos que seguimos casi literalmente sus ideas.

Recordemos que la distancia de Banach-Mazur entre dos espacios de Ba-
nach isomorfos X e Y se define como

dX,Y)=inf {|T|||T7: T: X =Y isomorfismo} .
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Lema 4.8 Sea v un peso tipico. Entonces el espacio H? es casi isométrico
a un subespacio de cgy, es decir, para todo € > 0 existe un subespacio Xy de
co (con su norma usual) tal que d (Xo, HY) < 1+e.

Demostracién. Veamos que para todo € > 0 existe una sucesién {z,} en D
tal que el operador T : H? — co dado por T (f) = {v (2,) f (2,)} verifica que

A=)l fll, <NT ey < NI (4.2)

para toda f € HY.
Sea € > 0 y tomemos 7, = 1 — 27" para cada n € N. Dada f € H_ tal
que || f]l, = 1 se verifica que

1= 7l =§Lelg’v(2’) |f (2)] 2 sup v (2)|f (2)| > v (rs) sup [f(2)];

J2]<rn lz|<rn

es decir, |f (2)| < 1/v(r,) para todo |z| < 7.

De esta forma, si z es tal que |z| < r, entonces los valores de la funcién
f en el disco centrado en zy de radio 35 — s = zar estdn acotados por
v(r1+1)' Por tanto, teniendo en cuenta las acotaciones de Cauchy (véase {73,
Teorema 10.4.9]), se verifica que

2n+1

[ ()] <

v (Tn+1)

para todo |z| < 7.
Por otro lado, consideremos los anillos A, :={z€ D:r,_; <|z] <r,}.
Es claro que

A, C Y {(ZeD:|d—z2l<bpy |v(Z)—v(2)] < b}

donde 6,, es tal que (v(_i,J + m) 6, < €. Entonces, por la compacidad

v(rnt1)
de A,, existe un subconjunto finito de puntos de A,, que llamamos F,,, tal

que
A, C i) {(ZeD:|Z—z<by () —v(2)] <8}

Asf, para cada z € A, existe w € F,, tal que |w — 2| < 8, y |[v(w) —v (2)| <
8. Por tanto, existe un punto £ con |£| < r, tal que

1f ()] < |f(z) = F)|+1f ()] < (Ellz —wl+|f (w)|
n+1
< 2—6n+lf(w)|.

v (TTH-I)
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Por consiguiente,

v(@)|f ()] < (&) —v)If @] +v@)f )

< (W) —vW)|f @) +vw) (—?——)6 ny (w)l)
1 2"ty (0)
v (Tn) 3 (7"n+1) o+ v (w) lf (w)l

< e+v(w)|f(w).

IA

bn

De aquf se sigue que

sup v (2) |f (2)] < e+ maxv (w) |f (w)]-
zEAR wekn

Asi, si F = U,F, se concluye que

1< e+ supo () |f (w)]-

weF
Si vemos ahora el conjunto F como una sucesién {z,} en I tal que |2,| — 1
y tomamos f € H?, f # 0, entonces

[l ===+ )

Por tanto, ||, < & |1, + I ()], - ™

Ya sabemos que los operadores {1} } y sus adjuntos son buenas aproxima-
ciones a la identidad y que el espacio H? es casi isométrico a un subespacio
de ¢o. Nuestro proximo objetivo es reemplazar los operadores T por una
sucesién de combinaciones convexas suyas con la propiedad adicional de que
sus distancias al operador identidad esté “controlada por 1”.

co

Lema 4.9 Sea v un peso tipico. Entonces existe una sucesion de operadores
compactos {Li} en HY tal que

tim 1Le(f) = 1, =0,
para toda f € HY, y

limsup ”I"‘ Lk”H°—>H° S 1.
k--—»oo v v

De hecho, para cada k, el operador Ly, es una combinacion convexa de {T), :
n > k}.
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Demostracién. Antes de comenzar la prueba merece la pena comentar dos
puntos claves en ésta. El primero de ellos es el Lema 4.8 de N. J. Kalton y D.
Werner que afirma que el espacio H? es casi isométrico a un subespacio de
co- El segundo es un resultado de N. J. Kalton que afirma que si los adjuntos
de una sucesién de operadores compactos converge a cero en la topologia
de la convergencia fuerte de operadores, entonces éstas tienen combinaciones
convexas de norma arbitrariamente pequeia.

Seré suficiente probar que dado € > 0 existe un niimero natural ng tal que
para todo n > ng existe una combinacién lineal convexa de {7, : m > n},
que llamaremos L,, tal que || — L,|| < 1+e¢.

Fijemos un € > 0. Por el Lema 4.8, existe un subespacio cerrado X de ¢
tal que la distancia de Banach-Mazur de Xy a H? es menor estrictamente que
V1 + €. Es decir, existe un isomorfismo T : H? — X tal que |T|| [|T7Y] <
v1+e.

Tomemos ahora los operadores K, = TT,, T~! : Xy — X,. Es claro que
K= (T7Y)" oT} oT". Por el Lema 4.7, tenemos que

T}LIEO | Knz* — a7 x; =0 (4.3)
para cada z* € X{. Por otro lado, si P, es la proyeccién en ¢, dada por
P, ({zn}) = (21,22, ...,2,,0,0,...), y tomamos z* € ¢ (= £1) entonces

lim ||Prz* — 2°,, = 0. (4.4)

Denotemos por J a la inclusién de Xy en ¢y. Es claro que JK, — B,J €
K(Xo,co). Ademas, la convergencia tanto de { K} como de {P*} a la iden-
tidad en la topologfa fuerte de operadores implican

((JKn — PuJ) & y™)| < ly™ | |(JKn — PoJ) 2| — 0

para cada z* € ¢} e y*™ € Xg*. Asi, por [40, Corollary 3], existe una suce-
sién de combinaciones convexas de {JK, — P,J} que converge a cero en la
topologia de la norma. Es decir, existen dos sucesiones {K¢} y {P¢} con K¢
y P¢ combinaciones convexas de {K,, : m > n} y {P, : m > n}, respectiva-
mente, tales que

nh_)n(r)lo |JKS — PoJ|| = 0. (4.5)

Tomemos ng tal que ||JK;0 - PﬁOJ“ <yl+e-L
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Por otro lado, un sencillo célculo muestra que |1 — Fgll, ., < 1 para
todo n. Luego, por (4.5), para n > ny se tiene que

“I_ Kﬁ“xo—»Xo = “J(I - Kf;)”xo_wo
< 14 |TKS — Pollxy ey < VIFE,

IA

Finalmente, si definimos L,, := T~1K¢T se tiene que L, es una combinacién
convexa de los operadores {T,, : m > n} y para todo n > ng

M = Lullpg o = |77 (T = KT < [T 1T = KDIIT] < 1+c.m

Observemos que seguimos teniendo que limsup [|(I — Li)™ || goo pre0 < 1
k—yoo v v
y que (I — Li)™ = I — Ly. Este hecho se usaré en la prueba del siguiente
teorema.
Podemos ya calcular la norma esencial de los operadores de composiciéon

ponderados en H°.

Teorema 4.10 Sean v y w pesos, ¢ € ® y 1 € H. Supongamos que el
operador Wy« H® — HY es continuo. Entonces

w(z)

Ademds, si v es un peso tipico, entonces se tiene que

_w(z)
Wl —llgnl;gﬂrl U

Demostracién. Comencemos probando la estimacién superior suponiendo
que v es un peso tipico. Para ello, consideremos la sucesién de operadores
compactos {L,} que proporciona el Lema 4.9. Asi, fijando r € (0,1), tene-
mos que

||W«w||e < Hch,dJ _Wv,ka“
= sup supw(2) v (2)]|(Zd — Li) (f)(¢(2))]

feBgge zeD
S Ir,k + Jr,k,
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donde
Iy = sup sup w(z)[y(2)||(Id— Lk) (f)(¢(2))|

F€B e lo(z)|>r

Jrg = sup sup w(z) [y (2)]|(Id — L) (f)(e(2))]-

fe€Bgge lp(z)|<r

Ahora estimamos I,.; y J, . Por un lado, se tiene que

| = sup Sli[) ) =< ( ) (U244 Id— L f w e
T,k fe ; | (z)|>rlw( )I 'v((p(z)) ( ( )) |( k)( )( ( ))l
u z —-( ) sup Supv(iz Id - L z
< I?Z)f))rw}( )l;i)f( ( )) fe oo 2 ( )1( k)(f)( )I
su z 'lU( ) Id—L H Hoo
. 150(z)1|)>7' |w( >1 75((15(2)) H kH T

donde en la iltima desigualdad hemos utilizado que los espacios H° y HS®
son isométricos y, por tanto,

sup sup@(z) |(Id — Le) (f) (2)| = 11d = Lll o g -

fEBch z€D

Por otro lado, tenemos que

Jrk < [¥ll, sup sup |(Id — L) (£) ()]

feByggo [E|<r

Ademss, teniendo en cuenta que la bola unidad de H;° es un conjunto rela-
tivamente compacto en la topologia de la convergencia uniforme sobre com-
pactos en H (D), la convergencia a cero de {Id — T} } sobre los subconjuntos
compactos del espacio de Fréchet H (D) implica que

lim sup sup |(Id —Tx) (£)(€)| = 0.

k=00 feByeo |¢|<r

Asi, como los operadores Lj son combinaciones convexas de los operadores
{T\}, también se verifica que

lim  sup sup |(Id — L) (f)(£)| = 0.

k=00 feByeo [¢|<r
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Por tanto, para cada r < 1 se tiene que

Woull, < lim sup [We,p — Wo Lkl (4.6)
< limsup I, + limsup Jrx
k—o0 k—o0
w(z) .
<  sup |¢(2)] =——= limsup ||Id — Ly||
le(z)|>r U(p(2)) koo |
w(z)
< sup ¥ (o) =
le(2)|>r U(p(2))

Por consiguiente,

<1 w(z)
HW%T/’He —_ },I_I)I} |<ps(:l)ll)>'r |¢ (Z)l "6(80(2')) .

Si el peso v no es tipico, se pueden seguir estos mismos argumentos con la
sucesién de operadores {7} en vez de {Li} . La tnica diferencia esta en que
ahora tenemos que usar la acotacion ||Id — Tk || groo_, g < 2 €n la desigualdad
(4.6). T

Continuamos la prueba en el caso en que el peso v es tipico y probemos
la estimacion inferior de la norma esencial. Procederemos por reduccién
al absurdo. Supongamos que existen constantes b > ¢ > 0, un operador
compacto K : H® — HZ y una sucesién {2z,} C D tales que lp(za)] — 1y

||W<p,¢ - KH <ec<b |¢ (Zn)| ’quU(Zﬂ)

p(zn))
para cada n. Como el peso v es tipico, y teniendo en cuenta la defini-
cién de peso asociado a v y la Proposicién 1.11, existe f, € Bpo tal que

|z 0((20)) = (%)1/2 y una sucesién de nimeros naturales {a,} ten-

diendo a infinito tal que |¢(2,)|"" > (%)1/ 2 (podemos tomar, por ejemplo, o,
la parte entera de (ln (¢/b)* /1n |<p(zn)l> +1). Definamos g, (z) := 2" fu(2).
Es claro que ||gn]l, < 1, pues || fall, < 1. También se verifica que g, € HY,
pues f, € HY. Ademés {gn} converge a cero en la topologfa de la convergen-
cia uniforme sobre compactos. En efecto, sea C' un compacto en D, entonces
existe 7 € (0,1) tal que C C D(0,7) = {z€ D: |2| <r}. De esta forma se
cumple que

@] = 1 1l = 0 o) 55
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< s e 0
v(2) v(r) n—oo

uniformemente en C. Veamos que, ademds, {g,} converge a cero en la to-
pologfa débil de H?. Consideremos [f] € (H?)" = Li(D)/N. Entonces, como
(f19n) = [ vgnf dA, se verifica que [ugn f| <|f| € L1(D) y v(2)gn(2) f(2) —
0 para cada z € I, por el Teorema de la Convergencia Dominada, se concluye
que (f,9,) — 0. Como la inyeccién de H? en H® es una aplicacién norma-
norma continua entonces también lo es débil-débil continua. Por tanto, la
sucesién {g,} también converge a cero en la topologia débil de H®. Final-
mente, como K es un operador compacto se tiene que lleva sucesiones que
convergen a cero en la topologfa débil a sucesiones que convergen a cero en la
topologfa de la norma. Por tanto, {K (g,)} converge a cero en la topologia
de la norma. De esta forma, como

Wew = Kllpgo iz 2 (W = K) (9)ly 2 W (gn) |, = 1K (gL »

tenemos que

¢ > |[Wey— K| 2 limsup Wy (gn)ll,,

= limsup supw(z) [¢) ()| lgn(e(2))]

n—ooo zZE

IV

lim sup w(zn) [1 (2n)! |gn(#(2))]
= limsup w(z.) [ (20)] [(20)[*" [ fa (0(20))]

e B Cnll o, yon , ((20)) B0 20)

= limsu w
I (PP

b (C 1/2 reN1/2
2 0(z) () =
- b b
con lo que llegamos a una contradiccién. B
En la demostracién de la estimacién inferior de ||W,, ||, que aparece en

el Teorema 4.10 es necesario que v sea un peso tipico. En cualquier caso se
puede obtener el siguiente resultado vélido para cualesquiera pesos v y w.

Corolario 4.11 Seanv yw pesos, p € ® yi € H (D). Entonces el operador
W HX — H3X es compacto si, y solo si, v € HY y
, w(z)
lim 2| == =
R P
Cuando v es esencial, v puede ser reemplazado por v.



4.2. Compacidad 123

Demostracién. Supongamos que W, es compacto. Entonces W, es
continuo y, por tanto, W, (o) = ¥ € HZ. Si limjy()-1 % (2)] %(%((Z—z% >
e > 0, entonces existe una sucesién {z,} C D tal que |p(z,)] — 1y
[0 (2)| w (2n) > €0((2n)), para todo n. Tomemos, para cada n, una funcién
f,. en la bola unidad de H® tal que |f,, (¢(2,))]| U(p(24)) > 1/2 y o, € N tal
que |¢(z,)|*" > 1/2 con a, tendiendo a infinito. Vimos en la demostracién
del Teorema 4.10 que, para cada n, las funciones g, (2) := 2%~ f, () estén en
la bola unidad de HZ® y convergen a cero uniformemente sobre compactos
de D. Como W, es compacto, por la Proposicién 1.21, ||[Woy (92)l,, — O
Pero, para todo n,

Wo @ll, > @ (20) 1 (20)] 9 (i2(zn)]
= w (zn) [9 (zn)l I (20)°" | | (0(20))]
> €0(p(20)) () (0(20))] 2 5,

lo que es una contradiccién.
Recfprocamente, por el Teorema 4.10, bastara probar que si

, w(z)
lim ) =—= =
le(z)| -1 [ (=)l u(p(2))
entonces el operador W, es continuo. Teniendo en cuenta la Proposicién

_w(z)

4.1, es suficiente probar que sup,¢p |¥ (2)| 55,055 < Sea r € (0,1) tal que

w(z)

SUP|u()>r ¥ (2)] 55007 < 1. Como también

L)l
S WLy < 5

se sigue que

w(z) 1,
supl ()| 5707 < ma"{l <r>}<°°'

Una simple adaptacién de la demostracién del Teorema 4.10 nos permite
probar un resultado anslogo para los operadores de composicién ponderados
en los espacios HY.
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Teorema 4.12 Sean v y w pesos tipicos, p € ® y € HY. Supongamos que
Wy : H) — HY es continuo, entonces

= lim su z w(z)
Wooll = i sup [ ()| 25

Demostracién. Es inmediato comprobar que la prueba realizada para el
Teorema 4.10 también sirve para los espacios H?. Bastar4, por tanto, probar
que cuando ¢ € H? se cumple que

‘. su . M: im su AN =N
Y ey TR Y Wy

w(z)

Es claro que si ¢ (z,)| — 1, entonces también se verifica que |z,| — 1.
De esta forma,

| wi) z)
P Oy = MR Y ey
Sea ahora z, € D tal que |z,| = 1y
_ w(z) w(2n)
P Ny T Gy

Supongamos que existe una constante ¢ < 1 tal que |¢ (2,)| < ¢ para todo n,
entonces se verifica que v(p(z,)) > v(c) > 0y, por tanto,

w(zy,)
U(p(2n))

Asi, ambos lfmites son iguales a cero y se tiene la igualdad. En caso contrario,
existe una subsucesién de {z,} que denotamos igual, tal que |p (z,)] — 1.
De esta forma,

lim [ (z) =0

im su 2 M im Z _w(_@)__
lim S ¥ ()l = =E) > lim [¢) (z)] SCIEm)

obteniendo nuevamente la igualdad deseada. B
El teorema anterior nos proporciona una caracterizacién de la compacidad
de los operadores de composicién ponderados en HY.
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Corolario 4.13 Sean v y w pesos tipicos, ¢ € ® y ¢ € H,. Entonces el
operador W, : H? — HY es compacto si, y sélo i,

im z w(z) =
fim W @)y =

Cuando v es esencial, U puede ser reemplazado por v.

Finalizamos la seccién caracterizando las parejas de funciones analfticas
© v 9 tales que el operador de composicién ponderado W,y es siempre
compacto.

Corolario 4.14 Sean ¢ € ® yy € H (D). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) El operador W,y : H® — HY° es compacto para todo peso v;
(i1) El operador W, : HY — HY es compacto para todo peso tipico v;

(ii1) La funcion ¢ pertenece a Hoo, limyy(z)—1 ¥ (2)] =0 y existe o € (0,1)
tal que |¢ ()] < |z| para todo z € D con |z| > To.

Demostracién. (i) implica (i) y (i) implica (i44). Por el Teorema 4.6, ¥
pertence a Ho, y se verifica que existe 7o € (0,1) tal que ¢ (2)] < |z| para
todo z € D con |z| > 7o.

Supongamos que lim, ()1 | (2)| # 0. En este caso vamos a encontrar
un peso tipico v tal que W, no es compacto sobre H? ni sobre Hg°.

Fijemos § > 0. Entonces existen ¢ > 0 y una sucesion {z,} en D tales
que 2] — 1, [ ()] — L, [ ()] 2 ¢, [z0] < [7nsal® ¥ [2al < |0 (2ns1)] Do
todo m. Sea 7, = |2,| . Definamos una funcién creciente u : [0,1) — Ry que
es igual a 1 sobre [0,71], u () = 2" y es afin sobre cada intervalo [rn_1, Tn) .
Tomemos el peso tipico v (z) = 1/u (|2|) . Ademss, el peso v es esencial (véase
la prueba de [10, Theorem 3.7]). Por hipétesis, el operador W, es continuo
sobre H? y H. Por otro lado,

v(2n) u(lo(z)l) o wlra-1) _ ¢
% (2n)] v (¢ (z0)) 2¢ u(ry,) = u(r,) 2

de donde se sigue, teniendo en cuenta el Corolario 4.13, que el operador

W,y : H — HY no es compacto. Ademéds, como oy = Wey 1 H® —

H, el operador W,,, : H® — H° tampoco es compacto.
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(¢41) implica (). Observemos que, como los espacios H® y H son
isométricos (Proposicién 1.11 (4i3)), basta probar (i) para pesos esenciales.
Fijemos un peso esencial v. Aplicaremos el Corolario 4.11. Por un lado,
1 € Hy, luego v € H°. De esta forma, queda por probar que

_ v(2)
lim z2)| ————< =0. 4.7
i 193] T @)
Tomemos una sucesién {z,} en D tal que [¢ (2,)| — 1. Por hipétesis, podemos
suponer que |¢ (z,)] < |zn], luego v (Je (2,)]) > v (|2,|) . Esto muestra que
Mvi—;(lzl%z)—"z < |# (2,)] - Por otro lado, teniendo en cuenta limy,(.y-1 ¢ (2)| =0,
se verifica que |¢ (2,)| tiende a cero. Esto prueba (4.7).

(#iz) implica (i7). De nuevo, basta probar (i7) para pesos esenciales. Fije-
mos un peso tipico y esencial v. Es claro que ¥ € H?. Por el Corolario 4.13,
debemos probar que

, v(z
im [y (2) 2

J2/=1 v (p(2))
Tomemos una sucesién {z,} en D tal que |z,|] — 1. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que o bien | (z,)] — 1 o existe una constante ¢ < 1
tal que |¢ (2,)] < ¢ para todo n. Por un lado, si |¢(z,)] — 1, por (ii7),
podemos suponer que |¢ (2,)| < |z,| para todo n, luego v (|¢ (2,)]) = v (|2a]) -

Asi, )
[ (22)] m

Pero, como lim,(;)—1 |9 (2)] = 0, se tiene que |y (z,)| tiende a cero. Por otro
lado, si |¢ (z,)| < ¢, entonces

= 0.

< 9 (za)] -

v (Zn)

v(@(zn)) v (o)
__1_2___0 m

¥, como v (2,) tiende a cero, se verifica que lim,_,1 [¢ (2)] e

Ya sabemos del Capltulo 2 que M. D. Contreras y S. Diaz 1</Iadr1gal pro-
baron que un operador de composicién ponderado W, : Ho, — Hy €s
compacto si, y sélo si, ¢ pertence a Hy, y para toda sucesién {z,} en D tal
que ¢ (z,) — b con b € T, se verifica que ¥ (z,) — 0 [15, Proposition 2.3].
Como el hecho de que limy(.y-1 [% (2)| = 0 no implica que exista ro € (0,1)
tal que |p (2)| < |z| para todo z € D con |z| > ry, se tiene que el hecho de
ser compacto el operador W, : Ho, — Hy 1o es equivalente al hecho de

|9 (20)] < 9l
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que, para todo peso v, el operador W, sea compacto sobre H;°. Merece la
pena destacar que esto sf es cierto para los operadores de composicién y fue
puesto de manifiesto por J. Bonet, P. Domaiski, M. Lindstrém y J. Taskinen
probando que C, : Ho, — H €s compacto si, y solo si, para todo peso v,
el operador C,, es compacto sobre Hg° [10, Corollary 3.8].

4.3 Operadores de composicién ponderados
no compactos

En esta seccién probamos que si un operador de composicién ponderado no
es compacto entonces actia como un isomorfismo sobre un cierto subespacio
isomorfo a ¢y 0 a £ y oObtenemos como consecuencia que las tres propiedades
de compacidad que estamos estudiando (compacidad, compacidad débil y
continuidad completa) son equivalentes tanto para HY como para H°. Estos
resultados fueron probados para los operadores de composicién por J. Bonet,
P. Domanski y M. Lindstrom (8].

Si bien la prueba para HY y H es bastante similar, hemos optado por
detallar solamente la de H? ya que ésta presenta una dificultad adicional:
la construccién del subespacio donde el operador de composicién ponderado
acttia como un isomorfismo requiere comprobar que una serie es débil in-
condicionalmete convergente. Como queda claro en la prueba del siguiente
teorema, este hecho requiere menos esfuerzo en H;° que en HY.

Teorema 4.15 Sean v y w pesos tipicos, ¢ € ® y Y € H? tales que el
operador W, : HS — HY) es continuo. Entonces el operador W, 4 « H) —
H? es compacto o un isomorfismo sobre un subespacio isomorfo a co.

Demostracién. Supongamos que W, no es compacto. Entonces, por el
Corolario 4.13, existen una constante ¢ > 0 y una sucesion {z,} en D tales
que |z,| = 1y [¥ (22)|w (20) > ¢V (¢ (2n)) para todo n. Puesto que Y e HY,
se verifica que |¥ (2,)| w (2,) — 0y, por consiguiente, v (¢ (2,)) — 0. Por ser
¥ un peso tipico, concluimos que |¢ (2,)| — 1. Asi, por [35, pag. 204], existe
una subsucesién de {¢ (z,)} (que denotamos igual) que es una sucesion inter-
polante. Por otro lado, por la definicién de peso asociado a v y la Proposicién
1.11, para cada n existe f, € Byo tal que U (p (2)) | fa (¢ (z,))| > 1/2.

En la demostracién de [90, Theorem IIL.E.4] se obtiene que asociada a
una sucesién interpolante (en nuestro caso {¢ (2,)}) existe una sucesién {ht}
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en H,, y una constante M > 0 tal que
hie (9 (20)) = 6kn ¥ Z | (2)] < M (4.8)

para todo z € . Puesto que f, € HY y hy € Hy, es inmediato comprobar
que frhy € H. Observemos también que para toda sucecién {£,} en co, se
verifica que

Sugv(z) S Gfe (2 hi(2)| < supv(2) Y 1pfi (2) b (2))]
=€ k=1 =€ k=1
< sup > [lfell, [€eh ()]
z€D =1
<

g} (i) e
k=1

< (Suplfk|> M
k

es decir, la funcién > 2 | &, fihk pertenece a H>®. El hecho de que esta funcién
pertenece a Hg no es evidente. Para probar esto, tengamos en cuenta que,
dada g € L, (D), se verifica que

> lig Sl <3 / vlofibel 44 5 315, / 9| dA
> / lghi| dA = / ] (;w) dA

< M”Q”Ll(m),

IA

IN

donde el sumatorio y la integral se pueden intercambiar debido a (4.8) y al
Teorema de la Convergencia Dominada. En particular, dada [g] € Ly (D) /N =
(H?)*, deducimos que

> Kl fbw)l < Mgl

k=1
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Asi, la serie Y fihy es débil incondicionalmente de Cauchy en HY. Con-
cluimos asf que el operador T : ¢y — H? dado por

T ({¢}) kafkhk

estd bien definido, es lineal y continuo (véase [23, pdg. 44]).
Por otro lado, observemos que si f € H?, entonces

(90 Dl <210 £ (2

lim fu (z0) £ (20)| =0

De esta forma, el operador S : H? — ¢y dado por

S = {¢ (z0) f:n) }
<

estd bien definido, es lineal y continuo y {|5|go_,.,
Finalmente, por (4.8), se verifica que

(SoWpyoT)({&)) = (SoWey) (Z skfkhk)

=S (1/}25;0 (feo @) (hw o @))
{¢ (20) X pes i (9 (20)) P (0 (2n)) }

2
=.

Efn (0 () _
(s } =6

Es decir, S o W, o T = Id,,. Veamos en dos pasos que de esto se deduce
) ‘Pﬂl) <o p q
que W, es un isomorfismo sobre el subespacio isomorfo a ¢y generado por

{fkhk . k' € N}

1. Sea {e,} la base canénica de cy. Observemos que T' (e,) = fnhn. Ahora,
probemos que {T (e,)} y {e.} son equivalentes, es decir, existen cons-
tantes p, P > 0 tales que para todo elemento {a,} de co se tiene que

o0

Z a.T (en)

n=1

psup |a,| < < Psup|a,]|.

v
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Fijemos N € N. Por un lado,

ZanT(en) = ilelg'l)(z) Zan (en))(
= 5p0(2) |3 an (2}l

supz |an] [ fall, [7n (2)]

<
< |[supla,|]su han(
< (swptnl) sup Sl
< Msup|ay|.
Por otro lado,
N N
sup l|a,| = Zanen = H(So WoyoT) (Z anen)
n=1,.,.,N n=1 co n=1 co
N
S ”S”Hg—wg Wso,w © T) (Z anen)
n=1 w
< ap'L/) (Z an en )
n=1 w
2
< 2l | ST )
n=1 )

Ademads, se verifica que

N e
;anT (en) e ;anT (en)

en H? y, por tanto,

o0

> aaT (en)

n=1

psup |an| < < Psup |an|,
n n

v

siendoP———Myp=W.
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2. Anslogamente se prueba que {W,, (T (e,))} es equivalente a la base
candénica de ¢g.

De esta forma, el operador W, actdia como un isomorfismo sobre el
subespacio isomorfo a cq generado por la sucesion { fohn, : 7 € N} . B

Corolario 4.16 Sean v y w pesos tipicos, ¢ € ® y ¢ € HY, tales que el
operador W,y : HY — H,, es continuo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) El operador W, : H — H, es compacto;
(i1) El operador W,y : HY — HY, es débil compacto;
(iii) El operador W, : HY — H,, es completamente continuo.

Demostracién. (i) implica (i) y (¢) implica (#ii) son inmediatos.

(i) implica (i) y (444) implica (¢). Si suponemos que el operador W,y :
H? — H? no es compacto, por el teorema anterior, existe un subespacio £
isomorfo a cg tal que W, 4| es un isomorfismo. Puesto que cp no es reflexivo,
W,ie DO es débil compacto. Ademds, puesto que la base candnica de cy
converge a cero en la topologia débil y no en la topologfa de la norma, los
isomorfismos de ¢y no son completamente continuos. En particular, Woyz
no es completamente continuo. De esta forma, W, 4 no es ni débil compacto
ni completamente continuo. Esto contradice (ii) y (i7i) . W

De manera andloga a como se argumenté en la prueba del Teorema 4.15
obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.17 Sean v y w pesos, p € ® y ¢ € Hy. Supongamos que el
operador W,y + H® — HZ es continuo. Entonces el operador Wy :

H® — HX es compacto o un isomorfismo sobre un subespacio isomorfo a
loo.

Corolario 4.18 Sean v y w pesos, ¢ € & y ¢ € HY tales que el operador
W,y « H® — HY es continuo. Las siguientes afirmaciones Son equiva-
lentes:

(i) El operador W,y : H°* — H,; es compacto;

(i3) El operador W,y : H® —> HY es débil compacto;
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(¢13) El operador W,y : HX® — H es completamente continuo.

La equivalencia entre (i) y (i%) del corolario anterior fue obtenida por
J. Bonet, P. Domanski y M. Lindstrém para operadores de composicién (8]
y por M. D. Contreras y S. Dfaz Madrigal para operadores de composicién
ponderados sobre H,, [15].

Merece la pena destacar que el espacio H? tiene la propiedad (V) (véase,
por ejemplo, [34, Exercise II1.1.4(i), Theorem II1.3.4]). Esto es, para todo
espacio de Banach Y, cada operador T : H? — Y es débil compacto o un
isomorfismo sobre un subespacio isomorfo a ¢y. Ademsds, J. Bourgain obtuvo
que H,, también tiene la propiedad (V) (véase [11]), pero no sabemos si H®
la tiene para todo peso v.

4.4 Operadores de composicién en los espa-
cios de tipo Bloch

Finalizamos el capftulo aplicando los resultados vistos en las secciones an-
teriores sobre la continuidad y compacidad de los operadores de composi-
cién ponderados sobre los espacios H? y HS® para estudiar estas mismas
propiedades en los operadores de composicién en los espacios de tipo Bloch
B,y BY con 0 < p < oo.

Para poder aplicar los resultados anteriores, usaremos que para un cierto
peso v los espacios H® y H? son isométricos a un hiperplano de B, y Bg
respectivamente. Estos hiperplanos vienen dados por

By= {7 € (D): £0) =0y suply ()] (1= 3" < oo

B={ren®:10=0y fm|7 G- 1) =0},

Estos espacios también se denominan espacios de tipo Bloch en la literatura.

Consideremos el peso v,(2) = (1 — |2]*)” con 0 < p < co. Obviamente,
vp €s un peso tipico. Ademds, vimos en el Ejemplo 1.14 que el peso v, es
esencial y que, de hecho, v, = v,,.

Obviamente el operador @, : B, — Hp° dado por ®,(f) = f’ es una
isometria sobreyectiva y <I>p| 50 también es una isometrfa sobreyectiva sobre
P

0
HY.
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El siguiente lema es elemental y debe ser bien conocido. Incluimos su
prueba ya que no hemos encontrado una referencia adecuada de él.

Lema 4.19 Dado o € D, el operador de composicion Cy,, : B, — By es un
isomorfismo, su inverso es C,__ Y C‘p By €S también un isomorfismo sobre
o|Pp

0
B,.
Demostracién. Haremos la prueba en el caso en que 0 < p < 1. De forma

andloga se hace cuando p > 1.
Obviamente C,,_: B, — B, es lineal. Ademss, teniendo en cuenta que

1 - g, (o = L0 o)

= o (I (1 = 12%)

11 —az)?
se sigue que
ICe. (F)lls, = sup (L=12F)"|(F o wa) (2) (4.9)
= sup (1= 121" ¢l ()] 1f (a (2))]
= sup (1= lea (1)) 1F (¢a (2))] (%{%%‘%)

1+ |of

< (F)  wpl- e @)1 (e o)
(F2) s -1 @)

o
1+ o]\
< (T5) Wi

para toda f € B,. Més atin, como Cy, 0 Cy_ = Cp_ op, ¥

@ z—a {5 TQ
e} = [ Rl
Poa®Pal®) = Pa\T q;) " T+ais

az

z—a+a(l—0z)

l-az+a(z—a)

H

se deduce que C,,__ es el inverso de C,,_ . Por otro lado, de igual manera que
se ha hecho para C,_ se prueba que C,__ : B, — B, es continuo. Por tanto,
C,, : B, — B, es un isomorfismo.
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Para finalizar la demostracién basta probar que C,_ (f) € BY si f € BY.
Para ello fijemos f € BO Siguiendo los mismos pasos que los dados en (4. 9)
se obtiene que

(1= %) |(F o) ( y_(”’a') (1= low AP IF (9a (2)]

para todo z € D). Ademés, como ¢, es un automorfismo del disco, se cumple
que |, (2)] — 1 cuando |z| — 1 y, por tanto,

lim (1= |, (2)1*)°1F (00 ()] = lim (1= |w]*)" £ (w)| =0.

|z|—1 Jw|—1

Asi, se concluye que

lim (1—|z[ ) |(fogoa)'(z)| =0.1

|z}—1

Teorema 4.20 Sean 0 < p,g < o© y ¢ € ®. Entonces se verifican las
siguientes afirmaciones:

(¢) El operador C, : B, — B, es continuo si, y sélo si,

supl (2)] = )|

e A 1e@P7 =

(i1) Siq>p>1, entonces C,, : B, — B, es siempre continuo.

(111) El operador C, : B) — BY es continuo si, y solo si, ¢ € BY y

supl! (2)) = )|

s A-1p@PF =~

(iv) Siq>p>1, entonces C, : B) — BY es continuo si, y sdlo si, p € BY.

Demostracién. (i). Tomemos o = ¢ (0). Por el Lema 4.19, el operador
C, : B, — B, es continuo si, y sélo si, el operador C,_op, = C, 0 C,
B, — B, es continuo. Como ¢, o ¢ (0) = 0, el operador C,_., es continuo
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si 5lo si 5 - i
, ¥ s6lo si, lo es C¢ao¢|3p Ademis, C‘Pa°9"1

- -1 . o0 o0 3
d, 0 Csoaw]Bp o(®,)" : Hy? — H? es continuo. Pero,

5, ©s continuo si, y sélo si,

0,5 C s, * @) (NE) = 4400, s, ([ fwav)

PaoP)(z
- <I>q</0( ’ )f(w)dw>

(a0 @) (2) (f (a0 9) (2)
W, opon00y () (2)

es decir,

8,00, o5, © (®) " =W,

Pa S%O%(‘PQO‘P)’ '

Hy — H,..

Vq

Por otro lado, por la Proposicién 4.1, este operador de composicién ponde-
rado es continuo si, y sélo si,

, (1= 2"
ilelg l((pa o) (Z)\ (1-(gao ) (z)|2)

En primer lugar, observemos que

5 < 00. (4.10)

(1=le @) (1= laf)

1= l(paop) (P = = Lo

Ademss,

2

o) (2) =¢ (2) ¢ z:'z——l—_—|a—|——.
(900 () = ()0 () =¥ () Tz 5

Obtenemos asi que

-1
(1 l(pao9) (2)F)"
oy Llof (1= 1) —de ()
O R P 1= e QP (1= o)

|(PI(Z)| (1—l21 ) ( 1—‘|al ) )

(1—le @) \I1-ap ()"

(a0 ) ()] (4.11)
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Pero, por (4.11) y el hechode que 0 < 1 — |a| < |1 —@p (2)] < 1+ e, la
desigualdad (4.10) se verifica si, y sélo si,

sup |¢' (2 ————————(1 _ |Z|2)q 00
I ()] s <

(11). Argumentando como en la prueba de (i), el operador C,, : B) — B
es continuo si, y sélo si, el operador de composicién ponderado W, ., (o op)
Hf,’p — ng es continuo siendo o = ¢ (0). Entonces, por la Proposicién 4.2 y
teniendo en cuenta los célculos realizados en (7), la continuidad del operador

equivale a que 2)q
’ (1 - |Z I
B N e
v aque (p,0p) € ng. Por tanto, para finalizar la prueba de la afirmacién
(#44) , basta probar que (¢, 0 ¢) € HSq si, y s6lo si, ¢ € Bg. Pero esto es
inmediato ya que de la sobreyectividad de la isometrfa @, : gg — ng se
sigue que (@, 0 ) € H) si, y sélosi, p,0 ¢ € gg y esto tltimo equivale a
que ¢ € B).
1|22

1I-le(z)|* —
1. Ademés, el Lema de Pick-Schwarz implica que |¢’ (2)] < L;J_S-"é-zl-;ﬁ para todo

z en D. Luego,

p—1
1 — (512} L2 ~
suplef ()] =) <sup(—1 i ) (-7 <1,

(i1) y (). Supongamos que ¢ (0) = 0. Entonces se verifica que

2€D (1- |go(z)|2)p ~zep \ 1 - |p(2))?

y aplicando (¢) y (i) finalizamos la prueba en este caso.

Si ¢ (0) # 0 entonces tomemos a = ¢ (0) . Como ¢, 0 ¢ (0) = 0, del caso
anterior se sigue que el operador C,,_.,, estd acotado. Finalizamos la prueba
aplicando de nuevo el Lema 4.19. R

La continuidad del operador C, : B, — B, ya fue estudiada por K.
Madigan [58] cuando p < 1 y por K. Madigan y A. Matheson para el caso
p=1[59].

Pasemos ahora al estudio de la compacidad. Antes de establecer el si-
guiente resultado tenemos que introducir alguna terminologfa. Dados dos
espacios de Banach X e Y, con normas ||| y ||-|ly respectivamente, de-
notamos por X @; Y al espacio de Banach X & Y dotado con la norma

I, )1l = llzllx + lylly -
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Lema 4.21 Sean X e Y dos espacios de Banach con normas ||-|x v ||I'lly
respectivamente. Si S : X — X es un operador continuo y K : Y — Y es
un operador compacto, entonces

IS e Kll, = IS5

Il

donde S®K : X® Y — X @& Y se define como (S@® K) (x,y)
(S(z), K (y))-

Demostracién. Sea T : X — X un operador compacto. Como K : Y — Y
es también compacto, es inmediato comprobar que el operador T ® K es
compacto. Por tanto, se verifica que

ISeKl, < |SeK-TaK|
= swp{|(SeK-TeK) () : @yl <1}
= sup{(S—T) @)y : lellx <1} =[5~ T].

Tomando fnfimo en T se concluye que ||S ® K|, < ||S]|, . Probemos la otra
desigualdad. Sea P : X @Y — X @®; Y un operador compacto. Es bien
conocido que P tiene una expresién matricial de la forma

(P P
P=(h )
donde P,: X - X, P:Y - X, P3: X —>YyP:Y —Y son operadores
compactos. Entonces, teniendo en cuenta que

S—P, —P )

S@K”P:<—P3 K- P

se verifica que

ISll. < IS = Pill = sup [|(S = F1) (=)l

fel<1
< s {I(S = P) @) + |- Ps () ]I}

S LSRR @+ lI=Ps () + (K = P ()]}
— |ISe K- P|.

Tomando infimo en P se concluye que ||S||, < [|S® K||,. ®
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Teorema 4.22 Sean0 < p,q < 0o y @ € ® tales que el operador C,, : B, —
B, estd acotado. Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) Siw(0) =0, entonces la norma esencial de C,, : B, — B, viene dada

por
(1121
ICyll, = lim sup |¢' (2)] —————57-
MR st 1-1le)P)"

1) El operador C, : B, — B, es compacto si, y sdlo s,
¥ p q

: / (1 — Z' )q
lim z = 0.
o O o e =0

(i13) Siq>p>1, entonces C, : B, — B, es siempre compacto.

(1v) El operador C, o bien es compacto o un isomorfismo sobre un subespa-
cio 1somorfo a Ly,.

Demostracién. (i). Para poder aplicar los resultados de las secciones
anteriores haremos uso de las isometrfas &, E — Hp° introducidas al
comienzo de esta seccién. Previo a ello haremos una reducién del problema
a los espacios B Observemos que el operador ¥, B ®1C — B, dado por

U, (f,A) = A+ f es una isometrfa. Asf, como ¢ (0) = 0, para cada f € Bp y
A € C se tiene que

U, 0C,0 0, (£0) = U 0C,(f+X) =¥ (G, (f)+ )
= (Col):N).

Luego, ¥;' 0 C, 0 ¥, = 15, © Idc. De esta forma, por el Lema 4.21, se

tiene que

.= 1957t = [, o 1, = [,

e

Por otro lado, vimos en la demostracién del Teorema 4.20 que
-1
P, 0 C¢|§,, 0 (D) =Wt Hp — H
(obsérvese que ahora o = 0). Por consiguiente, se verifica que

[eAE

= [[#eeCuts 0 @7 =1l
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Finalmente, podemos aplicar el Teorema 4.10 y concluir que

Wl =iy sup I¢ () -
IS EWaT (1-1]e(2)*)"

(7). Tomemos o = ¢ (0) y consideremos el operador de composicién
Cy.op : By — By. Por el Lema 4.19, C, es compacto si, y sélo si, el operador
Cyp_op 10 es. Por (i), el operador Cy,_o, €s compacto si, y sdlo si, se verifica

que
(1— 21"
(e 0 9) (2)I)"

=0. (4.12)

I /
o dm  [(eaoe) (2)] =

Ahora bien, en (4.11) vimos que

(a0 ()] ) ziwz)l(l—nzf)"( 1 of? )

1=1@ac@) P (1-le@P)" \1-apEl

y, COmo };m < |1;‘|;Z:)% < if{zll, se sigue que (4.12) equivale a que
(1= 1)’

- e @P)F

Finalmente, como ¢,, es un automorfismo del disco, se tiene que ¢, o ¢ (2)| —
1 si, y sélo si, ¢ (2)] — 1. De esta forma, (4.13) equivale a

PN (el
lm ) — —
Iso(Z)I—ﬂISO =) 1-1le@)P)"

(141). Por el Teorema 4.20(ii), el operador C, : B, — B, estd aco-
tado. De esta forma, serd suficiente probar que la inyeccién de B, en B, es
compacta. Pero esta inyecién es trivialmente compacta pues puede ser vista
como el operador de composicién Cy, : B, — B, con la funcién ¢ (z) = 2. Y
puesto que

|’ ()] (4.13)

lim
lpaop(z)|—1

(2 ——————(1_|z|2)q = lim (1— |2}
N g o = i ()

C, es compacto por el apartado (44).

im =0,
[ (2)|—1
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(iv). Si el operador C, no es compacto, entonces el operador Cw o0|B
tampoco puede serlo. Por tanto, el operador de composicién ponderado

@, 0 Ctpaowlgp © (q)p)_l =W, HY — H?

Poops(Paop) Up Vg

no es compacto y, por el Teorema 4.17, el operador C oo |B debe ser un

isomorfismo sobre un subespacio isomorfo a f,. Pero entonces, C, tiene la
misma propiedad. W

La compacidad del operador C,, : By — B; fue estudiada por K. Madi-
gan y A. Matheson [59]. Por otro lado, A. Montes Rodriguez [61] obtuvo
la norma esencial del operador de composicién definido sobre el espacio de
Bloch. Destaquemos también que J. H. Shapiro obtuvo una caracterizacién
diferente de la compacidad del operador de composicién C, : B, — By,
cuando 0 < p < 1 (véase [82]).

Usando el Teorema 4.22 (iv) y con una prueba andloga a la realizada para
el Corolario 4.16 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.23 Sean 0 < p,q < 0o y ¢ € ®. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) El operador C, : B, — B, es compacto;
(i1) El operador C, : B, — By es débil compacto;

(¢43) El operador C, : B, — By es completamente continuo.

Cuando 0 < p < 1, K. Madigan obtuvo en [58, Theorem B| que si

p
limy, |1 |¢' (2)] (1_1—‘_3%;) = 0, entonces C, : B, — B, es completamente

continuo y dio un ejemplo donde no se verifica el reciproco (compdrese con
la afirmacién (ii) del Teorema 4.22 y el corolario anterior). Ademads, la equi-
valencia entre (i) y (i7) fue obtenida para el caso p = ¢ = 1 por P. Liu, E.
Saksman y H.-O. Tylli [49, Corollary 5].

La prueba del Teorema 4.22 se puede adaptar para obtener el siguiente
resultado.

Teorema 4.24 Sean 0 < p,g < o0 y ¢ € ® tales que el operador C, :
82 — Bg es continuo. Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:
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(i) Si(0) =0, la norma esencial de C, : Bg — B viene dada por

Gl = tim sup I¢f (2)] =)
. = lim o (2)| ———F-
Ple ol sy 1-1lp )"

(it) El operador C,, : Bg — Bg es compacto si, y sdlo si,

(i11) Siq>p > 1, entonces C, : B) — B) es siempre compacto.

(iv) El operador C,, : Bg — Bg o bien es compacto o un isomorfismo sobre
un subespacio isomorfo a cp.

La compacidad del operador C,, : BY — BY fue estudiada por K. Madi-
gan y A. Matheson [59] y A. Montes-Rodriguez [61] calcul6 la norma esencial
del operador de composicién definido sobre el espacio pequefio de Bloch.

De nuevo, por el Teorema 4.24 (iv) e imitando la prueba del Corolario
4.16, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 4.25 Sean0 < p,q < oo yp € ® tales que p € Bg. Las sigutentes
afirmaciones son equivalentes:

(i) El operador C, : B — BY es compacto;
(i1) El operador C, : BY — B) es débil compacto;
(113) El operador C,, : Bg — Bg es completamente continuo.

La equivalencia entre (i) y (i4) ya fue obtenida por K. Madigan y A.
Matheson [59] para el caso p = ¢ = 1.

Para finalizar, nos gustarfa volver a recordar que los resultados que a-
cabamos de presentar en esta seccién han sido generalizados recientemente
para operadores de composicién ponderados por S. Ohno, K. Stroethoff y
R. Zhao [67]. También recientemente, B. D. MacCluer y R. Zhao [57] han
estimado, y calculado en algunos casos, la norma esencial de los operadores
de composicién ponderados en los espacios de tipo Bloch.
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