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Introduccidn

El objetivo fundamental de los problemas de localizacién es determinar la posi-
cién de uno o més servidores con objeto de satisfacer la demanda de un conjunto
de usuarios de forma que se optimicen medidas de la calidad del servicio.

En una gran cantidad de problemas de localizacién se asume que la demanda
se sitiia en un conjunto discreto de puntos y que el servicio tiene una extensién lo
suficientemente pequefia como para suponerlo también puntual.

Cuando los demandantes y los servidores puedan ubicarse en cualquier lugar, se
dice que el modelo de localizacién es continuo y, dependiendo de los condicionantes
del problema, se selecciona un espacio ambiente continuo, como pueden ser entre
otros R? o R (N > 3), donde modelizar matematicamente el proceso de resolucién.

Un espacio ambiente tipo grafo puede ser aproximado por el modelo continuo
cuando el nimero de nodos y aristas sea grande. De esta forma, los recursos
matematicos habituales de la localizacién continua (andlisis, geometria, y progra-
macidn lineal y no-lineal) también se emplean como aproximacién en los modelos
discretos.

La interaccién entre la demanda y el servicio suele formularse en términos econé-
micos donde la distancia entre puntos es una componente esencial para la mo-
delizacién del coste de interaccion.

La forma mas comiin de medir o estimar tiempos o distancias de viaje entre
puntos de demanda y servicios consiste en utilizar alguna funcién matemaética de
sus coordenadas. En RN (N > 2), la evaluacién de las distancias de viaje se
realiza en muchos contextos mediante una métrica inducida por una norma. Las
normas con mayor presencia en la literatura de localizacién son la norma euclidea
I, (empleada en ambientes donde los desplazamientos son isotrépicos) y la norma
rectangular I (usada al modelizar viajes cuyos trayectos son paralelos a los ejes
coordenados). Ambas forman parte de la familia de funciones l,, p € [1,00] que
han sido frecuentemente utilizadas (junto al caso hiperrectilineal I,, p € (0,1))
como estimadoras de las distancias reales existentes entre pares de puntos de un
rea plana de transporte. En dicha familia, las obtenidas para p € (1,00) forman
parte del conjunto de normas circulares, caracterizado por la diferenciabilidad de
la frontera de la bola unidad asociada, mientras que los casos p = 1y p = oo
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corresponden al de las normas blogue || - || inducidas por un politopo B convexo y
simétrico.

La adecuacién del modelo continuo de localizacién a la realidad ha motivado
otras generalizaciones de las normas bloque como son los calibradores (que permiten
modelizar problemas con distancias asimétricas, ver Durier y Michelot [1986]) y los
calibradores sesgados (ver Plastria [1993 b)).

Si la frontera diferenciable de una determinada norma circular se rectifica a
trozos manteniendo la simetria en la particién, se obtiene la bola unidad correspon-
diente a una norma bloque. El grado de aproximacién entre los valores de dicha
norma bloque y los de la norma circular dependera de la densidad de la discretizacién
(densidad de las normas bloque en el conjunto de todas las normas).

El problema de Fermat- Weber en RN, N > 2, consiste en encontrar un punto de
IRY que minimice la suma de distancias ponderadas a un conjunto de n > 3 puntos
de demanda (destinos) V' = {v,,v,...,v,}. Formalmente

n
xnelglN Z; w; di(x,v;)
donde las ponderaciones w; transforman las distancias d;(x, v;) en costes de des-
plazamiento; cuando el servicio a localizar se considera atractivo, dichos pesos ha-
bitualmente se formulan como escalares positivos w; > 0.

Si bien la definicién de distancia empleada entre el servicio y la demanda puede
variar segun el destino que se considere, la forma estandar del problema continuo
de Fermat-Weber se formula sobre un dnico espacio métrico, por lo que la medida
de distancia adoptada es global para todo el espacio ambiente.

La metodologia de resolucién del problema continuo de Fermat-Weber dependera
del tipo de distancia considerado. Cuando se trata de normas circulares, por ejemplo
l,, p € (1,00), se emplean métodos iterativos de programacién diferenciable convexa
similares al establecido por Weiszfeld en 1936 (actualmente vive en los EEUU y
publica con el nombre de Andrew Vaszonyi), mientras que si se modeliza el problema
con normas bloque, entre ellas I; y I, entonces la bisqueda del éptimo puede
llevarse a cabo mediante programacién no diferenciable, incluyendo la programacién
lineal.

La densidad de las normas bloque en el conjunto de las normas I,, p € (1,00),
permitiria formular problemas aproximados de Fermat-Weber usando una y otra
definicién de distancia. Asi, la solucién exacta obtenida mediante programacién li-
neal, en el caso de la norma bloque, aproximaria a la solucién del problema planteado
con la norma circular. Para conseguir una aproximacién aceptable, se necesitaria
una particién numerosa en la frontera de la bola unidad asociada a la norma 1, lo
que, desgraciadamente, supondria un elevado tiempo de computacién.

La estimacidn de distancias de viaje consiste en determinar, a partir de muestras,
una funcién real sobre el plano que, aplicada a las coordenadas de los puntos de
una zona de transporte, reproduzca de forma aproximada la distancia entre ellos
sobre la red existente. Si la funcién obtenida es fiable, el modelo continuo que
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emplea al estimador como medida de distancia aproximara al modelo discreto y,
adicionalmente, aportara informacién sobre la disponibilidad de caminos de la zona.

La busqueda de aproximantes fiables de las distancias de viaje ha sido insistente
en los ultimos afios. En el contexto 2-dimensional, se han ensayado varios tipos de
funciones biparamétricas convexas sometidas a criterios de minimizacién global de
errores y se ha comprobado empiricamente su adecuacién en areas de transporte con
y sin barreras. Los resultados ponen de manifiesto que las normas bloque generadas
a partir de politopos B cuya totalidad de vértices se hallan sobre la circunferencia
unidad, y las funciones 7l, (donde 7 > 0 es un factor de inflacién que simula el
alargamiento de los viajes debido a las adversidades orogréficas) son los mejores
estimadores.

Un aspecto poco tratado en teoria de localizacién es, en cierta forma, el inverso
del problema de la bisqueda de un estimador asociado a una red dada, y que se
podria enunciar como sigue:

Dado un conjunto V de n > 3 puntos del plano, determinar una red que conecte
dichos puntos mediante caminos cuyas valoraciones se aprozimen numéricamente
usando un estimador l,, p € [1,2], previamente fijado.

Si la norma euclidea I, fuera la funcién que tuviera que describir las distancias
en la red entre cualquier par origen-destino del conjunto V, entonces los puntos
tendrian que interconectarse necesariamente mediante segmentos rectilineos, dando
lugar a un grafo completo.

Si el descriptor de distancias de viaje previsto fuera la norma rectangular [;
entonces por cada vector origen-destino, que no fuera paralelo a los ejes coordenados,
habria una infinidad de formas de alargar el camino haciendo coincidir la distancia
en la red con el valor de /;. Para mantener la unicidad en el patrén de disefio
que goza la norma euclidea afiadiremos dos restricciones: el camino que conecte
cada par debera ser poligonal y el nimero de codos serd como maximo uno. Estas
restricciones no excluyen el caso euclideo antes comentado, y dan lugar a una pauta
geométrica Unica para la construccién de la red: una malla rectangular que situara
los puntos de V en las intersecciones de sus caminos rectilineos.

La limitacién del nimero de codos es una restriccién habitual en el disefio de
circuitos VSLI, en robética y en el trazado de caminos entre obstaculos.

La norma [; forma parte de la familia F de normas bloque obtenidas a partir de
un politopo simétrico By de cuatro vértices situados sobre la circunferencia unidad,
en las direcciones § = 0,¢,7 y © + ¢. Un vector de posicién que apunte hacia
cualquiera de estos vértices indicard una direccidn privilegiada (fundamental), ya
que los desplazamientos con dicha inclinacién se comportarian euclideamente. Em-
pleando caminos poligonales de direcciones privilegiadas exclusivamente, se puede
lograr una red regular que conecte los puntos de V entre si y conserve a la norma
bloque inducida por B como funcién descriptora de las distancias sobre la red.

La caracteristica diferenciadora en la familia F es el 4ngulo ¢ € (0, 7/2] entre dos
de las direcciones fundamentales. Dicho dngulo aparece, junto con su suplementario,
en los desvios de trayectoria que se dan en cada codo de la red cuyas distancias son
medibles con || - ||5.
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En esta memoria se investiga la aproximacién entre cada norma l,, p € [1,2) y
una cierta norma bloque || - || caracterizada por el dngulo ¢ = é(p) € (0,7/2]. La
relacién obtenida entre ambas permitira:

(1) Resolver el problema del trazado de una red plana cuyas distancias sean
estimables utilizando como funcién a I,, p € [1,2).

(2) Abordar el problema de Fermat-Weber en el plano con distancias I,, p €

(1,2), mediante una aproximacién resuelta con programacién lineal.

Adicionalmente:
(3) Establecer la conexién existente entre los estimadores planos estadisticamente
superiores de las familias 71, y 7 || - || 5.

(4) Verificar que la relacién entre norma bloque y norma l,,, p € (1, 2) se mantiene
en espacios N-dimensionales (N > 3).

El capitulo 1 se dedica a la descripcién y estimacién de distancias de viaje en
una red plana. Especial relevancia tiene el concepto de p-sesgo y su aplicacién en
la nocién de preferencia.

En el capitulo 2 se establece la relacién entre un calibrador plano y un par
de funciones I, y [l;, donde p € [1,2) y ¢ € (0,1)], encontrandose una expresién
algebraica, que asocia los valores de p y ¢q. Se concluye el capitulo con el estudio
del error de aproximacién.

Se comprueba en el capitulo 3 que la relacién entre el indice p € [1,2) y
el dngulo ¢(p) se generaliza a R", obteniéndose las correspondientes férmulas de
aproximacion.

El capitulo 4 se dedica a la creacién de una metodologia de estimacién que
relacione regresion cuadrética y aproximacion con normas bloque y normas J,. Las
muestras se estratificaran para conseguir estimadores parciales que, posteriormente,
se mezclaran bajo hipdtesis de uniformidad. Una nueva hipétesis sobre la dis-
tribucién poblacional de los sesgos se efectuard, comprobindose empiricamente su
adecuacioén.

En el capitulo 5 se analiza el problema variacional que da lugar a que el disefio
éptimo, para conectar dos puntos mediante poligonales y un sélo codo, tenga un
desvio de trayectoria de dngulo ¢(p). Completando el capitulo, se establecen algo-
ritmos para la determinacién de redes regulares con sesgos prefijados en la familia
L, p€(0,2). |

Un método exacto que proporciona una solucién aproximada al problema de We-
ber generalizado se detalla en el capitulo 6 tras analizar el algoritmo de Weiszfeld
para normas l,, p € (1,2). Este método, basado en programacién lineal, consigue
una rapida convergencia hacia la solucién éptima en las primeras iteraciones, para
después inmovilizarse en un entorno cercano a dicho éptimo.



Capitulo 1

Medicién de distancias de viaje

1.1. NORMAS Y CALIBRADORES.
Métricas y cuasi-métricas.

Definicién 1.1

Dado un conjunto € no vacio, cuyos elementos denominaremos puntos, diremos
que la aplicacién d : 2 x @ — IR es una métrica si Vx,y € Q se verifican las
propiedades:

(D1) d(x,y) > 0.

(D2) d(x,x)=0.

(D3) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y), Vz € Q.

(D4) d(x,y) =0 implicax =Y.

(D5) d(x,y) = d(y,x).

Muchos modelos teéricos de localizacién emplean como medida de distancia a

una métrica. En ellos se asume que dos puntos que estén a distancia cero son
el mismo (propiedades (D1), (D2) y (D4)), y que el camino mas corto para ir
de un punto a otro no requiere puntos intermedios (propiedad (D3) o desigualdad
triangular). De las propiedades anteriores, la etiquetada (D5) o ley de simetria es
la menos realista, debido a que numerosos contextos de localizacién la niegan.
Tomando la definicién de métrica como final de un proceso de refinamiento, se
destacan los siguientes estadios de otros posibles intermedios (ver Plastria [1992]).

Definicién 1.2 (Witzgall [1964]).

Una métrica débil es toda aplicacién d : 2 x Q — IR que Vx,y € Q verifica las
propiedades:

(D1) d(x,y)>0.

(D2) d(x,x)=0.

(D3) d(x,y) < d(x,2) +d(z,y), Vz € Q.
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Definicién 1.3 (Witzgall [1964]).

Diremos que la métrica débil es una cuasi-métrica si ademés de (D1),(D2) y
(D3), se verifica:

(D4) d(x,y) =0 implica x =y.

Noétese que en la axioméatica de una cuasi-métrica se prescinde de la simetria.

Métricas generadas por normas.

Supongamos en lo que sigue que el espacio ambiente {2 es un espacio vectorial
real de dimensién N, y por tanto isomorfo a RV.

Definicién 1.4
Toda aplicacién || - ||: 2 — IR que verifique las propiedades Vx,y € Q:
(N1) || x|z 0.
(N2) ||x||=0 siysélosix=0
(N3) Ix+yl<I=|+yl
(N4) | ax =l A]]Ix]l, VAeR

se denomina una norma sobre §).
Combinando las propiedades (N3) y (N4) se obtiene:
IAx+ @ =-Ny IS Ax+1=-M)1yl; VA€[0,1]
lo cual permite afirmar que toda norma sobre IR" sea una funcién convexa.
Teorema 1.1
Existe una correspondencia entre normas sobre el espacio vectorial RY y métricas

en el espacio afin asociado en el siguiente sentido:
(a) Dada una norma || - ||, la funcién d :  x @ — R definida

dxy)=llx-yl, Vx,y € @

es una métrica (cumple (D1), (D2), (D3), (D4) y (D5)) que, adicionalmente, verifica
(D6) y (D7), siendo:

(D6) d(x,y)=d(x —z,y —2), Vx,y,z € .

(D7) d(Xx,Ay) =|A| d(x,y), Vx,y € ; V) € R.

(b) Reciprocamente, dada una métrica d(,-) que verifique (D6) y (D7), la
funcién || - ||: € — R definida

I x |I= d(x,0), Vx € ©

€s una norma.
Demostracién:

Veamos (b), ya que (a) es trivial.

Notemos que (D6) permite establecer al tomar z = y:

d(x,y) =d(x-y,0), Vx,y € Q
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con lo que se tiene:
(N1) || x |J|=d(x,0) > 0 en virtud de (D1).
(N2) || x ||=0 siy sdlosid(x,0) =0 siy sélosix =0 en virtud de (D2) y
(D4). :
(N3) || x+y ll= d(x +Y,0) = d(x, -y) < d(x,0) +d(0, ~y) =

= d(x,0) + d(y,0) =[x || + || ¥ |l

en virtud de (D3) y lo anterior.
(N4) || Ax [|=d(Ax,0) =[ A | d(x,0) =] A ||| x|
en virtud de (D7).
q.e.d.

La propiedad (D6) indica que la métrica inducida por una norma es indepen-
diente de las traslaciones que se realicen sobre el sistema de referencias considerado
(no asi de otras semejanzas como los giros).

Ejemplos de normas, que han aparecido en la literatura referida a Localizacién
(ver Plastria [1993 a]) como consecuencia de la conocida desigualdad de Minkowsks::

=1 i=1

(i (z: +yi)”)1/p < (EN: wf)llp + (i yf)w; Voi,y; 2 0; Vp21
i=1

donde la igualdad se logra sélo en el caso de proporcionalidad entre (z1, Z3,...,ZN)
e (y1,Y2,---,YN), SOI:

(Ej. 1) Norma euclidea (I;):

% llo= (3 + 22+ +2%) "
(Ej. 2) Norma rectangular ({;, o de Manhattan):
[ x =]+ ]z2|+...4+ | 2n|
(Ej. 3) Norma de Tchebycheff (I,):

||X||°°=max{|x1 |a|$2 |7°'-,|xN|}

(Ej. 4) Normas l,, p € [1,00] (abarcando los casos anteriores, puesto que
Il - l,—=1l - lleo cuando p — o0):

1/p
Ixllp= (122 [P+ 22 P +...+ | zn 7)

En la Fig.[1.1], andloga a la publicada en Love Morris y Wesolowsky [1988], se
han incluido los casos p=00,p=10,p=2,p=15,p=1yp=05en R? para
ilustrar el aspecto grafico de los trazados de las respectivas bolas unidad.
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Nétese que la diferencia de distancias medidas con las diversas I, estd maxi-
mizada en la direccién diagonal de 8 = 7 /4 respecto a los ejes, mientras que en las
direcciones paralelas a los ejes coordenados (direcciones axiales) todas la gréficas
concurren en los vértices (0,1), (1,0), (0,-1) y (-1,0).

Tchebycheff

Fig.{1.1]: Lugares de distancia 1 para varias l,.
(Ej. 5) Funciones I, p € [1,00], K > 0 (ver Morris [1981]) definidas:

- K/
Fa)=(lar P+ 1z PP +... 4 an P)"

(Ej. 6) Normas I, (ver Cénovas [1994], o Brimberg y Love [1995] donde se
denominan sumas ponderadas de orden p), siendo p un escalar, 1 < p < o0 ¥y
b = (b1,b,,...,b8) € IRY un vector de coordenadas positivas, de la siguiente forma:

1/
() = (b1 |21 [P +bo |22 P+ + by [an 7).

En la Fig.[1.2], andloga a la publicada en Cénovas [1994], se han trazado las
bolas unidad relativas a los casos b = (1,1), (1,2), (1,3), (1,0.3), € IR? para
p=138.
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(Ej. 7) Combinaciones de normas I, p € [1, 0], como la uno-infinito propuesta
por Ward y Wendell [1980] o la combinacién de I, y I, usada en Brimberg y Love
[1992 a] para estimar distancias de viaje.

Y
b=(1,3)
b=(1,1)
—) )
j\ b=(1,0.3)
b=(1,2)

Fig.[1.2]: Lugares de distancia 1 para varias lp.

La desigualdad de Minkowski no ha sido la tnica via de generacién de normas
de uso comun en Teoria de Localizacién como veremos.

Cuasi-métricas generadas por calibradores.

Definicién 1.5 ,

Se denomina calibrador (gauge) a toda aplicacién sobre un espacio vectorial real
v : 2 — R, que verifique las propiedades Vx,y € (2:

(G1) #(x) 2 0.

(G2) 4(x)=10 siysdlosix=0.

(G3) (x+y) < v(x)+7(y)

(G4) v(Ax) = X y(x), VXe Rt

Teorema 1.2
Existe una correspondencia entre calibradores sobre un espacio vectorial y cuasi-
métricas sobre el espacio afin asociado en el siguiente sentido:

(a) Dado un calibrador ¥(-), la funcién d : © x @ — IR definida

dx,y)=v(x-y), Vx,y € Q
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es una cuasi-métrica (cumple (D1), (D2), (D3) y (D4)) que, adicionalmente, verifica
(D6) y (D7), siendo:

(D6) d(x,y)=d(x—1z,y —z), ¥x,y,z € Q.

(D7) d(Ax,\y) =X d(x,y), Vx,y € Q; V) € R,

(b) Reciprocamente, dada una cuasi-métrica d(-,-) que verifique (D6) y (D7),
la funcién v : @ — IR definida

v(x) = d(x,0) Vx € Q

es un calibrador.
Demostracidén:
Andloga a la establecida para el teorema 1.1
q.e.d.

La definicién de calibrador fue establecida por Minkowski en 1911 partiendo de
un conjunto convexo y compacto en B C = R" con el origen en su interior. La
funcién 75 : x € R’ — R, definida:

vp(x) =inf {A >0: x € AB}
se denomina calibrador inducido por B.

Teorema 1.3

Existe una correspondencia biunivoca entre calibradores y conjuntos convexos y
compactos de {2 con el origen en su interior.

(a) Dado un calibrador v(-), el conjunto:

B={xeQ: v(x)<1}

es convexo, compacto y contiene al origen en su interior.
(b) Reciprocamente, dado un conjunto convexo y compacto B C §2 que contiene
al origen en su interior, la funcién v : @ — IR definida

ve(x) =inf {A >0: x € AB}
es un calibrador al cumplir las propiedades (G1), (G2),(G3) y (G4).

Ademas, notemos que si B es simétrico con respecto al origen (absolutamente
convezo), se tiene:

18(~%) = 718(X)

lo cual combinado con (G4) hace que vp sea una norma y B su correspondiente
bola unidad (ver Belitskii y Lyubich (1988)).

Este resultado establece una nueva via para definir calibradores (o normas):
primero fijar un convexo, compacto y con el origen en su interior y a continuacién
adoptar dicho conjunto como la bola unidad del calibrador (norma). Dos grandes
familias de calibradores surgen por este procedimiento:
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- Cuando la frontera de la bola unidad sea diferenciable el calibrador asociado
se denomina circular, mientras que

- Si dicha frontera es un poligono cerrado entonces el calibrador se dice poliédrico.

Los ejemplos antes vistos son normas circulares salvo el caso de l; ¥ lo. Un
tratamiento general para todas ellas se puede realizar mediante los denominados ca-
libradores sesgados (ver Plastria [1993 b)), que abarca tanto situaciones de simetria
como de asimetria para el modelado del coste de desplazamiento segin la direccion.

Teorema 1.4 (ver Rockafellar [1970]).
El calibrador 45 asociado a un conjunto convexo y compacto B, con el origen

en su interior, es una funcién convexa.
Calibradores poliédricos.
Lo que sigue puede encontrarse en Rockafellar [1970].

Dado un subconjunto afin S de RV, se denomina envolvente conveza de S,
representado mediante conv(S), al conjunto de todas las combinaciones lineales
convexas de puntos de S.

Cuando se trata de un subconjunto finito S = {b;,bs,...,bx} C RY, la envol-
vente convexa se denomina politopo y se expresa:

conv(S) =

k k
={xeRN: x=z Aib;, donde Y~ X; =1siendo A; >0, Vi = 1,...,k}
=1 1=0
Por su definicién, todo politopo sera convexo, cerrado, acotado y tendrad como
maximo un ndmero finito de puntos extremos y de direcciones extremas.
Sea B C © = IRM un politopo con el origen en su interior y sean

Ext(B) = {g;,82,---,8;} para un cierto k € IN

los puntos extremos del politopo B.
Definicién 1.6

El calibrador vp se denomina poliédrico si B se trata de un politopo con el origen
en su interior.

Definicién 1.7

Dado el politopo B cuyo conjunto Ext(B) = {g;,8,---,8k}, se denominan
direcciones fundamentales a cada una de las semirrectas dy,ds,...,d; del espacio
afin asociado al espacio vectorial Q que parten del origen con vector de direccién
81,82, -+, 8 Tespectivamente. ‘

Nota 1.1
Cuando no haya posibilidad de confusién el calibrador 4p inducido por el con-
junto B se notara 7.
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Teorema 1.5 (ver Nickel [1995)).
Si B es un politopo con puntos extremos: Ext(B) = {g,,g,,-..,&}, entonces
se puede redefinir la funcién vy como sigue:

k k
Y(x) =min{d_ Ap: x =Y Mgy, A >0}
h=1

h=1

Definicién 1.8 (Witzgall [1964]).
El calibrador poliédrico v5 se denomina norma blogue si el politopo asociado B
es simétrico. En ese caso, el conjunto Ext(B) se escribe

EXt(B) = {gla“ . agga_gl" . '7_g§}

Ejemplos de normas bloque con presencia en la literatura sobre Localizacién
(ver Ward y Wendell [1985]) son las obtenidas en el plano usando los siguientes
conjuntos de puntos extremos:

(Ej.1) Ext(B) = {(1,0),(0,1),(-1,0),(0,-1)}. Para este caso la funcién

. 0 1
) =min| 3 |+ Db x= G =0 (9 )+ (3 ))
~ da lugar a la norma [; debido a que z; = A; y 2 = A,. Por tanto:
v8(x) =|z1 |+ |22 |.
(Ej.2) Ext(B) = {(1,1),(-1,1),(-1,-1),(1,~1)}. Este caso da lugar a la
norma, [,.

(Ej.3) La norma bloque uno-infinito se obtiene cuando Ext(B) es el conjunto
de las raices octavas de la unidad en el plano complejo. Es decir:

3 ol .E .ﬂ . _._ _'..”. _-_
Ext(B) = {€,€'1,e'7,e' 7, e, e 1 e 77, e 71 .

Teorema 1.6 (ver Ward y Wendell [1985]).
Si B es un politopo simétrico, se puede definir su calibrador asociado ¥(x) como:

k k
2z 2
y(x) =min{d_ | A | x=_ Mg}
h=1 h=1
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1.2. DESCRIPCION DE DISTANCIAS EN UNA RED.

Definicién 1.9 (Harary [1969]).

Se define como red no dirigida de transporte a todo grafo G = (V, E) consistente
en un conjunto no vacio V = {vy,vs,...,v,} de n vértices o nodos y un conjunto
E = {ej,e3,...,en} de m aristas que conectan pares de nodos distintos (no hay
lazos), junto a una funcién de costo dg : E — IR* definida sobre cada arista.

Al ser la red no dirigida

Ver € E, 3(vi,v;) i #j,tal que ex = (vi,vj) = (vj, Vi)

Definicién 1.10 (Harary [1969]).
Se define matriz de adyacencia asociada a la red a la matriz cuadrada de orden
n, A = {a;;}, que verifica:

- 1, sl existe la arista (v;,v;) con ¢ # j
Y71 0, sino existe la arista (v;,Vv;)
Para extender la definicién dg : E C V x V — Rt a todos los pares origen-
destino, se amplia la definicién a df; : V x V — R de forma que:

' dg(vi,v;), sia;=1
* . ) — 1y V) ij
G(V,,VJ) { 00, si a;; = 0

El costo minimo para ir de un vértice v; a otro v; viene dado en primera instancia
por la expresion:
%
Cij = dG(V,',Vj).

Dicho valor puede ser modificado a la baja de acuerdo con la conectividad que
presente el grafo durante el proceso de biisqueda de caminos més cortos en la red.
(Para establecer los caminos més cortos en una red, ver algoritmo de Dijkstra en
Aho, Hopcroft y Ullman [1974], por ejemplo).

Nétese que la existencia de casos c;; = oo al final del proceso pondria de ma-
nifiesto la desconexién de la red. Esta situacién no puede darse si se exige que la
red sea conexa, y a partir de este momento queda realizada. Por tanto, ¢;; < co en
todos los casos.

Definicién 1.11 (Harary [1969]).

Se denomina camino desde el nodo v; hasta el nodo v; a una secuencia de vértices
y aristas incidentes, siendo el primer elemento de la lista el nodo v; y el dltimo el
nodo v;.

Denotemos por T';; al conjunto de caminos posibles entre los vértices v; y v;.
Cada k;; € T';; tendré una sucesiéon numérica de valoraciones de aristas mediante la
funcién dg y su suma la representaremos por S(k;;).
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Definicién 1.12 (Buckley y Harary [1990]).
Se define matriz de costos de los desplazamientos o matriz de distancias C =
{ci;}, a aquella matriz cuadrada de orden n cuyos elementos son:

cij = min  S(ki;)
i €Ly

Cuando la red de transporte se sumerge (empotra) en el plano euclideo se elige
arbitrariamente un sistema de referencias métrico y con él se dota de coordenadas
a cada nodo. Este sistema de referencias es suceptible de ser cambiado por otro,
mediante un giro de ejes de angulo a y una traslacién. Si cada nodo v; es un punto
del plano euclideo, cada par origen-destino sera un vector v;; = v; — v; € IR% Dado
que tanto los términos ¢;; como la norma euclidea de los vectores v;; son invariantes
a la eleccion del sistema de referencias que se haga, los cocientes entre los costos ¢;;
y las normas euclideas estaran univocamente definidos en la red con independencia
de la orientacién de la red.

Sea D = {vi; € R*: 4,5 € {1,...,n},i # j} el conjunto finito de vectores
origen-destino de la red empotrada en el plano, y sea

D,={pe0,2r): 3xeD, x=| x| (cosg,sen p)}
el conjunto correspondiente de direcciones planas.

Definicién 1.13.

Dada la red (G,dg) y una funcién f : R? — IR, se dice que dicha funcién
es descriptora de la red si al restringir f(-) a D C IR?, existe coincidencia con los
costos minimos de desplazamiento sobre la red de transporte entre los pares posibles
origen-destino. Es decir,

f¥5) =y, Vi, j =1,2,...,n.

Sobre el conjunto discreto D C IR?\ {0}, una funcién descriptora f(-) debe
verificar, por ser cada f(v;;) = ¢;; un minimo coste de transporte sobre aristas de
longitud no nula, las propiedades VZ,7 € D ¢ R? \ {0}:

(G1) £(Z) > 0;VZ # 0.

(G2) f(F) =0 <=z =0.

(G3) f(7 + ) < f(Z) + f(@).

Si, adicionalmente, se verifica que los costes minimos de transporte son propor-
cionales a la distancia entonces tendriamos que:

(G4) f(aZ) = af(F) Va e R* .

y la funcién descriptora restringida a D C IR? cumplirfa la axiomética propia de
una gauge. Se tiene asi el siguiente lema: -

Lema 1.1
Para que la funcién f : ¥ € R? — IR pueda ser descriptora de la red (G, dg),
ha de verificar al menos las propiedades (G1), (G2) y (G3); y si los costes minimos
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de transporte son proporcionales a la distancia entre pares origen-destino entonces
se verifica que f(-) cumple la axiomadtica propia de un calibrador.

Definicién 1.14.
Se denomina sesgo inducido por la funcién f : IR? — IR ala funcién r; : R? —
IR obtenida mediante el cociente:

f(x
) = 1o ¥R\ (0)
Lema 1.2
Sea f : x € R? — IR una funcién sobre el plano que verifica (G1), (G2),
(G3). Entonces, f(x) verifica (G4) si y sdlo si su sesgo ry(x) = ﬂfg% depende
2

exclusivamente del argumento, es decir:
ri(x) = r;(p), con ¢ = Arctan (z;/z;), Vx = (z1,22) € R?\ {0}

y reciprocamente.
Demostracién.
(=>) Dado que

x =[| x ||z (cosyp,sen )

por la propiedad (G4),
f(x) =l x|l2 f((cosp,sen ))

y de ahi si se divide entre || x ||z, sale

ry(x) = T{%,’- — f((cosp,sen ¢)) = r5(2)

(<==) Reciprocamente, dado que x y ax, Va € R*, comparten argumento ¢:

fx) _ r =r =ri(ax) = _____f(ax)
” x ”2 - f(x) - f(LID) - f( X) - ” axX H2
Luego
Fx) _ flax)
[ xll2 o [Ix]
Simplificando
flox) = af(x)
q.e.d.
Lema 1.3

Si la funcién plana f(x) es un calibrador (verifica (G1),(G2),(G3) y (G4)) ¥
ademas cumple:
(G5) Simetria respecto al origen: f(—x) = f(x) V& € R?
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entonces el sesgo

ry(x) = ry(¢), ¥x =] # [l (cosp,sen )

es periddico de periodo 7:
ri(p) =rilp + )
y reciprocamente.
Demostracién.
Si el argumento de x es ¢, el argumento de —x serd ¢ + 7, y dado que coinciden
I =x |Jl=]| x ||2, tenemos que:

fx) _ f(=x)

Ixllz I =xl2

ri(p) =ry(x) = =ri(p+ )
La validez del razonamiento se mantiene en sentido inverso.
q.e.d.

Lema 1.4
Supongamos que exista alguna funcién descriptora f(-) para la red que verifica
(G1),(G2) y (G3), y ademds cumpla:

(G4) +(G5):  f(ex) = a| f(x), Va € R

entonces el sesgo de ¥ y de af debe ser el mismo, lo que implica que los vectores
correspondientes a nodos coalineados deben estar sesgados de manera inica.
Demostracién.

Partiendo de que ¢ sea el argumento de X, tenemos que ¢ sera también el
argumento de ax si @ € IR* o por el contrario ¢ + 7, si & € IR™. En cualquier caso,
el sesgo r4(¢) = rs(¢ + 7), ya que estamos en las condiciones del lema anterior.

Tenemos por un lado f(x) =|| x ||2 r4(¢) y por otro f(ax) =| a | f(x). En
definitiva:

flax) =l | | x[l2 rs(p) =Il ax [l2 r4()
Por tanto, el cociente: f(ax)/ || ax ||; es el mismo para los vectores x y ax, Va € R.
Ademds, si los vértices v;, v;, vy estdn coalineados:

Ja € IR, V,'—\"}C =« V,‘_\"j

y si la funcién descriptora f(x) verifica: f(ax) =| a | f(x) Ya € IR, entonces:

= N F(vive) _ |01|f(Vi_"’j)

relV; V) = -y = =
V) = 5L = Tallivivs I

= rs(ViVv;)

q.e.d.

Colorario 1.1: Redes sin un calibrador descriptor.

Si existen nodos v;, v;, vi coalineados: v;Vi = a v;V; y sin embargo rs(v;Vy) #
r¢(viV;), entonces la red no podria tener un calibrador descriptor, al haber varios
valores de r4() para un mismo argumento.
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1.3. SESGOS DE LAS FUNCIONES I, p € (0,00].

Consideremos sobre el plano polar el vector x = (z;,z,) € R?\ {0}, y re-
presentemos por R = l3(x) su médulo y por ¢ su argumento. Tendremos asi :
x = R (cosp,sen ¢): Si suponemos constante el médulo R, cada vector x = x(¢)
dependera de su argumento exclusivamente.

En la familia I,, p € (0, 0], hay una sola funcién (la norma euclidea l;) que no
favorece ni perjudica la direccién del vector sobre el que se aplica. Es decir:

L(x(¢)) =R, V¢ €]0,27)
Esto no ocurre para el resto de las l,, p € (0,00) \ {2}:

L(x(¢))=R(|cos@ [P+ |sen ¢ [° )P

Definicién 1.15
i/p

La funcién r,(p) = ( | cosp P+ | sen ¢ |P ) , que representaremos prefe-
rentemente en su forma polar p = r,(¢), se denominara p-sesgo o sesgo direccional
de indice p .

Esta es la funcién que proporciona direcciones privilegiadas y direcciones pena-
lizadas, dependiendo del angulo ¢ que indica la dificultad relativa de realizar viajes
(ver Brimberg y Love [1991], pag. 253).

Propiedades de los p-sesgos.

Las propiedades de los p-sesgos fueron estudiadas en Brimberg y Love [1993]. A
continuacién enunciamos los resultados del articulo antes mencionado.

P 1. Existen cuatro direcciones insesgadas :
rp(0) = (7 /2) = ryp(m) = r(37/2) = 1; Vp € (0,9]

dichas direcciones seran privilegiadas si p € (0,2) y seran las penalizadas si p €
(2, 00].

P 2. Ademas de la simetria central respecto al polo:
ro(p) = rp(p + 7);  Vp € (0,00], Vo € [0, 2n]
existe simetria respecto a cada direccion insesgada:
ro(—p +37/2) = ol + j7/2); V¥ € (0,00], Vj € {0,1,2,3)

y existe simetria respecto a la bisectriz de cada par de direcciones insesgadas ad-
yacentes:

ro(—p +im/4) = rp(p +jm/4); Vp € (0,00], Vj € {1,3,5,7}
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P 3. En el intervalo ¢ € [0,7/4] la funcién r,(¢) es estrictamente creciente si
p € (0,2) y es estrictamente decreciente si p € (2,00], alcanzindose el extremo en

p=x/4.
P 4. Fijado ¢ € (0,7/4) ,
Vp1,p2 € (0,00] pr < p2 = 1y () > 1y, (1p)

En la Fig.[1.3] se ha representado algunos p-sesgos en coordenadas cartesianas.

Sesgo
To.7
1.75
1.5¢
r,
1.25
s
1 r,
T,
0.75} r,
0.5}
0.25¢
¢

/4 w2
Fig.[1.3]: p-sesgos en coord. cartesianas.

En la Fig.[1.4] se observan las bolas unidad de distintas funciones [, y sus sesgos.

Y

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2°
Fig.[1.4]: Bolas unidad y sus sesgos.
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En la Fig.[1.5] se han representado algunos p-sesgos en coordenadas polares.

0.5

0.25 0.5 0.75

Fig.[1.5]: p-sesgos en coord. polares.

Interpolacién de un punto mediante p-sesgos.

Consideremos la parte del plano cuyos puntos P(z;,z;) estan a distancia p > 1
del origen en cualquier argumento 6 € [0,27). Los puntos del plano se representaran
mediante la forma exponencial compleja.

Teorema 1.7

Todo punto A = R €' tal que R > 1y ¢ € [0,27) es interpolado por un dnico
sesgo de indice psiy s6losi R > 1 0, en casode R = 1, cuando ¢ ¢ {0,7/2, 7,37 /2}.
Dicho p-sesgo es la solucién de:

| cos() I + | sen(p) = R

Demostracién.
La resolucién en la indeterminada p de la ecuacién:

| cos(e) IP + | sen(e) [P= R”

puede adaptarse al formato del teorema del punto fijo p = ¢(p) (ver Burden y Faires
[1985], pag. 46).
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Para ello factorizando:

| cos(e) IP (1+ | tg(p) IP) = R?

y tomando logaritmos:

R
log(1+ | tg(e) |?) = p log(—————
&1+ t8(e) P) = p log(=S 1)
de donde:
_ log(1+ | te(v) I”)
log( feosen)
Notese que el segundo miembro es siempre positivo ya que segiin las condiciones del
enunciado: R > 1 o, en caso de R =1, cuando ¢ & {0,7/2,7,37/2} y
R >
| cos(¢p) |

= g(p)

1

Ademas la derivada;

J'(p) = log(| ta(e) ) _|tale) IP
log(jeosgy) 1+ | tale) IP

sera inferior a la unidad (condicién para la existencia y unicidad, segin el teorema
del punto fijo) cuando

R

log(| tg(#) ) < log(m)

lo cual queda garantizado si | sen(¢) |< R, que estd impuesto por el enunciado al
afirmarse: R >1o0,encasode R=1, ¢ ¢ {0,7/2,7,37/2}.

La solucién de | cos(¢) |P + | sen(¢) |P= RP con R > 1y ¢ € [0,27), debe
verificar ademés p € (0, 2], por la pertenencia de A = R €' al exterior del circulo
unidad del plano polar.

q.e.d.

Para cada punto A = R e*“ con R > 1y ¢ € [0,7/4] se tienen las opciones de
usar como interpolante:
1) El p-sesgo p = 1 r,(6), donde p es precisamente la solucién de:

R

1/p=1
(Icosp P+ lsen o )

2) Cualquiera de los g-sesgos inflados mediante un factor que depende del indice

elegido. Es decir p = 7(¢) r,(8), donde

R
(| cos ¢ |7 + | sen ¢ |7)!/9

7(q) =
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Para que todo el trazado del g-sesgo inflado quede en el plano polar excluido el
circulo unidad, es necesario descartar que 7(¢) < 1; asi cuando 8 sea 0, el trazado
no penetrara en el circulo unidad. Nétese ademds que 7(q) = 1 se alcanza para
¢ = p y dado que el cociente que define a 7(g) estd acotado superiormente por R,
el rango de 7(qg) para ¢ € [p,2] serd 7(q) € [1, R].

Preferencia en la eleccién del interpolante.

Si se puede elegir, jqué funcién interpolante es preferible de usar?, ;jel p-sesgo o
alguna funcién 7(g) r4(6) con ¢ € [p,2]?.
Como, en realidad, el sesgo de indice p: p = r,(6) es un caso particular de

la familia p = 7(q) r,(8) = % r,(0) ( precisamente para ¢ = p ), la siguiente
q

definicién dada en Ortega [1995] pretende favorecer la eleccion de un interpolante
por la proximidad al sesgo ideal (p = 1, V) contemplindolo de forma uniforme
para todas las direcciones (de ahi el uso del drea en polares).

Definicién 1.16
Diremos que la funcién 7, r,(8) con ¢ € [p,2] es preferible a (o tiene preferencia
sobre) la funcién 7, 7,(0) con s € [p, 2] si sus areas respectivas para el primer octante

Sty =3 [ (ry ro®)'d; Strns) =3 [ (5. ru(0))"a0

verifican S(7,,¢q) < S(7s, ).

Respecto a las funciones S(7,q) definidas Vg € (0, 2], se tiene que, para 7 fijo,

S(7,q) es decreciente en ¢ € (0,2], siendo S(1,1) = z_r-;—_Z y S(1,2) = %

Teorema 1.8

De todas las funciones 7(q) r,(6) que interpolan el punto A = R €° = (0, R) del
eje OX, la preferente es la que usa distancia euclidea: R ro(8).
Demostracion.

Para que se verifique la interpolacién por parte de 7(g) r,(6) en el punto A
ha de cumplirse que 7(¢) = R, debido a que en la direccién @ = 0 se verifica
ra(0) = 1, ¥g € (0,2].

Por la propiedad P4 de la seccién anterior, Vq € (0, 2] se tiene que 0 < ry(8) <
rqe(8), V8 € [0,7/4], con lo que se tiene:

min % /0 " (72 ro(6))"d6 = R? min -;- /0 " (ry(6)) d6 = B? -;- /0 o (r2(6)) a6

q.e.d.

Teorema 1.9

De todas las funciones 7(q) r,(f) que interpolan el punto A = R €' de la
bisectriz, la preferente es la que usa un factor de inflacién unidad: 1-r,(8) donde p
es la solucién de:

R = (| cos(m/4) IP + | sen(/4) [P)'/".
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Demostracidn.
Sea p la solucién de:

R = (| cos(m/4) |’ + | sen(w/4) |")'/".

Entonces, Vg € [p,2] y V0 € [0, 7 /4] se verifica: r,(8) < r,(6).

Tp(e)
(@) >

De la propiedad P3 de la seccién anterior se tiene que el cociente

alcanzara su maximo en § = 7 /4:

T,,(G) rp(”/‘l)
LS00 S n/d)

Luego, V0 € [0,7/4]:
rp(60) < re(6)
ro(7/4) T ro(m/4)

Elevando al cuadrado e integrando entre 0 y /4, tenemos:

. (; 5 /0 " 26)d0 < rz(i 7y /0 " 126)d8

Multiplicando la desigualdad por R? > 1 :

2(8)d6 = 1 / r2(8)d6 < rg(I: B /0"/4r§(9)da

Tenemos, por la desigualdad, demostrado que 1 - r,(6) es el interpolante prefe-
rente.

w/4

r2(7r/4) /

q.e.d.

Caso general.

Para todas las funciones 7(g) r,(#) que interpolan el punto A Re¥conR>1

y ¢ € (0,7/4) definimos 7 (p) = ::9), junto con S(p) = 2/ T(p) rp(ﬂ)) de.

La interpolacién preferente del punto A seré la solucién del problema:

min (T(0) S0)) = min (s 5 [ (r(0) 7,(0)) a0}

Definicién 1.17
Diremos que las funciones interpoladoras 7, r,(8) y 7, r,(8) con ¢, s € [p, 2] son
equipreferentes si coinciden sus areas S(7,,¢q) = S(7s, s).

Es inmediato comprobar que la equipreferencia es una relacién de equivalencia,
¥ que para cada familia biparamétrica 7, r,(8) existe un 1inico representante 1 r,(9)
tal que haga recaer el area que rebasa del circulo unidad sobre la definicién del
p-sesgo, sin intervencion del factor de inflacién.
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Una modificacién en una red de transporte, que dé lugar a una nueva funcion
interpolante, se considerara conveniente si la nueva funcién descriptora tiene prefe-
rencia sobre la anterior. La modificacién sera més adecuada cuanto mas nos aleje-
mos de la equiprefencia con la situacién anterior. Como ejemplo inmediato, una red
de cuatro vértices formando un paralelogramo reduciria mas los tiempos de viaje si
se creara una nueva conexion entre los vértices no adyacentes mas cercanos.

1.4. ESTIMACION DE DISTANCIAS DE VIAJE EN UNA RED
PLANA.

Estimadores habituales.

En la inmensa mayoria de los casos reales, no existe una funcion descriptora que
reproduzca exactamente las distancias de viaje existentes entre puntos de una red
plana real. La exactitud ha de dar paso a la estimacion.

A partir de una red de transporte plana no dirigida se obtiene una matriz de
distancias (o una matriz de sesgos) simétrica donde cada elemento se corresponde
con un par origen-destino. El ajuste de estas distancias empiricas se ha venido
realizando, desde Love y Morris [1979], tras la eleccién adecuada de un sistema
de referencias que oriente hacia los ejes cartesianos la mayoria de los viajes (pares
origen-destino) posibles en la red, combinando dos parametros: un valor de p > 0
sobre el que establecer la métrica I, y un factor de inflacién 7 cercano a la unidad
que representa globalmente la adaptacién de las medidas realizadas con I, a las de
la realidad.

Asi:

a) En Berens [1988] se utiliza f(x) = 7 l;(x) donde el tnico parametro 7 se
ajusta mediante regresion de los datos empiricos.

b) En Love y Morris [1988] se emplean dos pardmetros de ajuste en f(x) =
7 1,(x): el factor de inflacién 7 y el indice p > 0.

¢) En Ward y Wendell [1980] se utilizan una combinacién de las normas rectangu-
lar y de Tchebycheff: f(x) = alll(x)+a2\/§l°°(x), con los pardmetros a;,a; > 0.

d) En Brimberg y Love [1993 a, 1993 b] la combinacién biparamétrica es f(x) =
aly(x) + Bly(x). Los coeficientes son deducidos por regresién sobre los sesgos de los
datos respecto a la distancia euclidea.

e) En Love y Walker [1994] se emplea un nuevo pardmetro de ajuste al considerar
un giro de ejes de angulo v respecto al cual, el vector x’ girado de x aparece en la
estimacién junto al factor de inflacién 7 y al indice p: f(x) = 7l,(x’).

Asi pues, las funciones de estimacién principalmente empleadas son pondera-
ciones de las normas bloque y las normas I,. En términos de sesgos, la eleccién de
las funciones estimadoras fue:

a) Berens utilizé r(¢) = 7.

b) Love y Morris usaron r(p) = 7r,(p).

¢) Ward y Wendell: () = a1m1(p) + aav2re(e).

d) Brimberg y Love: r(¢) = ari(¢) + 0.

e) Love y Walker: r(¢) = 7r,(¢ + 7).
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Primeros criterios de estimacidén.

La eleccién de la funcién estimadora f(-) de la distancia (costo) entre cada pareja
de nodos sobre la red dg(v;,v;) = ¢;;, Vi,j = 1,2,...,n, se hace buscando, entre
funciones candidatas de una misma familia, la que minimiza la suma de los errores
de estimacion.

En los trabajos de Love y Morris [1979], Love y Dowling [1985] y Love y Walker
[1994], se emplean funciones:

fvivy) = 7 1(viv;)

donde 7 y p se determinan con arreglo a alguno de los criterios:
Criterio 1

n-1 =n
n;.yipn AD = Z Z l f(V,'—{’j) — Cij |

i=1 j=it+1
Criterio 2

i) —cij |?

Cij

n-1 n 3
min SD = Z Z | f(viv
TP i=1 j=i+l

Los parametros 7 y p se determinan mediante una bisqueda exhaustiva sobre los
valores de 7 y p factibles, hasta conseguir la minimizacién de AD o SD. Este pro-
cedimiento puede requerir un gran niimero de operaciones y tiempo de computacién
si se trabaja con grandes muestras.

La eleccién de 7 [,(-) como estimador se fundamenta en que suponemos que la
red es no-dirigida y estd suficiente desarrollada en el sentido de que la ruta real
entre dos puntos de la red empotrada en el plano discurre sobre una trayectoria
curvilinea sin retrocesos dentro del rectdngulo cuya diagonal tiene a dichos puntos
como vértices opuestos. Para asegurarse este contexto es necesario trabajar con
grandes muestras o ser muy riguroso al admitir que una muestra escasa de puntos
sea representativa de todo un area de transporte.

Las dudas sobre la idoneidad del uso de funciones I, ponderadas como esti-
madores que aparecen en Berens [1988] son el fruto de una muestra escasa (la
muestra espafiola citada en Berens [1988] se refiere a doce ciudades) con un nimero
significativo de pares origen-destino que necesitaban un factor de inflacién mayor
que la unidad casi exclusivamente cuando las trayectorias eran paralelas a los ejes.
Las conclusiones de Berens fueron refutadas més tarde por Love y Morris [1988]
sencillamente aumentando la muestra del drea de transporte, con lo que los sesgos
se distribuyeron mas homogéneamente.

Aunque la suposicion de buen desarrollo de la red induce a pensar que basta
considerar para p un intervalo p € [1,2], sin embargo en Love y Dowling [1985]
se concluye que valores de I,, p < 1, pueden ser iitiles en diferentes contextos en
conjunciéon de un 7 adecuado. Por consiguiente, la forma tipica de proceder (ver
Brimberg y Love [1991]) es recorrer el intervalo p € [0.5, 3] variando con Ap = 0.05
para obtener los factores de inflacién 7(p) y 75(p) que minimizan las funciones
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AD(r) y SD(7), cuyo comportamiento es convexo (ver Brimberg y Love [1991])
una vez prefijado p. Las parejas (p%,75(p)) v (3, 73(p)) que minimizan AD(7,p) y
SD(r,p) serén las adecuadas para estimar las distancias de la red.

Tal como se sefiala en Brimberg y Love [1991], los valores de p; y p; esperados
estaran en el intervalo (0, 2] ya que la adecuacién de los ejes coordenados garantiza
que la solucién no vaya a dar una norma I, extrafia (con p > 2), en el sentido de que
haya una medida de distancia entre dos puntos de la superficie terrestre inferior a
la medida del segmento que une ambos puntos.

Otros criterios de estimacion.

Usando los sesgos direccionales respecto a la norma euclidea,

rp(0) = ZE—§,VX = (x1,27) y 6 = arctan(z/z,)

X
X

surge un tercer criterio:

Criterio 8 .
n— n
minSND = ¥ | Try(6i5) — bij |?
P =1 j=i
Vi2 — Uj2 Ciq
nae v; (vzl’vﬂ), F (v]l7 'U]z), iJ arc an(vil — vjl) Yy 045 l2(V,'Vj)

Este criterio ha sido usado para justificar la aproximacién de una distancia l,(z)
con ¢ > 2 mediante hl,(z*) donde p € (1,2), h un factor de escala menor que uno
y z* son las coordenadas de z giradas 45 grados (ver Brimberg y Love [1993 b]).

Criterio 4

Ademés de los anteriores, en Brimberg y Love [1993 a, 1993 b] se aplicé un
modelo de regresidn lineal de coeficientes k;,k, € R, que aproxima la distancia de
viaje ¢;; entre dos puntos de la red a partir de la combinacién:

kli(viv;) + kolo(vivy) Vi, 50 # 5

El sistema superdeterminado al que se llega es el compuesto por la relacién de
ecuaciones: .

ll(V,'Vj) A
lg(V,'_{’j)=lg(V,'_{’j)

C,'j

ke + ky

Vi, jii #j

La resolucién del sistema lineal de ecuaciones resultante es mds rapida que la
bisqueda exhaustiva que supone el algoritmo de rejilla usado en Love y Brimberg
[1991], por lo que puede considerarse esta aportacién una mejora en el tiempo de
computacion.



Capitulo 2

Un calibrador plano asociado a

cada norma I,, p € [1,2)

2.1. NORMA ASOCIADA A UNA RED DENSA ¢-DEFORMADA.

Definicién 2.1

Sea A = {g;,&2,---,8; —8&1>—&2---,—Er} un conjunto finito de 2k vectores
distintos de IR? con norma euclidea unidad || g; ||2= 1, Vi. Diremos que existe sobre
el plano una red densa en las direcciones de A si cada punto del plano se supone
atravesado por los vectores de A y sdlo por ellos.

En Ward y Wendell [1980] se analizan las redes densas generadas por los vectores:
a) [k=2]: g =(1,0), g2 =(0,1)

b) [k=2): g = (715’ 715)’ 8 = (%’ 715)

c) [k=4] g =(1,0), & =(%a:}§)’ g =(0,1), g, =(%a 715)

y se deduce que || - ||; mide con exactitud en el primer caso el tiempo de viaje
entre cada dos puntos del plano para dicha red densa, || - ||~ hace lo propio para el
segundo caso y || - {1 +v2 || - ||l para el tercero.

Definicién 2.2
Denominaremos red densa ¢-deformada a la red densa plana en las direcciones

A= {gugz§ —81» ”gz} donde g, = (1,0),g, = (cos ¢,sen é).

En dicha red, cada viaje representado por el vector x habra de descomponerse
como suma de un vector u paralelo a (1, 0) y otro vector w paralelo a (cos ¢, sen @).
El vector u se puede obtener a partir de cualquier combinacién lineal Ag, + pu(—g;)
y la combinacién que emplea menor suma | A | + | z | de valores absolutos en sus
coeficientes se consigue anulando una de sus componentes, es decir u = A(+g;),
con A > 0, donde la eleccién del signo se hace apuntando al mismo semiplano

27
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que el punto extremo del vector x. Idéntico razonamiento es valido para la otra
componente; con lo que se tiene garantizada la existencia de una descomposicién:

x=u+w=\(%g,) + (£8,)

de coeficientes positivos A; > 0, adoptando el signo (+g;) de forma que x se en-
cuentre en el cono convexo generado por los vectores seleccionados.

Para medir la longitud del desplazamiento total en el seno de la red densa
plana ¢-deformada se utiliza la norma || - ||g, donde el subindice B denota el
convexo compacto simétrico con origen en su interior asociado. Dicha norma genera
univocamente una métrica como la establecida en Widmayer, Yu y Wong [1987].

Definicién 2.3
Se define norma asociada a la red ¢-deformada a la funcién plana tal que Vx €

R?:
”x”B={||x|[2 ;s i x=X2g;, AeR;

ming ;. X=UsW lul|ls+ ]| wlls ; en otro caso.

La aplicacién || - || p esté bien definida, a pesar de la recursividad de su expresién,
y es inmediato probar que es una norma debido a que en los casos ya que una
nueva particién en componentes agrandaria el resultado de || x ||, en virtud de la
desigualdad triangular de la norma euclidea.

Teorema 2.1
La bola unidad B de la norma || - || es el politopo de vértices:

{(1,0),(cos ¢,sen ¢),(—1,0),(— cos @, —sen ¢)}.

Demostracién.

Consideremos que ¢ sea el argumento de un vector x = (z,, ;) cualquiera del
plano y P = (z;,z;) su afijo situado a distancia unidad desde el origen medido
mediante || x ||p. Dicho argumento tiene cuatro posibilidades:

Caso 1: ¢ € [0, ¢) (ver Fig.[2.1]).

Proyectemos P = (1, z;) segun la direccién del vector (cos ¢, sen¢) sobre el eje
OX y se obtiene el vector u sobre el eje, y w completando la ecuacién vectorial que
minimiza la norma || x ||p: x = u + w.



Un calibrador plano asociado a cada norma l,, p € [1,2) 29

Sean h =|lulls y d =|| w ||z, y sea p =|| x |[.

1
0.8
\

P
0.6

\ ¢

\
0.4 \ ©
\
0.2} d
\

0.2 0.4 0.6 0.8

Fig.[2.1]: Descomposicién x = u + w.

De esta forma,
{ T = pcos(p)
22 = p sen(p)
y por otro lado:

z1 = h+ dcos(¢)
z2 = d sen(¢)

Identificando:
{ h + d cos($) = pcos(yp)
d sen(8) = p sen(y)

Imponiendo que la longitud del trayecto sea 1, h +d = 1, y despejando d en la
segunda igualdad se obtiene tras sustituir en la primera:

_psen(p) - psen(p)
1= a9 "= enl@)

Sustituyendo en la primera ecuacién del sistema que eliminaba z; y z2:

1_P sen(p)  p sen(¢p) cos(d)

sen(¢) sen(¢) = peos(¢)
Despejando p y teniendo en cuenta la definicién de sen(¢ — ¢):
sen(¢)

~ sen(p) + sen(¢—y)
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Observar que la relacién en coordenadas polares obtenida representa la recta que-
pasa por los puntos (1,0) y (cos ¢, sené), por lo que la frontera de B es efectivamente
rectilinea en lo que respecta al pseudocuadrante ¢ € [0, ¢).

Caso 2: ¢ € [¢, ) (ver Fig.[2.2]).

1.
0.8 _
7~
0}- q)
P 0.4
(Y
~d 0.2}
7
A r Y
'—Q/ 20.5 0.5 1

Fig.[2.2]: Descomposicién x = u + w.

Proyectando P = (24, z5) sobre el eje OX segiin la direccién del vector (cos ¢, seng),
se obtiene el vector u sobre el eje, y w completando la ecuacién vectorial: x = u+w.

Sean h =||u ||z y d =|| w ||z, y sea p =|| x ||2. De esta forma,
z1 = pcos(p)
2 = p sen(p)

y por otro lado:

z1 = —h + dcos(¢)
z9 = d sen(¢)

Identificando ambos resultados:

{ —h + dcos(¢) = pcos(p)
d sen(¢) = p sen(yp)

Despejando d en la segunda igualdad se obtiene: d = &en((q%) . E imponiendo que
sen
h + d =1 la longitud del trayecto sea 1, h =1 — p_§e_n(i) .
son(9)

Sustituyendo en la primera ecuacién del sistema que eliminaba z; y z3:

p sen(p) 4P sen(¢) cos(¢)
sen(¢) sen(¢)

-1+ = pcos(p)
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Despejando p y teniendo en cuenta la definicién de sen(y — ¢):

_ sen(¢)
sen(¢) + sen(y — ¢)

Observar que la relacién en coordenadas polares obtenida representa la recta que
pasa por los puntos (—1,0) y (cos(¢), sen(¢)), por lo que la frontera de B es efec-
tivamente rectilinea en lo que respecta al pseudocuadrante ¢ € [¢, ).

Casos 3y d:p€[r,mn+¢) y ¢ €7+ ¢,27).
La simetria respecto al origen de la norma hace innecesario verificar estos casos.
q.e.d.

En Fig.[2.3] se observan el politopo unidad de la norma || - || 5 y su sesgo asociado.

Fig. [2.3]: Politopo unidad y su sesgo.
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2.2. ID{TERPOLACI()N DE LOS SESGOS EN LA MALLA
BASICA ¢-DEFORMADA.

El teorema anterior garantiza que || - || sea una norma bloque y su correspon-
diente sesgo, que denominaremos ¢-sesgo es:

| x |ls
% |l2

rp(x) =

Expresiéon analitica del ¢-sesgo.

Si x = p(cos(p), sen(p)) € OB, es decir la frontera de la bola unidad, con
¢ € [0,7), tenemos que:

Sen(4) :
SeN(p)}+ Sen(é—y) sy € [0’ ¢)

sen(¢) :
Seni(p)+ senje—g) 1P € [¢,7)

Ademas, por ser x € 0B, se tiene que || x ||g= 1, y por tanto:

sen(cp)s-léns(il)l(d’“") si ¢ € [0, )

1
- _ .
Ixll2 » SRR S sip € [g,m)

Desarrollando sen(¢ — ¢) y sen(¢ — @), se tiene tras simplificar:

cos(i) + 5558 senly)  sip € [0,9)
re(x) =ra(p) =
— cos(p) + Ll sen(p)  si g € [¢,7)

Sen(#)

Y factorizando las sumas mediante

sen(a) + sen(f) =2 sen(a ; ﬂ) cos(a -2_ ﬂ)
se tiene, tras simplificar, una tercera forma de expresar el sesgo:

cos(p — ¢/2)
cos(4/2)

S Seeen

si p € [0,9)
rp(x) = rp(p) =
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Propiedades del ¢-sesgo.

P 1. Existen cuatro direcciones insesgadas privilegiadas en la primera vuelta:

'I“B(O) = T‘B(¢) = TB(TK') = T‘B(ﬂ' + ¢) =1

P 2. Ademas de la simetria central respecto al polo:

re(p) =rp(p +7); Yo € [0,27]

existe simetria respecto a la bisectriz de cada par de direcciones insesgadas adya-
centes, es decir los ejes: § = ¢/2, 0 = (r +¢)/2,0 =7+ ¢/2y 0 =7+ (7 + ¢)/2.

P 3. En el intervalo ¢ € [0,¢/2] la funcién rp(p) es estrictamente creciente y
alcanza el maximo en el extremo ¢ = ¢/2 .

Malla basica ¢-deformada.

Consideremos la malla bésica M en forma de paralepipedo determinada por los
vértices (ver Fig.[2.4]):

v; =(0,0), v2 = (21,0), vz = (22 cosd,z, send), vy = (21 + T2 cos @, T2 seng)

En esta seccién veremos que, excepto cuando ¢ = 7/2, no existe ninguna funcién
7rp(¢) que interpole los sesgos correspondientes a las posibles direcciones de la malla
basica.

La matriz de direcciones de los pares de nodos origen-destino es:

- 0 ¢ B
_| 7 -7 ¢
(6:5) = T+¢ w+y - O
T+8 7+¢ w™ -
donde: é) é)
_ T, sen _ T, sen
B = a,rctan(:r2 s + o0 ), ~ = arctan( 7 cos(d) = $1)
v3 V4
B ¢
V1 V2

Fig. [2.4]: Malla patrén.
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La matriz de sesgos Ry = (ri;) = ( Hviville / |l viv;i |2 ) de las razones entre
distancias en el grafo M y distancias en el plano es:

] 1 1 ru(B)
i) = | 1 - ru(7) 1
Y 1 ru(m+7v) - 1
ra(m + ) 1 1 i
donde
ru(8) = r(r + ) = Lt
\/(:1:2 cos(¢) + z1)% + (z; sen(¢))?
v ;

Ty + Ty
\/(:1:2 cos(¢) — z1)% + (z, sen(¢))?

Los correspondientes sesgos resultantes de utilizar distancia rectangular son:

rm(y) =ru(n+7) =

z1 + 23(cos(P) + sen(d))

| r(B) =
)= s contd) + o)t 1 (21 sen(@)?
Yy
r(y) = —z; + zo(cos(¢) + sen(¢))
V(22 c05(§) — 71)? + (2 sen($))
Asi:

() <ma(B), rarly) > m(7); V4 € (0,7/2)

Veremos que, excepto cuando ¢ = /2, no hay ninguna funcién biparamétrica
T 7p() que interpole los valores del sesgo correspondientes a la malla, donde 7 > 0
es un factor de inflacién usado para estimar distancias de viaje (ver Love and Morris

[1972)).

Lema 2.1

Si la deformaciéon de la malla bésica es nula (¢ = 7/2) entonces la funcién
interpolante de los puntos (6;;,7;;) correspondientes a los elementos de la matriz de
sesgos es 1 r1(p), » € [0,27).
Demostracién. .

Dado que ¢ = w/2, implica que ry(¢) = r1(¢) = 1 cuando ¢ = 0,9, 7, ¢ + T,
entonces, las siguientes igualdades justifican el lema:

)+ 2
rm(m/2) = ———= = ry(n/2
m(m/2) Ep (7/2)
rm(B) = ru(n + B) = r(B) = ri(r + B)

rm(7) = ru(m+7) =r(y) =7 +7)
q.e.d.
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Lema 2.2

Si la deformacién de la malla bésica es no nula (¢ # w/2), entonces no hay
ninguna funcién 7 r,(¢), ¢ € [0,27) que interpole los puntos (6;;,r;) correspon-
dientes a los elementos de la matriz de sesgos.
Demostracion.

Puesto que el caso 1-sesgo da lugar a:

_ —z1 + z2(cos ¢ + seng)
\/(.Tg cos ¢ — 1)? + (z2sen¢)?

x1 + z2(cos ¢ + seng)

ri(B) =
\/(:pz cos ¢ + z,)? + (zseng)?

i m(7)

entonces las desigualdades:
ra(B) < ri(B), rm(y) > ri(v); Vo €(0,7/2)

rm(B) < r1(B), rm(y) > (), V4 €(0,7/2)

indican que para r37(3) el valor p del interpolante tipo 7 r,(¢) habria que buscarlo

enp € (1,2) con 7 = 1 para que los casos insesgados queden ajustados. Sin embargo,

para interpolar rp(7) es necesario emplear un valor de p en el intervalo p € (0,1).
q.e.d.

2.3 FUNCIONES I,, p € (0,2), INDUCIDAS POR LOS ¢-SESGOS.

En esta seccién buscaremos un valor de p tal que el sesgo r, correspondiente
se aproxime al de la norma || - ||g. Sin embargo, los resultados de la seccién
anterior indican que no es suficiente un tnico p sino que hay que buscar un p €
(1,2) y un g € (0, 1) correspondiendo respectivamente a los intervalos [0, ¢] y [¢,7]
respectivamente.

Dado que rp(0) = r,(0) = 1; rp(4) = ry(n/2) = 1 Vp € (0,2], podemos usar
interpolacién para ajustar el punto medio que corresponde al méximo de la funcién
sesgo; es decir, imponiendo:

re(¢/2) = ry(n/4)

Esta técnica de interpolacién es andloga a la empleada en integraciéon numérica
para la regla de Simpson (ver Burden y Faires [1985], pdg. 175) y, en teoria de
Localizacién, se ha usado en el articulo de Brimberg y Wesolowsky [1992], pag.
69, para anular la denominada diferencia normalizada en el punto 6 = 7/4 y asi
determinar un pardmetro a con el que aproximar l,(x) mediante la combinacién

aly(x) + (1 — a)l,, (x), siendo pr, € (0,2).

Definicién 2.3
Se dice que la norma [,(-) aprozima a la norma || - || en términos del p-sesgo
cuando p es la solucién de la ecuacion:

ro(m/4) = rp(¢/2).
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De esta forma

(%) = ly(x) rp(w) & lo(x) rp(w), paraw € [0,2r)

Teorema 2.2
La funcién I, con p € (1,2) que, para desplazamientos de inclinacién ¢ € [0, ¢],
aproxima a || - ||p en términos del p-sesgo es la que se obtiene para:

_ log(4)
log( sszrtsry)

Demostracién.
Sea el politopo B de vértices: (1,0), (cos @, sen @), (—1,0) y (— cos ¢, — sen ¢).
El punto P = (”C‘;(d’), Se?(d’)) es el punto medio del segmento del politopo B
correspondiente al intervalo [0, 4].
La norma euclidea del vector OP asociado es:

r =] O_P o= \/(1 + czos(¢))2 +( se;(‘ﬁ) )2 _ \/w _ cos(¢/2)

mientras que || OP ||p= 1.
Imponiendo la condicién interpoladora rg(¢/2) = r,(7w/4) resulta que:

((r?)p + (r?)*’)l” =1

es decir:

/s

(r?z) 25 =1
Sustituyendo r por cos(@/2) resulta:

log(4)

9l/p-1/2 _ s
log( cos?($/2) )

——1—— decir =
- cos(¢/2)’ ©s p=

q.e.d.

Teorema 2.3
La funcién [; con ¢ € (0, 1) tal que para desplazamientos de inclinacién ¢ € [@, 7],
aproxima a || - || en términos del g-sesgo es la que se obtiene para:

log(4)

log( sen25(¢/2) )

Demostracién.
Consideremos el punto medio del segmento del politopo B correspondiente al

intervalo [¢, 7]. Es decir, P = (_1 +:OS(¢), ser;(q&)).

4
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La norma euclidea del vector OP asociado es ahora:

e R N S O

4

y, por estar en la frontera de B, || OP ll= 1.
Imponiendo la condicién rg(ZE2) = r (3) resulta:

2
Ly 4 (- 2yaple g
2 2
de donde:
Y sustituyendo r por sen(¢/2) resulta:
log(4
ol/e-1/2 _ —1—-——-—, es decir ¢ = 0g(2)
sen(¢/2) log( sen7(¢/2))
q.e.d.

Obsérvese que de

log(o2tarmy

log(4)
— c 0, 1
1™ oslerier) 1

{p=—ﬂ‘9—)e[l,2]

se deduce

cos($/2) = ¥¢
{ sen(¢/2) = %

Eliminando ¢ resulta la ecuacion:
1=2% +2%

Dado que la funcién y = 27z € (0,2] es estrictamente creciente en dicho
intervalo, admite inversa y por tanto: dado p € (1,2] existe un tinico g € [0,1) tal
que verifique dicha ecuacién. La representacién grafica de y = 2%, z €(0,2]
puede ayudar al cilculo del correspondiente ¢ € [0,1) para un valor dado de p €
(1,2].
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Ver Fig.[2.5] e interpretar la entrada al eje OY y la salida de dicho eje siguiendo
la flecha.

0.8l Y®

1-y(p)

)

0.5 1 1.5 2
Fig.[2.5]: Valores asociados de p y q.

Nota 2.1
La relacién entre p y ¢ obtenida:
1=2% 427
es diferente de la dualidad habitual:
p 4

El ajuste de cuadrantes.

Denotemos por ¢ = Arg(x) € [—, ] a la orientacién del vector. Con objeto de
reducir el dominio de direcciones ¢ de [—7, 7] a [0, 7], vamos a realizar un reajuste
de los cuadrantes mediante las transformaciones z;, k£ = 1,2,3,4. Clasificaremos la
posicién de la variable ¢ en alguna de las porciones circulares: [0, ¢), [¢,7), [r, d+7)
y [¢ + 7,27), y mediante la correspondiente z;() se transformars en el dngulo w
perteneciente al cuadrante asociado: [0,7/2), [7/2, ), [r,37/2) o [37/2,2™).

Los cambios de variable necesarios son:

a) p €[0,4) = w =z(p) = (v/2) £ €[0,7/2).

b) ¢ € [¢7) = w = 2a(p) = (n/2) - T2 € [x/2, ).

c)p €M+ 7) = w=23(¢) =(x/2) - —'—"fj—"’z"s € [x,37/2).

d) ¢ € [$+7,27) = w = 24(p) = (n/2) - EEE ¢ [37/2, 27).

Lema 2.3
Si () es un sesgo del tipo 7 - r,(y), entonces si ¢’ = ¢ + 7 con ¢ € [0, ) se
verifica que

r(zs(¢") = r(z1(%))
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Demostracidén.

¢ +2¢
¢

La simetria central asegura r(z3(¢’)) = r(z:1(p)).

23(¢') = (e + ) = (7/2) - =(x/2) S +r=alp)+r

q.e.d.

Lema 2.4 .
Si r(p) es un sesgo del tipo 7 - r,(¢), entonces si ¢’ = ¢ + 7 con ¢ € [$,7) se
verifica que

r(z4(¢")) = r(22(p))

Demostracidn.

Ir+p—4¢
T—¢ -

La simetria central asegura r(z4(¢")) = r(z2(p)).

T+ —2¢

p—, +m=2(p)+w

24(¢') =z + m) = (n/2) - (7/2)-

q.e.d.

La funcién que recoge los cambios definidos y que permite reducir el dominio a
[0, 7] es:
zl(l 1 2 I)» si | P |€ [07 ¢]
z = .
w={ 2000 el

2.4 APROXIMACION NUMERICA DEL p-SESGO, p € (0,2),
MEDIANTE ¢-SESGOS.

La correspondencia biunivoca entre la deformacién ¢ y su funcién I, interpolante
hace que se pueda plantear el problema a la inversa.

Sea x =|| x ||2 (cos w,sen w) y supongamos que deseamos calcular aproximada-
mente el valor 1,(Z) para un cierto p € (0,2). Como [,(x) = l5(x) rp(w), vamos a
aproximar la componente r,(w), w € [0, 27).

Continuando con la notacién anterior, emplearemos el subindice p cuando en ge-
neral p € (0,2) y particularmente si p € [1,2). Cuando especificamente el subindice
se encuentre en el intervalo (0,1) lo representaremos por ¢ € (0,1).

El primer paso sera calcular la deformacién asociada tras aplicar inversamente
una de las ecuaciones:

2) p= log(4)

= sip €[1,2] ; es decir:
log( (7))

p=2 arccos(%)
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b)o ¢= _kpg(__)__ si g € (0,1) ; es decir:
log( r(aray)

¢=2 arcsen(%)

Vimos que el politopo bola unidad de la malla ¢-deformada tenia un primer
pseudocuadrante asociado a valores de p € [1,2] y un segundo pseudocuadrante
asociado a valores de p € (0, 1].

Vimos también que w = z1(p) = (7/2) - £ trasladaba valores de ¢ € [0,¢)
al intervalo w € [0,7/2) y que w = 2z,(p) = (7r/2) ﬁu convertia valores de
¢ € [¢,7) al intervalo w € [7/2, 7).

En el ambito de valores de p € [1,2], por un procedimiento a la inversa ¢ =
7l w) = ¢- 777 trasladard valores de w € [0,7/2) hacia el argumento ¢ € [0, ).
Para extender a w € [0,27), basta retocar la ecuacién anterior mediante:

# = (@) = ¢ (75~ (%)), W € [0,2m)

donde E(t) representa la parte entera de ¢t € IR.
En la Fig. [2.6] se observa la aproximacién de la funcién r; 4 con esta técnica.

™
()

Fig.[2.6]: Aproximando 7, con p = 1.4.

En el ambito de valores de p € (0, 1], por un procedimiento a la inversa,

o= W) = (r=¢) T+ (26— )



Un calibrador plano asociado a cada norma l,, p € [1,2) 41

se trasladarian valores de w € [7/2,7) hacia el argumento ¢ € [¢, 7). Se extiende
al resto de cuadrantes mediante:

o = Yo(w) = (7 — ¢)(Wi/2 ~E(:%)) + ¢, Yw € [0,27)

En la Fig. [2.7] se observa la aproximacién de la funcién ryg con esta técnica.

Y

Fig.[2.7]: Aproximando r, con ¢ = 0.6.

La discriminacién ¢ < 1 o p > 1 hace que se obtenga primeramente el valor
de ¢ correspondiente, y posteriormente se aplique la expresién analitica del ¢-sesgo
correspondiente:

a) Primero ¢ = 2 arccos (g) y después:

cos (1(w) = ¢/2)
cos (¢/2)

L(x) = lp(x) rp(w) = L(x) , para w € [0, 2m)

b) Primero ¢ = 2 arcsen (%) y después:

sen (7q(w) — ¢/2)

li(x) = b(x) ro(w) = b(x) sen (¢/2)

, para w € [0,27)
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Unificacién de criterios.

Definamos la funcién:

2 arcsen ( ) sip€(0,1)

¢(p) =

2 arccos ( ) sip€(l,2)

Siedls

Ademis,

(@) = { (7~ 8(p)) (3% — E(3%)) + ¢(p) sipe (0,1)
" #(p) (2 — B(=)) s p€ [1,2)

Teniendo en cuenta que:

o-11={ 6 5 el

Concluimos que para p € (0,2):

rp(w)=\’/|cosw|”+|senwlpz

cos (y,(w) — ¢/2) sen (7,(w) — ¢/2)
cos (¢/2) sen (¢/2)

~ E(p)

+|E(p-1) |

2.5 ERROR DE APROXIMACION PARA pe€ [1,2)

Dada la periodicidad de las funciones que intervienen, podemos restringirnos a
suponer que el argumento w de un vector cualquiera x € IR? se encuentre en el
intervalo w € [0,7/2]. Entonces se obtiene para cada p € [1,2) un angulo ¢(p) =

2 . arccos (%)

Notacién
Mediante ¢ se sobreentendera:

éd=¢(p)=2- arccos(%)

Puesto que la suposicién de w € [0,7/2] implica y(w) = 2w, el error de aproxi-
mar, para cada x € IR?, el valor de [,(x) = ly(x) r,(w) mediante

2¢
cos (Yp(w) — /2 cos (—w — ¢/2
hlx) (;lf&/zf/ ) o1 5 90)

cos (4/2)

se puede estudiar a través del error absoluto:

cos (%w - ¢/2)

ep(w) =l cos (¢/2) - rp(w) I
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Propiedades de la funcién ¢(p).

Lema 2.5
Para la funcién ¢(p), cuando p € [1,2], se verifican:
(a) Continuidad en el intervalo, con ¢(1) = 7/2 y ¢(2) = 0.
(b) Derivabilidad y decrecimiento en p € (1,2).
(c) Existencia de un punto de inflexién (p = 1.51) caracterizado por la solucién

de

Demostracién.

(a) Es continua por ser composicién de funciones continuas. Y tomando limites,
se tiene trivialmente ¢(1) = 7/2 y ¢(2) = 0.

(b) Denotando:

se tiene sin mas que operar:

by =2 A(p)
¢ (p) = —

Cuando p € (1,2) ya vimos que la funcién 95" era estrictamente creciente y tomaba
valores en (0,1); por tanto, A(p) > 0, y se tiene que ¢'(p) < 0 en p € (1,2), lo cual
prueba que ¢(p) es estrictamente decreciente.

(c) Con la notacién anterior se obtiene:

pA(p)— Ap) _

¢'(p) = (-2) .
= % ((P*A(p))* — 41og2(2p - 1))

Para que ¢ (p) = 0, es necesario que:

(P*A(p))’ —4log2(2p—1) =0

Dado que la funcién f(p) = (p?A(p))? — 4log 2(2p — 1) es continua en [1,27] y tiene
un cambio de signo en el intervalo [1.5,1.6], existird un punto de inflexién en el
interior caracterizado por ser la solucién de la ecuacion:

p’log2

4p —
_g P2

sin mas que sustituir el valor de A(p) y simplificar.
q.e.d.



44 Localizacidén y trazado de redes.

En Fig.[2.8] se recoge la gréfica de ¢(p) para valores de p € [1,2].

1.2 1.4 1.6 1.8 2
Fig.[2.8]: Gréfica de ¢(p) para p € [1,2].
Propiedades de la funcién error.

El error absoluto de aproximacién en funcién del angulo:

_ cos (2—:5%0 - ¢/2)
ep(w) _I cos (¢/2) - ’I'p((.‘)) |

tiene las siguientes propiedades.

Lema 2.6
Se puede prescindir del valor absoluto en la definicién de e,(w), ya que

cos (%w - ¢/2)

T

cos (¢/2)

para cualquier valor de w € [0, 7/2]
Demostracién.
La transformacién de coordenadas que supone la igualdad:

ro(7/4) =rp(¢/2), p € [1,2)

es la que sobre el plano polar se realiza al cambiar los ejes cartesianos ortogonales
(8 = 0 como eje OX, 0 = 7/2 como eje OY) por otros oblicuos (6 = 0 como eje OX,
6 = ¢ como nuevo eje OY). Analiticamente se puede expresar, tal como se muestra
en Maravall [1965], mediante:

2 rp(w)

(¢',y') = (z + ycos ¢,y sen ¢)
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donde (z,y) son las coordenadas de un punto respecto al sistema ortogonal original
y (z’,9’) las del punto transformado.

Nétese que si el punto Q = (z,y) = (pcosw, p sen w) se encuentra a distancia p
del origen, entonces su transformado Q' = (z’,y’) estd a una distancia:

p' = \/(m + ycosd)? + (y sen ¢)? = p\/l + sen (2w)cos(¢)

En otras palabras, puntos alineados sobre el eje § = w se transforman en puntos
alineados sobre €l eje § = “T“’ conservando la ordenacién y aumentando la distancia

al origen multiplicando por \/ 1+ sen (2w)cos(@).

Dado que el factor anterior es mayor o igual a uno, se tiene que la distancia
transformada de r,(w) es

cos (%w — ¢/2)

rp(w)\/l + sen (2w)cos(d) = cos (9/2) > rp(w)
q.e.d.
Lema 2.7
Se verifican las propiedades:
(1) (0)=0

(2) &(7/2)=0

(3) &(n/4)=0
Demostracién.

_ cos (—¢/2) . _
(2) &(n/2)= s (3/2) ro(7/2) =0

(3) elnt) = LG ) = s =i (n/)

Considerando que la condicién ¢ = 2 - arccos (7‘(%) implica

6 _ V2
2’ 32

¥, por otro lado r,(7/4) = —% , entonces se tendria el enunciado.
q.e.d.

cos (
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Lema 2.8
La funcién €, es simétrica respecto a § = 7 /4:

en(T/4—1t) =€(m/4+1) ,VtE€[0,7/4]

Demostracién.
e, (m/d—t) = — (%(cz 4(;/;))° 42) _ r(m/d—1t) =
- %_S(_(—a_;_%l — ()4 —1)
Anélogamente
(/4 +1) = (_Wi;/g— ) -

Teniendo en cuenta la paridad de la funcién coseno y que el p-sesgo es simétrico:
ro(m/4—t) =r,(n/d+1t) ,Vte(0,7/4)

se comprueba la igualdad.

q.e.d.
En Fig.[2.9] aparece la grifica de ¢,(t) ,Vt € [0,7/2].
Error

0.06}
0.045¢

0.03¢
O.OISN /-\

' /4 ) t

Fig.[2.9]: Grafica de ¢,(t), Vt € [0,7/2].
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Lema 2.9
La funcién dependiente del pardmetro X € [0,1):

., _plp=1) p(p—1)p—-2)(p-3) |,

tiene su rango en [0,1) para valores de p € [1, 2).
Demostracién.

El caso A = 0 es trivial. En el resto, A € (0,1), el comportamiento de la funcién
b(\; p) es el de un polinomio de cuarto grado que sélo tiene las raices reales 0 y 1,
déndose el minimo de b(\; p) en el punto p* € (0, 1), solucién de la derivacién en:

A2p* — 62%p% + (1102 + 12)\)p? — 6A%p — 12)p

b(\:p) =
(A;p) 2
respecto a p, igualada a cero.
4/\ 9 3 3
b(xp) =55 (p°— 5P +(——+ )p———X)

En cualquier caso, b();p) es creciente para p € [1,2) obteniéndose b(A; p) € [0,1).
q.e.d.

Teorema 2.4
Fijado un valor de p € [1,2), se verifica para todo t € (—n/4,7/4):

2!/> p 2 2
n(r/a+t) =5 (1+(G -1t ) + o(#?)
Demostracion.
Para cualquier V¢t € (—n/4,7/4) se tiene que el p-sesgo es desarrollable por
Taylor siguiendo el procedimiento:

ro(m/4+1) = ((cos (7/4 + t))P + (sen (7/4 + t))p)I/P

= —((cos t —sen t)? + (cos t + sen t)”)

Lol

1/p
= 7 cos t ((1 — tan t)? 4+ (1 + tan t)”)
Dado que t € (—7/4,7/4) se tiene que tan(t) € (—1,1), y se puede desarrollar por
Taylor mediante la serie binomia:

(1 £ tan(t))” = 1 £ p tan(t) + ’ip—g—l—) tan?(t) + 22 1()5(p ~2) tan¥(t)+

p(p— 1)(P2; 2)(p — 3) tan’() & plp—1)(p - 12;317 —3)(p—4) tan’(t)+ O(tan®(t))

+
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Con lo que

(1—tan )P+ (1+tan t)P = 2(1+."_)_(_1_)_§__1) tan2(t)+p(p - 1)(p—2)(p—3) tan4(t))+

24
+ O(tan®(t))
Sea b(t) = -Z-)—(f—z_—l) tan®(t) + plp= 1)(p2; 2)(p=3) tan?(t), se tiene:

(1 —tan £y + (1 + tan t)v)”” = 2r(1 4 b(t))‘/”

Puesto que p € (1,2) y tan(t) € (—1,1), se tiene por el lema anterior que b(t) €
(=1,1). Por lo que desarrollando una vez mas la serie binomia correspondiente:

(1+ b(t))l =142 L)+ v _2 D () +

G-DG-2)G-3)

+5( )( )bB(t)+” 52 b'(t) + O(b°(t))

- —2(p—
Dado que b(t) = —(——2—i) tan2(t)(1 + (p Hi;p 3) tan2(t)), el desarrollo anterior
queda;:

(1 + b(t))l/p =1+ % Bg_’_gi) tan?(¢)+

1 plp-)(p-2)p-3) (G- —1)\2 .
+(;P(P )(1’24 )p )+( A )(P(P2 )))tan(t)+

+o(tan*(t))
Por dltimo,

tan(t) =t + E £+ 2y + O(t")

3 15
Con lo que sustituyendo

(1+8)" =1+ 21) Pe—l)

2 plp-1) 1
+(3p 5 ' 24

+o(t*)

p(p—l)(p-2)(p—3)+(% (%—1)) (p(p-—l))2) 4
2 2

Simplifiquemos cada coeficiente:

1pp-1)_ (-1
P 2 2

2pp-1 1
3p 2 p 24

pp—Dp-2)p=3) (% G- 1)) (p(p— 1))2 =
2 2
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_ (=) (p-1)p-2)p-3) (»-1°_ (-1 2 _ _

=5+ 51 — g = (S8 (1) (- 2)(p-3)+8) =
_®-1

Donde h(p) = —2p® + p + 11 es una funcién cuadritica céncava, que alcanza su

maximo en p = 1/4. Por tanto, h(p) es decreciente en p € (1,2), verificandose:
5= h(2) < h(p) < h(1) =10

Recapitulando,

(1+80) " =14 LoD L oD ) o g o

Dado que

1 1
cos(t) =1- 3 2+ 31 t* + o(t*)

se tiene que
1/p

rp(wf4+t) = % cos(t) (1 + b(t)) Hp

Y operando el producto de series

ro(m /4 +1) = % (1 +(§ —1) £+ (p— 1)(h(2]1) -6)+1 t“)

La acotacién de los coeficientes para p € (1,2) es:

(p—1)(h(p)—6) +1 e(_(1.D+3) (4P+2))
24 24

+ o(t*)

P 1

5 -le (—ia 0),

Notar que dichos coeficientes se anulan para p = 2 como era de esperar.
q.e.d.

Lema 2.10
Se verifica que el error de aproximacién en un entorno de 7/4 es de segundo

orden:
ol/p

ep(m/4+1) = ;3

(=52 e

Demostracion.
Partiendo de:

e (/4 +1) = eos(®) (n/4+1)
’ cos (¢/2) 7

Y recordando que

Tp(7'('/4-|-t) — % (1 +(g _ 1) £ + (P— 1)(’7'(21;) "6) +1 t4) + 0(t4)
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Junto con
21/p 1

V2 cos(4/2)

Y el desarrollo:

20ty 1 4¢% , 1 16¢* , 4
COS(T)~1_§Ft+ﬂ?t+o(t)
Se tiene que:
21/p 1442 , 1 16¢* ,
ep(vr/4+t)=—\/§((1“§‘;,7t ﬂ"}?t)_

(1 +(g g2 1)(hgl)_6)+1 #) ) + o(t*)

Y simplificando:

1/p

/ 2 4
ep(7r/4+t)=% ((-2-Z) et (- )k -6) 1) #* )+

+o(t?)

Esta relacion demuestra el lema.
q.e.d.

Lema 2.11 (Signos de los primeros coeficientes del error).
Se verifica que:
(a) El coeficiente de segundo grado es positivo.
(b) El coeficiente de cuarto grado es negativo.

Demostracidn.

(a) El coeficiente de segundo grado es positivo:
. p 2¢* . ¢ 27 — pr? — 447
51gn(1——§—? ) =31gn( 9 ) =

. R T
— ien( 2 ) 46) =sien{ (57— -5
Y como p € (1,2) y ¢ € [0,7/2], se tiene que el coeficiente de ? es positivo.

(b) El coeficiente de cuarto grado es negativo:

sign( 222" (p— 1)(h(p) - ) - 1) = sigm(

16¢* — 7*(p — 1)(h(p) = 6) — =* ) =
=sign( 9* - ()" - () (P~ V(k(p) - 6))

Dado que h(p) — 6 = —2p? + p + 5 es una funcién céncava que alcanza su méaximo
en p = 1/4, tenemos que:
h(p) —6 > h(2) = -1
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Analizando la funcién:
T T
K(p) = ~(3)' (- 1)(-2" +p+5) + (¢ - (3)") =

_ _(g)‘*(—zp"' +3p% +4p—5) + (¢* - (g)“)
resulta ser '
K(p) = _(32’-)4 (—20°+3p° +4p—4- (-?—)4)

/2
Por tanto: s
. . . 3 9 4
s:sn(fx(p>>—s1gn(2p —~3p ‘4p+4+(r/2))
La funcién ( %(-/I—Jé)—)“ es desarrollable por Taylor en el entorno p = 2. Empleando

el recurso informatico que ofrece Mathematica (ver Wolfram [1991]), se obtiene
numéricamente que dicho desarrollo es:

('7%)4 = 5.0507(p — 2)? + 7.38462(p — 2)® + 5.24888(p — 2)*+

+o((p—2)")

Utilizando los dos primeros términos del desarrollo anterior (el siguiente es positivo
también) tenemos:

sign(C(p)) = sign(2p3—3p2—4p+4+5.0507(p-—2)2+7.38462(p—2)3+5.24888(p—2)4)

Y, dado que la funcién C(p) = 2p® — 3p® — 4p + 4 + 5.0507(p — 2)? + 7.38462(p —
2)2 +5.24888(p — 2)* en p € (1,2) es negativa (ver Fig.[2.10]), se tiene probado que
el coeficiente de cuarto grado es negativo.

q.e.d.

En Fig.[2.10] aparece la grafica de la funcién C(p) para p € (1,2).

C(p)

Fig.[2.10}: Coeficiente C(p).
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Lema 2.12
Se verifica que el error de aproximacién en un entorno de ¢ = 0% es de primer
orden: 2gtan(d/2)
tan
&(t) = ————t+o(t)
y el coeficiente que aparece tras el de primer grado es negativo.
Demostracién.

Partiendo de:
24t 24t
ep(t) = (cos(—g—) + tan(g)sen(—:;i-)) —1,(1)

Definamos a = 2 ¢ (0,1) y 8 = tan(£) € (0,1). De esta forma cos(at) + 3 sen(at)
es desarrollable por serie de Taylor en el entorno de t = 0, dando lugar a:

2 3 4
_ _Xp P o
cos(at) + B sen(at) =1+ (aff) t 5 t 16t + 24t +
+o(t")

Dado que

ro(t) = ((cos ()7 + (sen (8))?)"”” = cos (t) (1 + tan(ty?) "

Para cualquier ¢ € (0,7/4) se tiene que tan(t) € (—1,1), y se puede desarrollar por
Taylor mediante la serie binomia:

)p—2)
6
PP 1)(p2; 2(P=3) () 4 B2 Dp = 12;(()10 =3P =4) 4anS(4) + o(tan’(t))
para luego sustituir

(1 +tan(t))” = 14 p tan(t) + g(p_z—i) tan?(t) 4 P21 tan3(t)+

1 2
tan(t) =t 4+ = 34+ — ¢° t°
an(t) +3 +15 + o(?’)

quedando tras operar y agrupar términos homogéneos:
1 1 1- pt2” 2p—3

= 24P 242 2+4p (I—P)(1—2P)t3p 1
ro(t) (1+pt 5t + ot & 24P 4 o + 37

+o(t%)
El orden de los sumandos depende del valor de p € (1,2). Definiendo:

t“) +

Q;ggjwt:*m.*.;—‘!t“ ;si p€(1,4/3)
By(t)= { 4=mlimiti L1y g,y

24p3

=t ;si p€(4/3,2)
se tiene que:
1. 1, 1-p 2p — 3

ro(t) = (1+ 1—)t" - 5tt+ 2—1)2t2" + ——é;—-—t”") + B,(t) + o(tY)
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Con todo ello,

2 3 4
(1) = (1+ (af) t — Q2 ﬂiti” + AN
2 16 24

1 1 1-p 2p—3
Sy Rl S RS 47 N S N X
(+p 2t gt et + B,(t))+
+o(t*)
concluimos que:
e(t) = (aff) t — I_Dtp + 5 t* + +o(t%)

demostrando el lema. Ademas, la recta:

y=(af)t= 2¢tan(4/2) ;

es tangente, en el plano TY, a la curva y = ¢,(t) en el entorno de t = 0%,
Notar que tanto el coeficiente de t? como el de #? son negativos.
q.e.d.

En Fig.[2.11] aparece la grifica del comportamiento del error ¢,(t) en entornos
de t = 0% y t = n/4. La pardbola de vértice t = /4 y la recta que parte de t =0
estdn por encima de la funcién error, al tener dicha funcién coeficientes negativos
en lo inmediato que sigue del desarrollo de Taylor sobre los respectivos entornos.

Error

— . —/—\
/4 /2 t

Fig.[2.11]: Comportamiento del error.

La acotacién de la funcién error en el intervalo t € [0,7/2] a través de su
maéximo es inviable, ya que la obtencién explicita del valor t* para el que se alcanza
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el méximo de ¢,(t) es algebraicamente imposible. Una cota muy grosera se puede
obtener teniendo en cuenta:

ra(t) < rp(t) < mi(t), VEe[0,7/2], Vp€ [1,2]

Y dado que el valor maximo de ry(t), V¢ € [0,7/2], es ri(7/4) = /2, la anterior
cadena queda:
Vi€ [0,7/2], Yp€[1,2], 1< () <V2 (1)

Por otro lado,
24t
Vt € [0,7/2], implica —:f— € [0, 4]
y dado que las funciones cos(z) y sen(z) son decreciente y creciente respectivamente
en t € [0,7/2], se tiene:
24t
cos(¢) < COS(T) <1 (2)
y también:
0< sen(%st) < sen(¢)
Multiplicando esta desigualdad por tan(¢/2) > 0:
24t 2
0 < tan(¢/2) sen(—ﬂ—) < 2sen®(¢/2) (3)
Sumando (2) y (3):
cos(¢) < rp(t) < 1+ 2sen?(¢/2)

Restando con la cadena (1), se tiene:
cos(¢) — V2 < €,(t) < 2sen®(¢/2) = 1 — cos(¢)
La cota superior: )
ep(t) <1 — cos(¢(p))
solo es fina para valores pequefios de ¢(p), lo cual implica la cercania de p a 2. En

el resto de los casos, esta acotacion es grosera.

Teorema 2.5
Si denominamos

_1_p_ 28 _ ¢ ¢sen(4/2)
R

entonces se verifica que el error de aproximacién €,(t) esta acotado por:

e (1) < 20t2n(#/2) 4.

siendo:

t"=a- cﬁ—(%)2
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Demostracion.

Teniendo en cuenta los signos de los coeficientes de los desarrollos de Taylor
de €,(t) en los entornos de t = 0 y t = 7/4, podemos asegurar que la altura del
punto de interseccién de la recta tangente R en t = 0 y la parabola P de vértice en
t = /4, mayora a la funcién error en cualquier punto t € [0, 7 /4].

Si la recta R tiene de ecuacion en el plano T'Y:

y = 262

y la parabola P es:
21 /v 2 ¢2
y="% (1-5-5) t-n/a

V2 2 x?
procedamos a resolver el sistema entre ambas para deducir el punto de interseccién.
91/p 1 )
Dado que la parabola se reescribe:

V2 cos(¢/2)’

b
=—— (t—7/4)?
Igualando la variable y para la recta y la parabola:

b 2 br
cos(4/2) 2 cos(¢/2)

Lo cual nos lleva a la ecuacion de segundo grado:

t+ (r/4)? =

2¢tan($/2) ,

br

bt2—(2 —M)Hb(w/@?:o

La raiz negativa de dicha ecuacion es:

. 1 br  2¢sen(¢/2) br  2¢sen(¢/2),, w3
r=gp (-2l demlely )

¢sen(4/2)
b

t*=a-— ”a"’ —(%)2

2¢tan(¢/2) ,.

Con la notacién del enunciado a = % + , se tiene:

y la cota de error sera:
&(t) <

q.e.d.

La obtencién de t* es muy artificiosa debido a lo complejo de los coeficientes
de la pardbola P. Podemos considerar otra pardbola P* con el mismo vértice en
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t = 7/4 y que mayore a P para cualquier valor de ¢. Dicha parabola P* se deduce
teniendo en cuenta que

1 p 24 1
——<bp=1-= < -
2~ b=1 2 2 -2
con lo que se define P*:
t —m/4)?
y= cos(¢/2)( n/4)

Y la interseccion con la recta R da lugar a:

= at (e - (B

Siendo a* — é + M'
4 ™
En Fig.[2.12] aparecen las pardbolas P y P* en su interseccién con la recta R,

dando lugar a cotas del error.

Error
0.35
0.
0.25
0.
0.15
0.
0.05
—— ¢
/4 2

Fig.[2.12]: Cotas del error.

2.6 COMPARACION DE APROXIMACIONES

Al objeto de comparar la bondad de las aproximaciones del p-sesgo, p € [1,2),
mediante su ¢(p)-sesgo correspondiente por un lado y, a través de la aproximacién
que resulta de la discretizacion de la frontera continua de la bola unidad asociada a
la norma I, por otro, se ha considerado para el caso p = 1.5 la particién en las direc-
ciones § = 0,7/4,7/2,3n /4, 7,57 /4,37 /2, Tr /4. Uniendo los vértices resultantes se
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obtiene un recinto poligonal de ocho lados B* inscrito en la curva plana de ecuacién
implicita:
|z P+ ]y [P=1.

En la Fig.[2.13] se aprecian dentro del circulo unidad (l3(x) < 1) el contorno
I,(x) =1y el poligono B*.

Fig.[2.13]: Discretizacién de la frontera de l,(x) = 1.

Centrando el estudio en el primer cuadrante, los sesgos resultantes de las normas
Il - e+ ¥ I,(-) coinciden puntualmente en las direcciones § = 0,7/4,7/2, y en
general:

rp+(p) 2 rp(p); VYo € [0,7/2).
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La Fig.[2.14] muestra la curva p = r;5(p) (exterior a la circunferencia unidad
p =1) junto al sesgo p = rg(¢p).

Y

X

Fig.[2.14]: p-Sesgo aproximado por discretizacion.

Si comparamos la gréfica anterior con la que resulta del ¢-sesgo correspondiente
al valor de p = 1.5 (ver Fig.[2.15]), se observa una notoria ganancia en el grado de
aproximacion.

Concretamente, para ¢ = 7/6, el valor del p-sesgo es de 1.10368. Su aproxi-
macion mediante discretizacion es:

rg«(7/6) = 1.15973,
mientras que a través del ¢-sesgo asociado
TB(¢)(7T/6) = 1.10863

se consigue un error en la aproximacion diez veces inferior al primeramente estable-
cido.
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La grafica del ¢-sesgo reafirma visualmente lo anterior.

Y

X

Fig.[2.15]: p-Sesgo aproximado por su correspondiente ¢-Sesgo.
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Capitulo 3

Generalizacion N-dimensional

3.1. POLIEDROS BASICOS EN R".
Coordenadas esféricas en R®.
Sea el espacio vectorial euclideo IR® y su base ortonormalizada:
{u; = (1,0,0),u; = (0,1,0),uz = (0,0,1)}

Cada vector x € IR® tiene asignado unas tinicas coordenadas x = (z;, Z2,Z3) res-
pecto a dicha base. Este vector genérico, ademds, forma un angulo con el plano
0X:X, que representaremos por 73 y la proyeccién anterior crea otro angulo, de-
notado mediante 7, en el eje 0X,.

Denotando p =|| x ||, se tienen las siguientes relaciones entre las coordenadas
cartesianas X = (¢, %9, 23) y las llamadas coordenadas esféricas x = (p, 72, 73):

1 = p cos(y3) cos(72)
T2 = p cos(ys) sen(7,)
z3 = p sen(7s)

Reciprocamente, se tiene:

(p=1/at+z}+a}

2 2
NoE=re]

= Arc cos( i )
2= v

61
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Coordenadas hiperesféricas en RV, N > 3.

Con la notacién elegida, las ecuaciones anteriores son faciles de generalizar a
RM, N > 3.

Sea ahora el espacio vectorial euclideo IR" y su base ortonormalizada:
{wm =(1,0,...,0),u; = (0,1,...,0), ... ,uy =(0,0,...,1)}

Cada vector x € R" tendra unas dnicas coordenadas x = (z1,z3,...,ZN) respecto
a dicha base. Ademds se generardn los siguientes angulos y sus respectivas deno-
minaciones:

(1) Con el hiperplano OX;X; ... Xn- el dngulo que representaremos por yn.

(2) La anterior proyeccidén, a su vez, formara con la variedad OX;X,... Xy_2
el angulo que representaremos por yy_i.-

(3) La proyeccién de la etapa (2) creard con la variedad OX;X;...Xn_3 el
angulo yy_3.

(N —2) La proyeccién de la etapa (N — 3) creara con la variedad plana OX; X,
el angulo ~s.

(N = 1) La proyeccién de la etapa (N — 2) formara con la variedad lineal OX;
el angulo 7.

Denotando mediante p =|| x ||2, se tienen las siguientes relaciones entre las coor-
denadas cartesianas X = (x;,%,...,ox) ¥ las llamadas coordenadas hiperesféricas

X = (P,’)’Z,’)’Z},---,’)’N):

z1 = p cos(yn) cos(yn-1) ... cos(y3) cos(yz)
zz = p cos(yn) cos(yn-1) ... cos(y3) sen(7yz)
z3 = p cos(yn) cos(yn-1) ... sen(73)

TN—2 = p cos(yn) cos(yn-1) sen(yn—2)
zn-_1 = p cos(yn) sen(yn-1)
| zn = p sen(yn)
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Reciprocamente, se tiene:

(p=\fa?+ad+...+zkh, +3k

A /:cg +x§+...+a:3v_1 )

\/z? +x§+...+z?v_1 +x§,

A /:1:51 +x§+...+x‘;)

\/1‘§+.’L‘%+...+1"N_1

n = Arc cos(

AN-1 = Arc cos(

z:"’+.1:2
= Arc cos( 2 )
” Ao}
= Arc cos( =t )
\ = z3+x3

(X =)'

7; = Arc cos(2=—), Vj =2,...,N.
X «)?
k=1

En general:

Baricentro del poligono cuyos vértices son los extremos
del triedro basico en IR®.

El baricentro b del tridangulo de vértices:
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
tiene las coordenadas cartesianas:
b=(z,-,=
( 3 ) Y 3)
mientras que sus coordenadas esféricas:

rp____:l; 12+12+12=)§

{ 73 = Arc cos

2
3
1

®

(
| 72 = Arc cos( o

Lo cual implica:

cos(s) = Z; sen(vs) = 75

cos(12) = 755 sen(y2) = 5
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El célculo de una norma I, sobre el vector b da lugar a:

]'P
Ibll=5 V3

Y, por otro lado:

b llp=lbl2 5(b) = ? r5(b)

De donde igualando:

Tp(b) = “\’Z_E

V3

Baricentro del poligono cuyos vértices son
los extremos del poliedro béasico en R".

El baricentro b del poligono de vértices:

{(1,0,...,0),(0,1,...,0), ... ,(0,0,...,1)}
es ahora cartesianamente:
= ( 11 1 )
“'N’N’TCN
y sus coordenadas hiperesféricas siguen una curiosa regla de formacién:
( p= \7V_]V

v = Arc cos (%)

YN-1 = Arc cos( N‘_’f)

J

SIS
S’

~v3 = Arc cos(

S5

)

| 12 = Are cos(

La norma [, sobre el vector b vale:
1 \,/—
“ b “pz 7\7 N

Y, por otro lado:

b llo=lbllz rs(b) = -\g rp(b)

De donde igualando:

3

rp(b) =

3
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Triedro basico ¢-deformado en IR3.

Definicién 3.1
Se denominaré triedro bdsico ¢-deformado en IR® al conjunto de vectores

VO = (9,80, 8)

de médulo unidad tal que guardan entre si un angulo ¢ orientado positivamente,
siendo v£3)' = (1,0,0) y el resto de los vectores hacen que la matriz de sus compo-
nentes cartesianas sea triangular.

Nétese que esta definicién extiende al caso plano donde los vectores de compo-
nentes positivas que se consideraron para la red plana densa ¢-deformada fueron:

v =(1,0)= v§2), vy = (cos(),sen(¢)) = vg)

Denotemos mediante A® la matriz de componentes ag') i,7 = 1,2,3, cuyas filas
son las coordenadas cartesianas de los vectores del triedro basico ¢-deformado. Los
criterios para identificar los elementos de la matriz serdn por un lado el tener médulo
1 y por otro que el producto escalar de dos filas distintas dé como resultado cos(4).

Asi, partiendo de una primera fila:
AP=(100)

la siguiente
3 3 3 3
Ag) = ( agl) a(22) a£3) )

deberd verificar

AP AP = o) = cos(4)

AP AP = (o) + (o) + (o) =1

Asignando el valor cero a ag) para que la matriz resultante sea triangular, tenemos:

AS_;'” = ( cos(¢) sen(¢) O )

Comparando:
A = 1 0
cos(@) sen(¢)
con

1 0 0

A® = | cos(¢) sen(¢) 0
o o® a®
31 32 33

se tiene que la matriz A® se obtiene de A® orlando la fila dltima Ags) y completando
con ceros los restantes términos de la ltima columna. La deduccién de los tres
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elementos de la fila A:(,a) se realiza imponiendo (3 — 1) condiciones de producto
escalar igual a cos(¢) con cada una de las (3 — 1) filas precedentes y una condicién
de médulo unidad para la nueva fila. La independencia de los vectores fila de la
matriz garantiza una solucién dnica al sistema de ecuaciones obtenido.

Es facil de ver que:

(AP AP = 0 = cos(g)
3 AS AL = cos()aly) + sen(¢)aly) = cos(4)

AP AP = (o) + (o)’ + (o) =1

\

da lugar a:

[ af) = cos(¢)

cos(¢)—(cos(¢)?
] o= J‘islééﬁéu = cos(¢) tan(¢/2)

{ ol = (sen2(¢) ~(a$Dy? ) = tan(¢/2)

Poliedro béasico ¢-deformado en RV N > 3.

Definicién 3.2
Se denominard poliedro bdsico ¢-deformado en R, N > 3 al conjunto de vec-
tores

viM — {V(N) (N) v(N)}

y oo

de modulo umdad tal que guardan entre si un dngulo ¢ orientado positivamente,
siendo v{ = (1,0,...,0) y el resto de los vectores hacen que la matriz de sus
componentes ca.rtes:anas sea triangular.

Notacién

Denotemos mediante AY) la matriz de componentes a( ) ,J = 1,2,...,N,
cuyas filas son las coordenadas cartesianas de los vectores del poliedro basmo o-
deformado.

La construccién de la matriz se realiza por bloques y recurrentemente sobre la
matriz de la etapa anterior A/N=1) de componentes agv_l) 7 =1,2,...,N. Se
tiene que:

(1) La caja cuadrada de orden (N — 1) de la esquina superior izquierda es copia
de la matriz de la etapa anterior:

Vi,j=12,...,N: o =aod"

‘.7 1

(2) La nueva matriz es triangular, es decir la iltima columna verifica:

. N
Vi=1,2,...,N: o) =
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(3) El primer término de la dltima fila siempre vale cos(¢)
VN >2: a%) = cos(¢)

(4) Los términos de la dltima fila que van del segundo al penultimo:

N N N
015\,2), agva), sy agV(}V -1)

verifican la ley de formacion:
cos(¢) — (Tho1 ol i)

(N )
ajj

Vi=23,...,N: o) =

La comprobacién sélo requiere razonar bajo la condicién de producto escalar igual
a cos(¢) entre las filas N y j.
(5) El ultimo término de la dltima fila:

olf) = (sen?(4) - z:< (0y2)"?

Usando las férmulas de transformacién de coordenadas cartesianas en hiperesféricas
se tiene para cada vector

N T RN . VPP S
la expresion equivalente
vi¥ = (MW WY, Vi=1,2,...,N
donde pEN) =1y
=M
(Z (o )2)1/2
(N) = Arc cos( k?I ), Vi =2,...,N.
N
(X (a1
k=1

En el caso tridimensional

cartesianas esféricas
vi® (1,0,0) (1,0,0)
v§ (cos(4), sen(4), 0) (1,4,0)
v | (cos(9), cos(¢) tan(/2), tan($/2)) | (1,6, Arc cos(oatsrsy)
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Baricentro del poligono cuyos vértices son
los extremos del poliedro basico ¢-deformado en RY.

Para obtener la expresién cartesiana del vector by , cuyo extremo es el baricentro
del poligono contenido en el hiperplano que pasa por los extremos de los vectores
que componen el poliedro béasico ¢-deformado, basta calcular la media aritmética

de las filas de la matriz AM):

N N N
b, = (Zz =1 afl) ﬁl 01(2) 3\11 CVSN))
6= =l TN

N , N y vee s N

Nétese que dependiendo de la dimensién de N es posible obtener los respectivos
baricentros: bff) , bf:’), b(4), .

Ejemplos:
(N = 2): El baricentro seria:
cos(¢) sen(¢)
2, agf) ( 1+ cos¢ sen ¢ )

1+cos¢ sen ¢
%( 2 (2)) N (2) = ( 5 )

(N = 3): El baricentro seria:

1 0 0
A® ( cos(¢) sen( @) 0 )
cos($) cos(4) tan(/2) tan($/2)

2, a,(-?) ( 1+2cos¢ sen ¢ + cos(d)tan(é/2) tan(é/2) )

% (z?:1 0‘:('?)) . b(g) (1 + 2cos ¢’ sen ¢ + cos:(;zﬁ) tan(¢/2)’ ta,n(;é/2))

El médulo en RY del vector baricentro b,(bN) vale:

” b(N) = \/(Zﬁl'1 a'(f,)) +( ﬁl agV)) (Zt-l 0‘%))
¢ N




Generalizaciéon N-dimensional 69

N
2 -
El término Z (Z agv)) de la férmula anterior se construye siguiendo el pro-
j=1 =1

ceso que vamos a describir para N = 2:

(a) Partiendo de la matriz A™N), sumar por filas sus términos obteniendo una
nueva fila.

(b) Elevar al cuadrado cada término de la nueva fila.

(c) Acumular los cuadrados obtenidos.

AW ( cosl(¢) ser?(dJ) )

N oV (1+cos¢ sen¢)

(ZX o)’ | ((+cosg)® sen? )

N ( N cu(-]-v))2 — 2(14cos¢)

Se tiene asi que la relacién entre p € (1,2) y ¢ € (0,7/2) para IR? es la dada
por la ecuacion:
_ 2log(2) _ 2log(2)
d 3log(2) — log (2 (1 + cos ¢)) 2log(2) — log(1 + cos ¢)

que si se escribe en términos del angulo ¢/2 queda:

_ _ log(4)
log (zzs7sy)

expresion que coincide con la del Teorema 2.2.
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3.2. APROXIMACION EN R" DEL p-SESGO, p € [1,2), MEDIANTE
¢-SESGOS.

Ecuacién que relaciona p € [1,2) con ¢ € (0,7/2] en R".

Si identificamos el p-sesgo del vector b y el sesgo rg(by) del vector baricentro
generalizado del poliedro ¢-deformado en la norma asociada || - || al convexo com-
pacto B que se deduce de la envolvente convexa de los puntos extremos del poliedro

¢-deformado, tenemos:
YN 1
VN g7 |

De donde es facil deducir:
p= 2log(N)
log(N) — 2log ( || bY" | )

En Fig.[3.1] se traza la curva que relaciona el dngulo de deformacién ¢ € [0, 7/2]
y €l valor de p correspondiente en IR2.

4 2
Fig.[3.1]: Relacién entre p y ¢(p) en IRZ.

El proceso de generalizacién seguido genera una sucesién de baricentros en es-
pacios vectoriales diferentes que conservan la siguiente propiedad:
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Teorema 3.1
La sucesiéon de vectores baricentro:

@ L ()
b, bY, ... ,BM,...

verifica que el cociente de logaritmos:

o (I5671) '\ 5
log(N) *  ~

es constante.
Demostracién:
Basta reescribir la ecuacién anterior en la forma:

g (IB§"I1) 1 1 _p-2
log(N) 2 p 2p
log (I S |)

serad constante YN > 2.

y se tiene que fijado p, el cociente
q.e.d.
En Fig.[3.2] se han representado las graficas que relacionan el indice p y el angulo

¢ tanto en IR? como en IR®. El trazo més grueso observable se debe a errores de
redondeo en la computacién numérica de una y otra grafica.

A w2
Fig.[3.2]: Relacién p y ¢(p) en R? y IR,
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Expresién analitica del ¢-sesgo en R".

El hiperplano que se apoya en los vértices del poliedro basico ¢-deformado es el

conjunto de puntos (z;,zs,...,ZN) que satisfacen
z1—1 aglv)—l a%\i)—l
. ™ W)
2 Oz QN2
;s 0 o M | o0
TN 0 e a%\),
Consideremos sélo el caso z; > 0, Vi=1,...,N.

Si en el anterior determinante descomponemos la primera columna:

T agjlv)—l a%\;)—l 1 agllv)—l a%\;)—l
N N N N
g agz) e a§\1,3) 0 ag2 ) s agﬁ) N
s 0 o = ]lo o Y = I]
. . i=1
TN 0 .- a%\), 0 0 .. a%vh),
donde hemos usado aﬁ” =
Pasando a coordenadas hiperesféricas cada z; y despejando:
N
cos(pn) cos(pn-1) ... cos(ps) cos(p2) a,f,’,‘” -1 ... a§v1) -1
Ny . (N)
cos(ipn) cos(on-1) ... cos(ps3) sen(p2)  asz,’ Qg
1 1 (N)
— = ———— | cos(pn) cos(pn-1) .. sen(ps) 0 -es aps
P Ny | . . .
e A
= sen(pn) 0 e Of;we’
Notacién.
Denotemos por AfﬁN) (¢2,93,...,¢n) €l determinante anterior.

Teorema 3.2
La expresién del ¢-sesgo en la direccién generada por los dngulos {2, ¢3,...,¢n},
para ¢; € [0,¢], Vi =2,..., N, viene dada por

AS{;N) (992’ P3y e a()oN)

Mo
H Q55
1=1

’I‘B(X) = TB(90239937 oo aSON) =

Demostracion:
Dado que los puntos x del hiperplano anterior para ¢; € [0,4], Vi = 2,...,N,
verifican que || x ||[p= 1 por estar en la envolvente convexa de los extremos del
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poliedro béasico ¢-deformado, la ecuacion:

1 AWM (0,0, .., AN (05,03, ...,
I 2o (92, 3 ®N) — 1= (2, 3 @N)

P tow Eomw
H Qjj H ajj
3=1 =1

al compararse CoI:

| x le=]l xllz r8(x) = 1=prp(x)

da lugar a:
N
— At(i; )(‘p21903""a‘PN)
TB(X) =rB(‘/92,‘P3""’(PN) = N
I
J 33
=1
_que es el ¢-sesgo en la direccidén {2, ¢3,...,9N}-
q.e.d.
Férmula de aproximacién de /,, en R".
Teorema 3.3 .

El valor de la norma || x ||,, para x = (p,ws,ws, . ..,wn) € RY, expresado en
coordenadas hiperesféricas y donde w; € [0,7/2], Vi =2,..., N, puede aproximarse
en el sentido del sesgo r,(x) = rp(x*) resultando:

% llp=ll x llz rp(w2,ws, ..., ww) =

A‘(ﬁN) (?,?w‘b '27:2‘*)3, ) 2_,?“)N)

~ | xllz r(x7) =[x [l

det(AM))
Demostracién:
Partiendo de un punto x = (p, wz,ws, .. .,wn) € RY, expresado en coordenadas
hiperesféricas, donde w; € [0,7/2], Vi = 2,...,N, se pretende conocer aproxi-
madamante :

I xl=llx|l2 rp(x)=0p ( | cos(wn) cos(wn—1)...cos(ws) cos(wy) |P +
+ | cos(wn) cos(wn-1)...cos(ws) sen(ws) | + | cos(wpn) cos(wn-1)-..cos(ws) sen(ws) |P +

1/
+ ... + | cos(wy) sen(wy_1) |P + | sen(wn) [P ) ?

Para ello, determinemos un dngulo ¢ solucién de:

p= 2log(N)
log(N) — 2log ( || bY" || )
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En virtud del Teorema 3.1, la relacién entre p-sesgo y ¢-sesgo se mantiene con-
stante en cualquier dimensién N = 2,3,.... Concretamente en N = 2, el valor de

¢ es:
¢ = 2 arccos %

Con la intervencién del dngulo ¢ obtenido de la relacién anterior, se deducen los
términos a,(-;v) correspondientes a la matriz AW,

Dado que el sistema:

(502=2—1?w2
993=%w3

2

\ PN = T¢ wN
establece la correspondencia biunivoca entre el punto x = (p,w;,ws, . ..,wy) € RN
y el punto x* = (p, Zr—‘”wg, %wg,, ey %r‘éwN) € R" con lo que la aproximacién en el

sentido de los sesgos queda:
rp(x) = rp(x")

con lo que: .
% o=l x ll2 rp(wz,ws,...,wn) ~
AWM (22, , 20, 2y
S %l ra(x) =) x o STz o)
det(AN)
q.e.d.

3.3. EL CASO TRIDIMENSIONAL.
Ecuacién que relaciona p € (1,2) con ¢ € (0,7/2) en IR%.

Sea x = (p,wz,w3) € R?, expresado en coordenadas esféricas y donde w; €
[0,7/2], i = 2,3. El p-sesgo relativo a dicho vector tiene como parimetros dos
direcciones:

1 llp=ll x Il2 75(x) = o (| cos(ws) cos(wn) |” +

1/
+ | cos(ws) sen(w,) [P + | sen(ws) |P ) ’
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En Fig.[3.3] se representa el p-sesgo tridimensional en funcién de los 4ngulos que
describen las coordenadas esféricas.

1.25
p—-Sesgo

Fig.[3.3]: p-sesgo tridimensional.

Sea ¢ solucién de:

p= 2log(N)
- N
log(N) — 2log (|| bY" || )

Con dicho éngulo se construye la matriz

1 0 0
A® = ( cos( @) sen(¢) 0 )
cos(¢) cos(d)tan(p/2) tan(¢/2)

y se obtiene el determinante det(A®)) = sen(4) tan(¢/2) = 2sen?(¢/2).
Consideremos un vector z = (2z1,22,23) = (|| 2 ||z, ¥2,¥3) € R?, expresado en
coordenadas esféricas y donde ¢; € {0, ¢], : = 2,3. El cdlculo del determinante:

21 ag’) -1 ag) -1 z cos(¢)—1 cos(¢) — 1
fo’) (21,22,23) = | 22 ag) ag) = |2, sen(¢) cos(¢)tan(¢/2)
23 0 a%) 3 0 tan(4/2)

da el siguiente resultado:

Df) (21, 22, 23) = 2sen’(¢/2) (21 + 2z, tan(¢/2) + 23 tan(¢/2))

Por lo tanto,

Afﬁs) (902’ ‘p3)
Iz 5=l z ll2 8(w2,03) =z |2 At (4D
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=| 2z |, (cos(cpa) cos(2) + cos(p3) sen(ypy) tan(é/2) + sen(ips) tan(¢/2))

Haciendo operaciones queda:

1
8(2,00) = s (cos(iea = 8/2) cos(pa) + sen(va) sen(¢/2))

La transformacion tridimensional

2¢

P2 = — W2
s

2¢

P3=—ws
us

permite la asignacién biyectiva entre un vector del primer octante: x = (p, w2, ws), w; €
[0,7/2], ¢ = 2,3 y otro del primer octante ¢-deformado z = (p,p2,93), @i €
[0,¢], i = 2,3 generandose un valor del B-sesgo tal que:

rs(%? we, %? w3) R 1p(wa, ws)
y que vale:
TB(% w2, %&é w3) = m (COS(% w2—¢/2) COS(?;? w3)+sen(% w) Sen(¢/2))

En Fig.[3.4] se representa el B-sesgo tridimensional en funcién de los angulos
que describen las coordenadas esféricas. '

Fig.[3.4]: B-sesgo tridimensional.
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En Fig.[3.5] se han reunido ambos sesgos para comparar visualmente la aproxi-
macién.

Fig.[3.5]: Sesgos norma I, y bloque.

Definiendo mediante 6;3) (wz,w3) el error de aproximacién cometido en el punto
del primer octante caracterizado por el par de direcciones (w;,ws):
29 29

55»3) (wo,w3) =| TB(7 w2, - w3) — Tp(wz,ws) |

se puede visualizar en Fig.[3.6] cémo para w, = 0 (idem w3 = 0) volvemos al error
bidimensional €, (w) = € (w;) = € (w,,0) anteriormente estudiado.

Fig.[3.6]: Error de aproximacién tridimensional.
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Ordenacién previa.

En la figura [3.6] se aprecia un crecimiento del error cuando el dngulo correspon-
diente a la tercera coordenada esférica se aproxima a 7/2. Esto se debe a que las
secciones planas del ¢-sesgo tridimensional:

1
re(p2,3) = W (cos(npg — ¢/2) cos(ypsz) + sen(ys) sen(q5/2))

coinciden con el sesgo bidimensional correspondiente salvo en el caso @3 = ¢/2. Es
decir, para ¢, = 0 se tiene un sesgo bidimensional (ver seccién 2.2) en la variable

P3:
r8(0,¢3) = cos(p3) + sen(ps) tan(p/2);

analogamente para ; = ¢ se tiene el mismo sesgo:
rB(@, p3) = cos(p3) + sen(p3) tan(¢/2).

En lo referente a la seccién @3 = 0, se llega al sesgo bidimensional en la variable ¢,:

r(p2,0) = cosc(::(;/g)/m,

pero para @3 = ¢ esta propiedad no se conserva, por lo que error crece en el entorno
de @3 = ¢.

La simetria de la expresidn algebraica del p-sesgo permite que se pueda consi-
derar cualquier vector x € IR® en el primer octante
X = (21, q,23) = (p,wq,wsa), w; € [0,7/2], 1=2,3
Ademas, dado que
Ixlb= (12 P +12s P +12s )™
es una funcién homogénea de sus componentes, se tiene que:
| x llp=ll (zi, 3, xk) |l

pudiéndose elegir arbitrariamente los subindices distintos {7, j, k} en {1,2,3}.
La aproximacion establecida para

rp(we,ws3) = ( | cos(ws) cos(ws) |P + | cos(ws) sen(w;) |P + | sen(ws) |P )llp

se realiza usando el ¢(p)-sesgo asociado, cuya expresidn es

TB(% wa, % ws) = m (cos(—z-ﬂ—?é wa—¢/2) cos(—z—’igé (.03)-+—8611(‘2;:2 w3) sen(d)/Z)),

donde ¢ = ¢(p). Se pueden evitar valores de ws superiores a 7/4 sin mdas que
reordenar las coordenadas de mayor a menor, con lo que los errores de aproximacién
seran proximos a los del caso bidimensional.
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Sea por ejemplo p = 1.5 y consideremos el vector x = (1,2, 5). Sus coordenadas
esféricas son:
p = 5.47723, w, = 1.10715, w3 = 1.15026

y el sesgo correspondiente a:
r5(1.10715,1.15026) = 1.11089

se aproxima mediante el ¢(p)-sesgo asociado, dando rg(4) = 1.17396, con un error
de 0.0630776.

Consideremos ahora el vector x = (5,2,1) cuyas coordenadas esféricas son:
p = 5.47723, w; = 0.380506, w3 = 0.183604
y el sesgo correspondiente vuelve a ser:

r,(0.380506, 0.183604) = 1.11089.

Sin embargo la aproximacién a través del mismo ¢(p)-sesgo es ahora rp(y) = 1.13894,
con un error de 0.0280508 mucho menor.



Capitulo 4

Modelacion de distancias sobre una red plana

4.1. INTRODUCCION.

El propésito de la estimacién de distancias de viaje es determinar, a partir de
muestras, una funcién real sobre el plano que, aplicada a las coordenadas de los
puntos de una zona de transporte, reproduzca aproximadamente la distancia entre
ellos sobre la red existente.

Cuando la red de transporte es no dirigida y estd bien desarrollada, podemos
formular una hipdtesis de prozimidad entre las distancias medidas sobre la red y los
valores que proporcione alguna métrica sobre el plano.

Bajo esta hipdtesis, se selecciona, en el seno de familias de métricas bi y tri-
paramétricas, un estimador determinando la identidad de los pardmetros mediante
algun criterio de minimizacién global de errores. Una relacién de familias de fun-
ciones puede encontrarse en Love, Morris y Wesolowsky [1988] (1-6) y en Brimberg
y Love [1993] (7), enumeradas a continuacién:

(1) dy(x,y;7,6) = 7 [1(X4¥,), donde 7 > 0, 8 es dngulo de giro que se ha aplicado
a los ejes cartesianos y (X, y,) son los puntos (x, y) girados.

(2) dao(x,y;7) =7 L(X¥), con 7 > 0.

(3) ds(x,y;7,p) =7 I)(Xy), donde 7 > 0 y p € [1,00).

(4) da(x,y;7,p,8) =T (lp(X"y))p/s, donde T >0yp€[l,0)yp2s.

(5) ds(x,y;m1,mz,m3) =7 (m1($1-y1)2+m2($1—yl)(xz—y2)+m3($2—y2)2)1/2,
donde m; > 0y 4m;ms — m? > 0, para garantizar que la forma cuadritica sea
definida positiva.

(6) do(X,¥;T1,72) = 71 L(X¥) + V27 leo(X¥), donde 1, 7o > 0.

(7) d7(x,y; 71, 72) = 1 L(Xy) + 72 L(X¥), con 73,75 > 0.

En la practica, se suele buscar el dngulo 8 tal que el error global de aproximacion
entre las distancias en la red y las distancias medidas con la funcién dy(-;8) sea
minimo. Aplicando un giro de ejes de dngulo 6, se definen las nuevas coordenadas
de los puntos de la red que adoptardn los demas estimadores de la lista anterior.

81
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La determinacion de los parametros puede efectuarse mediante una rejilla de
bisqueda cuando la funcién error que se pretende minimizar no tenga garantizada
la convexidad.

La distancia sobre la red entre dos puntos x e y se denota por dg(X¥), y n(X¥)
representa el sesgo asociado respecto a la distancia euclidea

d(xy) =| Xy ||z n(xy)-

Teniendo en cuenta que el sesgo de la norma de un vector sélo depende del dngulo
de dicho vector, se puede establecer una nube de puntos

N={(pis:): i=1,...,M}

generada por una muestra de M pares origen-destino en la red, donde ¢; es la
direccién y s; el sesgo de las distancias en la red respecto a la euclidea, Vi = 1,..., M.
La estimacién ahora consistira en aproximar los puntos de ' mediante regresién,
utilizando alguna funcién s(¢), definida en ¢ € [0,27), cuyo producto con la norma
euclidea no ponga en peligro la convexidad del estimador. Es decir se aproximara

da(Xy) =|| xX¥ |l2 n(x¥) =|| Xy ||z s(arg(xy)) siendo una funcién convexa

Este es el motivo de no tratar la estimacién de distancias de viaje como un
proceso de regresiéon polindmica de minimos cuadrados usando las curvas aproxi-
mantes de caracter general que se emplean habitualmente en el ajuste de puntos
(una relacién de tales funciones puede encontrarse en Burden y Faires [1985], cap.
7). Se pretende que el estimador éptimo resultante sea una funcién convexa, para
poder aplicar las técnicas de programacién convexa en la resolucién de problemas
de localizacién cuya medida de distancia se calcule utilizando el estimador.

En cada punto v; de la red de transporte, existe un conjunto I';y de caminos
directos (denotamos con K; el cardinal de I';;) que parten hacia otros puntos ady-
acentes representados por v;; k£ = 1,...,K;. Las direcciones ¢;; € [0,27) de los
vectores V;V;; se pueden considerar privilegiadas dentro del rango discreto de ori-
entaciones posibles entre pares origen-destino, ya que los sesgos correspondientes r;
sobrepasaran la unidad debido tan sélo a ligeros desvios (ruidos) en las trayectorias
euclideas.

Definicién 4.1
Sea n(¢) el sesgo de la red total en la direccién ¢. Se dice que la red de transporte
tiene un patrén dominante euclideo cuando se verifica:

n(e) =7-1+€(p)

donde el coeficiente 7 > 1 se determina mediante un analisis de regresién sobre los
datos de la muestra y €(¢) es la variable aleatoria de distribucién normal indepen-
diente, que representa al error, de media cero y varianza constante.
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Cuando observemos en la red una gran proporcién de caminos directos, po-
dremos formular la hipdtesis de que el patrén dominante es euclideo y que las
distancias en la red de transporte pueden ser estimadas usando

do(X,y;7) = 7 L(XY)

donde 7 > 1 se determina mediante un anilisis de regresién sobre los datos de la
muestra.

Sin embargo, las redes reales de transporte salvan barreras orograficas y sus
caminos no son homogéneos (hay vias ripidas para el transporte y carreteras co-
marcales). Estas dos caracteristicas hacen que el viaje entre dos puntos sufra una
desviacién de trayectoria, con lo que la hipdtesis de que el patron dominante sea
euclideo no parece adecuada.

Definicién 4.2 (Brimberg y Love [1993]).

Sea n(p;0) el sesgo de la red total en la direccién ¢, acumulada sobre un giro
de ejes de amplitud 4. Diremos que la red de transporte tiene un patrén dominante
rectangular cuando se verifica:

n(p; 0) = 72 - 1+ 1 R(;8) + €(0; 6)

donde los coeficientes 7; > 0 y 7, se determinan mediante un anélisis de regresion
sobre los datos de la muestra, €(y;0) es la variable aleatoria independiente que
representa al error, distribuida normalmente de media cero y varianza constante,
y R(¢;0) denota una funcién que verifica las mismas propiedades que los p-sesgos
girados un angulo 6 (es decir: periodicidad de periodo /2 en el hallazgo de di-
recciones privilegiadas, simetria respecto a las direcciones penalizadas ubicadas en
cada punto medio del periodo y monotonia en los semi-intervalos del periodo).

La hipdtesis de que el patrén dominante sea rectangular es més general que la
anterior. De hecho, todas las funciones de distancia anteriores (salvo ds) responden
a esta hipdtesis (ver seccién 1.3).

(1) dy se obtiene para R(p;0) =ri(p+8)y 2 =0.

(2) d; es el caso R(p;0) =ry(p+6)ym =0.

(3) ds emplea R(p;0) =r,(¢+8)y 12 =0.

(4) d4 se define para R(p;8) = r2/*(p + 9) y2=0.

(5) dg es €l caso R(p;8) =ri(p+6) gl roo(cp +60)yr =0

(6) dr se logra para R(p;6) = ri(¢ + 0)

La técnica de muestreo seguida en todos los trabajos citados en la bibliografia del
capitulo 10, Mathematical Models of Travel Distances, de Love, Morris y Wesolowsky
[1988] ha sido aleatoria irrestricta. Sobre una tinica nube de puntos se ha prefijado
el estimador (en cada paso de la rejilla de bisqueda), y se ha determinado el factor
de inflacién por minimizacion.
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El disefio de muestreo que desarrollaremos en este capitulo serd aleatorio estra-
tificado. Separaremos los M puntos (¢, s) de la muestra en dos estratos P y Q,
segun que s < 71(¢) 0 8 > () respectivamente y, contrariamente al proceso antes
mencionado, no se fijaran los estimadores a priori. Cualquier funcién distancia de
la familia R(;#) puede ser candidata a estimador de la parte P, mientras que para
el estrato Q, se precisaria una funcién periédica de periodo 7 en la ocurrencia de
direcciones privilegiadas, simétrica respecto a las direcciones penalizadas ubicadas
en cada punto medio del periodo y monétona en los semi-intervalos del periodo
(familia que caracterizaremos por A(yp;#8)).

Definicién 4.3

Sea n(p;6) el sesgo de la red total en la direccién ¢, acumulada sobre un giro
de ejes de amplitud 6. Diremos que la red de transporte tiene un patrén dominante
rectangular-gran angular cuando se verifica:

n(p; 8) = 10A(; 8) + 1 R(; 0) + €(; 0)

con €(ip; §) definido como en Definicién 4.2.

La determinacién de los parametros 7o y 71, si bien pudieran establecerse por re-
gresion, se realizard mezclando los estimadores insesgados representativos de R(y; 8)
y A(p; 6) diferentes.

Por ultimo, se efectuara una hipdtesis sobre la distribucién poblacional de los
sesgos, y se comprobard empiricamente su adecuacion.

4.2. UNA CARACTERISTICA GEOMETRICA.

Dados dos puntos del plano F y F’, que son vértices de una cierta red G, se
denotard por dg(F, F?) la distancia sobre el grafo inducido por la red, y f(F,F’) el
valor de una cierta funcién de IR? sobre IR, que sera la aproximacién numérica del
valor anterior.

Una red G con n nodos genera M = pares origen-destino; por lo tanto,

n
2
disponemos de M valores reales de la funcién dg(-).
Lema 4.1

El angulo de minimo desvio de trayectoria ¢ entre las dos aristas de la poligonal
que conecta dos puntos F y F?, y cuya distancia total sea dg(F,F?), verifica la
igualdad:
2|| FF” |3

¢ = ¢(F,F’) = arccos (W -1)

Demostracion

Sean dos puntos del plano euclideo F y F’ que representan dos vértices cua-
lesquiera de la red de transporte. La distancia sobre dicha red se denotara por 2a
mientras que la distancia euclidea sera 2c.

de(F,F*) = 2a; || FF? ||,= 2¢
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El conjunto de puntos P(z,y) del plano tales que verifican:
IPE |2 + || PF ||o= 2a

crean caminos poligonales de dos aristas para conectar los nodos F y F’ con una
longitud total equivalente a dg(F, F?). Cualquier punto P(z,y) de la elipse anterior
que se elija verifica la propledad de la estimacién exacta. Veamos el valor del angulo
~ entre los vectores PF y PF’ es decir, el angulo desde el cual se abarca la distancia
focal.

Dado que el resultado sera invariante de la eleccién que se haga del sistema de
referencias, consideremos la elipse en su forma reducida.

Sean F(c,0) y F(—¢,0); y la ecuacién:

SRIOEE

Los vectores PF = (c—z,—y)y PF = (—¢ — z,—y) verifican:
P_ii‘-P-}:‘“’z:t?+y2—c2

I P flo= (e~ 2 + 47 = Va? +¢? + &~ 20
I PE* [la= (e +a) +42 = \/a? + 42 + 2 + 2ca

Por lo tanto:
1'2 + y2 _ C2

\/(x2 +y?2 + c?)? — (2¢z)?

Vamos a parametrizar el dngulo v dependiendo de ¢ € (—a,a). Para ello, tenemos en
cuenta que y? = (a?—z2)b?*/a’ y que b? = a?—c? y se llega a y? = (a’—z%)(a’—c?)/a?,
que se aplica en el siguiente modo:

cos(y) =

:L'2+y2=a2—c2+ (2)2 z?
P+ =al+ (2)2 72
4yt —ct=a? -2+ (zcl-)2 z?
(22 + 92+ = (2 + (5 22)" = a' +(5)* a* + 2ca)’
(e + 92 + ) — (202) = (o — (2)2 2?)’

a2 —- 262 + (&)2 .’1:2
cos(y) = (5 7]

. 2 1
Denominemos el sesgo r = _é_‘,’_ = 2. De donde < = =, quedando finalmente:
c ¢ a T

COS = :I:Z + (r a)2 —
W= TG
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Son evidentes las siguientes propiedades:
(Prop. 1). Simetria respecto a z. Por lo que consideraremos el dominio z € [0, a].
(Prop. 2). Siz = a, entonces v = 0, y si £ = 0 entonces v es maximo.
(Prop. 3). La relacién entre el maximo dngulo v € [0,7) y el sesgo r > 1 es
biunivoca en los rangos considerados:

(r a)? — 2a? 2

cos(y)=———=1-—

() r ) =

Si se considera su suplementario, ¢ = m — v, se tiene la expresién analitica del

dngulo minimo desvio de trayectoria ¢ entre las dos aristas de la poligonal que
conecta dos puntos F' y F*:

cos(¢) = % -1

El resto de la demostracién es sélo despejar.
q.e.d.

Teorema 4.1
La distancia entre dos puntos F y F’ de una red plana puede expresarse en
términos del ¢-sesgo mediante:

da(F,F*) =|| FF’ ||, r5(¢/2)

T (2
siendo ¢ = ¢(F,F’) = arccos (% —1) el dngulo que genera la malla B
basica ¢-deformada, cuyo sesgo es rp(-).

Demostracién
Considerar la mediatriz del segmento FF’ que cortard a la elipse del lema ante-
rior en dos puntos P y P’

Con cualquiera de ellos, por ejemplo P (ver figura explicativa), se tiene que la
poligonal FPF”’ es una trayectoria en la malla ¢-deformada; por lo que la longitud
vendréd dada por la norma || - ||g (ver seccién 2.1), verificdndose el enunciado.

q.e.d.
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Teorema 4.2
La distancia entre dos puntos F y F’ de una red plana puede expresarse en
términos del 8-sesgo, 6 € [¢, 7), mediante:

d(F,F) =|| FF’ || 78() r5(5)(6/2)

2| FF |j
dG (F, F’)2
bloque inducida por B(#) bésica §-deformada, y 7p(s) > 1 es un factor de inflacién.
Demostracién

Manteniendo los focos de la elipse del lema anterior, se considera la familia
de elipses que son interiores a la anterior. Una cualquiera de la elipses de dicha
familia vendra caracterizada por el angulo 8 € [¢, ) que se origina en el desvio de
trayectoria de la poligonal FPyF’ que se apoya en un punto Py interseccién con la
mediatriz del segmento FF’ con la elipse considerada.

Dado que ¢ es minimo en el rango de 6, y los 6-sesgos, calculados en su punto
medio, son decrecientes respecto al angulo 8

rB(6)(0/2) < rpe)(9/2),

se tiene que mediante el factor de inflacién 7gp) > 1 adecuado, se consigue la
igualdad.

siendo ¢ = ¢(F,F’) = arccos ( — 1), rp()(-) es el sesgo de la norma

q.e.d.
4.3. AJUSTE DE LA NUBE DE PUNTOS.

Supongamos que la muestra seleccionada de pares origen-destino en la red de
transporte proporciona una nube de puntos:

N ={(pi,s:): i=1,...,M}

donde cada ¢; es el 4ngulo de la trayectoria origen-destino respecto al sistema de
referencias prefijado, s; es el sesgo resultante de comparar la distancia de viaje para
el par origen-destino sobre la red de carreteras y su respectiva distancia euclidea, y
M es el nimero total de parejas posibles sin repetir entre los nodos de la muestra.

El rango de valores para ¢;, ¢ = 1,...,M, serd [0,27) y el rango de s;, ¢ =
1,...,M, es [1,00) porque se considera que la distancia mas corta entre dos puntos
se mide euclideamente.

A partir de la coleccién NV se genera la particién:

N =N, UN,

a base de comparar el dngulo de minimo desvio de trayectoria con /2. Asi, de-
nominando:

#(s) = arccos (;23 -1)

se obtiene,

N, ={(p,8) e N2 ¢(s) < /2}
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Sea T, el cardinal de V,. Mientras que
Ny ={(p,s) € N': ¢(s) > /2}

tiene a 7, como cardinal.

Se va a tratar por separado cada parte, efectuando un ajuste polinomial de
segundo grado, sugerido por el comportamiento cuadratico del p-sesgo en un entorno
de 7 /4, como asi se demostraba en el Lema 2.9 para el caso p € [1,2):

21/r p 2 2
/4t = "5 (1+(G -1 ¢) + o)

Una traslacién de las primeras componentes de los pares de A, al intervalo
[0, 7/2] centrado en el punto de abscisa 7/4 se logra mediante:

P={(ts): t= mod(p,n/2)—7/4, vy (¢,s) € N}}

donde mod(z,y) representa el resto de la divisién entera entre z e y.
Sobre este conjunto de puntos se va a obtener el valor de los coeficientes a y b
tales que minimicen la suma de cuadrados siguiente:

I, )
rraubn En(a,b;t) =" (s,- —a(l+ bt?))

=1

Lema 4.2 (Existencia y unicidad de los coeficientes)
La funcién H(a,b;t) = a(1 + bt?) que aproxima al conjunto de datos P en el
sentido de minimos cuadrados se obtiene para:

EEN-E ()
(56~ (5 )
4
5 (L st) - (X ) (2 @)
b= 7, = 7, 1=:;,, Izé,,
ENEY-E X

siempre que Z, > 2 y haya dos valores de t; distintos al menos.
Demostracién
Efectuando las respectivas derivadas parciales:

6EH Ip Ip Ip ‘
= 2a; (1 +26¢7 + 5t?) -2; s,~—2b§ 5it?
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OEy Zp L
— =d g (26! + 2t7) - 2a§ sit?

y se igualan a cero, resultando el sistema:

( Ip I I, I,
T,a+2(3 tHab+ (3 that? =) si+ (3 sit?)b
i=1 i=1 i=1 1=1

W I, I, I,
(3 ) a+ (3 thab= (3 st?)

. i=1 i=1 1=1

Si la primera ecuacién se modifica restandole la segunda por b, resulta el sistema
equivalente de ecuaciones normales (ver Burden y Faires [1985]}):

Ta+ (3 #lab=3" s
=1 i=1
{ Ip Ip Ip
(3 ) a+ (3 thab= (3 sit?)
\ i=1 i=1 =1
La solucion de dicho sistema, ver Nota final, es:
(5 (5 )~ (5 ) (% o)
- _t=1 1=1 1=1 =1
a= I, 5, .,
5 (30~ 0)
ﬁ I, Tp I,
L (2 st) - (2 =) (X #)
ab — 1=1 T 1=1 IP 1=1
2
7, (55 ) - (% )
De donde,
T, I, I,
5 (3 5) - (55 +) (5 )
b= I, = I, '—z,, t_:r,,
5 5) (55 ) - (25 ) (5 52
q.e.d.
Nota final

La compatibilidad del sistema queda garantizada con el siguiente razonamiento:
Consideremos el sistema lineal homogéneo cuya matriz es la de coeficientes del
sistema de ecuaciones normales. Veamos que dicho sistema sélo tiene la solucién
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trivial, con lo que la matriz debe ser no singular. Sea (z;,z2) una solucién de:

I,
L, )
=1

1 0

I, I, Zq 0
t2 t!
2t 2

i=1

La forma cuadratica asociada a la matriz anterior sobre el vector con (z, z;) dard
lugar a una expresion nula:

IP IP
T, 2 + 2(2 t?).’ZI].’lJQ + (E t?)x% =0

i=1 =1
agrupando en cuadrados:
IP IP 2
Z (a:f + 2t3z,25 + tfa:g) = E (.7:1 + t?.’l‘z) =0
=1 =1

De donde se obtiene tras igualar cada sumando a cero un sistema sobredeterminado
si Z, > 2 y entre los t; hay al menos dos distintos. Dado que estas condiciones se
recogen en el enunciado, se tiene necesariamente que r; = z2 = 0, con lo que la
unica solucién al sistema homogéneo era la trivial.

q.e.d.

Lema 4.3 (Signo del coeficiente a)

El valor del coeficiente a de la funcién H(a,b;t) = a + (ab)t? que aproxima por
minimos cuadrados a la nube de puntos A, estd en el intervalo a € {1,v/2).
Demostracién

Dado que los puntos que se aproximan (t;,s;); ¢ = 1,...,Z, verifican s; €
[l,mg.x r1(¢)] = [1,V2], se deduce que la ordenada en el origen a de la funcién

que minimiza la aproximacién por minimos cuadrados, debe cumplir: a € [1, \/5],
ya que de lo contrario, a € (0,1)U(1v/2, 00), siempre habria otra funcién H'(a’, b;t) =
a' + (a'b)t?, con a’ € [1,/2] tal que aproximara mejor la nube de puntos, en contra
de que H{a, b;t) fuera la funcién minimizadora.
q.e.d.

Lema 4.4

En las condiciones:

(1) Z, > 2.

(2) s: € [1,V2].

(3) Existen dos t; diferentes, al menos, entre las 7, posibilidades (Z, > 2).

se tiene que

I, I, Ip I,
(35 (L2 (5 8) (3 sit)

=1 i=1 =1
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Demostracién
En virtud del Lema 4.3 se tiene que:

Ip I, Ip 1,
L) (-2 (X sth)
0«1 S =1 =1 i=1 i=1 S \/5

7, 1,
T, (_2_:1 t) - (g t7)?

Y dado que a # 0 y a # oo, ni el numerador ni el denominador se anularén. En lo
que respecta al denominador, aplicando la desigualdad de Holder:

m m m

Y ew< (X ) (2 y?)llq; zi,yi 2 0;

=1 =1 i=1

1
+-=1Lp>1
q

W=

en el caso
=1y =t} p=2
se tiene
I, I, Ip
S <O DA
=1 =1 =1

de donde el denominador de a, verificard (al no ser nulo):

T, I,
L (Q_th -t >0

1=1 i=1

La desigualdad del enunciado (numerador de a) se prueba sin més que recordar que
la expresién de a es positiva, en virtud del Lema 4.3 y acabamos de ver que su
denominador es positivo.

q.e.d.

Lema 4.5 (Signo del coeficiente b)

En las condiciones:

1)z, =22

(2) s; € [1,v2).

(3) Existen dos t; diferentes, al menos, entre las Z, posibilidades (Z, > 2).

El signo del coeficiente b de la funcién H(a,b;t) = a + (ab)t? que aproxima por
minimos cuadrados a la nube de puntos N, es negativo si y sé6lo si la media aritmética
de los cuadrados de las abscisas de los puntos de la muestra mayora estrictamente
a la media ponderada con los sesgos de esos mismos términos, es decir

(4)

I, ) I, )
Z Siti Z ti
=1 i=1
I, < Ip
S

1=1
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(5) Si afiadimos la condicién:

Ip Ip

Sa-0E Y

=1 1=1

<

z, 7,
Y (1-t) z_; 8

=1

entonces la negatividad de b se limita al intervalo: b € (—1,0).

(Se tiene asi que la funcién H(a,b;t) = a + (ab)t? es una pardbola céncava).
Demostracion

En la expresién del coeficiente b del Lema 4.2 se tenia que el denominador
coincidia con el numerador de a cuya positividad fue demostrada en el lema anterior.
Bastaria comprobar que el numerador de b es negativo, para tener el lema. Es decir

verificar que
I»

T, Ip I,
D st < (L) (L)

=1 =1

lo cual es equivalente a

Finalmente, la condicién queda:

i=1
es decir, la media aritmética de los términos #? debe mayorar la media ponderada

de dichos términos, donde los pesos son s; € [1,v/2].

Para comprobar que la condicién (5), junto con la (4), implica b € (—1,0), basta
con quitar denominadores y agrupar convenientemente a partir de:

5 (5 st?) - (3 ) (3 )
=, = 1, mzl,, '=},, > -1
(55 0) (55 )~ (55 8) (5 o)
q.e.d.

Este Lema 4.5 delimita el contexto en que la muestra seleccionada puede ajus-
tarse por minimos cuadrados con una parabola simétrica de coeficiente de segundo
grado negativo.
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Cuando el conjunto de datos P verifique las condiciones del Lema 4.5, veremos
que es posible convertir el aproximante polindmico a otras funciones estimadoras
tipo 71, y normas bloque ponderadas. En lo que sigue, supondremos que la muestra
obtenida garantiza b € (—1,0).

El Lema 4.2 establece un procedimiento de estimacién en el sentido de minimos
cuadrados para las distancias en la red: dados dos puntos F y F? de la red cuyo
vector FF” tiene de argumento ¢, se tiene que:

do(F,F*)A || FF* ||, H(a,b; mod(p,m/2) —/4)
donde a y b se obtienen mediante las expresiones dadas en el Lema 4.2.

Teorema 4.3
La funcién 71,(-) que aproxima al conjunto de datos P en el sentido de minimos
cuadrados se obtiene para:

p=2(14+0b)

V2
donde a y b vienen dados por el Lema 4.2.
Demostraciéon

El Lema 2.2 establecia que el desarrollo del p-sesgo , p € [1,2), en un entorno
de 7 /4 era aproximadamente cuadrético:

T

‘ 1/p
r(n/d+ 1) = 27_-2- (14 E=1) ) + o), Vi € [=n/4,7/4]

Multiplicando la igualdad por el parametro T se obtiene, al despreciar el error
de orden superior a 2, un polinomio de segundo grado cuyos coeficientes pueden
identificarse al que en el Lema 4.2 propicia el ajuste de minimos cuadrados. Se
tiene asi, sin necesidad de readaptar intervalos:

P
b==-1
2

T2l/p
a =

de donde, al despejar se tiene el teorema.
q.e.d.

Este resultado establece un procedimiento de estimacién mediante una norma
I, inflada con el factor 7 restringido a trayectorias cuyo dngulo minimo de desvio
es inferior a /2. Asi, dados dos puntos F y F? de la red cuyo vector FF* tiene de
argumento ¢, se tiene que:

do(F,F)A || FF’ ||, 7 r,( mod(p,7/2))
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donde p y T se obtienen segiin el Teorema 4.3.

Teorema 4.4
Sea B un politopo simétrico de vértices:

{ £(1,0), =(cos ¢, sen ¢) }.

La funcién 7rg(-) que aproxima al conjunto de datos P en el sentido de minimos
cuadrados se obtiene para:

T=a cos(-2—)

donde a y b vienen dados por el Lema 4.2.

Demostracién
En la seccién 2.2 vimos que la expresién del ¢-sesgo para dngulos w € [0, 4]
viene dada: ( 4/2)
. cos(w —
() = ———onu—"
T cos(4/2)

La trayectoria ¢ € [0, 27) puede llevarse a! prizner cuadrante mediante el empleo de
la funcién resto:

mod (p,7/2) = ~[4+t, cont € [-7/4,7/4)
De forma andloga, el dngulo w € {0), ¢] es suceptible de ser expresado
w=¢@/2+i* cont* € [—¢/2,¢/2).

Mediante la transformacién

2 24t
oo 20,20
o T
convertimos continuamente un intervalo en otro. Por lo que:
24t
cos(t*) cos(T)

re(¢/2+1") =

cos(#/2)  cos(4/2)

Desarrollando en serie de Taylor en el entorno de ¢t = 0 la funcién coseno:

24

1 2 2
cos(¢/2) (1 T g2 £+ oft ))

ro(8/2+17) =

Multiplicando la igualdad por el pardmetro 7 e identificando coeficientes con el
polinomio de segundo grado obtenido en el Lema 4.2:

_ 2

b= -

“7 cos(4/2)
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Al despejar se tiene el teorema.
q.e.d.

Este teorema permite estimar distancias en la red mediante una norma bloque
B inflada con el factor 7 restringido a trayectorias cuyo angulo minimo de desvio
es inferior a w/2. Asi, dados dos puntos F y F? de la red cuyo vector FI tiene de
argumento ¢, se verifica que:

do(F, F)A | FF* [, 7 rp( 20 medlen/2))

T

cos(2? mod(¢p, 7/2)

=l FF° ”2 T co:(¢/2)

donde ¢ y 7 se obtienen segin el Teorema 4.4.

- ¢/2)

Consideremos ahora la nube complementaria de la muestra:
Ny ={(p,8) e N: ¢(s) > m/2}

Realizamos una traslacién al intervalo [0, 7] centrado en el punto de abscisa 7/2
mediante:
Q= {(t,s): t = mod(p,7)—7/2, (p,5) € Ny}

Sobre este conjunto de puntos se obtendran nuevos valores para los coeficientes
a 'y b de la funcién cuadratica H(a,b;t) tales que minimicen la suma de cuadrados:

1, \
min (s,- —a(l+ bt?))

ab =

La expresién de los coeficientes se obtiene tal como se expone en el Lema 4.2 y el
procedimiento de estimacién de distancias entre los puntos F y F’ de la red cuyo
vector FF? tiene de argumento ¢ se establece en el sentido de minimos cuadrados
como sigue:

do(F,F")A | FF* ||, H(a,b; mod(p,7) —/2)

donde a y b se obtienen a través del Lema 4.2.

En el contexto 'del conjunto de datos Q, necesitaremos en posteriores teoremas
que b € (—1/4,0). Para ello habria que imponer la condicién:

Iq

I, I,
Yo (-thtt sl Yot
i=1 1=1 i=1

< <

I I T
S@U-) s
=1

i=1

siguiendo un razonamiento analogo al del Lema 4.5.
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En lo que sigue, supondremos que la muestra verifica dicha condicién.
Lema 4.6
Fijado un valor de p € (0,2), se verifica para todo t € (—7/4,7/4):

ol/p
rp(w/4+t)—ﬁ(1+(——1)t2) + o(t?)

Demostracidn.
La demostracién es andloga a la realizada para el Teorema 2.4, pero se precisa
comprobar que la funcién auxiliar:

b(t; p) = BEB:ZZL) tan2(t) + p(p— 1)(192; 2)(p—3) tand(t)

tenga su rango en (—1,1) cuando p € (0,1) y tan(t) € (—1,1). Elcaso p =1 es
trivial y en el citado teorema se probé el resultado para p € (1,2).

La funcién b(t; p) es un polinomio de grado cuarto en la variable p, usando ¢
como parametro, con sélo dos raices reales en p = 0y p = 1. En dicho intervalo
alcanzara el minimo, que pretendemos que no sea inferior a —1, para probar el lema.

La comprobacién de que | b(t;p) |< 1, se puede efectuar acotando el polinomio
de cuarto grado con uno de segundo que lo mayore en el intervalo (0,1).

Asi,

| (t; p) |= P(lT"p) tan®() (1 n (2 —P)(3 - p) tan2(t)) <

p(1-p) (2- p)(3 p)
<27
<= (1+ o)
debido a que tan(t) € (—-1,1). Ademas, el segundo factor en:

b(t;p) 1< 2222 (2 —5p 1 18)

24

es un polinomio de segundo grado decreciente en el intervalo [0, 1], por lo que el
valor que alcanza en p = 0 mayora al resto:

18p(1 — p) 18p(1-p) _ 9

b(t: L e L —_——— = —
(8P |s —5— < max ——5; r <!
18p(1 — p)

Salvada esta dificultad, el resto de la demostracién del Teorema 2.4, valida la
de este lema.

sin mas que calcular en p = 1/2 el valor maximo de la pardbola

q.e.d.
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Teorema 4.5 ,
La funcién 7l,(-) que aproxima al conjunto de datos Q en el sentido de minimos
cuadrados se obtiene para:

p=2(1+4b)

V2
donde a y b vienen dados por el Lema 4.2.
Demostracion

El Lema 4.3 extiende la expresién cuadrética aproximada del desarrollo del
p-sesgo a valores de p € (0,2), en un entorno de 7 /4:

T

21/p

V2

Notemos que ahora la variable de la funcién H(a,b;t) verifica

(/4 +17) = == (14 (g —1) %) + o(t'?), V" € [-7/4, /4]

t= mod(p,7)— /2 € [-7/2,7/2)

por lo que es necesario establecer la transformacién continua t* = t/2, antes de
identificar coeficientes entre H(a, b;t) = a(1 + bt?) y rp(w/4 + t*) = rp(7w /4 + 1/2).
Puesto que

1/p

(/e 1f2) = . (14 (5 = 1) (¢2F) + o#), Ve € [=m/27/2)

bastaria con multiplicar la igualdad por el pardmetro 7 y despreciar el error de
orden superior a 2 para llegar a:

de donde, al despejar se tiene el teorema.
q.e.d.

Este resultado establece un procedimiento de estimacién mediante una funcién
l, inflada con el factor 7 aplicado a trayectorias cuyo dngulo de desvio minimo es
superior a a 7/2. El valor de p puede estar en (0,2]. Asi, los puntos F y F’ de la
red cuyo vector FE” tiene de argumento ¢ tendran aproximada su distancia sobre
la red en el sentido de minimos cuadrados:

do(F,F)A | FF* |, ~ r,,(% ( mod(p, ) — 7/2) +7/4) =

=|| FF’ |l 7 rp( mod(y/2,7/2))
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donde p y 7 se obtienen segin el Teorema 4.5.

Teorema 4.6
Sea B un politopo simétrico de vértices:

{ £(1,0), =(cos ¢, sen ¢) }.

La funcién 7rg(-) que aproxima al conjunto de datos Q en el sentido de minimos
cuadrados se obtiene para:

¢ =7mvV—-2b

T=a cos(§)

donde a y b vienen dados por el Lema 4.2.

Demostracién
En la secciéon 2.2 vimos que la expresién del ¢-sesgo para angulos w € [0,4)]
viene dada:
_cos(w — ¢/2)
rp(w) = cos(4/2)

La trayectoria ¢ € [0,27) puede llevarse al intervalo [0, 7) mediante mod (¢, 7) €
[0,7) y, a su vez, expresarse:

mod (¢, m) =7/2+1t, cont € [-7/2,7/2)
De forma analoga, el dngulo w € [0, #] es suceptible de ser expresado
w=¢/2+1t* cont*€[-¢/2,4/2).
Mediante la transformacién

_ %

T

t*
convertimos continuamente un intervalo en otro. Por lo que:

COS(t*) COS(%)

cos(8/2) ~ cox(9/2)
Desarrollando en serie de Taylor en el entorno de ¢+ = 0 la funcién coseno:

1 #?
cos(¢/2) (1 272

re(¢/2+1") =

re(¢/2+17) = £ + o(t?))
Multiplicando la igualdad por el parametro 7 e identificando coeficientes con el
polinomio de segundo grado obtenido en el Lema 4.2:

_—¢
b= 272

T

“ = cos(4/2)
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Basta despejar para tener el teorema.
q.e.d.

Este resultado es 1til para estimaciones en trayectorias en la red cuyo angulo
de minimo desvio sea superior a 7/2 mediante una norma bloque B inflada con el
factor 7. Asi, dados dos puntos F y F? de la red cuyo vector FF? tiene de argumento
@, se tiene que:

do(B,P)A | FE [l 7 rp(2E2T))

OS( ¢ moi(()o’ 7r) _ ¢/2)
cos(¢/2)

donde ¢ y T se obtienen segun el Teorema 4.6.

C

=| FF’||; =

4.4. MEZCLA DE LOS ESTIMADORES PARCIALES.

La particién de la nube de puntos N' = A, UN, generada por la muestra selec-
cionada de pares origen-destino en la red de transporte origina un estimador para
cada parte, que habran de combinarse mediante ponderaciéon de las frecuencias
dadas por los cardinales de cada subconjunto.

Asi, dispondremos de tres estimadores que analiticamente se definen usando los
coeficientes a, y b, deducidos de aplicar el Lema 4.2 sobre la nube de puntos

P ={(ts): t= mod(p,7/2) ~7/4, (p,3) € Ny}
vy los coeficientes a, y b, obtenidos de forma anéloga con el conjunto
Q= {(t,s): t = mod(p,7)—m/2, (p,s) € N}

Un trayecto sobre la red representado por el vector x, cuya argumento sea ¢ € [0, 27)
sera aproximado en el sentido de minimos cuadrados por:

Estimador polinémico de segundo grado.

Si denotamos H(ay, by;t) = ap(1 + b,t2) y Hy(ag, by;t) = ag(1 + b,t?) entonces

T,
ds()A % Il (77 Hplap by mod(p,7/2) = m/4)+
P q
+ % H,(a,, by; mod(p,) -—7r/2))
Ip+Iq a\"gs Vg )

Estimador mediante una combinacién convexa de dos funciones 7l,.

Si denotamos
p=2(1+b,) g =2(1+4b,)

V2 V2

> = 41y T =g
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entonces

de(x)A || x |l ( 715 mod(p, 7/2))+

IP
I, +1,
PR ( mod(p/2, 7/2)))

I,+1, ¢ ’

Estimador mediante una combinacién convexa de dos normas bloque.
Si denotamos

—b /
¢p=7r —-é-ﬂ ¢q=7r —2bq

- %y
T, = a, cos(%) Ta = Y% cos(—é—)

entonces
Ip cos(%ﬁp mod(cp, 7r/2) - ¢P/2)
da(x)A || x || (Ip +1, Tp cos(@p/2)
1, cos(% mod(p, 7) — ¢,/2)
B ATS A cos(¢,/2) )

4.5. EJEMPLOS COMPARATIVOS.
(1) Una tipica red de transporte.

Supongamos una red como la de la Fig[4.1] donde las coordenadas de los nodos
y su distancia de viaje en la red se recojen en la tabla a continuacién de la figura.

1 2
Fig.[4.1]: Una red tipica de transporte.



Modelacion de distancias sobre una red plana : 101

Nodos Coord.
(0 35 3 75 3 4.5 45 1.5 6.5\

1 (2,0)

-~ 0 65 4 55 7 4 7T 15
2 (5,0)

- — 0 105 4 25 55 85 5
3 (0,1)

- — - 0 9511 8 6 115
4 (8,1)

- — - - 0 15 15 45 35
5 (2,2.25)

- — — - - 0 3 6 25
6 (1,3)

- — - - - - 0 3 35
7 (3,3)

- - - - - - - 0 6
8 (5,4)

- - - - - - = = 0

9 (1,5)

La eleccién del sistema de referencias se ha realizado de forma que la mayoria de
trayectorias sean cartesianas (ver Brimberg, Love y Walker [1995]), favoreciendo el
encuentro de un estimador fiable entre los 71,(-). La orientacién final de dedujo tras
establecer una rejilla de bisqueda de paso %; (un grado sexagesimal), y obtener
que, para el sistema de referencias actual, se lograba un error minimo de 5.40341 al
comparar los sesgos en la red con el sesgo de ;.

Mediante el procedimiento de biisqueda exahustiva que se recoge en el articulo de
Brimberg y Love [1991], recorriendo el intervalo p € [0.5,3] con un paso Ap = 0.05,
se obtiene el valor minimo de la funcién: .

n-1 n
CAD(r,p)=>_ > |7 || vi¥; |l, —dg(vi,Vv;) |; donde v; denota los nodos.

i=1 j=i+1
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Dicho valor resulté ser min AD(r = 1.25792,p = 1.45) = 15.2789, como asi se
recoge en la grafica Fig [4.2], que enfrenta los valores minimos de AD(,p) (eje OY)
y los valores de p.

28¢
261
24t

22t

18\

0.5 <S5 2 2.5 3

Fig.[4.2]: AD(7,p) minima frente a p.

Al testar los errores que provoca la estimacién de los sesgos de los viajes en la
red de inclinacién w mediante la funcién aproximadora 7r,(w), se tiene que:

2 S| rry(w) - 200V |y oamis

i=1 j=i+1 ” Viv; ”2

Lo cual indica una media de error de 0.11242.

Apliquemos la metodologia anterior a la muestra y separemos, con arreglo a la
deformacion de la trayectoria sugerida por el sesgo, en dos partes la nube de puntos
(dngulo, sesgo) = (w, R).

En el subconjunto que denominamos, como antes, P cuya cardinalidad es 22, la
nube de puntos se ajusta parabdlicamente por la funcién

H,y(t) = 1.30229(1 — 0.0928454 t%), t € [—7/4,7/4]
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como se aprecia en Fig.[4.3].

[ ]
d ®
[ ]

®
[
N .
wn
@
/

Z0.75 -0.5 -0.25 0.25 0.5 0.75
Fig.[4.3]: Ajuste de los puntos tipo P.

Deduciendo los coeficientes correspondientes para la estimacion mediante una
norma 7pl, y también mediante una norma bloque ¢(p)-deformada, ponderada con
Té(p), S€ llega a:

{ p=1.81431 { #(p) = 0.67688 (38.7827 grados sexag.)

7, = 1.25691 To(p) = 1.22842

Los correspondientes estimadores, actuando restringidamente en la parte P, origi-
nan un error total, en el caso de norma 7,7,

3| mrp(wi +7/4) — R |=1.47505
(wl"Ri)E‘P

que en media, repartiendo entre | P |= 22, supone 0.06704, sensiblemente mejor
que la anteriormente obtenida.
En el caso de la norma bloque 74 r4, donde ¢ = ¢(p), se consigue:

> | Ters(

(Wi ch)EP

2 ¢w,~
T

)— R |=1.75294

cuya media es 0.079679, también mejor que la primera.
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Una situacién andloga se tiene para el conjunto de puntos Q, cuyo cardinal es
14, complementando la anterior. El ajuste de los puntos, se muestra en Fig.[4.4], y
se consigue para

H,(t) = 1.53076(1 — 0.01616 t*), t € [~7 /2,7 /2]

1.75¢
1.7¢
1.65
) 1.6
1.55¢}
°
™
-e /__\ d
-1/5/—1 -0.5 0.5 1 Q\KS
o o 1.45 L
) ° ®

Fig.[4.4]: Ajuste de los puntos tipo Q.

Los coeficientes correspondientes para la estimacién mediante un funcién 7.l y
mediante una norma bloque de sesgo 74,) #(¢), dan para esta ocasién:

{ g = 1.87072 { #(q) = 0.56478 (32.36 grados sexag.)

7, = 1.49453 To(q) = 1.47013

Sobre el subconjunto Q, los correspondientes estimadores originan un error total
de:

Y | Terg(wi/2 + 7/4) — Ri |= 0.844882
(wi Ri)EQ

que, repartiendo entre | @ |= 14, supone una media de 0.060348.
Para la norma bloque 74 ry, donde ¢ = ¢(q), se tiene:

> WB(%) — R; |=0.919363
(wi,Ri)EQ i

cuya media es 0.065667.

La bondad del ajuste realizado se pierde, en gran medida, al combinar esti-
madores parciales ponderados segin la frecuencia de trayectos tipo P (veintidés) y
tipo @ (catorce) observada en la muestra. Ahora, el rango de cada w; se supone
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en [0,27) ya que desconocemos su pertenencia. Asi, al combinar las normas 7,1, €l
valor final de la suma de errores en los sesgos es:

36 /22 14

> (36 77p( mod (w;, 7/2)) + Tq'l’q( mod (w;/2,1r/2))) — R; |=4.13848
=1

Lo cual indica una media de error de 0.11495, similar a la mejor encontrada por el
procedimiento exhaustivo.

Andlogamente, cuando se combinan las normas bloque anteriores, la acumu-
lacién de errores:

(2 a2 /) 1 o)l )

) - Ril=

i=1

= 4.08999

esta de acuerdo con la mejor posible, ya que su media es 0.113610.

(2) Una red que salva una barrera para el transporte.

Sea una red como la de la Fig[4.4] donde las coordenadas de los nodos y su
distancia de viaje en la red vienen dadas por la siguiente tabla:

1 2
Fig.[4.4]): Una red que salva una barrera.
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Nodos Coord.
[0 35 3 75 65 55 8 115 11\

1 (2,0)

- 0 65 4 10 9 115 8 125
2 (5,0)

- — 0 105 35 25 5 13 8
3 (0,1)

- - - 0 13 13 115 4 9
4 (8,1)

- - = = 0 15 15 95 45
5 (2,2.25)

- - - - =0 3 11 6
6 (1,3)

- - - - - =0 8 3
7 (3,3)

- - = - - - = 0 5
8 (7.5,3.5)

P — 0
9 (4.5,4.5)

El sistema de referencias elegido consigue un error minimo de 17.2012 al com-
parar los sesgos en la red con el sesgo de [;.

Mediante el procedimiento de rejilla de bisqueda (Brimberg y Love [1991]),
recorriendo el intervalo p € [0.5, 3] con un paso Ap = 0.05, se obtiene que el valor
minimo de la funcién anterior, resultando min AD(r = 1.6736,p = 1.7) = 50.7581.
La gréfica que enfrenta los valores minimos de en el eje de AD(7,p) (eje OY) y los
valores de p tiene un comportamiento estacionario alrededor del minimo (ver Fig.
[4.5]).

58}
56}
at
/
0.5 1.5 ' 2.5 3

Fig.[4.5): AD(7,p) minima frente a p.
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Los errores al estimar los sesgos mediante la funcién aproximadora 7r,(w), tota-
lizan:

Z Z | 7rp(w) — ds(vi,v;) |= 13.1504

i=1 j=i+1 ” Viv; ”2

Establecemos la particién antes comentada, y se llega a un subconjunto P de 14
puntos y a otro Q@ de cardinal 22. Las funciones polindmicas de ajuste resultaron:

H,(t) = 1.36299(1 — 0.185413 t?), t € [-n /4,7 /4];

H,(t) = 2.30711(1 — 0.133364 ¢*), t € [-7/2,7/2]

Los coeficientes correspondientes para la estimaciéon mediante el sesgo 7,7, ¥y
mediante 7¢(p)rp(4(p)), fueron en cada caso:

p = 1.62917 é(p) = 0.95654 (54.806 grados sexag.)
Muestra P ;

7, = 1.2596 To(p) = 1.21005

p = 0.933085 #(p) = 1.62249 (92.9624 grados sexag.)
Muestra Q :

7, = 1.55227

Los errores parciales fueron:

7'¢(p) =1 .58866

S | 7prp(wi + 7/4) — R; |=0.707134

(Wi'Ri)G‘P
> qurs(z‘bw') R; |= 1.56913
(wi,Ri)EP
| ryrg(wi/2 + 7/4) — R; |= 6.54733
(wi,Ri)EQ
> mrg(is—w-i) ~ R; |=11.4851
(WHR1)EQ n

El ajuste final combinado:

51 (2 o mod (w1, 7/2) + ot 7 (mod (wi/2,7/2)) = R |= 12:1989

=1

¢(Q) mod (w;,w))) - R |

T

E | (§2 2¢(p) mod (w,,7r/2)) -

5 To(p)TB(

= 12.2293

parece que incluso mejora el estimador anterior, cuya suma fue 13.1504.
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4.6. MEZCLA DE ESTIMADORES BASADA EN DISTANCIA ESPE-
RADA.

El disefio de muestreo aleatorio estratificado anterior da como resultado dos
estimadores e, = e,(¢) y €, = e,(¢) del sesgo n = n(p) generado en la red. Cada
uno de los estimadores ¢, y e, aproxima en el sentido de minimos cuadrados a su
respectiva nube de puntos, obtenida de la particién que se establece al considerar
el sesgo 71 = ri(yp) como separador. La poblacién muestral normalizada de cada
parte se denota a, = ZAf} y a, = 3} respectivamente (a, + a; = 1).

En la seccion anterior se procedié a combinar linealmente los estimadores par-
ciales para encontrar un estimador del total poblacional:

"7(‘»0) ~ apep(‘ff'} + d;%((p)-

Esta forma de mezclar es la que se aplica ¢ =tu deducir un estimador poblacional
insesgado a partir de estimadores muestrales también insesgados. Los errores de
estimacion se suman, por lo que la estimacién se desvirtua en parte.

Fijemos una direccion ¢. El rango de los sesgos en la red se considerard frag-
mentado en:

[1,00) = [1,€,) U [ep, €5) U [€g, 00).

El estimador a,e,+a,e, podria ser el resultado de calcular la media en la funcién
de probabilidad a,f,(n) + a,fs(n), donde f,(n) es, a su vez, una funcién de probabi-
lidad de media e, y f,(n) es otra funcién de probabilidad de media e,. Por ejemplo,
una funcién triangular en el primer estrato (cuya media sea e,):

4

0 sin<l1
h, .
— <
ep—l(n 1) sil<n<e
Foln) = S ,
h, + -k (n_ep) Siep$77<(2ep'—1)
e, —1
{ 0 sin > (2e, —1)

(donde h, se determina exigiendo que la funcién f,(n) sea efectivamente de densi-
dad) y una funcién exponencial negativa en el segundo (cuya media sea e;)

0 sin<mr

fq(’?) = 1 Exp[-(n - 7’1)]
1

sin>e
eg—1 € — 7=

Basandonos en los estimadores parciales anteriormente hallados, se establece
sobre el rango de los sesgos en la red € [1,00) una funcién de densidad de prob-
abilidad f(n) definida a trozos en los intervalos [1,e,) U [ep, €5) U [e4,00) ¥ que sea
del mismo tipo que f,(7) en el primer intervalo y similar a f,(n) en el dltimo.
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El primer intervalo [1,e,) recoge el caso puntual = 1. La probabilidad de
que exista un viaje real 9() = 1 en la red, medido euclideamente, es tan pequeiia
que podriamos considerarla nula. Suponiendo que la distribucién es lineal para
n € [1, ex()), asignaremos a f(n) el valor que toma la recta que pasa por los puntos
(1,0) y (ep, hy), donde h, se determinaré (de nuevo) exigiendo que la funcién f(n)
sea efectivamente de densidad.

El segundo intervalo [e,,€,) concentra la mayoria de los sesgos observados en
la red. Consideraremos que la funcién de densidad f(n) sigue la distribucién li-
neal correspondiente a la recta que une los puntos (e,, h,) v (€4, hy), donde h, se
determinard més adelante para que la funcién f(n) sea de densidad.

Finalmente, los sesgos n € [eg,00) serdn menos frecuentes a medida que nos
desplacemos hacia el infinito. Supondremos que la distribucién de dichos sesgos es
exponencial negativa.

Asi, la funcién de densidad f(n) para € [e,, 00) se considerara:

( hp

ep— 1

(n-1) sil<n<e

flm = hp+hq—hp (n—e) sie<n<e

€ — €p

hq Exple, — ] sin 2e

Se puede comprobar facilmente que las 4reas encerradas entre la funcién f(n) y
el eje OX son:

_ [ hy _(ep—l)
A‘_/l 6p_l(n—l)dn— 5 h»

A2=/eq (hp+h9—hp (n_ep)) d?]=(eq—ep) hp+(eq—ep) hq

v € — €p 2 2
Az = / h, Exple, — 1] dn = h,
€q

Condiciones de normalizacién y sensibilidad

Sabiendo que la media de la funcién de densidad g(z) = AExp[—Az], con z €
[0,00) ¥y A > 0, es 1/, y la proporcién sobre el total del drea encerrada entre g(z) y
el eje de abscisas a partir de su media, z € [1/], 00), es Exp[—1], impondremos que
la suma de 4reas correspondiente a cada parte sea la unidad y que A3z = h, coincida

k

con ———
Expl1]
se escapan del intervalo [1,¢,). Es decir

A1+A2+A3=ap+aq=1
k
As

a,, donde el pardmetro k € (0, 1] representa el porcentaje de sesgos que

~ Expl1]
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Sustituyendo por su valor cada area:

(o5t S5) byt (25%2) by =1

k
ha = Exp(1]

aq

La solucién del sistema proporcionara los valores de h, = h,(¢) y hy = hq(p) nece-
sarios para que f(n(y)) sea una funcién de densidad probabilistica. La expresion
estd parametrizada dependiendo de k € (0, 1]:

k
hy = ——
© T Expll]

_2—(2+6q"ep)hq
eg—1

h

P

En la Fig.[4.6] se ha representado grificamente una tipica funcién de densidad
para los sesgos, siguiendo el esquema anterior con los valores:

e, = 1.15; e, = 1.55; a, = 14/36; k=1

resultando:
h, = 0.143064; h, = 3.01208

1 2 3 3 5
Fig.[4.6]: Una funcién de densidad para los sesgos.

Si con los mismos datos, se invierte la proporcién de viajes tipos Py Q
e, = 1.15; ¢, = 1.55; a, =22/36; k=1,

resulta:
h, = 0.224815; h, = 2.65535
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lo que graficamente representa la Fig.[4.7].

1 2 3 1 5
Fig.[4.7]: Una nueva distribucién de los sesgos.

Sesgo esperado

El sesgo esperado E[n]:

Eln] = /loo nf(n) dn

se puede interpretar como la distancia esperada (ver concepto en Larson y Odoni
[1981] y aplicaciones en Muiioz y Puerto [1996]) del origen del plano polar al in-
tervalo [1,00) en la direccién ¢, donde el valor n(¢) € [1,00) es ponderado por la
medida de probabilidad f(n(y)).

La descomposicién de la esperanza, intervalo a intervalo, da lugar a:

s h hy(2¢2 — e, — 1)
El(n)=/1 2 (=) dp = P

p

2 _ 2 2 _ 2
hy—h e; — €, 2eq €p€q — €

eq_e:(n—ep))ndn=( 5~ s 2) hy+

B =[" (h+

+(2eg — egeq — ez) h,

B(n)= [ hqn Exple, = n] dn = hy(1+e)
€q
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Reuniendo las sumas parciales y expresando explicitamente el resultado respecto
a los estimadores parciales:

E(n) = Ey(n) + Ex(n) + Es(n) =

( 6h, — h, —h, ﬁ \
6 12 2
~h —h h, —h 1
=(1 ep eq)' 1—2” 6q p12q : zp
q
Zz_q hy — hy hyp+ 2h,
2 12 6

resulta que, con las suposiciones sobre la distribucién de los sesgos, el sesgo pobla-
cional se estima combinando cuadraticamente los estimadores de cada muestra.

A modo de ejemplo, se ha considerado la primera red y los estimadores derivados

del ¢-sesgo:
2 d Wi, T 2
ex(#) = TorrB( it mow( 2),
d (w;,n
) = oL o (7)

Se ha aplicado la combinacién cuadréatica E(n(y)) de estimadores sobre la red
para distintos valores del pardmetro k, resultando:

valores de k | errores totales AD
1 4.7096
0.65 4.1637
0.5 4.1075
0.45 4.08877
0.35 4.23853
Nétese que el valor obtenido en el caso k = 0.45 mejora el resultado de la

combinacién convexa de estimadores muestrales, que fue 4.08999.



Capitulo 5

Trazado de una red plana

sesgada en la norma [,, p € [1,2)

5.1. INTRODUCCION.

Un problema de conexién entre puntos del plano como el del arbol minimal de
Steiner (ver Hwang [1991] y, en otro 4mbito, Okabe, Boots y Sugihara [1992]):

“Dado un cierto nimero de puntos fijos V en el plano euclideo, se desea mi-
nimizar la longitud de los segmentos rectilineos que conectarian dichos puntos. Para
ello, se atiaden nuevos puntos si con esto se puede reducir la longitud. El problema es
encontrar el nimero de puntos adicionales (puntos de Steiner) y sus localizaciones
que minimicen la longitud de los segmentos que conectan tanto los puntos dados
como los adicionales. La solucidn serd evidentemente un drbol denominado drbol
minimal de Steiner en el plano”
da lugar a configuraciones de redes que, posteriormente, son usadas en el contexto de
problemas de localizacién y de transporte. La sensibilidad de las soluciones 6ptimas
en los problemas de localizacién en relacién al aspecto de las configuraciones ha sido
planteada en Peeters y Thomas [1993].

En el libro de Mosler [1987] se consideran redes planas construidas con poligonos
regulares (cubriendo el plano con tridngulos, hexdgonos cuadrados y cuadrados con
diagonales), y la efectividad de dichas redes se mide comparando el valor de un
indicador numérico caracteristico (average detour factor) en cada red respecto al
tedrico grafo completo, que permitiria desplazamientos euclideos en el plano.

La solucién del problema del drbol minimal de Steiner pretende un disefio que
minimice el coste total de construccién de la red, pero no da un procedimiento
de calculo para distancias sobre la red entre los pares de nodos originales. Por el
contrario, en este capitulo consideraremos disefios que respeten patrones de me-
dida prefijados (regularidad) para las distancias internodales sin tener en cuenta
optimalidad en la longitud total.

113
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Consideremos el siguiente problema:

“Dada una norma l, con p € [1,2] y un conjunto V de n puntos prefijados, cons-
truir una red regular que los conecte mediante segmentos rectilineos de tal manera
que las distancias entre los nodos de V a lo largo de la red puedan estimarse con el
uso de la funcidn l,. Por cada par de nodos se podrd incluir un punto adicional (de
Steiner) como mdzimo, para asegurar una correcta estimacion”.

Para p = 2 la red completa con aristas rectilineas conectando pares de nodos
seria la solucién (sin la inclusién de ningin punto adicional), mientras que para
P = 1 una malla rectangular lograria conectar los puntos respetando la medicién
de distancias en la red con l;; aqui, seria necesario afiadir un punto adicional por
cada trayecto que no coincida con la direccién de los ejes del sistema de referencias
elegido. En la Fig.[5.1] se han representado las soluciones para p =2y p = 1 sobre
un mismo conjunto de puntos de demanda. Los nodos etiquetados son los originales,
mientras que los menos gruesos son los puntos de Steiner.

vd lv4
v2 v
¢
vé v6
\ 4
v5 5
vl v3 * vl * v3
Fig.[5.1]: a) El grafo completo. b) La malla rectangular.

Mientras que para p = 2 el rango de direcciones de las trayectorias es un seg-
mento continuo [0,27), en el caso de p = 1, las aristas resultantes tienen direcciones
en el conjunto finito {0,7/2, 7,37 /2}. Exigiremos para el caso p € (1,2) que los
enlaces de la red, cuyas longitudes pueden ser estimadas mediante I,, tengan di-
recciones tomadas de un conjunto de direcciones discreto, con lo que podremos
catalogar, en cierto sentido, a la solucién obtenida como una red regular.

5.2. ASIGNACION DE REFRACCIONES A LAS FUNCIONES I,.

En la seccién 4.2 vimos una caracteristica geométrica para cada sesgo r > 1,
surgido de comparar distancias en red y distancias euclideas. Cada valor de r > 1
generaba un angulo de desvio de trayectoria ¢ tal que

2
¢ = arc cos (ﬁ_l)

Veamos ahora una justificacion en términos econémicos, que son los que intervienen
en el disefio, para un desvio de trayectoria. Iremos desde el planteamiento mads
general al particular.
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Definicién 5.1

Entenderemos por drea de transporte a un subconjunto del plano Q € R? abierto,
conexo y acotado, preferentemente con el origen de coordenadas en su interior. En
dicha area de transporte situamos dos puntos A(ay,a;) y B(b,b2) que suponemos
distintos en el sentido de no coincidencia de abscisas: a; # b;.

Sea I'( A, B) el conjunto de arcos de Jordan rectificables que pueden parametrizarse
mediante:
a:tef0,1] — at) = (z(t),y(t)) € R?

siendo
{ a(0) = (a1,a2) = A
0{(1) = (bl’bZ) =B
Ademas se pedird que la funcién a(t) = (z(t),y(t)) sea continua V¢t € [0,1], con
derivadas continuas a trozos:

a(t) = (2(1),9(2)), Vt€(0,1)

verificando

e(t)? +9(t)* #0, Vte(0,1)

Definicién 5.2
Se define el coste puntual de transferencia como una funcién no negativa c :
2 x R? = R*, homogénea de grado cero respecto a su segundo argumento, es decir

e(x,kv) = k° e(x,v) = ¢(x,v),Vk > 0

Notacién
Sea I'q el conjunto de curvas continuas rectificables sin puntos multiples cuyo

trazado esta contenido en 2 y sea I'q(A4, B) el conjunto de curvas de I'q con origen
en A y final en B.

Definicién 5.3
Se denomina coste total de transferencia al valor del funcional

1
fla) = /0 o(a,&) || & || d, Vo € Ta(4,B) donde

& = &(t) = (6(t), 5(t)s || & llo= V&()® + §(2)%,

que representa el coste total del transporte desde el punto A hasta el punto B
usando el camino a contenido en el area de transporte §2.

Definicién 5.4
Cualquier curva a* € I'g(4, B) que minimice el problema variacional

in /01 (o, &) || & |2 dt (1)

m
a€la(A,B)
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se denominara linea de transporte que conecta A con B sobre el drea de transporte

Q.
Tratamiento paramétrico del problema

Si se parametriza el integrando de (1) mediante:

F(x’yai’ y) = C(.’D,y,.’i:,:())v z? 4+ gZ

se garantiza (dado que el integrando no contiene explicitamente al pardmetro t) la
independencia de la parametrizacién efectuada. Ademads, como la funcién coste era
homogénea de grado cero, el integrando

F(z,y,kz, ky) = c(z,y, ki, ky)\/(k2)? + (ky)? = ke(z,y, 2, y)/22 + 92 =
=kF(z,y,%,9)

sera homogéneo de grado uno.
En estas condiciones, la solucién del problema variacional (ver Krasnov, Makaren-

ko y Kiseliov [1992)]):

in  f(@)i= [ Flz,u,é,0)dt

min
OIGFn(A'B)
es una curva a* € I'g(A, B) que verifica el sistema de ecuaciones de Euler:

{ F, — é(F;[) =0
F,—4(F;)=0

Dichas ecuaciones no son independientes y pueden expresarse mediante una séla
ecuacion donde la caracterizacién de o* se hace a través de su radio de curvatura
en la forma de Weilerstrass.

Tratamiento cartesiano del problema

Si la funcién coste ¢(z, y, &, y) viene dada cartesianamente ¢ = ¢(z, y,y’) entonces
el problema variacional correspondiente se expresara:

y(;?)h; . f(y(z)) = /jl F(z,y,y')dz (2)
y(b1) = b,

donde el integrando es F = F(z,y,y') = c(z,y, ¥ )1+ ¢y'? .
Existe una serie de resultados (ver Krasnov, Makarenko y Kiseliov [1992]) rela-

tivos a las soluciones del problema (2):

Teorema 5.1
La condicién necesaria para que el problema variacional (2), definido sobre el
conjunto de funciones y = y(z) con derivada continua Yz € (a;,b;) a trozos que
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satisfacen las condiciones de frontera y(a;) = a2 y y(b1) = bs, alcance su valor
extremo en y*(z) es que verifique la ecuacién de Euler:

d
Fy—a‘;(Fy’)=0

Las curvas integrales de la ecuaciéon de Euler se denominan eztremales o curvas de
Lagrange. Y, desarrollando lo anterior, llegamos a:

y”(a’)Fy’y’ + y'(z)Fyy’ + Foy —Fy=0 (3)

que es una ecuacién diferencial de segundo orden siempre que: Fy» # 0. En
general, la solucién de (3) contendra dos constantes arbitrarias cuyos valores se
podrian determinar usando las condiciones frontera.

Teorema 5.2
Siempre que F tenga derivadas parciales continuas hasta segundo orden inclu-
sive, la curva extremal y*(z) tendra segunda derivada continua en todos los puntos
que Fy.s # 0, y puede tener puntos angulares sélo en aquellos en los que Fy,y = 0.
Los puntos angulares z, € (a;,b) satisfacen en ese caso las condiciones de
Weierstrass-Erdmann:

{ Fy(zo™) — Fy(zo*) =0
(F —y'Fyp)(zo™) = (F = y'Fy)(zo*) = 0

Estas ecuaciones junto a las condiciones de continuidad, y(z¢™) = y(zoe*), de la
curva extremal permiten determinar las coordenadas del punto angular.

En cada segmento [a;, o] y [2e, 1] la extremal debe satisfacer la ecuacién de
Euler. La resolucién de cada ecuacién diferencial en su respectivo intervalo da
lugar a dos constantes y la identidad de las cuatro constantes se despeja mediante
las condiciones frontera y las condiciones de Weierstrass-Erdmann.

Hay que afiadir que cuando el integrando F(z,y,y’) sea discontinuo a lo largo
de una curva y = ®(r) y tenga un valor diferente:

F = Fi(z,y,y") si estamos a un lado de la curva y = ®(z)
F = Fy(z,y,y') si estamos al otro lado

entonces la curva extremal, caso de existir, se compone de dos trozos:

y = y1(z) si estamos a un lado de la curva y = ®(z)
y = yo() si estamos al otro lado

que se encontraran en un cierto punto (o, ®(z,)) verificandose la condicion:

(B + (¥ — ¢ )Ry )(207) = (F2 + (8" — ¢ ) Fay )(2o™) 4)
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Coste independiente de la posicién.
Si el coste es independiente de la posicién, es decir ¢(z,y,y’) = ¢(y'), entonces:
F=F(z,y,y") = c(y)V1+y? = F(y)
y la ecuacién de Euler tiene la forma:
Foyy" =0 = ¢"=0 — y=kiz+ ks

Por lo tanto las funciones extremales son rectas. Imponiendo la verificacion de las
condiciones frontera, se deduce que la solucién al problema variacional es la recta
que conecta los puntos A y B:

by — a,

= T—a1})+a
Y=3 gl 1)+ a
Obsérvese que este caso incluye el ¢(z,y,y') = K(constante). Por lo tanto, siempre
que el coste de transferencia sea constante en 2 o un subdominio de §? las lineas de

transporte seran rectas.
Coste constante escalonado en dos niveles.

Supongamos que la funcién coste toma dos valores constantes, uno en cada
semiplano a izquierda y derecha de la recta y = ®(z).

o(z,y,y) = | Fv W@v) tal quey < &(c) (sona 1)
ke, ¥(z,y) tal que y > ®(z) (zona 2)

Si descomponemos la integral en:

b T b
/ 1 oz, y, ¥y )1+ y’de = / ' ki1 + ydz +/ " ka1 + vz
ay Zo

ai

entonces el problema variacional seré el de minimizar cada parte, ya que la descom-
posicion es la de una cantidad positiva en suma de otras dos.

La solucién de cada parte serd una recta, tal como vimos en el caso anterior, o
mejor dicho serdan dos semirrectas que, por la necesaria continuidad de la solucién
extremal, habran de reunirse en un punto (zo, yo).

Las rectas a conectar seran:

— —b
= az(m"al)‘i'az;yy:yo 2(5'3—151)'*'1’2

Y b
To — ay To— 0y

Ambas se encuentran en un punto angular que verificara las ecuaciones de Weierstrass-

Erdmann:
( OF, kyy, " k
Fl—ylla_1=kl\/1+y1'2— = z . 2
h \/1+y1' \/1+yl'

Fy— gy 0P ks

_y —
\ ’ ay2 V1+y2,2
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Imponiendo la condicién (4):
k(14 ®'y') _ k(14 2@'y,)
V1i+tu” V1+y,?

Sean tan(7), tan(a) y tan(B) las pendientes de las rectas y = ®(z), y = h(x) e
y = yz(a) respectivamente. En ese caso la ecuacién anterior es:

k1(1 + tan(y) tan(a)) _ ko(1 + tan(y) tan(3))
\/1 + tan(a)? \/1 + tan(f)’

lo cual da lugar a:
ky cos(y — a) = ky cos(y — ) (5)
Si se consideran los angulos entre los rayos incidentes y la recta de separacién

y = ®(z) tenemos:
k1 cos(11) = k2 cos(72) (6)

donde v = v — a y 72 = v — B. La relacién (6) es conocida como ley de refraccion
de la luz cuando adopta la forma:

cos(y2) _ ki _ v

cos(v1)  ky v

Sesgo inducido por la refraccién. Medicién de distancias interzonales.

Observemos la Fig.[5.2]. Hemos representado el plano cartesiano separado en dos
semiplanos, mediante la recta y = ®(z), donde el coste de transferencia es diferente
en cada semiplano (k; y k,, respectivamente). La recta que separa los semiplanos
tiene una inclinacién 4 respecto a la horizontal, mientras que la inclinacion del rayo
incidente es a y la del refractado se denota por 8. Sea D el angulo de desviacion
entre la trayectoria rectilinea de incidencia y la de refraccion.

Fig.[5.2]: Refraccién en la trayectoria.
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Para expresar D en funcién de las inclinaciones respecto a la horizontal: a, 8y
v, comenzaremos por analizar el signo:

+(-) si a<f<y, f<y<a,v<a<f
D =
—(1) si y<fB<a,a<y<PB, f<a<y

En resumen, si hacemos la siguiente asignacién: a« — 1, § — 2y v — 3, entonces
Sign(D) = Signo(permutacién del orden de menor a mayor)

Si lo que interesa es el coseno de D, entonces el signo del angulo D seria irrelevante

por la paridad de la funcién coseno. El veior ansoluto de D tiene dos posibilidades:

T —(B—a) sidseintcpore f<yvy<a, a<y<f
| D |=

B — a si 3 no se interpone
Por lo tanto,

D cos(ﬂg;al)= sen (i‘%ﬁl) si 3 se interpone f<y<a, a<y<p

)=

cos(
cos( gﬁ_Tal) si 3 no se interpone

Consideremos que D € [0,7) y eliminemos el papel del dngulo refractado en la
relacion (5), expresando # = a + D; de donde, ¥ — 8 = v — a — D y desarrollando:

ky cos(y — @) = kycos(y — a — D)
tenemos:
kicos(y — a) = ks (cos('y — a)cos(D) + sen (y — a) sen (D))

de donde:
(k1 —k; cos(D)) cos(y — a) = kp sen (v — @) sen (D) (7N

Esta igualdad tiene sentido, en principio, para D € [0, ), ya que un valor fuera de
ese intervalo implicaria que el rayo incidente no atravesara de una zona a otra. En
muchos casos, este intervalo se verd reducido.

Clasificaremos de acuerdo con los valores de (v — @) € [0, ), que representa el
angulo de incidencia sobre la recta de separacién.

(a) Un primer caso extremo (v — o) — 0 lograria que (7) adopte la expresién:
kl - k'2 COS(D) =0
que es la ley de conexién de lineas de Launhart (ver Mosler [1987]).

(b) El otro caso extremo (¥ — a) — 7/2 daria lugar a:

kysenD=0= D=0
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lo que implica que si se pretende atravesar perpendicularmente la barrera interzonal,
entonces la trayectoria extremal seria rectilinea, sean cuales sean k; y k,.

(c) Sea ¢ = 4 —a € (0,7/2) U (n/2,7) un caso no extremo de incidencia y
representemos por A = -k—l— la razén de costes de transporte. La ecuacién (7) que

2
caracteriza la optimalidad resulta:

(A —cos D) = tan(p) sen (D) = Acos(p) = cos(¢ — D) (8)

(c.1) Notar que si A = 1 entonces D = 0. Si los costes de transferencia son
iguales, no hay desviacidn en las trayectorias sea cual sea el angulo incidente ¢.

(c.2) El caso més general ¢ € (0,7/2) U (x/2,7) y A € (1,00). Obteniendo a
partir de (8) el valor de la razén de costes:

cos(D — )

’\(99’-0): cos @

y obligando a que dicha razén sea funcién exclusivamente del desvio D (y no dependa
del angulo incidente @) se llega, tras descartar el caso ya estudiado D = 0, que debe
ocurrir D = ¢, es decir que la recta separacién de zonas sea la mediatriz entre el
rayo incidente y el refractado. En ese caso:

1 1

A= —
cosD  2cos}(D/2)-1

Identifiquemos ¢ = D, que fue la notacién usual del 4ngulo desvio de trayectoria

del capitulo anterior. La relacién establecida en el Teorema 2.2 entre un angulo
D € [0,7/2] y un valor de p € [1,2] fue:

21/2

cos(D/2) = >

cuando se supone que la recta separadora de los semiplanos es vertical y la trayec-
toria incidente es horizontal. Si eliminamos el parametro D en las dos ultimas
igualdades tendremos que la razén de costes A entre dos zonas de costes de trans-
ferencia constantes y la funcién [, que actuaria como estimador de las distancias en
la red es:

A= — !
a1
Despejando tenemos:
2log(2)

P = Slog(2) —log(1 - 1/N)

Nétese que si A — oo entonces p — 1; es decir, si el coste de la zona que se pre-

tende atravesar es infinito (una barrera) entonces la trayectoria extremal se medira
(estimard) mediante l;, como era de esperar. Y si A — 1 (igualdad de costes de
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transferencias entre las zonas) entonces la poligonal extremal serd medible usando
p — 2, como es logico.

Tenemos asi demostrado el siguiente teorema, en virtud de la inyectividad en la
relacion entre A y p.

Teorema 5.3

Las trayectorias extremales entre dos semiplanos cuyos costes de transporte
tienen por cociente A € [1, 00, son poligonales de dos aristas y las distancias entre
puntos de dichas aristas son evaluables (estimables) mediante una funcién /,, donde:

_ 2log(2)
p= 2log(2) — log(1 —1/))

€ [1,2]

5.3. DETERMINACION DE UNA RED APROXIMADAMENTE (p, q)-
SESGADA.

En esta seccién, dado un conjunto de n puntos en el plano:
V = { V; = (Il!,',y,'): = 1,2,...,7’l }

y un valor prefijado de p € [1,2), determinamos una red G = (W, A, d) empotrada en
el plano donde V C W tal que la distancia sobre la red entre los nodos dg(v;,v;) ¢t =
1,2,...,n; i # j sea aproximadamente ds(v;,v;) donde ds(-) es un estimador de
dg(-) que utiliza, en su definicidn, funciones tipo 1,(+).

Para ello, supongamos que los puntos de V' estan ordenados lexicograficamente,
es decir:

Si 1< j entonces z; <z;; osi ; ==z; entonces y; < y;
De la seccién 2.3 se deduce que dado p € [1,2) existe g € (0, 1] tal que:
2% 42 =1

y que existe una deformacién ¢ asociada a I, y [, tal que:
V2
= 2 arccos(—x=
: (33

(o también ¢ = 2 arcsen (%))

Denotemos por ¢;; =| Arg(v;V;) | a la orientacién del vector v;Vv; con i < j.
Por similitud, emplearemos la variable ¢ para describir el angulo en las porciones
circulares: [0, ¢), [¢,7), [T, 9+7)y [¢+7,27), que se transformaran respectivamente
en los cuadrantes a [0,7/2), [7/2,7), [7,37/2) y [37/2,27), con los cambios de
variable dados en la seccién 2.3, donde la funcién z4(¢) reunia los cambios de
variable necesarios para que se puedan aproximar los valores del p-sesgo y los del
¢-sesgo, representado por rg, donde B es el politopo unidad de la norma bloque
asociada.
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Al conectar los nodos v; y v; surgen las inclinaciones ¢;; respecto a la horizontal
correspondientes. Las aproximaciones al valor del sesgo rg(¢;;) se clasificaran segin
el valor de ;; como sigue:

1) Si ¢;; = 0, entonces cualquier /, mide la distancia exacta entre los puntos v;
y v;.

2) Si ¢;; € (0,¢), entonces I, actiia como aproximante si se calcula sobre el
vector de la distancia en la red N cuyo argumento es z4(i;).

3) Si ¢i; = ¢, entonces tanto I, como [, mide exactamente la distancia entre ellos
usando como argumento un vector del mismo médulo en la orientacién 24(¢;;)-

4) Si ¢;; € (¢, 7], entonces I, actiia como aproximante si se calcula sobre el
vector de la distancia en la red N cuyo argumento es z4(i;).

(En realidad este caso se reduce a considerar el intervalo ¢;; € (¢, 7/2), debido
a la ordenacién previa de los puntos).

El conjunto de puntos U a afiadir a V para obtener W son los siguientes:

u; = (25— y (¢),y1) para cada ¢;; € (0, ¢)

u;; = (z + (¢),yg) para cada ¢;; € (4,7/2)

El conjunto de aristas A se obtiene afiadiendo aristas rectilineas que unen cada
par de vértices (v;, v;) cada vez que el vector asociado forme un dngulo ¢;; € {0, ¢}.
Si, por el contrario, ¢;; € (0,¢) U (¢, 7/2), entonces se incluiran en A dos nuevas
aristas: la que resulta de unir rectilineamente los puntos v; con u;; y la que conecta
u;; con vj.

Obsérvese que en el primer caso

da(vi,v;) = L(viv;) = L,(viv;), Vp € (0,00]

y en el segundo

da(vi,v;) = b(villij) + la(ui;v;)
Para este segundo caso no existe un valor ,(v;V;), Vp € (0,00] que iguale la suma.
Cuando el argumento del vector v;V; se encuentre en (0,¢) encontraremos una
estimacién empleando /,, con p € (1,2). En cambio, si dicho argumento se halla en
(¢, ™) entonces la funcién empleada para la estimacién deberd ser la hiperrectilineal
correspondiente: l,, con ¢ € (0,1).

En el siguiente algoritmo se determina la red N y se evalia el error de aproxi-
macién entre la distancia sobre la red y el estimador.
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ALGORITMO 1
Generacion de una red cuyas aristas se estimen usando
p € [1’2)’ Y q € (Os 1]‘

begin
1. readp€|[l,2)

2. compute
¢e—2- arccos(%)
— 2log(2) _ € 0’ 1
1 log(2)—log(l—2LPz ) ( ]

U0

3. for cada arista (v;,v;) do
3.1. compute

@i | Arg(vv;) |

32. if ¢;; =00r ¢;; =¢ then
3.2.1. Conectar los puntos v; y v; mediante la arista (v;, v;).
3.2.2. d(v;,vj) — 12(1),'_1')]‘).
3.2.3. df(v,-,vj) «— lz(v,-'i)j) . 'I'p(2¢(£p,'j)).

[ Nota: por ser r,(z4(;i;)) = 1, se tiene que d(v;,v;) = dg(v;, v;) |.

3.3. if ¢;; €(0,¢) then

3.3.1. Aiadir a la red el punto u;; = (z; — 2% y;). U « U U {w;;}

tan(¢)’

Conectar los puntos v; y v; mediante la poligonal ju;; U u;;v;.

3.3.2. d(vi,v;) « lL(vitli;) + L(uijv;).
3.3.3. dj(v;,v;) — L(v);) - rp(24(0i5))-

[ Nota: por ser || v9; ||2= d(vi,v;), se tiene que d(v;, v;) = df(vi,v;) .

3.4. if ¢;; € (¢,7/2) then

3.4.1. Aifiadir a la red el punto u;; = (z; + 2255 y;). U « U U {u;;}

tan(¢)’

Conectar los puntos v; y v; mediante la poligonal v;u;; U %;;7;.

3.4.2. d(v;, vj) — l2(vit'i,~j) + lg(u;;-'vj).
343 df(v;,vj) — lg(v[bj) . 1',,(24,((,9;]-)).

[ Nota: por ser || v0; ||l.= d(v;,v;), se tiene que d(v;,v;) = ds(v;,v;) |.

4. compute el error de aproximacion mediante:

n—1 n
AD; « Z Z | dy(vi,v;) — d(vi, v;) |

i=1 j=i+1

end
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5.4. DETERMINACION DE UNA RED APROXIMADAMENTE p-
SESGADA.

Si queremos eliminar el papel que juega I, tenemos de evitar que haya aristas
incidentes con un dngulo de desvio fuera del intervalo {0, ¢].

El argumento ¢;; de cada vector v{D; que representa un par origen destino esta
contenido en un cierto intervalo [k ¢,(k+ 1) ¢) C [0,7), k € IN, donde k = E(%‘f-)
es la parte entera del cociente P

Restringido a cada uno de esos intervalos, la norma I, con p € (1,2), actua de
aproximante de la norma bloque siempre que el eje de abscisas se considere en la
inclinacién k¢. Por ello, usaremos [, sobre las coordenadas resultantes de aplicar
un giro que restaure la orientacién al intervalo [0, ¢].

Los puntos a anadir a V' son ahora los siguientes:

u;; = (z; + hyyi + 1)

donde
|y; —yi | —tan((k+1)¢) |z, — =i |

h= tan(k¢) — tan((k + 1)8)

r= sg(Arg(viv;)) b tan(k - ¢)

La red disefiada con este procedimiento sigue manteniendo un patrén regular,
en el sentido de que sus aristas se trazan en las orientaciones multiplos de ¢.

La longitud de los viajes en dicha red se miden exactamente usando rotaciones
Gzk4(T), cuando no sea necesario la inclusién de u;;, mediante:

dg(vi, v;) = L(24(GFrg(vi?;)))

Cuando si sea preciso incluir puntos adicionales, las distancias se mediran aprox-
imadamente

de(vi, vj) = de(vi, uij) + de(uij, vj)
d(vi,vj)e = L(24(GFre(villij)) + la(26(Grrg(uiiv;)))
Asi pues
de(vi, v;) = I(24(Gxre(viV;)))

Este procedimiento asocia a l,(z24(G5xs(Z))) con el calibrador poliédrico de obtenido
en las direcciones k¢ € [0,27), k € IN. Dicho calibrador sera norma bloque si ¢
fuera un divisor entero de w. En este sentido, los correspondientes valores de p, cuya
norma [, es aproximada con el calibrador poliédrico, tienen un especial interés.

El siguiente algoritmo determina la red N y evalia el error de aproximacién.
Los puntos a afnadir a V son ahora los siguientes:

u; = (i +h,yi + 1)
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donde
b Ly =y = ten((k+1)6) | ;-]
tan(k$) — tan((k + 1)9)

r = sg(Arg(vv;)) h tan(k - @)
siendo k = E(%i), la parte entera del cociente P

ALGORITMO II
Generacion de una red cuyas aristas se estimen usando p € [1,2).

begin
1. readp€|l,2)

2. compute

¢ «— 2 - arccos (¥£)
U1 %

3. for cada arista (v;,v;) do
3.1. compute
pij | Arg(viv;) |
o sp(Arg(viv;))
k— E(%L)
0 —o(pij —k-¢)

3.2. if § =0 then
3.2.1. Conectar los puntos v; y v; mediante la arista (v;,v;).
3.2.2. d(v.-, v]-) — lz(v,-'bj).
3.2.3. df(v,',vj) — l2(g—a~k-¢ . v,—'z')j) : r,,(z¢(| 0 I))

3.3. if 6#0 then

3.3.1. Anadir a la red el punto u;; = (¢; + h,y; + r), donde
JEE i
r «— oh-tan(k - ¢)
Conectar los puntos v; y v; mediante la poligonal o7%;; U ;5.
U~UU {u;j}.
3.3.2. d(v;,vj) — lg(’()ﬁ)j).

3.3.3. df(v,-,vj) — lg(g_a.k.qs . U,'-'-l‘)j) . Tp(2¢(l 7 I))

4. compute el error de aproximacién mediante:

AD; « ZV_‘_, i | df(viyv;) — d(vi, v5) |

i=1 j=i+1

end
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5.5. UN EJEMPLO QUE EVALUA AMBOS DISENOS.

Supongamos el conjunto de n = 6 puntos en el plano:

V= {(07 0)’ (15, ?)zﬁ)’ (2’ O)s (35, 2\/§)> (45’ ?

y un valor prefijado p = 1.41339. La eleccién de p se ha realizado buscando que la

deformacién ¢ resulte 7/3 que es un valor gréfico facil de identificar; mientras que

las coordenadas de los puntos se han tomado de modo que se comtenplen todos los
casos posibles en el algoritmo.

Tras aplicar el algoritmo I que genera una red aproximadamente (p, ¢)-sesgada

(con ¢ = 0.666667), resulta la Fig.[5.3]

), (5,v3)}

vé

v2

v6

v5

vl v3
Fig.[5.3]: Red (p, q)-sesgada .

Si llevamos a cabo el algoritmo de Brimberg-Love (ver Brimberg y Love[1991])
con una rejilla de bisqueda de Ap = 0.05 tenemos que para la red obtenida la
estimacién aconsejable tipo 71, se daria en 7* = 1.02384 y p* = 1.35, lo cual arroja
un error absoluto total AD; = 3.48168. Sin embargo, al estimar usando [, con
p=1.41339 y I, con ¢ = 0.666667 segun sea la orientacién del viaje, se consigue un
valor para el error absoluto total mas bajo: AD; = 1.23746.
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Por otro lado, si aplicamos el algoritmo II que genera una red aproximadamente
p—sesgada, se consigue el grafo de la Fig.[5.4].

v4

v2

v6

v5

vl v3
Fig.[5.4]: Red p—sesgada .

Si repetimos para esta caso el algoritmo de Brimberg-Love con idéntica rejilla
de busqueda (Ap = 0.05) tenemos que para esta otra red la estimacién aconsejable
tipo 7 - I, serfa 7* = 0.99955 y p* = 1.35, lo cual arroja un error absoluto total
AD; = 2.22907. Sin embargo, al estimar usando [/, con p = 1.41339 sobre vectores
con argumentos en [0, ¢, tenemos de nuevo un valor mis bajo: AD; = 0.366265.



Capitulo 6

Programacion lineal aproximada para

el problema de Weber con normas [,, p € [1,2)

6.1. EL PROBLEMA 1-MEDIANA.

El problema generalizado de Fermat-Weber trata de situar un nuevo servicio
de manera que se minimice la suma de las distancias ponderadas a un conjunto
de puntos fijos de demanda V = {v;,v,,...,v,}. Los puntos de demanda tienen
localizaciones fijas y conocidas, y las distancias se miden usando una norma I,
(p € [1,00]), de ahi el contexto general. Una formulacién del problema minisum
para el espacio euclideo N-dimensional (IR") es:

n

min Wy,(x) = E wi | x—=villp

XeRV i=1
donde v; = (v;,, vi,,..., ;) son las coordenadas del i-ésimo punto de demanda, n
es el total de dichos puntos y x = (z;,22,...,2n) es la posicién desconocida del

nuevo punto de servicio.

El esquema habitual del analisis de éste problema minisum consiste en:

(1) Comprobar la convexidad (o estricta convexidad) de la funcién W,(x). Tiene
especial importancia la definicién empleada de distancia entre x y cada punto de
demanda v;.

(2) Anular el gradiente de W,(x), dando lugar a un esquema de iteracién definido

mediante la funcién T.
x®) s x(k+1) = T(x(*))

(3) Estudiar el dominio y las singularidades de T. Para preparar un enunciado
sobre la convergencia global, analizar la continuidad de T y comprobar que T(x)
recae sobre un compacto.

129
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*

(4) Caracterizar la solucién x* como el tnico caso que cumple T(x*) = x*.
Comprobar si dicho punto se encuentra en la envoltura convexa de los puntos de
demanda.

(5) Verificar la contractividad del proceso iterativo W,(T(x)) < Wp(x).

(6) Convergencia global del proceso: Identificar o al menos contabilizar los pun-
tos desde los que no se alcanza la solucién mediante el esquema iterativo. Enunciar
el teorema correspondiente.

(7) Convergencia local: velocidad de convergencia del proceso segin que la
solucién sea o no una posible singularidad. Enunciar el teorema correspondiente.

El problema de Weber, para el caso euclideo (p = 2), ha sido estudiado con-
siderablemente en localizacién continua. Un algoritmo iterativo fue propuesto por
Weiszfeld [1937] y redescubierto varios anos después por Miehle [1958]. La con-
vergencia global del algoritmo de Weiszfeld fue probada por Kuhn [1973], bajo la
suposicion de que ninguna de las iteraciones en la secuencia coincida con alguno
de los puntos fijos a;. Cuando esto ocurre, la funcién de iteracién esta indefinida.
En este mismo trabajo, Kuhn [1973] demuestra que el proceso de iteracién queda
atrapado en uno de los puntos de demanda si el punto de partida elegido pertenece
a un conjunto numerable de IRY; asi pues, se concluye que la probabilidad de que
el algoritmo falle es despreciable si la precisién utilizada en el proceso es suficiente-
mente alta. Sobre este aspecto, Chandrasekaran y Tamir [1989] demuestran, por el
contrario, con contraejemplos que la convergencia del algoritmo de Weiszfeld puede
no ocurrir para un conjunto continuo de puntos de partida en el caso de que los
puntos de demanda estén contenidos en un subespacio afin propio de IR". Brimberg
[1995] recoge esta idea y redacta correctamente las condiciones para convergencia
global. Anteriormente, Ostresh [1978] habia garantizado la convergencia global para
p = 2 al modificar la longitud del paso de iteracidn, y al tiempo proporciona una
aceleracion hacia la convergencia.

La utilizacién de normas [, para la estimacion de distancias de viaje en una
red de transporte (ver Love y Morris [1972], Love y Morris [1979]), hace que tenga
interés plantear el problema de Weber en el rango p € [1,2]. En este ambito,
Brimberg [1989] demuestra que la convergencia global del correspondiente algo-
ritmo esta garantizada si ninguna de las iteraciones coincide con las singularidades
de la funcién de iteracién. Una forma de eliminar dichas singularidades es aproxi-
mar hiperbélicamente la funcién [, con lo que se garantiza la convergencia global
partiendo desde cualquier punto (ver Morris [1981]).

El estudio de la velocidad de convergencia del algoritmo de Weiszfeld se aborda
primeramente por Katz [1974] en el caso euclideo (p = 2), y posteriormente por
Brimberg y Love [1992 b] en el caso generalizado (p € [1,2]).

Las conclusiones del trabajo de Katz [1974] confirman que la convergencia local
es siempre lineal si la solucién 6ptima X* no esta sobre ningiin punto de demanda;
ademas, para el caso N = 2, la cota superior de la convergencia es un valor del
intervalo [1/2,1), y si x* fuera un punto de demanda la velocidad de convergencia
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seria lineal en la mayoria de los casos pero, bajo ciertas condiciones, podria llegar
a ser sublineal o cuadratica.

Las aportaciones de Brimberg y Love [1992] pueden resumirse en:

(a) Cuando p € (1,2] y x* no estd sobre el conjunto de las singularidades de
la funcidén de iteracidn, la convergencia es siempre lineal. Ademads, la velocidad de
convergencia tiende a decrecer hacia la sublinealidad cuando el valor de p decrece
hacia 1.

(b) Cuando p € [1,2] y x* ocurre en un punto de demanda, la razén de conver-
gencia puede ser sublineal, lineal o cuadratica.

(c) La convergencia local del procedimiento de Weiszfeld no estd garantizada
cuando p > 2.

6.2. LINEALIZACION Y CUASILINEALIZACION.

n

La funcién W,(x) = > w; || x — v; ||, para p € [1,2) no es lineal salvo en el

=1
caso p = 1. Para la resolucién del problema minisum correspondiente, se subdivide
el modelo en N subproblemas de programacién lineal, uno por cada z;, que se
pueden resolver de manera exacta (ver Love, Morris y Wesolowsky [1988]).

La linealizacion de W,(x) para p = 2 y N = 2 es estudiada en Love, Morris y
Wesolowsky [1988] aproximando hiperbdlicamente la funcién mediante:

Wy (x) ~ Why(x) = zn: w; ((:cl — v ) 4 (23 —vie)? + 62) vz

i=1

para eliminar las discontinuidades de las derivadas de W(x).

Usando las 3n variables duales o;, 8;,7; ¢ = 1,...,n, se convierte cada sumando

en
. )2 a2 o N — 1) B — ev:
wi ((z1—va)+ (22— v2) +€2) | = e (21~ vir) e+ (22— via) Bi — )

con lo que el problema de Weber, para p = 2, se convierte en un modelo aproximado
de programacién no lineal.

Este modelo aproximado, al no ser de programacién lineal (ya que las restric-
ciones no lo son), no facilita el estudio de la sensibilidad de las soluciones respecto
al valor de p considerado.

6.3. CARACTERIZACION DEL OPTIMO.

Teorema 6.1 (Love, Morris y Wesolowsky [1988])

(a) La funcién Wy(x), p € (1,00) es convexa.

(b) Si los puntos de demanda no son colineales, W,(x), p € (1,00) es estricta-
mente convexa.




132 Localizacidn y disefio de redes

Demostracidn:

(a) Por la propiedad que afirma que una combinacién lineal de coeficientes po-
sitivos de funciones convexas es también convexa, y un cambio de variable tal que
z = X — v basta demostrar que la funcién:

f(z) =0+ 20 4. 4 2R)P

es convexa. Para ello consideremos dos vectores:

z2=(21,22,,2N); Z = (21,29, ++,2N)
y construimos:

Az 4+ (1=2)z =Xz + (1= Nz, Azg + (1= Nzg, ..., Azn + (1= Nzy)
Aplicando la definicién de f(-):
FOzH1-Nz) = (| A +(1-N)z; P+ | Ao+ (1=A)z [P +... + | Aen+(1=N)zy [P)/?
Si en cada paréntesis aplicamos la desigualdad triangular:
fOz+1=02) <Az P+ 11 =Nz P4+ [ daw P+ (1= Nzy )P

y a continuacién, la desigualdad de Minkowski:
FOz+1=-N2) < ( A2y P+ | ey PP (1=N)z, P 4. 4 | (1=X)zy P)VP
Extrayendo los factores positivos A y (1 — A):

FOz+ (1= N)2') < Af(z) + (1 - N f(z)

(b) La igualdad en la relacién anterior se da sélo en el caso de dependencia lineal
entre z y z , lo que traducido a puntos supone la colinealidad entre los puntos de
demanda.

q.e.d.

Supongamos que los puntos de demanda v; no son colineales, ya que la consi-
deracién de todos los puntos colineales nos llevaria a un caso trivial. Esta suposicién
garantiza la convexidad (estricta en el caso p € (1,00)) y por lo tanto, la existencia
de solucién al problema generalizado de Fermat-Weber est4 asegurada en RY (y es
unica para p € (1, 00)).

Supongamos p € (1,00), y sea X* el punto donde se alcanza la optimalidad. Por
la caracterizacién de punto critico debera verificarse: 6Wp(x‘) =0

Teniendo en cuenta que:

Vi=1,2,...,n (z;—vy)= sign(z; —vy) |z —vy|; VE=1,2,...,N
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llegamos al sistema:

(W, - | 2y — i [P~}
=0 = w; sign(zq —v) —m— =0
Oz, ; ¢ sign( —va) Ix =i |57
oW, - : | 23 — vp [P
< =0 = w; sign(zy — vig) ——— =0
oz, Rl P
oW, - | 2y — vin [P~
=0 = w; sign(zy — viN) — =0
| Ozn ,; ' Tllx =i [B

Antes de proceder a despejar, analicemos los primeros miembros para estudiar el
dominio de la funcién gradiente. El conjunto de singularidades queda reducido a:

S=V={v,vy...,Va}
cuando p > 2. En el caso p € [1,2) hay que afiadir cada hiperplano de RY:
Hy={x: z,—-vy=0}; Vi=1,...,n; Vt=1,...,N
Queda finalmente que el conjunto de singularidades del gradiente 6Wp(x"‘) =0 es:

U Hit Sip€(1,2)
it

{vlav%--'avn} Slp22

Nétese que cuando p € (1,2) la singularidad de la funcién iteracién esta cons-
tituida por nN hiperplanos, mientras que cuando p > 2 las singularidades se reducen
al conjunto de medida nula de los n puntos de demanda.

Si el punto 6ptimo x* = (z},z3,...,z)) no perteneciera al conjunto de singu-
laridades S entonces se podria asegurar que verifica el sistema:

4 n

3 wi |z — v [P v

S i (o LTS X vl
) T e T Ty e mw
S olx=-vilp

| Vi=1,2,...,N.

La bisqueda del punto éptimo para el problema generalizado de Fermat-Weber se
reduce a resolver por algiin método iterativo la ecuacién de punto fijo:

x = T(x)
donde T:x € RV \ S — IR" se define para cada componente:

T(x) = (T1(x), To(x), ..., Tn(x))
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E?:l Kt(x) vit_
i Yu(x)

=1

Tt(X)= Vt=1,2,...,N

donde
wi | Ty — vy |p_2

Yi(x) = ;Vt=1,2,...,N, Vi=1,2,...,n

| x —v; ”P-I

El esquema iterativo:
xEHD) = (b))

extiende el algoritmo de Weiszfeld (ver Weiszfeld (1937)) para p = 2.

El estudio de la sensibilidad de las iteraciones respecto al valor de p considerado
en dicho esquema es poco menos que imposible, debido a la complejidad de las
expresiones. Sélo el caso p = 1 puede tratarse como un problema de programacién
lineal, que es el marco apropiado para un estudio de estas caracteristicas.

La aportacion de este capitulo es la de acercar el problema generalizado de
Weber al ambito de la programacién lineal, en términos numéricos aproximados,
donde poder evaluar sensibilidades respecto del indice p € (1,2) tanto de la solucién
final como de las iteraciones.

Ubicacién del punto éptimo.

Teorema 6.2. (teorema de la mayoria.)
La funcién W,(x), p € [1,00) alcanza su minimo en el punto de demanda vy si
se verifica la siguiente desigualdad entre los pesos: '

wE > Y wi

itk

Demostracién:

Supongamos que k¥ = n el punto de demanda sea correspondiente al 1iltimo
indice. Veamos que W,(v,) < W,(x).

Para ello, aplicaremos la definicién de W,(v,) y la desigualdad triangular:

[vi=vallp <l vi=xllp + | X = Va llp; ¢ #

Es decir:

n—-1 n~-1

n-1
Wo(va) = will vi— v [bL< Y willvi—=xl, + > will x=vallp
i=1

i=1 =1

n—1
<Y wi [ vi=xlp + wa [l x = Va [l;= Wp(x)

i=1

q.e.d.

Una condicion necesaria y suficiente para que W,(x) alcance su minimo en el
punto de demanda vy se encuentra en Love, Morris y Wesolowsky [1988]:



Programacidn lineal aprozimade para el problema de Weber 135

Teorema 6.3.
La funcién W,(x) alcanza su minimo en el punto de demanda v; si y s6lo si se
verifica la siguiente desigualdad:

)(p—l)/p

(Ef;l | Ry [P/(P-D) p>1

” Gk "S Wy donde Gk =
max{| Ri |:t=1,2,...,N} sip=1

siendo

n

Ru= 3° w; sign(vie — vje) (| vee — vje [P71)
‘ v = v; IIE™

J=1 5k

Teorema 6.4.
El minimo x* de la funcién W,(x); p € [1,00) se encuentra en el hipercubo:

[m‘_in{v,-l},m?,x{v;l}] X [rrliin{vgg},m?x{vgg}] X ... [rn’_in{v,-N},miax{v,-N}]

Demostracién:

Distinguiremos los casos:

(1) Si p = 1 entonces el problema de Weber es de programacion lineal, y las
soluciones estan en la envolvente convexa de los puntos de demanda, que a su vez
estd trivialmente contenida en el hipercubo anterior.

(2) Si x* fuera alguno de los vértices de demanda, ya estaria demostrado.

(3) Si x* no fuera ninguno de ellos, aplicando la condicién de punto estacionario:

Z?:l Yit(X*) Vit _

7 =TX) = S5
=1 1

Vt=1,2,...,N

donde
w; l x;‘ — Vjt Ip—2
—1

Yu(x*) =

" Vt=12,...,N, Vi =1,2,...,n
| x* = v |lp

se tiene que cada componente de X* es una combinacién convexa de las correspon-

dientes componentes de los puntos de demanda.

q.e.d.

Singularidades del algoritmo.

Continuidad de la funcién iteracién.
Distinguimos dos casos:

(A) En el caso p € [1,2), el conjunto de singularidades es § = | J Hi.. Por lo
k.t
que la ampliacién del dominio implica calcular V¢t = 1,2,...,N:

lim Ty(x)=uvy, VE=12,...,n

Tt——Vy
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por lo que se puede extender el dominio de la funcién iteracién a cada punto de los
hiperplanos Hy,:

Z?:l Yit(x) Vit

™ si para todo k y todo ¢, z; # v,
Vi=1,2,...,N; Tyx)= Yier Ya(x)

Ukt si para algin k y algin t, z; = vy,

(B) En el caso p € [2,+0], €l conjunto de singularidades se reduce a S = V.
Un simple calculo llevaria a que:

xlinwlrk T(x) = vi, Vi

por lo que se puede extender el dominio de la funcién iterativa a cada punto de
demanda:

i=,ll K;/gx) Vit si para todo k, x # vy
Vt = 1,2,...,N; Tt(X) — Ei:l ;t(X)
Ugy si para algin k, x = v;

Esta ampliacion, que asegura la continuidad, hace que la propiedad de punto fijo
x = T(x); k=0,1, ... no sea exclusiva del punto éptimo. Asi, cuando la iteracién
recae en el mismo punto precedente, no se sabria si es por el éxito del esquema (se
llegb a x*) o porque la iteracién queda atrapada en una singularidad.

Teorema 6.5

Cada imagen mediante la aplicacién extendida T : x € RN — RY del punto de
la iteracién k-ésima x*) pertenece a un conjunto compacto en RY.

Demostracion:

La ampliacién del dominio de T indica que la imagen del punto de la iteracién
k-ésima x(®) bien sea una combinacién convexa de los puntos de demanda, o bien
alguna de sus componentes coincida con la correspondiente componente de algin
punto de demanda. En cualquiera de los casos:

T(x) € [rnz_in{vﬂ},m?x{v“}] X ... [miin{viN},m?x{v,-N}]

la imagen esta en el hipercubo, que es un compacto.
q.e.d.

Teorema 6.6 (Brimberg y Love [1992 b])
(a) Si x = x* entonces T(x) = x (idem para las siguientes iteraciones).
(b) Six g Sy T(x) = x entonces x = x™.

Demostraciéon
(a.1) Supongamos que x*  S; entonces existe su gradiente y vale:

ﬁwp(x*) =0
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lo cual implica x* = T(x*)
Asi pues, si x = x* entonces aplicando en la igualdad T(-):

T(x)=T(x*)=x"=x

Y analogamente en las demas iteraciones.
(a.2) Supongamos que x* € S.
(a.2.1) Si p € [2,+00] entonces para algin k = 1,2,...,n x* = v;. Porla
ampliacion del dominio,
T(x*)=T(vig) =V =X

(a.2.2) Si p € [1,2) entonces denominemos:

Ht:U Hit:U {x: .'Et=v,'t}; t=1,2,...,N

=1 i=1

al conjunto de hiperplanos que pasan por los puntos de RY que coinciden en la
coordenada t-ésima con la correspondiente coordenada t-ésima de algin punto de
demanda.

El punto X* genera una particién en el conjunto de subindices I = {1,2,...,N} =
Io U I12
Io———{tZX*th}; I1={t:x"'€Ht}

Est4 claro que I} # @. De hecho, las componentes de x* = (2}, z3, ..., z}) verifican:
Vi€ I, x; = viy; Vt € I, z7 = Ty(x*)
Dado que la extensién efectuada al dominio verifica:
Vt € I, Tix") = vy
podemos concluir que, en cualquier caso,
T(x)=x
(b) Supongamos que x § S y que T(x) = x; eso implica:
VW,(x*) =0

lo cual concluye que x = x*.
q.e.d.

6.4 POLARIDAD EN LAS ¢-NORMAS.

En la seccién 2.1 se establece el concepto de red plana densa ¢-deformada
(¢ € (0,7/2]), donde los trayectos factibles son combinaciones de los vectores que
generan las direcciones fundamentales

A={g,g; —& —g,} donde g; = (1, 0), g, = (cos¢, sen é)
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Para medir la longitud del desplazamiento total en el seno de la red densa plana
¢-deformada se utiliza la norma bloque || - ||g obtenida a partir del politopo B de
vértices ‘

{(1,0), (cos ¢, sen ¢),(~1,0),(—cos ¢, — sen ¢)}
definida en la forma usual:
X

| x |lp=inf {8 >0: 3

€ B}.

Las siguientes definiciones y resultados pueden encontrarse en Hiriart-Urruty y

Lemarechal [1993].

Definicién 6.1.
Dado el conjunto convexo y compacto con el origen en su interior B C R? se
denomina conjunto polar B® asociado a B al subconjunto de IR? definido asi:

B°={yeR?: y-x<1, Vx€ B}
donde y - x representa el producto escalar en R

Lema 6.1.
B es también un conjunto convexo y compacto con el origen en su interior.

Definicion 6.2.

Dado el conjunto convexo y compacto con el origen en su interior B C R? y
su correspondiente norma || - ||, se denomina norma polar asociada a la norma
definida a través de B° y que se representara || - ||go.

Lema 6.2.
Se puede redefinir la norma bloque || - ||g de la siguiente forma:

I lls= max {y - x}

Lema 6.3.
Si B es un poliedro, entonces B® es también un conjunto poliédrico.

Lema 6.4. ‘
Sea A° el conjunto de puntos extremos del poliedro B°. Se puede redefinir la
norma bloque || - ||g en el sentido del lema 6.2 pero restringiendo el rango:

| x lls= max {y-x}

El lema 6.4 proporciona la interpretacién geométrica siguiente: elongaciones
en cada direccién fundamental de A° se corresponden con una contraccién de su
polar, y viceversa.
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Lema 6.5.

Cada vector que parte del origen hacia un vértice de B, es un vector normal a
una cara (arista en R?) de B°.

La demostracién del siguiente teorema de deduce facilmente del lema 6.5.

Teorema 6.7.
Si A es el conjunto de direcciones fundamentales del politopo asociado a la
¢-norma, entonces el politopo polar es

A® = {(1,tan(¢/2)),(—1,m); (-1, —tan(/2)), (1, ta,n(¢/2))}

donde cada direccién fundamental es normal a una arista de B y el médulo de cada
vector de A° coincide con el sesgo maximo obtenido en la arista de A correspon-
diente.

En la Fig.[6.1] se observan el politopo unidad de la norma || - ||, su sesgo
asociado rp y el politopo unidad B° de la norma polar de || - ||5.
Y
0

Fig. [6.1]: Politopos unidad de || - ||p y su polar.
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6.5 DISCRETIZACION APROXIMADA EN R2.

Teorema 6.8
El problema de Weber con normas [, p € [1,2),

n

in i |l x —v;
min 3w Ix=vil

puede resolverse aproximadamente por métodos dlscretos a través de la relacién
entre el p-sesgo y el ¢-sesgo.
Demostracidn.

Para cada vector v; —x, denotemos con ¢; € [0,27) su argumento. El argumento
genera un cociente y un resto al realizar la divisién entera entre 7/2. Asi,

= E[+= 9]#/2 + Mod[p;,7/2]) = k; (x/2) + 6;

/2

Dado que el p-sesgo es periddico, de periodo 7/2, tenemos que:
% =villp=ll vi =x [l=Il vi =% |l2 7p(2:) =|| vi =x |2 75(6:)
siendo §; el angulo del primer cuadrante que verifica

cos(6;) =| cos(y;) |; sen (6;) =] sen (y;) |

Como cada término se factoriza || x — v; ||,=|| x — v; ||z 7»(6:), el problema de
Weber adopta la forma

mm Z wi || x=v;|,= mm 2 wi [|x=vi|lz2 rp(6:)

i=1 =1

Usemos el ¢-sesgo asociado a p € [1,2), donde ¢ es:
V2
= =2 arc cos —=
¢ = ¢(p) %)
y establezcamos la aproximacién en el sentido del sesgo:
rp(Vi — X) = 1y(6;) = TB( 6:)
Recordemos, por el lema 2.6 que ademas:

o) = (0 < r5(2 0)

con lo cual,

G R 2
min > w; || vi—x 2 m(6:) = min > w; || vi—x |2 rB(—gb- ;)
=1 =1 i
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y ademads, en virtud del lema 2.6, la funcién de Weber con normas bloque mayora
al que emplea normas I,.
Para cada ¢ = 1,...,n, se quiere obtener un punto v? tal que coincidan los
modulos:
[ vF =% o=l vi = x ||z

¥ que, ademas, el argumento del vector v2

r( Arg(vE —x)) = r,(6)

No existe un tnico punto v? de esas caracteristicas. Dado que la periodicidad
del p-sesgo es /2, y la transformacién

elo,n/2) — 2 e, #c /)

— x verifique:

es interna en el cuadrante, podemos generar un tnico v por cada v; si no cambia-
mos a otro cuadrante diferente del que corresponde al argumento de v; — x.
Para ello, bastaria considerar como argumento:

2¢ Mod|[y;, /2]
s

246;
T

Arg (vB—-x) = E[ ] /2+ =k; (7/2) +

/2
Es decir 2%
Arg (VP —x) = Arg (vi — x) +(? -1) 6

Si denotamos con G(’) la transformacién que consigue generar el punto vZ, i =
1,...,n, vemos que d1cha transformacién es un giro sobre el vector x de angulo
(—i — 1)6;, cuya matriz seria:

‘ cos ((% - 1)9,-) sen ((-2,% - 1)9i)
GY =
—sen ((% - 1)0,—) cos ((% - 1)9i)

Cada sumando de la funcién de Weber:

I vi = x llo=Il vi = x|l () =|| Vi —x ||2 m5(6:) =

2¢6; 2¢
~| vi—x |2 rB(T ) =llvi—x |, r(6: + (=~ 1)6;)
En virtud de la invariancia de la norma euclidea a las semejanzas planas, el problema
generalizado de Weber se aproxima por:

min 2 w; || G()(v, —x) Il rB(G()( x))

XeR? ;=3

Y por tanto:

n

min w; || x —v; m G('( —x)
min 3w lx-vilh~ i 3 | I
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q.e.d.

Los procedimientos numéricos discretos para resolver el problema de Weber con
este tipo de norma bloque se basan en:

Método 1: Utilizacién de la bola polar y el producto escalar de acuerdo con el
lema 6.4:

n
. . (i)( )
min w;i || x—v;|[p~ min w; max {y- -G, (vi —x
min 3 e llx— il min, 3w ma (- G (vi - x))
el cual es equivalente al problema de Programacién matematica:

e . n
minmimar i=1 “Wi%i

z; Zy-G,(;)(v;—x)
sujeto a Vy € A°
Vi=1,...,n

donde, junto a las dos variables r;, z; que definen la posicién actual del punto x,
se introducen n variables adicionales z;, z,..., 2z,. Puesto que el cardinal | A? | es
4, el numero total de restricciones sera 4n.

Método 2: Utilizacién del teorema 1.6:
2 2
| wllp=min{}_ | A |: W=7 Aigy}
k=1 k=1

Expresando cada valor absoluto como diferencia de dos positivos:
2 2
W llp=min{} (\f = A7) w=3 (Mg — g}
k=1 k=1
se tiene la aproximacién entre el problema:

n

m}én ; wi |x=vil,

y el de Programacién lineal equivalente:

minlnima‘r ?:1 Wy 2]?::1 (’\-l; - Al:l)
(D(., _ _ 2 +o - _
sujeto a Gy (v, x)__ Lk=1(Ai8k — Aki8) Vk=1,2
donde /\;:i’)\kizo V2=1,...,n

Este procedimiento aflade a las variables z;, z; las adicionales A};, Af; que totalizan
4n. Por lo que el numero final de variables sera 4n + 2 definitivamente. El nimero
de restricciones lineales, sin incluir la no negatividad de las variables, es 2n.
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6.6 PROGRAMACION LINEAL APROXIMADA.

Desarrollemos el primer método de Programacion matematica:
mininimar L=l WiZi
2z 2y G‘(;)(v,- — x)

sujeto a Yy € A°
Yi=1,...,n

La funcién objetivo es lineal, mientras que las restricciones, lo seran si y sélo si
las matrices G, Vi = 1,...,n, son independientes del angulo 8; = 8;(x). Esto sélo

2
ocurre cuando -—7? —1 = 0, lo cual implica que ¢ = ¢(p) = -72£, s6lo cierto para el
caso p = 1, en virtud del lema 2.5.
Tengamos en cuenta que los vectores y*) € A% k =1,2,—1, -2 verifican:

y=h = —y®; vk =1,2

y procedamos como sigue:
(1) Reunir las variables en el miembro izquierdo del conjunto de restricciones:

z4+y®-GPx) >y® . GY(v); Vi=1,...,n; k=£1,42
(2) Cambiar de signo las desigualdades:
—z—y® . GO(x) < —y®  GP(vi); Vi=1,...,n; k=%1,%2
(3) Denotar con s(7), para cada ¢ = 1,...,n, el superindice ko tal que
—y ko). Gftf)(v;) <0; y —ylo. Gf,,"(v;) < —yk). Gf,f’(v,-); k=41,42
Andlogamente, sea m(¢), en cada i = 1,...,n, el superindice k; tal que
—y*) - GPv) <0y —y*) - GP(vi) 2 —y®) - GP(v)

Los superindices m(t) y s(¢) permiten ordenar los bloques de restricciones, con lo
que el problema queda formulado:

mininimar Dol WiZi
Ty, Gg)(x) < Fy*6) . Gt(;)(v',)

sujeto a —z; Fy™d. Gg)(X) < Fym0. Gg)(vi)
Vi=1,...,n

(4) Dado que la matriz Gf;) es ortogonal, se tiene que:

cos ((1 - %—?—)6;) sen ((1 - %?)0,-)

()" - et -
—sen ((1 - 31?)0{) cos ((1 - 2r—¢)6’,~)
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Cada producto escalar se expresa matricialmente:

) =YT-60.x = ((69)"v) x = ((6?) 7" v) - x = (69)(y):
Y -Gy (x) = Y = é = ( é =\Ls (¥)-x
Y analogamente para:

i )\ ~1 .
y-GPwv)=(65) () -vi, ¥i=1,...,n
En IR? cada vector y € A® puede enumerarse:
y(k) = (y%k), ygk)); Vk = 1? 2; _17 -2

donde
yH =y wyp=1,2

Sin més que operar:

cos ((1 - %?)9,-)y{k) + sen ((1 - %:é)gi) ygk) ik
(69 ™) = __
—sen ((1 - -?)0,-) yfk) + cos ((1 — 2;43)0;) ygk) Bix

Nétese que: —(aix Bix)T = (aiery Bic-r))”-

La definicién de cada a;; y 3;; lleva implicita la dependencia respecto al vector x
considerado y respecto al angulo ¢, pero no se han representado a;k(x, ¢), Bix(x, ¢)
para evitar engorros en la notacion.

Denominando por

Yik = QikVi1 + Bikvia

se tiene finalmente que el problema aproximado se define:

mininimar Yol WiZi

—2; £ (i) T1 £ Bis()T2 < Vis(i)
sujeto a —2; £ Uim()) 1 T Bimi)T2 < ¥im()
Vi=1,...,n

(5) Introducir una variable de holgura positiva para cada restriccién (2, k), k =
+s(2), £m(z).

Dada la existencia de restricciones analogas que sélo se diferencian en signos,
hablaremos explicitamente de las correspondientes a k = s(z), m(¢) (es decir las que
tienen término independiente negativo) y daremos por sentado que cada tabla de
simplex debe duplicarse en tamafio para acoger el resto de restricciones.

Con la observacién anterior, denotaremos h;,, h;,, > 0 a las variables positivas
de holgura, segun el caso. Asi, tendremos un problema de programacién no lineal
(debido a la dependencia de los coeficientes ajx, Sk, con k = s(7), m(7)) respecto al
vector x considerado, expresado en forma muy similar a la estandar que utiliza el
método dual del simplex.
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Si suponemos que el origen de coordenadas estuviera situado en el punto x, cada
argumento ; del vector x — v; seria independiente del punto x, con lo que el angulo
0; que verificaba:

cos(6;) =| cos(¢;) |; sen (6;) =| sen (¢;) |

es también independiente, dando valor puramente numeérico a los coeficientes a;, Bik

de la tabla.
mininimar ., wi2;

sujetoa  TABLA

21t Zn hyy ccr Ry hyg - By 2! L2 b
ha|0l -1 -+ 0 1 -+« 0 0 - 0 o0 By | Ms(n)
hn1 0 0 R | o --- 1 o --- 0 Ans(n) ﬂns(n) Tns(n)
hi2 |0} -1 - 0 0 -+ 0 1 -+ 0 aima) PBima) | Nmq)
hn2 0 0 e =1 o --- 0 o --- 1 Apm(n) ﬂnm(n) Ynm(n)

—wy o+ —wp, 0 --- 0 0o --- 0 0 0 0

La solucién de este problema x(*+?) = (wgtﬂ) , :cf(;ﬂ)), ahora si de programacién lineal
origina el desplazamiento que debe tener el vector anterior x = x(!) para conseguir
minimizar la funcién objetivo. El punto x(* anterior permitié definir las direcciones
hacia los puntos de demanda para generar los coeficientes de la tabla.

El nuevo minimo obtenido x(**1) sera el nuevo centro de coordenadas respecto
del cual se expresaran los puntos de demanda iniciales, para volver a repetir el
proceso hasta que un test de parada ponga fin a la iteracién.

Para estandarizar totalmente la tabla, introducimos las variables auxiliares:

+ 2= > (- — ot — o
zi,zy 2 0; tal que z; = =7 — 23

¥, 25 > 0; tal que o = z§ — z7

con lo que definitivamente la tabla es:

Z1 e Zn hu T h'n.2 .'L‘i’- 11,'.2" .’L'l_ 212_ b
hy |0} -1 - O 1 oo 0 as) Bisn) —s)  —Bis) | M1s(1)
hn2 0 0 cee =1 0 tte 1 Unm(n) /Bnm(n) —Qnm(n) —ﬂnm(n) Tnm(n)

- o —w, 0 - 0 0 0 0 0 0
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La forma de obtener los indices s(z) y m(z) asegura que
Yis(s) < Yim(i) <0 Vi=1,...,n

por lo que la resolucién del problema de programacién lineal ha de llevarse a cabo
usando el método dual del simplex, a menos que cambiemos de signo las ecuaciones
e introduzcamos nuevas variables de holgura.

El método dual del simplex consiste en:

(1) Seleccionar la fila donde se encuentra el minimo de las términos indepen-
dientes. Supongamos que sea la primera (si no lo fuera, bastaria reindexar los
puntos de demanda):

Y1s(1) < Yis(i)s Vi = 23- -y Y Ms(1) < Yim(s) < 0’ Vi= la SRR L

(2) Seleccionar la columna de manera que se obtenga el minimo entre todos
los cocientes positivos con numerador en la tltima fila y denominador en la fila
seleccionada en el paso anterior. Si la fila del paso (1) fue la primera, entonces la
columna también sera la primera, debido a que sélo hay un cociente que comparar

min{_—uil} = w

(3) Pivotando sobre el término que ocupa la posicién (fila,columna) seleccionada,
se llega a la nueva tabla:

zy e Zn hu hn2
zZ 10|11 --- 0 -1 --- 0
ha 0] 0 1 0 )
by 0] 0 0 -1 o (sigue)
h.o|0] 0 -1 0 1
0 -+ —wp, —w; -+ 0
zf z3 z7 x5 b

— Q1) - B1s1) +ai50) +B1:01) =7s(1)
a1m@) — @15(1) Pim@a) = B1s(1) Q1s(1) — Oam(r) Brs) — Bim)) | Tim@1) — Y1s(1)

Upm(n) ,Bnm(n) —Qnm(n) _ﬂnm(n) Tnam(n)
—Ww104(1) —wn ﬂls(l) W1 a1s(1) wlﬂls(l) —W171s(1)

Con esta transformacion, se consigue que la variable z; entre en la base y salga hy;.
La solucién sugerida por la tabla actual:

— . — — =0 ot =t — = T —
21 = —Ms(1)s 22——23—...—-0, :171——232——111-——172—0
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no puede ser la dptima porque el resto de variables bésicas hay, ..., hn1, B12y ..oy Bn2,
son negativas. Tenemos que seleccionar un nuevo minimo entre los restantes términos
de la columna independiente que todavia son negativos:

Inil'l{')’zs(z), Y3s5(3)y -« - 3 Vns(n)s Y2m(2)s -+« 'Ynm(n)} = min{72s(2), Y3s(3)s -+ - ,7ns(n)}

y repetir las operaciones anteriores.

(4) Al final del proceso, desaparecen de la base las variables de holgura h;; y son
sustituidas por las respectivas z;; Vi = 1,...,n.

La columna independiente sélo tiene términos positivos donde los n primeros

{="1s1) —V25(2)> - - - s —Vns(n) }

son mayores que los n 1ltimos:

{71m(1) = Ys(1) Y2m(2) — V2s5(2)s- -+ » Yam(n) — ')’ns('n)}

por lo que, en caso de iterar alguna vez mas sobre la tabla, la variable que saldra
de la base serd una de las de holgura (permaneciendo las z; de la funcién objetivo).

La siguiente tabla no recoge las variables de holgura h;; Vi = 1,...,n, que
fueron excluidas de la base y que, en la dltima fila, tienen coeficientes negativos
—w;; Vi =1,...,n, respectivamente:

21t zZy h12 P hn2
21 w1 1 -+ 0 0 P 0
Zp {we | O 1 0 (sigue)
hi2[ 0|0 0 1 0
Rz | 0 0 0 0 1
0 0 0 0
zf z3 zy x5 b
—Q15(1) —513(1) Q15(1) ﬂls(l) —Y1s(1)
—Q&ns(n) _ﬂns(n) Qpns(n) ﬂns(n) ~VTns(n)

Qim@) = @15(1)  Pim) — Brsr)  @1s(1) — 0am(1)  Bisr) — Bim(1) | Mm(1) = Y1s(2)

0frvm(:lz) — Ops(n) Bnm(:lz) - Ian(n) ans(zl) — Opm(n) ,an(ng — ﬂnm(n) 7nm(:) — Yns(n)

- ; Willis(i) - Z wiﬂis(i) + ; Wilis(i) + E w; Bis(i) - Z WiYis(i)

i=1 i=1 =1
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Teorema 6.9
Si se verifica para un cierto X = (z;,z;) que los coeficientes a; = ai(X,4) ¥y
Bix = Bir(X, @) verifican las condiciones:

Y wiaiy =0

i:l
Y wiBisi) =0
i=1
donde s(7) es, para cada i = 1,...,n, el superindice ko tal que
y®) . GPvi) <0 y y* . GP(vi) <y® - GP(va) k=142,

entonces X = (x,,;) es la solucién éptima del problema discreto aproximado en el
sentido del ¢-sesgo.
Demostracién.

Compruébese que la correspondiente tabla del simplex verifica poseer todos los
términos nulos o negativos en su ultima fila.

q.e.d.

En el caso de que no se den las condiciones de optimalidad, alguna de las sumas

:}:Z Wilkig(i) >0
=1

o bien

Y wiBisiy > 0

i=1

serd positiva, y por tanto la solucion factible actual

— — vowt — ot — T — T —
21 = —Yis(1)y -+ +12n = —VYns(n); T1 = Lz = T3 = Ty =0

no sera la 6ptima. Necesariamente, habrd que iterar en la tabla una vez mas,
sacando de la base una de las variables de holgura hy,,..., h,e e introduciendo al-
guna de las z§,z3,27,z5. El signo contrario entre parejas de coeficientes de la
ultima fila de la tabla indica que si, por ejemplo, z} entra en la base (su coefi-
ciente era positivo), entonces 7 no podra entrar también ya que su coeficiente fue
negativo. Esta mutua exclusién, hace que el avance desde la iteracién x() hasta
x(t+) = x( 4 (21, 2,), se haga hacia el cuadrante cuyos coordenadas tienen los
signos de las variables que entraron en la base.

Para el 1iltimo tramo del razonamiento, reduzcamos la tabla a la mitad y cam-
biemos la notacion para simplificarla. Sean:

Ai = Qim(i) — Qis(i), Oi = Bim(i) — Bisi)s € = Yim(i) = Vis(s); V2 =1,...,7n

y las respectivas sumas

a= —Z Wils(5), 5 = ‘—Z wiﬂis(i)a Y= _Zwi’)lis(")
i=1 i=1 =1
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Con lo que la parte de la tabla que nos interesa es:

h12 e hn2 xf' III-{ .’l?; :1:2— b

h12 0 1 M 0 ay bl —ai —bl (5]
hpa|O} O -+ 1 a, b, —a, =b,|cn
0 -+ 0 a B —a -8B~

Esta fase final utiliza el método primal del simplex. Para ello, supongamos que

a>f>0,yque
min {¢;/a;: a; > 0,¢; >0} =c1/ay

t=1,...,n
En este contexto, la variable z] entraria en la base y saldria la variable de holgura
hs1. Quedando una nueva tabla tras el pivoteo correspondiente:

his v hpy z¥ z3 xy z3 b
117-1*- 0 1/(11 0 1 bl/al -1 —bl/al C]/al
hn2 0 —-an/al e 1 0 bn - anbl/al 0 —'bn + anbl/al Cp — ancl/al
—afa; -+ 0 0 B-—abfay 0 =f+abja | v-oaca/a

De nuevo estamos ante una solucién factible, que sera 6ptima en el caso de
B — ab/a; =0, y en otro caso, renombrando:

b =bi/ay, b =b; —a;bifay; Vi=2,...,n

junto con
* x .
i =a/fa, ¢ =c¢ —aicrfa; Vi=2,...,n

y los respectivos términos de la ltima fila:
B"=p—ab/a, v =7-ac/a

tenemos la 1ltima tabla previa a la obtencién de la solucién optima.

hig +++ hp xf z¥ z7 z7 | b
zF 10| 1/a; --- 0 1 b -1 =b|q
th 0 —an/aly 1 0 b; 0 —b; C;

“afas - 0 0 B 0 B v

La entrada en la base de la variable z§ en sustitucién de alguna de las variables
de holgura hy; hace que se llegue a la solucién éptima. Si la sustitucién de z3 en
la base es a costa de z], entonces estamos de nuevo en el paso anterior. Este ciclo
no se puede repetir indefinidamente debido a que el correspondiente término de la
columna independiente ird rebajindose a cada iteracidn y, en virtud de la propiedad
arquimediana de los niimeros reales, la salida del aparente ciclo esta asegurada.

El siguiente algoritmo recoge el proceso de iteracién, basado en programacion
lineal, que aproxima el problema de Weber con I, p € [1,2).
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ALGORITMO III |
Método Iterativo Aproximado para el Problema de Weber con [, p €
[1,2).
begin

1. read

p€[L,2)
puntos v; = (v;;,v;2) ypesosw; >0; i=1,...,n
€ > 0 (para el test de parada)

2. compute

p=2- arccos(%)

y& = (1, +tan(¢/2))

Y = (F1 2

x© = (Z,’:l wi'Uil’ Zi:l wivil)
=1 wi Lizy wi

t=0
3. (LOOP) for cada punto v; do

3.1. compute
ri =|l vi —x® ||z; @i = Arg(v; —x¥)
0; = @i + (2¢/7 — 1) Mod(¢;), 7/2)
Sea a; = (a;1,a:3); a;; = r;cosb;, a;p = r;sen 6;
6; = (1 — 2¢/7) Mod (arg(a;), =/2)

32. fork=+41+2do
Qi = —ygk); ik = ‘ygk)
Yik = ®ik@iy + Biria

3.3. compute
s(¢) = indice del menor ;; m(i) = indice del segundo menor v;;

bit = Qim(i) = Qis(i); bntiyt = —Qim(i) — Xis(i); Dantiyt = —20is(i)
biz = Bim(i) = Bisti)s O(nti2 = —Bim(i) — Bisti); diantiyz = —2Bis(i)
biz = —biy; b(n+i)3 = —b(n+i)1; b(2n+i)3 = "b(2n+i)1
big = —biy; b(n+i)4 = _b(n+i)2; b(2n+i)4 = _b(2n+i)2

bis = Yim(i) = Yis(i)s O(n+i)s = —Yim(i) = Vis(i); Onti)s = —2%is(3)
4. compute
b(n+1)1 = —Z Wi Xis(i); b(n+l)3 = —b(n+1)1

1=

b(n+1)2 = —Z wiﬂis(i); b(n+134 = —b(n+1)2
=1

bint1)s = =D Wiis(i)
=1
5. Ifb(ny1)1 = Bat1)2 =0 then soluc.:= x); go to END else
5.1. compute SIMPLEX de matriz b;; 1 =1,...,n; k=1,...,5
(la dltima columna son restricciones <), obteniéndose Ax = (z; — 3, T — T4).
5.2. compute soluc.:=x® + Ax
5.3. If || Ax ||< e then go to END

else compute ¢ :=t + 1; x{Y) = soluc.; go to LOOP
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6. (END) Print la solucién aproximada es soluc. end.

6.7 UN EJEMPLO.

Hemos probado el algoritmo con el ejemplo publicado en Love, Morris y Wesolow-
sky [1988], pagina 26, donde se resuelve el problema de Weber en el plano para cinco
puntos y p = 1.5. El proceso iterado del algoritmo de Weiszfeld se puede seguir
visualmente en la figura Fig. [6.2].

® L J
1 3

Fig. [6.2]: Proceso iterado de Weiszfeld.

La convergencia es sin embargo algo lenta, como lo demuestra la tabla en la
pagina citada. Comparando dicha tabla con la que resulta de aplicar el algoritmo
ju
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num. iter. puntos Soluc. Factible Inic. | Soluc. Simplex | W,(x)
0 (4.84615,4.) . . 54.849
1 (6.33583,2.44167) 72.5125 63.2232 55.4132
2 (7.05809, 2.9225) 67.9879 65.2681 53.8567
3 (7.00826, 3.00555) 67.4647 66.1993 53.0962
4 (6.99951, 3.0008) 66.0822 66.0217 53.029
5 (6.99993, 2.99996) 66.0092 66.0049 53.0286
6 (7.,2.99999) 66.0066 66.0064 53.0285
7 (7.,3.) 66.0066 66.0065 53.0285

vemos que en cada iteracion, salvo la primera cuya eleccion fue hecha por ser el
centro de gravedad del sistema, se rebaja el valor de W,(x). En cada paso, me-
diante programacién lineal se minimiza la funcién lineal aproximadora tomando
como origen de coordenadas €l punto de la iteracién anterior. El descenso para
la funcién de Weber con normas bloque se verifica en la columna de soluciones
factibles iniciales. La resolucién de cada problema de programacién lineal consigue
rebajar la funcién objetivo y encontrar un nuevo punto donde realizar la siguiente
iteracion. No se garantiza el descenso en la columna de soluciones finales, ya que
éstas slo dependen del planteamiento inicial en cada paso. Sin embargo, la funcién
de Weber con normas [,, al estar mayorada por la funcién de Weber con normas
bloque, descendera en cada iteracién acompaiiando a su aproximacién (errastrada
por su aproximacién mayorante).

La convergencia del proceso es rapida. En las primeras iteraciones se consiguen
resultados tan buenos como los que logra el algoritmo de Weiszfeld mas adelante
(ver tabla 2.6a en Love, Morris y Wesolowsky [1988]). En la cercania de la solucién,
este método no es fino, quedando atrapado debido a que la guia que representa la
norma bloque aproximada no encuentra una mejora de su propia funciéon objetivo.

Comparativamente con el método de resolucién que emplea aproximacién hiper-
bélica (ver tabla 2.6b en Love, Morris y Wesolowsky [1988]) para ¢ = 0.01, hay que
senalar que el valor de la funcién de Weber al cabo de 30 iteraciones sélo fue 53.107,
mientras que con el método presentado en este trabajo se logra un valor inferior a
ése para la funcion de Weber a partir de la tercera iteracion.
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