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INTRODUCCION

Una sucesifén de nlimeros reales o complejos (xi)=(x0,x1
b
+oo .
...) es sumable Abel a s cuando la serie de potencias f(p)= & xip1
i=0
converge para 0 < p < 1 y existe 1lim_ f(p)= s. Sea (Si)= (50,51...]
p>1 , .
la sucesi6én de sumas parciales de (xi); como f(p)=(1-p)T% Sipl; di-
, i=0
remos que la sucesifn (Si) converge en sentido de Abel a s cuando -

existe lim_(1-p)+f sip1 = s,
p>1 i=0

N.H. Abel [1] demuestra, en 1826,:"Si la serie de poten--

cias f(p) = e xip1 tiene radio de convergencia 1 y ademis existe -
i=0 : :
£(1), entonces existe lim_ f(p)=£(1)".
p>1

Como consecuencia de este teorema de Abel todas las suce-
siones sumables en sentido ordinario son sumables Abel al mismo ni

mero, y el método de Abel es regular.

En 1879, G.Frobenius [9], estudiando las sucesiones (x;) -

tales que existe 1im 50'S1%-*5; ; que posteriormente E.Ceséro_[S]

i>+oo

' i+1 .
« e - . s .
definiria como sucesiones sumables Cesaro de orden 1:(C,1); esta--

blecia el siguiente resultado: "Si f(p)= ¥ xipl'tiene radio de con

o .1=0
vergencia 1 y ademids existe ‘lim  sp+sq+..+sj; - 's; entonces exis-
" j++oo i+l ‘
te 1lim_ f(p) = s. Frobenius habi®a: probado que toda sucesidn suma-

p>1
ble (C,1) es sumable Abel.

Posteriormente O.Holder [35], generaliza este resultado -

en 1882 para las medias aritméticas: h§0)= si,(i=0,1,...),h§k) =
(k-1), (1), (k-1)
h0 + h1 +, .+ hi

(i=0,1,..) con enteros kz1, demostran

i+1
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do que,en las condiciones del teorema de Frobenius, la existencia
de 1im hgk)= s para algGn k > 1 implica la existencia de
i+t -

lim  f(p) = s.
p>1

1

En esta memoria estudiamos la dualidad que determina en
los espacios de sucesiones la sumabilidad de Abel. Este concepto
de dpalidad, la p-dualidad, ha sido analizado por J.A.Antonino, -
en su memoria [2] , utilizando métodos de invariancia. Posterior-
mente M.Florencio establece, en la memoria [8], la teoria de la -

C-dualidad dada por la sumabilidad de Césaro (C,1).

Nuestro estudio tiene pocos puntos de contacto con [2] -
y sigue la linea cldsica de G.Kéthe [18] para el estudio de la --

a-dualidad y las modificaciones a esta linea dadas por M.Floren--

cio en [8], para el estudio de la C-dualidad.

En el primer capitulo se analiza el espacio base de nues
tro estudio, formado por todas las sucesiones de nGmeros reales o
complejos que son sumables Abel, que denominamos (sa). A diferen-
cia de las demds dualidades los resultados cldsicos que caracteri
zan los factores de sumabilidad de las sucesiones sumbles Abel es
tdn estrechamente relacionados con la topologia dada al espacio--
(sa). El1 primer estudio de dicho espacio es debido a S.Sid6én [25]
que sblo obtiene un resultado parcial. Posteriormente, K.Zeller -
[29] estudia 1las propiedades mis importantes de este espacio, pe
- TO las pruebas de ellas no obran en la literatura, por lo que las
pruebas aqui presentadas han sido dadas por nosotros. En el cita-

do capitulo prdBamos que (sa) es un (FK)-espacio, que las seccio-

nes de cualquier elemento de (sa), convergen en el sentido de Abel



al elemento del que provienen y que su dual topologico coincide
con su p-dual. Estos resultados sustentan todo el desarrollo pos .

terior. ' '

En el segundo capitulo,’trés obtener propiedadeé alge-
braicas para la p-dualidad similares a las que se verifican para
la a-dualidad, se analizan las propiedades de espacios de sucecio
nes A dotados de la topologia o(i,xp). La topologizacidén de los -
espacios de sucesiones A y su p-dual A mediante una sucesién fun
damental de equicontinuos del dualktopolégico de (sa) nos propor-
ciona resultados de completitud & separabilidad similares a los -
que se cumplen en la a-dualidad. Denominando a estas topoldgicas
Tp(i,kp)»y Tp(kp,l) obtenemos que el espacio kp[rp(kp,k)] es com-
pleto y un teorema de caracterizacidn: "Un espacio de sucesiones
Ao¢ es p-perfecto si y solo si A[Tp(k,xp)] es completo'". Este re
sultado nos hace suponer que las p-topologias tienen, en el andli
sis de la p-dualidad, un papel similar al de las topologias norma
les en la a-dualidad. A continuacién se establece la equivalencia
de los subconjuntos compactos, numerablemente compactos y sucesio
nalmente compactos para topologias del par dual (A,Ap). Para ana-
lizar los subconjuntos relativamente compactos de (sa) se han es-
tablecido propiedades de aproximacién en los compactos de (sa), -
mediante las cuales probamos:"Sea C< sa, acotado. C es relativa--

mente compacto en sa, si y solo si para toda jE€ N se verifican:

Climsup A |+ q) (x-(x..tT)1 =0y
.t+1 xeC J 1
. n .
1i ' q. t1)- 1 x.tre )= 0
Lim ;2}8 (1 Ilf'qJ)((xl ) i=0x1t e;)}

para cada t €(0,1)\fijo".



Mediante esta caracterizacidn obtenemos una condicién =
suficiente para que una clase de aplicacién lineales y continuas
de (sa) en (sa) sean compactas.-Uné vez establecidas propiedades
de completitud y separabilidad para espacios de sucesiones dofa--
dos de la topologia de Mackey del par dual (A,A°), obtenemos un -
teorema que éaracteriza los espacios de sucesiones tonelados simi
lar al dado por G.Kothe en ([18] ,pag.417). De dicho teorema obte-
temos condiciohes para la reflexividad y semireflexividad. Por 61

timo, se introducen los espacios que llamaremos p-escalonados

= .oy (M) =
Ap {xew.(ai xi)€sa,_n 1,2,¢..}

con la sucesidén de escalones {ozi(n)}n_1 5 verificando determina-
: - s e« o
das condiciones. Dotamos al espacio vectorial Ap de la topologia

dada por la familia numerable de normas:
e a)) ™=+ @Vx)0 xen ), ne1,2..05 5=1,2,..

donde 1la sucesién de normas:'{alN*qj)}j=1,2'_65 la que proporcio-
na la topologia del espacio (sa). Damos una prueba directa de que
Xp dotado de dicha topologia es un (FK) -espacio y que esta topo-
logia coincide con la Tp(xp,kg); lo cual nos permite obtener di--
rectamente un conjunto de propiedades de Ap. Dando condiciones al
sistema de escalones obtenemos p-escalones que coinciden con los

escalonados de Kothe.
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NOFACIONES Y TERMINOLOGIA

Denotaremos por N, Q, R, y € , a los conjuntos de nime-
ros naturales, racionales, reales y complejos. Mediante K se deno-
tard el cuerpo de los realés o complejos.

Los espacios vectoriales estdn definidos sobre K. Para -
los subconjuntos A de un espacio vectorial, denotaremos por [A] su
envoltura lineal y por TI'(A) su envoltura absolutamente convexa. El
espacio vectorial de todas las sucesiones x=(xi)=(x0,x1,...) con -
coordenadas en K se denomina w y todo subespacio vectoriali de w -
se llama un espacio de sucesiones. Mediante 11 y 1m_representamos

a los subespacios vectoriales de w que forman las sucesionqs absolu
tamente sumables y acotadas. Dadas dos sucesiones Xx,y€ w, escribi--
mos (x,y)=(x;.¥;)3-0,1,...

Si A es un espacio de sucesiones y T es una topologia 19
calmente convexa y separada, (A[t])' es el dual topolégico de A[t].
La nomenclatura referente a la teoria generai de espaéios vectoria
les topologicos es la misma que [16]. Siguiendo a Zeller, diremos
que un espacio de sucesiones A dotado de la topologia T es un (FK)-
-espacio si A[tr] es un espacio de Fréchet y todas las aplicaciones
Alz] » K, i=0,1,...

x*=(xi) - K

son formas lineales y cotinuas sobre A[T]

Dada c=(c.) € w, tal que existen una constante C>0 y --
‘o€ R, verificando: lc;l < ¢ o', para i=0,1,..., entonces escribi-
mos c.= O(cl).

Si a:[0,1] » K es una funci6én de variacién acotada en --

[0,1] y £:70,1] » R es una funcién continua, denotamos por  ~--"



1 : 1 1

f(t)d(Reoc),{ £(t)d(Ime)

Jofﬁj da(t) al nfimero real o complejo [
: 0

0
cuyas coordenadas son las integrales de Riemann-Stieltjes de f res-

pecto a las funciones reales de variacién acotada (Rea) y (Ifha).
Diremos que (ai)e w es una sucesidén de momentos constantes si e--

existe una funcién de variacién acotada en [0,1], a:[0,1]+ K tal -

1

que
a, = Jtl da(t); i= 0,1,...,
0

1
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CAPITULO I. SUMABILIDAD DE ABEL Y p-DUALIDAD .LOS ESPACIOS
' (sa) Y (da)

1. PROPTEDADES DEL METODO DE SUMABILIDAD DE ABEL.

Sea w el espacio vectorial de todas las sucesiones
x=(xi)=(x0,x1,...) cuyas coordenadas son nimeros reales o --

complejos.

Diremos que la sucesidén x€ w es sumable Abel a s --
cuando:
1) la serie de potencias f(sz zg:_XLQL converge para

0<¢g<t. '
2) existe kar_f(f): XY
{14

El teorema de Abel asegura que si x€ w es sumable en

sentido ordinario, entonces es sumable Abel al mismo nGmero.-

Por tanto el método funcional de Abel es regular.

Existen sucesiones que no son sumables en sentido or
dinario como ((-1)1) y son sumables Abel dado que:

M, Z(QP Ko, A

4
g1 g—ri- 4+ ¢ 7

Mas generalmente se demuestra que el método de Abel -
es mds potente que cualquier método de Cesiro de orden k.

(ver [17] pag.490 y 498).

Vamos a desarrollar las propiedades elementales de -

la sumabilidad de Abel.



Proposicidén 1.1

Si la sucesibn x¢ w es sumable Abel, entonces Akaﬁj>V

/

Demostraciodn.

Si xX€ w es sumable Abel, la serie de potencias f(?):Zi_foL

tiene como radio de convergencia: R > 1 ¢

Proposicién 1.2

Si x€¢ w es sumable Abel y (Si) es la sucesibén de las sumas -

parciales de x, entonces:

Aem :{;x ? ,&nL (4- f):{:s .

gr1- Tro
Demostracién
Dado que ;E: f = i- ' ,osg<Ltenemos que
er = (4- g)(ég)(z = (4- @ZS .

Como consecuencia de esta proposicién podemos introducir un
nuevo concepto:

"Diremos que la sucesién (S. ) € w es convergente Abel a s -

cuando: «g:m. (4_-@ Zs; fL -5 .

Utilizando esta nocibén probamos una condicién necesaria para

la sumabilidad de Abel,

Proposicién 1.3

Si x€ w es sumable Abel, entonces la sucesién x es convergen

te Abel a cero.
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Demostracidn.

. | .
Si x¢ w es sumable Abel, existe Livn, E:_xéf =

> 4-

luego : JLWb (i g);Z:XL -0 .

?—WL' tro

L:O

Proposicién 1.4

- La sumabilidad de Abel verifica las siguientes propiedades:

1) Si x,y€ w son sumables Abel, x+y es sumable Abel.

2) Si x€ w es sumable Abel y a es un nfimero realgcomplejo --
ax es sumable Abel.

3) Si (x .)€ w es sumable Abel a s, entonces (x1,x2

0°X1:X95 -
..)J€ w) es sumable Abel a (s—xo) y reciprocamente.

Demostracién.

Las dos primeras propiedades son consecuencia de que tanto -
las series de potencias como los limites de funciones las ve
rifican. Respecto a 3):

Dado que (xo,x ..) es sumable Abel, f(?)“ :Z;X

1’
converge en 0 < p <’1; luego (fkf) Xo) ZZ_Xw43‘
también converge en 0 < p < 1 y ademis ex1ste

(f(?) xo = §$-Xo

7.('
ReC1procamente si (x1, 2,.. .) es sumable Abel a (s-xo), la -
serie de potenc1as ' ‘converge para 0 < p < 1, --
luego “"‘Y) + X, = X.;gi converge para 0 < p < 1,

siendo:
L. Z g ~(S Xo) 4+ X, = S u

grts



2. LA p-DUALIDAD Y EL PAR DUAL (1,AP). EL ESPACIO (sa)

Sea (Q el subespacio de w formado por todas las su-
cesiones que s6lo tienen un nGmero finito de coordenadas d&§
tintas de cero.

| Consideramos subespacios vectoriales de w , que de-
notaremos A. Es conocido que a cada espacio de sﬁcesiones A
le podemos asignar otro espacio_de sucesiones Aa, denominado
su a-dual:

2% {u€w : (uixi) es absolutamente sumable para ca
da x€ A },;cuando Qtzl cCw ,~se tiene que A y A* forman un

+ o

par dual con la forma bilineal dada por (x,u)= EZ)Quu;,
xeh, weX bro

-~ De manera andloga y utilizando formas bilineales --
adecuadas se estudian la B-dualidad para la convergencia or-

dinaria y la c-dualidad para la convergencia Ceséro.

El método de sumabilidad de Abel permite définir un
concepto de dualidad, debido a M.Valdivia, denominado p-dua-

lidad:
" Dado un espacio de sucesiones Acw , le asociamos
su p;dualz |
AP ={uegw : (u;x;) es sumable Abel para cada x€ A}
De 1la mayor ﬁotencia del método Abel se sigue que:
e ABe aec AP,
Es conocido (Antonino [2])‘que;>\,p es un espacio vec

torial y que si chc w, los espacios de sucesiones A Yy AP -

forman un par dual con la forma bilineal dada ﬁor:
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400 .
<X,M>:£€m ZX;M;YL , Xe}\,ue)\P ,
>t ‘o |

Ademds si dos espacios de sucesiones verifican A € u, enton-
/
ces AP D> up. Si el espacio de sucesiones XA es normal se veri

fica que 2% = AP,

Vamos a analizar el espacio base para la sumabili--
dad de Abel, es decir el espacio de todas las sucesiones su-
mables Abel:

sa ={xge w : x es sumable Abell.

la propiedad de regularidad nos asegura que 11c sa.

Caracterizamos algebraicamente al espacio (sa).

Proposicidén 2.1

El espacio (sa) es.el p-dual del espacio de sucesio
nes ( [e]q;‘f ), donde [e] es la envoltura lineal de la suce-

sién e=(1,1,1,..... )

Demostracidn

Si xe ([e]e (q)? , dado que en particular ee([e]e@
‘tenemos que (xi.1)=Cxi)€ sa.
"Reciprocamente sikxe sa, tenemos que probar que (xiui)e sa
para cada we ([e]@?) . En efecto como A= Q’Q+(F;) con
xe K y (FC)E‘( tenemos que (X;-M;) = X (Xg,i) + (x;ﬁ;):
= XX + (X;?i) - con (X;-%L) € LQ luego P.1.4 asegura
que (xiui) € sa, = |
Vamq$ a dotar-.al espacio vectorial (sa) de una topo

logia estudiando sus propiedades y caracterizando el dual to

polégico. Karl ieller,en’ [zsﬂ ,enuncia los resultados conteni



dos en las proposiciones 2.3 y 2.4, y en los teoremas 2.1 y
3.1 sin que conozcamos las demostraciones. Por ello,las prue-

bas aqui presentadas han sido dadas por nosotros. !

Proposicién 2.2

En el espacio de sucesiones (sa) se verifica:

1) La aplicacién Xe sa+—> [Ixll = sup ZX f ,
0<9<1 i=o

es una norma.
2) Las sucesiones de apllcac1ones Xe sa —> T*(X) ZIX (

3"'1)
Xesa > 400 = sup [ % I(—d—-) c i 2,

b’

son dos sucesiones crecientes de normas que definen la mis

ma topologia en (sa).

Demostracién.

1) Si x € sa, existe L ZX = Rm f(S’) =S luego

¢>4" (=0 g->4'
sup [Tt < 400 |
o<1 [ oeged
definimos f Lo, ﬂ-—-—-) | f(?) { < €_
luego f es continua en [0,1—_[ por lo que f f(@l
0¢¢<4
€s una norma en sa, ‘
Ademds, como 2‘-"" lf(ﬁ’i ‘“’F f(gﬂ tenemos
que : SM,F lf(@!: J,u,‘) ”’g)l
, o<g< 0¢¢¢d
2) si x € sa, la serie de potencias Z_‘Xilf" es -

convergente en 0 < p < 1, lueg'o para 4=1,2,...

(lx\( ))e l CZ , luego {pj} y {qj} son ---
, j=1,2..  §=1,2.

ambas sucesiones de normas en sa. Como (J———)~ €s una suce-
i+ _
sién creciente tenemos que p1(x) £ pz.(x)\< N o
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q,(x) qz(}c)é“.,,.,,.para cada x € sa.

Por Gltimo probaremos que ambas sucesiones definen -

la misma tof)olog’iaven sa.
~ Para cada qj existe p3 tal que q‘_j x) < pj (x), para x € sa.
- Para cada i)a existen qaﬂ y C= (ja'ﬂ)z tales que:

p, (x) = :lecl (&) Z{xb (iifl.)@i&j,

d*1) \§+d §+4
X _iii)b J(3+2)> : et
£ su]:l I,(Ju_ % (g+DR Tjos 09 1 - 4@+2)
o o G
= (3+)93400 , Vxesa.

Denominamos (‘ei) a los vectores de ce - que tie
i=0,17... :
nen todas las coordenadas cero, excepto la i-esima que vale -

uno.

' Pr'oj)'o"s'i’c'i'én‘ 2,3

Para todo x = (x ) € sa(ll n) se verifica:

2%
. [&m Zxcfeu] =(x;)
taf"  Kriewo lz0
en la topologia dada por la norma

" Demostracién.

Fijado x¢e sa , probaremos en primer lugar que la fun
cidn {(xiti) 0 ¢t 1 }'C sa verifica: 111]n (x t ) (x )
y gespués que para cada t fijo 0<t< 1 i:sucesu’)n
(Zxctée;)k ._.‘converfge al vector (_xiti) .

= =0,4,...

Dado e > 0 hay que encontrar un ty € (0,1) tal que -
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ORI

si t; < t < 1, entonces ||(x ) - (x;t )||— sup
0 - +oo i p<1
donde f(p) = & «x. .
P2 752 P
Como f es uniformemente continua en [O,C] para cual-
quier c<1,para el anterior >0 existe §>0 tal que si "P1'P2|<6’
entonces lf(?ﬂ -f(?,_\l( £ . Conel & >0 fijamos tgy € (o,1)
tal que 1-t0< ) .
Entonces si t;& t < 1 tenemos que ?—tg :’?(‘1—‘[’.)5 9(1-'&,,)(

< (i-to) <6 para todo ¢ € [ol 1) y en consecuen-
cia sup | o) -fera < & .
0¢¢¢d

Demostramos ahora que la sucesién {(x.,,x,t, . X ‘l‘.KO )}
I - converge ka (xiti) para cada te (0,4) fijo. -
‘Dado €%0 hay que encontrar K,€ N tal que si K%K, .
entonces I} (XL’tL) -(x, I thk, o,.-,) | < ¢ para
t e (0,1) fijo. |

Fijados E>O vy te (0,1), 1a suce516n de funcio-

{fk} 0.1 , f ()= ZX,_ converge unifor-
DET)

memente a ’f(g) = in?'-

luego para todo getfoo,i) , Como 'tg € [O,'E) , se verifica que

en el intervalo ‘[O,t] ,

dado €70 existe K,€MN tal que si K»K, tenemos

SuF | fcgg) f(tgvi = IGt) (ot xS0, )l < €

©  con lo cual Aim (ZX'EE) = (X.,'Tf) . [

K-> + 00 -
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Proposicién 2.4

Para todo x—(x ) € sa(q ) se verifica que

&M’ [ Lim. Z XL't e;_] = (XL) , /

to4 ~ ko400 i=0

en la topologia dada por la sucesién de normas {qjs .

Demostracién.

De manera andloga a la proposicidén anterior veamos -

que fAW;_ (XLJLL)= (x) para x € sa fijo.

Dados €>0 y Je N buscamos ty € (0,1) tal que si --

t, £ t <1, entonces : ‘
, C N
A X - (xtD)) = ot (4
qd(x (xbt ) = stxf[xb-xtt | <"+T)< 3
Como x € sa, para j € N tenemos que Zl J(J i)
converge, luego &W: (x| (—-—ﬂ @) ~ y dado que
4
L-Wb (4-1)=1 para todo t € (0,1) podemos afirmar
L >+°0/&: C
que : .“’ri,w (X..l(i—t.) <<§+i) = para todo t€ (0,1')

Entonces dado €7 0 existe ij € N tal que si i» 1,
| %] (i ‘t4)(3+1) ‘ pavr‘a ":16 (0,1) fijo.

Se trata de asegurar que: existe ty € (0,1) con t1é

<£t,<1 tal que :

max {lxil(i“t")(;l%)’"' | - P10 tO) (3+1) } €

lo cual es consecuencié de que para i=1,2,... io’ fijos:
D (1-19) =
ts4-
De esta manera para €>0 y Je IN fijos existe tg € (0,1)
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. L o\G '
verificando que Sup |XL‘(1*£:) 78—”) { E de lo
; :
cual se sigue que si t0 ¢ t< 1 sup Ix;] (4-1) (2= <}+1

porque - t) (-t 1 para i=0,1,

Veamos ah,ora, que con tg¢ (0,1) fijo, la sucesifn:

{(Xo, XL, ,XK‘tK, 0,...... )} converge a (xiti) .
) : K:O,{‘...

Dados €>0 y j€ N hay que encontrar k,€ N tal que si

k > kO’ entonces:

94 <(><Lti) = (XXt X ES 0, » = sup RTL (%I)L< .

t>K

Como x € sa tenemos que SMP [ %] ( =M<+ y para

te (0 ‘I) fijado anteriormente /&T& 'tL ' por ‘1o -
-

que existe 41p€ N  tal que si i iy t%% ; pero como
E < &
M 1% (_.L\

entonces: . -
adt [ d
Ix; | £ (.a_z> €

para i=0,1,... podemos afirmar que si i iO

En conélusién con k,=i, tenemos que si k > ko:
Sup belt (—-— < Sup [xilt* (..d'.—)L< € R
L)K % Lo A+
" Para caracterizar el dual topologi’co de sa (h|p) va-
mos a basarnos en un teorema de S.Sidon [25] que afirma:
"Una sucesiién ‘0<‘=(°(é)€k verifica Que (o-X; )esay
l&"i‘:bz‘;"‘xb L"é C x| para todo X €sa, con C>0 -

que s6lo depende de X , si y solo si, o —j't dx(t)  siendo

 : [O 1}-—?[[( una funcién de variacién acotada en [0,1]."
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Proposicién 2.5

El dual topologico de sa(ll II) es el espacio de las -
4. o
sucesiones (%) ,donde = | t'dx(t) , 4=04,... siendo :[g4]—>K

0
una funcidén de variacidén acotada en [0,1] .

Demostracidn

Si X es una forma lineal continua sobre sa(iill ), 1la

P.2.3 asegura que para cada Xeg¢ sa:

o (%) = o | Mom [i)im iXL?Le;D [ Z_X “(9)?]
f—)d'

?..):j’ K>+00 (=0 K400 =0

, D(L: 0((9;) ‘L:O,d'..-.

"
™
X
X

Entonces (xi,o(i) € sa parar todo X € sa.

Ademds como X es |l l-continua,existe C) 0, que sdlo
depende de & , tal que : ‘O<(XH < C Iix| |
para todo x€ sa. Estamos en condiciones de aplicar el teorema
de Sidén obteniendo el resultado. |

| 1
Reciprocamente si o= (o) con oq:j tdx@) | 1=0,4,...
[o]

para una funcién : [0,{]— IK de variacio’n acotada en [0, 1]
Sidén afirma que & (X)= «&-nit Zx._ es una forma
>4~ (o

lineal y continua sobre sa(fl Il ). .

Proposicién 2.6

El dual topologico de sa(qj) es el espacio de las su

cesiones c=(c_i-), donde c;= 0(ot), para 0< T< 1.



Demostracidn.

Sea ¢ una forma lineal continua sobre sa(q ), la P.
1

2.4 asegura que para todo xe; sa se verlflca

c(X) = Z X, Cy g ,ci=c(e) , i=0,4,....

?—)4.‘ t=0

Como c es continua existen j€ Ny C7 O tales que:

' c(ec)} = ’ c;l £C C]&'(e;);c (E‘_}—J)L L 1=0,4 ..

luego c. = O (0"'“) , Oz (;11) siendo Te¢ (0,1)

Reciprocamente si c=(c, ), con c;= O(vi) para algln 0 < 1
‘probaremos que c(x)= ZE:x C; ?

"es una forma lineal contlnua sobre sa.

| En primer lugar veamos que (xici) € sa para todo ---
X € sa: si c. —O(vi) existe'€'> 0 tal que 'Cilé Cot , i=0,1..
luego : V < J ..... y en consecuencia:
(3
bimsup VT3 < ‘rf.*%Wf\/_C'=<r<1

L 400 L—» 400

Entonces,

V |x:|le:f € Qunsu szf Qunsu VTZT‘50’<'i

L-?-I-OO - b-v-l»oo L—’+°0 +oo

lo cual asegura que la serie de potencias Zi(XCJ§
t=o

1
es absolutamente convergente en g =1. Es decir (xici) € 1 pa

ra todo x € sa. Con lo que c=(ci) es una forma lineal sobre
(sa)

Veamos que c es continua:
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. 400 ) +00 400
}C(X)]:iMZXLCL?‘l:lZX(_C; é le‘-_“cd
?-’i- tzo b':O vz 0 «
como c=(c;), €=0(v") existe je N tal que T £ ('5&;1'
por lo que ,Ci' £ C (}i‘z , 4=0,4, . ‘ y entonces

existe  sup |Cif (—%t-i-)z C.

Dada c=(c¢) existe j€ N tal que:

ol S tied o S Y (A S ()
| |cealg ?; [x;1lel _.,Zo el (T)-lxbl (3“) < C b-_Zo'XLI(é'“):
_ N ]
=C P; x) £ C (d«»—i) qéu(x)
para todo x € sa.
En consecuencia si é=(C; ) es tal que c;=0O/(c%)

para 0 < < 1 existen q.+1 y C*=C('+1),2> 0 tales que:
a J

| c(xd] £ C*qa.“ (X) para cada x € sa. n

A partir de la caracterizacién de los duales topolo-
gicos de sa(#ty ) vy Sa(qj) obtenida podemos analizar la rela-

cifén entre estas dos topoAlogias definidas en (ska) mediante:

Proposicién 2.7

En el espacio de sucesiones (sa) las topologias da--
das por la norma(lll) y 1la sucesién de normas {qj} ~ no son --

comparables.

Demostracidn.

Es suficiente demostrar que ninguno de los duales to
pologicos de sa(ny ) y de sa(qj) estd contenido en el otro.

Si consideramos el vector e=(1,1,...), se trata de -
" un momenteo constante para la funcidén de variacidén acotada:

| A _ 1 si t=1
x:[0,1]— R ~definida por X(t)=

0si 0 t< 1
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1.
porque I tdx(t) = 4 para {=0,4,...
0

. N . .
Entonces e € (Sa(ulh) 'y sin embargo es evidente que :

et (salqp)

Si consideramos ahora el vector (_?l
. ' 1] ,
< 3 . - 1 1
Lo ,1 =0,1,... para 0< ¢ < 1, pero (fTT ) (sa(nll )) ,
~i

)€ (sa(qj))' porque

.
PR PN

.
-

i .
véase la observacién de Hardy( ﬁi] .pag.267). -

Estamos en condiciones de dotar a (sa) de la topolo-

gia dada por la sucesidn creciente de normas {’l”+qé§

d'zl,Z,.._.
y demostramos que:
Teorema 2.1
El espacio de sucesiones sa( Hli+qé) es un FK-espa--
cio.
Demostracidn

Con la topologia dada por la sucesién de normas el -
espacio (sa) es localmente convexo metrizable. Para probar --
que es un espacio de Fréchet es suficiente probar que cual---
- quier sucesidn {xn} C sa de Cauchy es convergente a un ele--
mento de sa. elh2e

- Sea {xn} de Cauchy en sa, entonces dados €>0y jeN

existe n,e N tal que si m> n)» n_, entonces:

O’

X" X" 4 95 (3™ XY= el + sup |0 x| (f:r)< €

Para cada coordenada i=0,1,... fija tenemos que:

IX?-X?’< (%&Y& , mynyng
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luego cada una de las sucesiones {x. S K es de Cauchy
ne N
"en el cuerpo completo K por lo que convergen a un Xy %€ X. Con

sideramos la. sucesién x =(Xi) € W ; probando que x%¢ sa Y pos

teriormente que: an}__)xo en la topologia dada por las nor--

mas (Wl Wl + qj).

+ 00

Probamos que z x? f" converge en 0< §< 1y que existe
ito ,
&m Zxo :
Q-—M' ito + o0
Dado que £ E leigL , es suficiente de-
= ) |
mostrar que para todo J € lN Zl ol(a+i) converge.

En efecto, fijado je N sabemos por P.2.2 que:

21| () € Gt sup [x?| (&)

*z

y ademis que:

suﬂx\(d” < sup | X=X 4”) p|x|(d+i)

4+1
para cualquier n e N fijo.
Dado que (xril) € sa el segundo sumando es finito, y como la su
cesién es de Cauchy,fijados €> 0; (g+1) € IN existe n € N tal

que si m5 n 3 n: SWPIX X'(a”_)(&

luego haciendo m— +9% , como (xi)«nci ~para i=0,1,... obtene

mos que el primer sumando es menor o igual que €
w *

L .
Para demostrar que existe &-V'LLZ xfg tenemos
en cuenta que dado &€ > 0 existe n € [N tal que si m> n > n,
" entonces:
m L
I X" Xl = sup ZX P - Z’W < €
0¢p<d
si hacemos que m—>+%  tenemos que: swp ZX 9 ~ZX§
' ogp<d |0

sin>» n_.
/_0



Por tanto la sucesién de funciones")‘.{ f }%N
n +00 .
f (¢1= ZX??L N para (¢ [o, 1) converge unifor.
i=z0 p ~ !
memente a f(@ = Z X?g“ en el conjunto [Q,I) .

Como (x1) € sa, existe S f(y) ~ para
i Y
cada ne N luego, en virtud de la convergencia uniforme de --
{f"’}——-—) f en [0,1), existe :
f
Lm ey =t (ki flo)

n-y +00 g-»i‘

y en conclusibn x° € sa.

Por Gltimo, para probar que {xn}—)xo € sa, basta --

considerar que fijados €>0 y j € N existe n, € N tal que

NXWx M+ g(x™-x") < & , m>nxno.
Si hacemos que m — + o0 , como (x°-x™) € sa, concluimos que
Bx®x" N+ q3(x>-x") ¢ & , nyn,

Una vez probado que (sa) es un espacio de Fréchet, -
veamos que es un K-espacio.

~Fijado § € N cualquiera: | XK]'

NS
d

3+1> < 95(x)
para k=0,1,... luego

| Xkl < (d+i) 9;09 € Cy; (llxll+qd.(><))

para todo x € sa, siendo CK.j >0 una constante que s6lo de-
pende de la coordenada k y de la norma j fijadas. m
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Si x ¢ sa, denominamos seccibn enésima de x=(xi) al
T h

vector . )(n': Zx;,e;: (Xo,Xi, ..... y X, O,....)e ({C sa , para n=0,1.

Vamos a analizar la convergencia en (sa), para la to
pologia dada por ( 0l 4 + qj), de las sucesiones de un vector -

cualquiera:

Propbsicidn 2.8

Existen vectores de (sa) cuyas secciones no conver--

gen a dichos vectores.

Demostracidn

Sea el vector x=((—1)1) € sa, probamos que la suce-

K .

> -, - L
sidn de sus secciones { E:C%O e;} no es de Cau-
, L= k=0,1

chy en (sa).

Para cualquier k=0,1,2... tenemos:

IIZH)P- ZH)eJ + %(Z(-i)'eg Z(—i)e)

K

- }lexi\+qi(e,():i+(d%> ..

Sin embargo>teniendo en cuenta P.1.2 podemos introdu
cir un nuevo concepto de convergencia, que denominamos p-con-
vergencia:

Dada una sucesién {Xﬂh=o 1,.'de vectores de sa, di-

remos que ? converge a X € sa si:

L [ Ko (}:(x x*1) ¢* +X)] X

o4 Kq+w

estando ambos limites tomados en la topologia dada por (Il +

+ qJ) .
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Entonces, las seCC1o§es {x }n=0,1,.. de un
X € sa- ?-convergen a x cuando:
K : '
Bim [ i (Z XL?ea)] = (%) =x
8#1' K-> +00 L=O‘
Por lo tanto es inmediato:
Proposicidén 2.9
Las secciones de cualquier vector X € sa,
gen a X.

Demostracidn

24

vector -

?-conver-

Es suficiente unir la P.2.3 y la P.2.4 =
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3. EL ESPACIO (da)

1

Caracterizamos el dual topologico de sa( Il |l +qé) y -

su relacién con el S)-dual mediante el siguiente: !

Teorema 3.1

Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1
a)  ae (sa) .

+00 . '
b) Para cada x € sa: AL(X) = Jim ZXL“L ?L donde
' -4 =0 :

1. :
M,;:M.(G;):J'talo( +C; L, i=0,4,.... . .
o ' [0,4]_>n(,func1on

de variacién acotada en [0,1] y ¢;= 0(0"L ), para 0< T < 1.

c) ue (sa)?.

Demostracidén:

(a) = (b) : Si ue (sa)'; para cada x ¢ sa tenemos ciue

. . .
X = g/m: [f&m _ZOYLQL?L] entonces:
- 1" 400 7

~

u(x) = &m [ B ZX; “(et)gi] = fim ZX; u,-,?L s Azu(e), iz04,..

g——? 1I° K3 4om tzo ?41‘ iz
porque u es lineal y (01 4qé)-«continua.
Ademds por ser u continua existen je Ny C >0 tales que

- \u(x)léC (IIXl!+qé(;<)) para todo X € sa.

Un resultado general,(Zeller {31] .Pag.25), asegura

que en estas condiciones existen dos formas lineales sobre -:
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*(sa): u1,u2&ta1es'que:

’, u=u14u2, verificando: |u1(xﬂ LCx|| vy ‘uz(x)‘ Cq (x)
para todo x € sa. '

- Entonces u; es uQa forma lineal continua sobre -
sa(it it ) por lo que ui(ei)= otldcx (¢) , i=0,1,... con ~-----
* : [0,1—>K funcién de variacién acotada en [0,1]. Andloga--
mente’uz lo serid sobre sa(qé) por lo que uz(ei)=0(<r't ) con

0 <0< 1.

i M l= - + - .= .- o ®
En consecuencia: uy ul(el) uz(el), i=0,1,

(b) => (c): como consecuencia de las P.25 y 26 si u=(Ui) con

1.
:~[t.ddﬁﬁ+'ca,L=Qirﬁentonces (xiui) € sa para
o B

todo x € sa. Por tanto u € (sa)?.

(c) =P (a) Tenemos que demostrar que cualquier u € (sa)Sy es --

una forma lineal y (I Ui +q ) -continua sobre sa.

Para cualquier x € sa, existe u(X)= = dim §£)<u¢¢
9214 <o

luego de P.1.4 se deduce que u es una forma lineal sobre (sa).

Para probar que u es (Il +qa)-continua, conside

ramos la sucesibn {u.} . de formas lineales sobre (sa):
gd a=1,2...

Uy sa —> K _ ,d}i,a,..,.
X'F~——?EE:XLU (éi;)
b o]

que estidn bien definidas porque (Xiui) € sa para todo x £ sa.
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Para cada ae‘N _
‘U»é (X)l = \ ZX"’&" £ Z [X.’,”QLI (}%__5 £ i
N Su‘F’ul ZIX“(ai-)

. o :
(sa)? C(11)€ =(1 ) = 1% a1 ser el espacio de sucesiones 1

para cada x € sa; porque
1

normal.

Entonces: ‘ua- (fX)‘ < S{L.P fu;l- Pé(x)$ C ("XH+P6.(X))

para todo x € sa.

Dado qﬁe las sucesiones de normas( /i +pé) y ---
cun +qa) son equivalentes podemos afirmar que { ué} es una
sucesién de formas lineales y continuas sobre el Fréchet ---
sa(W 1} +q.). |

(H - +q,) | |
Ademds existe el 1limite puntual de {ua.} porque

para cada x € sa:

/Qun, u;6) = Am Zx u; (—d—) Aim Z_x u; ¢

d—v+e0 d=+2 o §24 g

y este iltimo 1limite existe al ser (Xiui) € sa para cada x¢ sa

Como u(x)=1im wu.(x), para cada x € sa; y sa(m+q;
_ g+ d
es un Fréchet, el teorema de Banach-Steinhaus asegura que u -

es una forma lineal y continua sobire sa(ll Il +qj). =

Dado que el anterior teorema establece:
(sa (u n+q3)) sa)?
denominamos a ese espacio vectorial: dual de Abel, denotando-
lo (lda) Entonces la topologia dada en (sa) es compatible con
el par dual (sa da .

Mediante el espacio (da) vamos a analizar una --
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clase de aplicaciones lineales continuas definidas en sa.

Teniendo en cuenta que (sa)? =(da), es inmediato.

probar:

Proposicidén 3.1

Sea la aplicacién lineal TL’:sa____,sa donde wec
X by (U.& XL)

Entonces T : sa—psa siy s6lo si ue da.

Proposicién 3.2

La aplicacién lineal Tu: sa-—ysa es continua pa-

ra cada u € da.

Demostracién.
Sea u € da, entonces 4¢L:‘Ittd«-#c; , L=04,...
1 ’ ‘ °
f‘d«|<»+w . ¢=0@%Y . o<o<t .
o ‘
Por tanto existe §, € N tal que @ < (f?f , luego existe
. : - .
M> 0 con [ci] g M (t) L6204, . por lo que
. dotl} ¢
sup lcil _;_)égl%
¢ Je

Para probar que Tu es continua, para cada je N -

vamos a encontrar MEi > 0y jg*e¢ N tales que:

( I+ F&) (U-;-Xc) £ Mé (H I+ Pé*) (x) para cada x¢ sa

Calculamos :

(11 33) () =l (wdlt+ pyuaxd < ) j:xctuu)m I (cox) )l + Py (wix)
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f;j(th?A;)

- cup Hi(z (tg))au(‘ |

0<g<£

\l( [:?“»ti‘*“) | = sup

0¢ped

dado que Z X;(tg) _ converge uniformemente en ----
izo - !

0< t£ 1 para ?6‘[0 1) fijo. Ademis :

it (B sl e l} I
luego1 - . - |
I Lx;t‘alu) | < LM“l il

“ ( ZC; X ?L
O<g<i

porque (¢ %)e l‘; -

{ ‘ [clix;l {CHx 00
R SuEiZ ‘{ Z (< +

0<?

sabemos Que para (c;) existe g, ¢ N tal que: SL“F‘C” (é';::i)\< M

Entonces si g € N con § > jo:

H(cx“<2{]c;w| z:qun GEJ(24 )
< mp leil (& ) P& M pi(x)
dado que :(d () (d&':1>
En el casb en ’que i< do tenexﬁosf

“(d)&)” Zlc HXI(GH)(égti)Lé M-Pé, (x)

LO

Por Gltimo acotamos : P (wixi) = ZI\L Hixcl ( )4 SUPNJ FJ(K)

dado que(u ) e 17

ademis si § < j, tenemos que P (u x;) < sup lu;l-p; ()
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En consecuencia hemos probado que dada u ¢ da:

: 4 ;
S o N(uwex) ¢ | Tdod -t + M p;(x)+ sup|u-p(x)
i 374 (”(HP;)(“« x)' fol xi - X+ PJ(X SL‘LP’“‘PJ(X’
para cada x € sa.
. 1 ;
Si j<ge (H”-Pfg)(uﬂc)é j’dul.ﬂxu+M.Péo(x)-l—sgplu;lﬁ.(ﬂ
v o
para cada x € sa

lo cual nos permite afirmar que Tu es continua. L



CAPITULO II. EL PAR DUAL ¢ \N).PROPIEDADES ALGEBRAICAS Y

TOPOLOGICAS . ESPACIOS ¢ -ESCALONADOS

1. PROPIEDADES ALGEBRAICAS DE LA ¢-DUALIDAD.

Si A:DP es un espacio de sucesiones sabemos que

<)~X )es un par dual con la forma bilineal : {X,u)= -&m.zixtt§

—-71.(_0
En relacidén con las dualidades estudiadas sabe--
_ g <. )
mos que e X\ e A c X "y que estos espacios coinci-

den si X» es normal.

Diremos que un espacio de sucesiones N es . ? per

fecto si ( ) )5?

. Propiedades algebraicas andlogas a las estableci
das por Kothe DS] para la «-dualidad se demuestran para la

?—dualidad:

Proposicién 1.1

Si )\ y f* son espacios de sucesiones:
1
(a) >‘C/k implica- /uqc PN
' A
(b) N oA,
¢
(c) X es p-perfecto.
{d) yw es el menor espacio ¢-perfecto que contiene a A

(e) Si X €s '?-perfecto, entonces A D(Q

Demostracidn:

(a) Si U—é/lq ,(1¢-X)E S4& para cualquier xe/¢:>x , luego
¢
ue N



(b) Como . >\W: (>\?)? , para cada X¢ A L,y uc )\? » (ux)e sa
con lo que X¢ >\W.

(c) ( Xq)?? 5 W por (b) y como X?? 5 A , (2) ase-
gura que. :()xqg)?c >\Q . |
(d) Si existe /\L , g—perfecto tal que /\AD)\ , de (ak) se si--

gue que /\)\z/\xqgk:) A ' |
(e) Como >\??:>\ , N es el SJ-dual de A ; por otro lado si

ue&e,(u-x)e sa para todo X € )\? , por lo que ue&. L]

Como el espacio.de sucesiones Sa:([e]@(e)?, te
nemos un ejemplo de espacio ?-perfecto. Ademds sa no es nor-
mal debido a que la sucesién (1,-2,+3,...)e sa '

y sin embargo tomando sus valores absolutos (1,2,3,...) % sa.
En consecuencia (sa)es un espacio ?-perfecto que no es &-per-

fecto.

= j‘ 4 3 f -
Sea R {(t )i=’0,1...0‘< t £ 1} el conjunto for

mado por estas sucesiones de variacidén acotada. Para un espa-
cio de sucesiones A denotamos R (X) = { yew - (gi):(x,’f‘
con (ti) e R, (x)e )\ } " siguiendo la notacién de

Antonino [ 2] .

Proposicién'l.z'

< [ R()‘ﬂ , )\? > es un par dual con la forma bi

lineal de Abel.

Demostracién

P "Como eeR . MC [P(n] , luego
[RO\)]C >‘? . Por otro lado si we )\? , para todo X¢€ [R()‘)]

.



P
V X = Z& >\K X con x“e R ( ») hay que probar
K= .
existe {2y = Z)\K<XK, uw)
K=1 .

Es suficiente que exista <x, u,> - para todo
P , | = i
X = (ldbt ) con lé€>\ , 0 £ t £ 1 ; ‘<>('u,>: &n}.%ui%i(t?

§
existe dado que té€>‘ . we X . n

Proposicién 1.3

El ?-dual de cualquier espacio de sucesione
verifica )\?: RO\Q) .

Si A\ es un espacio de sucesiones ?-perfecto, )\: RO*) .

Demostracidn

Como ee¢ R , XQQ R(Xz) . Si uevR(X?) h:

que probar (ux) € sa para todo xe A . Dado que u=(viti),_0é1

veN ; cuando t%1, uc€ N y cuando 0 £ t { 1, la sucesibn

1 X . = N . : .
(vitl) € N\ porque existe fg*":— ZXLVL?" y entonc
. - l'.'=O
(xivitl) € 1! si 0 ¢ t < 1 para todo xe ) . En €easecuenci:
uc >3 ., B »
Teniendo en cuenta las ohservaciones de M.Flc
cio en [8] T

Diremos que un-espacio de sucesiones )\ es (da)-invariante

da(\) ={(uixi): ue da, xe)\}g N ; donde (da) es el espac
?-duall de sa. Como e € da,i=0,1..,, si A es (da) -invaric
Ao .

Dado que e € da, cualquier espacio de sucesic

1

verifica )\ c da()\), p.or otro lado como 1'C sa, dac (]
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(2} ' . oo . »
=1 , tenemos que todo espacio normal (1 -invariante) es --

(da)-invariante.

Proposicién 1.4

El ?-duél de un espacio de sucesiones es (da)-inva-

riante. En particular todo espacio ?—perfecto es (da)-inva--

riante.

Demostracidn

Para un Acw hay que probar da()\?)c_:y , sea (d.u)
Eﬁda()ﬁ), d e da y uc )? , entonces para cada xe A ,y(u.x)e sa

con lo que (d.u.x) € sa, en consecuencia (du)e)?. n

Sea { X«} AUna familia de espacios de sucesiones,
€ -
considerados como subespacios vectoriales de w. Vamos a estu-
diar las propiedades de los espacios de sucesiones que obtene-

mos mediante :

> U M

xeA oxeA e A

‘Proposicién 1.5

o ¢ .
(a) Si todos los ‘XN 2, entonces :Ei.k“> (—~] ﬁ
(b) Si todos 1los x« son ¢- perfectos ((ﬂw X;) :(zZlX )??

~

(¢) Si todos los M\, son ¢-perfectos, (—7 Ay es también -

«

g-perfecto.

Demostracibn.

| N | ’ |
(a) Si WE(Z)\«) , ux € sa para todo XE€ ;)\“QU)\X

o



35

luego (ux) ¢ sa para cada X¢ X« y para cada x, luego --
we N ~
Si ue C_] )\i , (ux) ¢ sa, para cada X € )\K y para cadax

por lo que (uy) € sa, siendo y una combinacién lineal fini

ta de elementos de los espacios Xu _ con lo que ue(zixg

o

(b) {(«Z xi)?Y: { D f:Y: (O \*Y por ser los A,

espacios ?-perfectos.

(Z )\Q)g X?i _ ﬂ >\ , lﬁego este es-

pacio es g dual de :Z‘y& por lo que P 1.1 asegura que
¢ .

es g-perfecto. ]

Proposicidén 1.6

Si todos los espacios xx contienen a { 0 son --
(da)-invariantes, los espacios § Xx , | \X“ tienen
4 X

la misma propiedad.

Demostracién

Si los Xd:: © , €S  inmediato : ‘1o mismo pa-
ra los dos espacios.
Si los XN son (da)-invariantes; para cualquier

xefzw Xx y d-€ da, tenemos que (d.x) € X“ s para cada «

por 1lo ’que (dx)e Cj kx . p
| Para cualquier X ¢ Zi X S, X= 2{; x* con

K=1{
Xc—:)\ ,sadeda,(dx) Z(dx")ezx porque

cada (cl x*) € )\o( , K=, P- =t

Teniendo en cuenta que el espacio sa es g-dual de

la envoltura lineal de e mas el subespacio % ; podemos obtener
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de cada sucesifn a=(a.) e w el siguiente espacio de sucesiomnes
1 . %
) { (xVew : (a; xi)e S&N}A

a

: %
Es inmediato comprobar que >\a= ([a]@‘e) !
y por tanto es S> -perfecto. Estos espacios )\a. nos proporcionan

una representacidn de los espacios g—perfectos:

Proposicién 1.7

Si X es un espacio de sucesiones S)-perfecto:

@ h=l 1

weX

® N> N

we X

Demostracidn.

Si XEN = )N , UX € sa para cada ue)\q, lue
go  XE€ >‘u, para cada ue }\q con lo que X € qu)\u_ . E1 --

reciprocaé es andlogo.

- Todos 1los )y . -son espacios -perfectos, luego
R YA
(quy:(ﬂ)\)?:)\g “por lo que Z»:LE')\Q .
we )\ wedt : we W
Reciprocamente si  4te ¥ , como todo . ue()\uj? _ , tenemos

que u € Z )\Qw . n

me N
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2. TOPOLOGIAS DEBILES DEL PAR DUAL

‘ Dado un espacio de sucesiones A 2@ ysu ¢-dual
_X" » podemos topologizar amBos porque < X, X9> , forman par --
dual con la forma bilineal de Abel. Vamos a estudiar las topo

logias débiles: (XA, o(M)\).

Hemos definido en el espacio(saL el concepto de --
?-conVergencia para analizar el comportamiento de las sec--
ciones de un vector. En el espacio ) e diremos que las
secciones { XH}K de un Xe)x,~?-convergen a x cuando
ﬂm[/@i&n ingle;]: X ; estando ambos limites toma-

214 " ks+00 (oo
dos en el sentido de la topologia que tenga A

Anilogamente se define este concepto para el 9—dua1

x?.

Proposicién 2.1

)? . '
Para cada ue ,» las secciones ?-convergen a uwen

la topologia U’(X?X).‘

Demostracién.

En primer lugar probamos que la funcién definida en

(0,1) con valores { (U.Lt"') . 0<t <t } - , para ue )\9

fijo verifica: 7 ikm- (Lutf)= (ui) y después que la suce
LA —»1" ,

sidn ( zlu{fe; — (w1 para cada t fijo, 0 < t < 1; am-
Lzo k=0,4,.

bos limites para la topologia V'(X{X).
Para cada T (). }) -entorno de 0 , U , hay que en-
contrar un t, tal que si to.é t { 1, entonces '(ug)—((qtf)e(J.

Es decir:
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Dados €0, xix%.. ... , X" e N hay que en-

contrar t € (0,1) tal que si ty & t < 1, entonces

<(LL‘) u‘t h>l {E para h=1,2,.;.n

<(uL)— u-jt“) ,Xh> :! Bim, Zu,, bt —ogu xu{”

t>1
‘porque como (u.x )€ sa, entonces (u X5 he ) €1

1 para h=1,2,

cuando 0 ¢ t < 1.

Para £50, escogemos el mayor t, € (0,1) para h=1,

2,...n tal que si to £ t « 1, entonces:

l Lmlubxt Zux

t-{ i=o

para h=1,2,...n
Adem8s para cada t € (0,1)fijo, probamos que:

<N
(Zu-jfeg)cr( (uit?)

Dados Ev0 Y. xi, X2..... X € A , hay que encon--

trar K € IN tal que si k»Kp , entonces:

Lim ,Lu'”x“ (tg) _'2,‘* X; iuax%tl-2u¢x:‘t'°

24" (oo
si elegimos el mayor K.¢ IN , dado que se

trata de restos de series convergentes porque (uix}:.: tl) € 11. ]

para h=1,2,...n,

: ¢

; Observemos que, como A =R(>\?) el dominio de la fun--

cién, - : { (u.;'t‘) so<cted 7] C )“{ ; pero en cualquier espa-
cio de sucesiones no podemos garantizarlo.

Entonces, de la anterior proposicidn se sigue.
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*%,c

Proposicién 2.2

Xanes un espaC1o de sucesiones tal que
R(» >\,para cada Xe A , las secciones ?-convergen a x

en la topologia G’(),X?)

Proposicién 2.3

Si la sucesidn (xn)c A converge a x% A para la to-
pologia G'(X,)g) , 0 para topologias mis fihas del par dual,

. . o
la sucesién (x™) converge coordenada a coordenada a x

Demostracién.

Considero la aplicacidn xeX——+>qek} viene dada por
e, porque < X, e.;): X; , como €;€ )\Q esta aplicacién es --
V’(X,Xg )-continua; y serd continua para cualquier topologia

del par dual.

ST (MY
Si (x") ——— x° entonces
< X", e > <X e) para cada i fijo; entonces
)Qnm XL = X? para cada i fijo. ®

iy 4+ o)

Vamos a probar una condicién suficiente para que un

espacio de sucesiones sea ?-perfecto.

Proposicién 2.4

Si un espacio de sucesiones A D@ es G"()\,X{).‘

-sucesionalmente completo, entonces k es ?-perfecto.

Demostracidén.

P9 . %
Es suficiente probar que >\ c N . Si Xe€ )\ ’

entonces P.2.2 asegura que
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X = dim [Lm }__xtge] fim [ Lim ixi(é%jei]: | |
g—;i' K-y 406 L=0 ) d-?-t—oo K->+ (=0 s

K - /

bim [ Bom o (><51 /'V ~o(K‘i(x)=Z"a(3%T)€¢:

a-v+oo K->+ 00

('Xo’xi(ﬁﬁ) proretton s Xy (331

R

Lzo

},o,...,_) €yc N

"

Entonces { ‘XKa(’O }K=0,i,.(f:_ A es O ( XQ?/ )‘Q) -Cauchy,

como la topologia débil del par < )ﬁ?l )\Q> induce en A 1la

topologia débil del par < )\,>‘2> tenemos  que { O(KJ(X)}k=o,4,,_

es una sucesién I ( )\,)3 ) -Caughy,y por hipétesis s'eré conver-

gente a un elemento de )\ que debe ser exactaménte
(X,,Xi(?%) )e)\

porque P.2.3 asegura que se da la convergencia coordenada a -

coordenada. -.

Para cada d tenemos que §6 (x) =,( Xo, X¢ (—f;i), ..... )6 A
Y que { ?J (X)} —> X en la topblogia 0'( )\QQ/ )\?) 3

zandlogamente serd de Cauchy en T ( )\,)\?) por lo que converge
a cierto elemento de A que necesariamente es x por P.2.3.

Entonces XEN . B

Proposicién 2,5

A = es un espacio de sucesiones tal que >\=R()\)

entonces N es C ey 23 ) -separable.

~
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Demostracidn.

Vamos a probar que ‘el conjunto numerable

(K) ‘ :
N { }__ <8+1) €, con ?(LK) de coordenadas racionales:

K:O,i,..;5=4,2,..}cﬁc)’\ es denso en)\ ; es decir que para todo XE A
{ X(K'd)} c N tal que en la to

existe una sucesién doble
K=0,14,.

K.3)
X( ] =X .

d= 42
pologia T (A, N) se verifica: fim

a—»-}oo K-»-l—oo

Dado Xe€ A »- para k 0,1,... y j=1,2,... considera-

K, (i) 3 \*
mos la sucesidén ( &) Z (_é%!:) e; € N con

IX,,gL\ u,101 k.

La P.2.2 asegura que en la topologia T ( X, >\€

e (x;t .
ol 1< )= (%) por lo que en particular /ggrim( <3'”' ) (XL‘)

. Entonces, es suficiente probar que para cada j=1,2..

L . (K&) a L)
fijo tenemos &Tw X = (XL (FI) en la topologia.
T AN,
. V ) 9 n )S ‘ L
En efecto: EXO ; Vau'... .. e , hay que en

contrar K € W tal que si K l(o entonces,

C (b)) [ (i)-Fxlien )]

L0

K R ;' K . R :
(3 G Y h |
R RICL ERX o - BT P
Vo L

Lo

S
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< Dado que en P.2.2.se asegura que la sucesibn

N \ .
(Zxctei) U_()\'\)A, (X;t‘) para cada t fijo,0 < t < 1

=D k=04, .

. i .
tenemos que en particular dados €0 y W, de )\Q’ eéxis-

te Ky;€ N tal que si K%K, , entonces

<(X(‘3‘,§z‘)t ixb(;i e, u >l< £

h=1,2,.. n, para cada j =1, 2 ..fijo.

Por otro 1ado:. \ < aH Z ?m (a;t iei » >!
Z(x 0y (a'ri Z - ( )< 4 Z[x |1u!(w)

L8
como X€>\; W Ez\g _ c
v : Z‘” ne(d N
entonces existe : hma»( £ RAREH (a‘-u)z M

si KXk, , tenemos que 'K°=mal>< {K,,KA

<( a+1L X(K‘é), bLh>(< £, kffl..n ;: 3eN.I

y dado que M

f:
porque si KK l
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3. LAS ?-TOPOLOGIAS.

. . v
Dado un espacio de sucesiones A o¢ podemos defi

nir las topologias débil, de Mackey y fuerte del par dua1’<X.ﬁ;

Vamos a topologizar A y x? a partir de la topolo
gia original de (sa), obteniendo topologias que jugardn un pa

pel similar a la topologia normal.

Consideramos la base de entornos de O absolutamente

convexos y cerrados en sa:

4 - .K ) 1 .
g_Ua = {xesa : u><u+qa(x)<_a_} ) 3_4,2,'

o

Sus polares .{&-(,% }éfgonstituyen una sucesidén =-
fundamental de equicontinuos en (da), son absolutamente conve

_X0s vy V(da,sa)mcompactos por el teorema de Alaouglu-Bourbaki.

Esta familia de conjuntos trasladada a los espacios
AQ y )N permitird definir topologias en A y X? compati--
bles con los pares .<.X,X?> Yy <)?,)> réspectivamente.
En primer lugar topologizamos X , como )ﬁ es un -
~espacio (da)-invariante, podemos definir-paré'cada we )? la
aplicacién lineal: fu.: &an————e >3

( D(L) —— (0(,; U.,',)

Proposicién 3.1

La aplicacidn lineal f“" ‘da [v(&a,sa)];——}%[o—( )‘Q,)‘)] es

. ¢
continua para cada W€ \

Demostracidém

Sea ll ) U’(Xq,k)-entorno de O cualquiera, hay que
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encontrar un ¢ (da,sa)-entorno de O :V tal que fu(\/)g U

: ¢ X
Dados €>0 vy x1,x2,...xn€ A , cComo we N  tene-
h /
mos que ( X;.-4&;, )e sa, h=1,2,...n, por lo que sus polares:
o
(% -4: ), h=1,2,...n,son Q' (da,sa) -entornos de 0 y en con

lﬂ
secuencia p (X uc) es un O (da,sa)-entorno de O

Vamos a probar que fu,(\/) - U ; para h=1,2,

sea lé € (')(:L~u;)o entonces, ¥< \ﬁl' (XL' u\>‘:‘<(:’%) .X“>!é1

por lo que : \<(Elg-w), Xh>\ < £ para h=1,2,...n

Por tanto - fu(Elé):(Eg-u.)éu . .

De este resultado se sigue inmediatamente:

Corolario: La familia de subconjuntos de >\?_ : {f (Uo)}u_eﬁ

¢ J=4.2.
son absolutamente.convexos y V(%,X) -compactos.

Esta familia se caracteriza introduciendo un nuevo
concepto:
Para cada weN y para cada j € N 1la (da) -envoltu

ra de u es el subconJunto
{uﬁé = {(O(LuL) © ()€ U;E d&}l’-fu( U;)

Entonces la familia ({u_’)ja H"f)z\? con todos -
sus subconjuntos y las envolturas absolui;l;ngﬁte convexas de’ -
las uniones finitas de elementos de dicha familia permiten de
finir una topologia polar en )\

Los polares [( {u,}?ay

" secciones f1n1tas forman una base de entornos de O para una

we )‘9 y todas sus inter-

3:42.

topologla localmente convexa en )\ ‘compatlble con el par --
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dual < X,X¢>‘que denominamos ?-topologia'de N, denotdn-
dola Zg( N, )\?’)
: . ¢ o L
Para topologizar el espacio A , teniendo en cuen
141 ’
ta que x es da-invariante, mediante el mismo proceso obte

nemos la topologia  T¢ ()S,X??)

Sin embargo cuando el espacio de sucesiones A es
(da)-invariante; para cada XE€ A podemos definir la aplica--

cién lineal: _
%xida-———f—? >\

(o) ——s (o6 %:)

Dado que trivialmente se verifica que esta aplica--
cidén es continua para las topologias débiles g (da,sa) y --

da
? . “rreY - .
T( X,X ) los subconjuntos %x( Lb) = {>(}é , XEN, d=f2..
son-absolutamente convexos y U ( A,XSQ—COmpactos.

Mediante esta familia podemos definir una topologia

polar en X? , compatible con el par (XQ,X ) que denotamos

To (AQ,X). Es inmediato que Z?( XQ,A ) es menos fina que
g (N AH).

Proposici6én 3.2M

En el espacio (sa) coinciden la ?-topologia y su

topologia original.

Demostracidn -

Como (sa) es un Fréchet, su topologia original dada
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por las-normas { Hi+ 9 }3:42_“ coincide con la topologia ---
fuerte F(sa,da) y dado que ¢y es compatible con el par -
<sa:,da) , €s suficiente probar que la ?-topologia es mis
fina que la original. En efecto: los subconjuntos(i Ué).

' J=1.2..
forman una base de entornos de 0 para la topologia original-

de sa,

da . C -
(%UJ)O: d Ug = {5633 s de=(dgo Veda con lo que:

oo o da e
Ué = ( T U3> = ({ae}d. ) es un Zg(sa,da}gntoxnu.de»o. "

1
d d

Proposicién 3.3

Si >‘3‘€ es un espacio de sucesiones tal que -----
RO =X y para cada XeX 1las secciones ?-convergen a xen

la topologia | Te CW\BR

Demostracién

Primero probamos que la funcién definida en (0,1) cu

yos valores son { (x{t‘) cocted } verifica
/%imi_ (x:t) = (x) y después que para cada t fijo, 0<
-> K . N
<t< 1, k&m _Zx;t"e; = (X;'tL) con ambos limites para
5400 (30

la topologia Tg (/\,)\q) .

Para cada ZS(X.)?)—entorno, de 0 : U , hay que encon-
trar t_ tal que si ty € t < 1, entonces (x:)- (xtYe U,

como U es interseccién finita de entornos de 0 de la forma
da-,0 ' g ) . ) ;
{ {“«}é ] , We A , Jj=1,2,...njes rsuficiente probar que

| ‘ < (x) - (1), (ww)y|€ 1 para todo (e)e Uj ; lo

|
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que equivale a demostrar que I < (xiug)_(xiuit;) ) (m;)>14 1
para (; e Uao, para lo que es suficiente que (X;uﬁ-(x;uﬁ“)eUé

teniendo en cuenta que ( X;-uw:. ) € sa. »

Dado que en el espacio (sa) Q-convergen las seccio-
nes de'cﬁalquier elemento, tenemos que para £ =1y para cual---
quier 4e¢ ™ existeftal que si ty¢ t« 1, (e~ (xut)e U

lo cual asegura el resultado.

Suponiendo 0 <- t < 1, fijo, probaremos
(5 xte) 502, (e L
dado un Zs,-entorno de 0 de la forma ( {LL};} . we )\g‘,“‘éen\l ’
tenemos que ( X;.u4; )€ sa por lo que :Kfiw; .KZx;u.;tLe,; = (x;_.uét;)
en la topologia de (sa),por lo que par:e L=l15 y §€ N existe --

Ko €N tal que si KK, ,entonces :(Xé“it)—(xouo, ----- XeWyg , 0, )€U3

con lo que para todo (%) € U; tenemos que:

‘< Xut ‘ xuteL,(‘XJ\)l {<(Xt° the“(txu)>

. . d .
entonces : ()(;_t“) -'Z x;te; € ({u}éa) , K»Ko -
[ >}

Como todo “Cg()\)g)-entorno de 0 es interseccién fini-

ta de los anteriores el resultado es inmediato. n

Proposicidén 3.4

Si un espacio de sucesiones }\D‘f es ?,9()\, >\Q)—suce-

sionalmente completo, entonces N es ?-perfecto.

Demostracidn

\\
Tenemos que probar que si X €. )\ , ‘entonces XEN.

La P.3.3 afirma que para cualquier X¢€ NS , las secciones
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%

g-.convergén a x en la topologiaZ()sg,)?)luego :

94" k400 (=0 3o+ k>t vzo

e by Ll 9 wged = i [ 3wl

= fim [L'm O(Kd(x)]

é-"“’o K-> too

Ké K¢ .
Como & () cyc A , tenemos que { x ('X)}’< o4 cCoOmverge

en la topologia ‘C€ 72 del par <)\%,)\?> ~ y dado que esta topo-

logia induce en A 1a topologia Zg del par ()\,)ﬂ) » te

nemos que { qkd(x)}k_m es una sucesién g (X, A%) - Cau

chy en . Entonces, por hipbtesis, la sucesién converge a un -
: C g

elemento de A que es: ( Xo, Xy (a—%) » Xy (}jﬁ) R | )

dado que en P.2.3 asegura que --

Zg-convergencia implica convergencia coordenada. Entonces la

2

Sucesién: '{ %J‘ (X7SJ-=1‘2‘Z { (YO‘ Xi (J-H.) X, a+4\ )}J_E"Z.C“ )\

y como converge en la topologia Cg del par < )\gg,)\” , tenemos
. . ~ A9 :

que {Fd Od}é:u,_._es de Cauchy en ZS del par(A,X ) con lo cual

converge a un elemento de A que necesariamente es x, luego

XeEN . =

pado un espacio de sucesiones A , para cada elemen-

Proposicidén 3.5

La aplicacién lineal [y : X[‘L?(X,)\?)]*—') safg(sada)) es

continua para cada uce )\? .

Demostracién

o
La P.3.2 asegura que los conjuntos ({de}ja)

§
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for;nan una base de entornos de 0 para la topologia z¢ de sa .
| Dado un entorno .de O cualquiera U= ( { a'e}‘;a)o

tenemos que encontrar un ‘Ig-entorno de 0 en A , V ,tal que
VY cU ‘ .
. ,da
Para cada e >\§ , d'u.G)\? ; sea \/: ({&u‘}é )
un Zg-entorno de 0 en A ; probamos quek si xe V ,enton-
ces Tu(X)={x.upelU .
Si xeV , entonces B ‘ <x,3‘)]$ 1 e para
+ qda .
todo 35{5%}6- ; como 3:3(«;%53' , (O(L)eug
tenemos que :
|<X - d (N;u.;)){ = ‘< (Xi'%) ,.d(Nc)Ng ! para todo (o)e€ Ug’ ;
' . .da\® ‘ ;
lo que asegura que (X W)€ ( {d"-}j = U dado --
: . de .
que los elementos de {ae}a’a don de la forma ¢ (%) con

(O(L)E U; . |

Propos icidén 3.6 »

Sea. >\Dt(’ , XW se‘ obtiene tomando todos los 1limi

tes coordenados de las sucesiones tg( )\.)\?)-Cauchy en }\ .

Demostracién.

Enuka proposicién anterior hemos probado que todo

X € )\?g es limite coordenado de sucesiones Zg(%,)?)-Cauchy en).\

Reciprocamente vamos a probar que toda sucesién

Z~3(A:)‘?)-Cauc:hy en M  tiene limite coordena(io en NE .

Sea {X"’}h_uc A una sucesibén de Cauchy para
To(h, 3) , que es mis fina que (X, N) |, luego {X"‘}h_“es de
Cauchy en T ( », N ) por lo que para cada € e N fijo te-

nemos:
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Dado €>0 existe no tal que si m> n » n_n enton

o
ces: ' m ‘ .
' .}<x"‘_x“'ei>t:{xi_x{'l<e 4
por lo que cada X3 c K es de Cauchy en K, luego
L. " neN v
converge a x‘f e K , con lo que x°= (xf)ew es limite

coordenado de {x"}.

Tenemos que probar que cada Wwe )\2 s (u; xf ) € sa, lo
cual asegura que X°€, N

Dado que (sa) es (FK) -espacio, si probamos que 1a su
cesién {(“L Xin)}mwc sa 'es de Cauchy en (sa) tendremos qué --

converge en(sa)a un limite que coincide con el limite coordena

do de {(MLXL“)}V\;N , que es (u.x’).

Pero P.3.5 asegura que la aplicacién lineal
Fu :X[lg]—?sa es continua para cada W e )\? , luego ‘si
" ' ; X ;
{x 3MN es de Cauchy en¥(}N)entonces {(u,,xs MVoem €S

de Cauchy en sa. »

Mediante el concepto de completitud sucesional a coor
denadas debido a M. Florencio [8] ;"Un espacio de sucesiones A
es T¢-sucesionalmente completo a coordenadas si cada sucesidn
de Zs-Cauchy en A tiene l1imite coordenado en A .

Daremos una ca‘racterizacién de los espacios g -perfec

tos.

Teorema 3.1

ea Sw es -perfecto si y solo si es
Sea Aog, A es g-perfecto siy solo si )

t3<>\,>3)-sucesionalmente completo a coordenadas.
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Demostracién

Si A es .g-peffecto, A= X?y y la Proposicién -
anterior afirma que toda sucésién2§kﬁ}Cauchy en \ tiene limi-
te coordenado en Moz A

Recipfocamente si A es'Q(X)slsucesicnalmente com-
pleto a coordenadas, de nuevo P.3.6 asegura que cualquier Xexﬂ
es 1fmite coordenado de sucesiones y(*¥kCauchy en A , por lo

que X¢€ A y en consecuencia ‘szﬁ . B

\
Estudiando la completitud en el g-dual N de un -
espacio de sucesiones A ,(da)-invariante, obtendremos resul-
tados similares a los dados por Kothe para :caracterizar los -

espacios & -perfectos.

En primer lugar enunciamos una proposicidén auxiliar

cuya demostracién es andloga a la prueba de P.3.5.

Proposicidén 3.7

Sea A un espacio de sueesiones (da)-invariante.
, ¢ .
La aplicacién lineal C;x © N [Zg(%i%ﬂv——~——% sa es conti-

' w > (uix)
nua para cada xXe A .

Proposicién 3.87

Si )\ es (da)-invariante, X?[Tg()g,xn es completo.

Demostracién

Sea { ufm .

>\?[Zg<>\q )\)] entonces serid de Cauchy en N [U—( N, X)] y co-

mo X es (da)-invariante, (Qti A ,por lo.que para cada

pe . F> > :} una red de Cauchy en
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-

e-be)\ fijo se verifica que: Dado E)O existe h € P tal que:

(o) 1

es decir que cada u(f) . pe P,>,} es una red de Cauchy

(r') (S) \

<€ . rseP , rsyh

o
en K para i=0,1,..., luego converge a ’u(i)e K. Entonces LL:(MOL>€&)

(p)
es limite coordenado de la red { ULP : peP,z}

| ¢ 2g (XN
Probaremos »que‘ u® ¢ >\ Yy que {U~ ;Pe?‘a}-——?—,—-—~—-—>u

En primer lugar, sea XE€ )x | cuablquiera, como la pro
posicidn anterior afirma que Gx es lineal y continua, tenemos
que { GX(U,(")) fPép.Z}:{ (u,(P)xL) :peP,}}
es de Cauchy en (sa). Dado que (sa) es un (FK)-espacio, la red

3
{(u”x) peP, »} converge a un elemento de (sa) que necesariamen-

te es su limite coordenado (u X. ) € sa. lo cual asegura que U,€>\.

“Por Giltimo, dados xe& A y ge N existe he P tal

que para p € P si P> h (lf X;)—(u(?.)x') € Ué
Entonces : \ < (uixo) = (U* X> (0(>> \
e
para todo (o) € Ué y l < u'- U. (0( X)>i< 1
con (°<L)€ U;
En consecuencia: w- o ({ } ) si pe P
P> hy la red ‘C?( N ,\) —converge a u° . u

Demostramos una caracterizacién de los espacios ~--

g-perfectos mediante la completitud.

Teorema 3.2

Sea )\Dle . A es g-pérfecto si y solo si )\[‘cg(x)\qﬂ

~

\.
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es completo.

4

Demostracién.

Si N\ es p-perfecto, >\:<>\g>? y como X?.:es (da)-in
variante, P.3.8'asegura que A [:Zg(X,Xwﬂ es completo.

Recipfoéamente, si >\[Z3(X,ﬁ)} es completo, co-
mo QZDQ' toda sucesién de 13(%,§}Cauchy tiene limite --
coordenado en A » luego X.[z?(X,XW] es sucesionalmente com
pleto a coordenadas por lo que T.3.1 asegura que >\ es --

?-perfecto. E

Proposicién 3.9

- Si IX={?()):3Y » entonces A es 'Q—separable.

Demostracidn.

) )
Probaremos que el conjunto numerable { E;? Q+J i
{
con g:) ‘de coordenadas racionales k= 0 1; §=1,2 B-c,w c X
es denso en X . BEs decir, que para todo Xe€ N  existe una -

sucesién doble . { X(Ka)} - PJ tal que en la topologia zg
K=z Di
se verifica:

g=1
/QLWL [me X(Ka)l X

6‘——’7*”05 \(-—v+(>o

Dado xe€ A , para k=0,1,2.., §=1,2... considera-

‘mos: « .
‘ (k,3) (Y[ 3 \* <)
Y e con Ixi- g XL eo,1,
L=0 K
La P.3.3 asegura que JLWL (X'U)-—(xg en

tsi-

la topologia ‘tg()\,)\e), por lo que én particular 6"”"()( (&+1})

= (XQ - Es suficiente probar que pafa'de N fijo :
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a0 (xt(iﬁ) en la topologia % .

K-y 00 4t

Para cada U »  &-entorno de O , hay que encontrar,
_— \ NN (
koltal que si k ko, entonces <<XL(3+1> - X )EU ) :

Dado que U es interseccién finita de entornos de O de 1la
da\o ) :

forma ( {u}a > con € )\@ » d € IN, es suficiente razonar

con este tipo de entorno. Entonces dados: wu e )\9 y g€ N hay

- que encontrar’ k tal que $i k > k
| (x ) J w>>l< t
g+t

[}
para todo (¥; )€ Ué . Para acotar esta expresidn:

<(»«<;m‘> 0 e | ()t

L=0

t < 2_ a“» € Z ;> a%)iec , (% ‘*i)>y\

Como {";Z‘ Z (3+L (’( 3“)) en la topologia
¢ tenemos que para 2u e N y §€ IN existe k1 tal -

Aque_ si k> k1, entonces:

O ) - Sx ey [ 1 Veey;.

L= O

Ademés :

< Z (- Gewd (52 €=
<2_lx g HNHml(’.‘ )C

Z(K 0 )(o«m(w)
}Elxuulm( )

L0

7<|->‘
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Para cualquier (o(;\)e U; , tenemos que si Xe U‘é'
[{x. (D] <1
4o (Lo 4, 4[4 i
luego como Il 7el+ C]J(z €L>— T3 (-a—;a <1 tenemos’, que
' i = 1o ; - 1 el («
para cada i=0,1,2.. ' ZQLEU({ con lo que \<”Z ’(O(‘)>t$ 1.
Q
Por otro 1lado como X e A ;s we A entonces (xiui) € sa

con lo que ZIX !u&(

ZlXHu M( )L“*é\j\“z | KKy -

) M<¢ +9 , luego

E11g1endo Ko= max {kg, Kz’: tenemos que si k> k_, para
. L ' vy [ da\®
ge N fijo: ( <a+i >— 6({14}&.‘) .o a



4, COMPACIDAD.RELATIVAMENTE'COMPACTOSIﬁE’(Sa).

Dadb un espacio de sucesiones )ua@ ,()M)S> és bgr -
dual y X[}r(k,”)] es un espacio localmente convexo y separa-
do.

En primer lugar estudiamos las relaciones entre sub
conjuntos compactos, numerablemente compactos y Sucesionalmeg
te compaétos de X[}r(k,ﬁ)] 3 después‘analizaremos dichas -
relaciones para subconjuntos de )y [2], donde T es una topolg

gia localmente convexa Yy combatible con el ﬁar dual <‘X,>ﬁ>.

Nos basaremos en un resultado consecuencia de traba.
jos y observaciones debidas a J.Dieudonné y L,Schwartz [6] , '

G.Kothe ( [18] ,pag.312), M.Valdivia [26] , Y A;Marquina [20}{

(1) Sea E [z] un espacio localmente convexo ¥y seﬁarado tal que
E'[7(g)E)] es separable. Entonces:

a) Todovsubconjunto de E que sea CTCE;E')—humerablemeg
te compacto es rT(E,E')*compacto (andlogo si éé‘relatng
mente..)
b) Todo subconjunto de E que sea V(E;E')vnumeraﬁlemehte
compacto es ‘v(E,E')esuceSionalmente'comﬁacto (relativa-
mente) . | |

A partir de (1) vamos a caracterizar a es tos subcon

juntos en %.[U(X,Xw] .

. Teorema 4.1

Searw AD R y sea M un subconjunto de X[U'()\,Xq)] ’

entonces las siguientesvproﬁiedades de M son equivalentes:

e



5%

a) Mes 0’(A,X9)-compacto (relativamente).
b) Mes & (A A )-numerablemente compacto (felétivamente)
c) Mes ¢ (A,ﬁ )-sucesionalmente compacto (relativamente).

/

Demostracién.

Son inmediatas las implicaciones (a) = (b). Para de
mostrar (b) = (a) y (b) =& (c) nos basamos en el resultado(1).
N Teniendo en cuenta que A UT(NX”] es un localmente

v ) | Q .
convexo separado cuyo dual h= N , es suficiente probar que

A\ Br(”,Xﬁl es separable.
Si aplicamos la P.2.5 al espacio >$ tenemos qUe'

9 ¢f '

X[V(”/*%]es separable, pero como he X ‘la topolo-
gia o (N,\ ) es menos fina que la topologia O (X)) por -
lo que N [‘TO\Q.\)] es separable. - =

Teorema 4.2

Sea )\DNQ dotado de una topologia T localmenfe:—-
convexa y compatible con el par dual < X,)8>.. Entonces para
cualquier subconjunto ™M c X[tl 1las siguientes propieda-
des son equivalentes: |
a) M es T-compacto.

b) M es r-numerablemente compacto.

c) M es x-sucesionalmente compacto. ' ;.

Demostracidn.

(D= : 'M es r-numerablemente

compacto, entonces M es x-precompacto ya que si no lo fuera -

podemos encontrar una sucesién en M que no tiene ningGn punto

~
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*

adherente en M. Como r es mis fina que T ( X,ke‘ )}, tenemos

que M es @ ( », X )-numerablemente compacto y por T.4.1, M es
T (N A8 )-compacto y en consecuencia ¢ ( A8 )-complet'o . "

Dado que 1 y U'.( X, N ) son topologias del par dual_
verifican las hip6tesis del teorema de Bourbaki-Robertson por
lo que si M es T ( PUBN )-completo, entdnces M es r-completo.

En consecuencia, sabemos que M es r-precompacte y -
T-completo, luego M es T-compacto. d’

Vamos a probar que (b) => (c). Si suponemos que M es
‘r—nu_merablemente compacto, te‘nemos que M es r-precomﬁacto y -
por tanto M es acotado. En consecuencia‘M seri coorde‘nadamen-
te acotado, es decirr los subconjuntos M; = <M,eg> :i=0/1.----
son acotados en K.

Tenemos que demostrar que M es T-sucesionalmente --
compacto, es decir que si {Xm}new es una sucesiérﬁnM'pode-
mos extraer de ella una subsucesién que r-converge a algin pun
to de M.

Las sucesiones {x{"’}mN ,i=0,4,... estdn contenidas
en acotados Mi de K, luego de cada una de ellas se puede ----
extraer una s‘ubSuc‘:esién convergente, por lo que mediante un -
procedimiento diagonal podemos seleccionar una subsucesidén de

{Xm}hew que sea convergente coordenada a coordenada al
elemento x°cw . , |

Sea esa subsucesidn { 3(‘mlnew , vamos a probar -
que r-converge a x%M ; dado que M es r-numerablemente com-

pacto la sucesiébn {gm} Ntiene al menos un punto g-adherente
né .

°c M que seri también < ()\,X? )-adherente. Entonces --
4 ‘

~
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5

o -

4= x° porque x° es el Gnico punto T-adherente que tiene
cualquier subsucesidn de '{_3“Y} por 1o que {4} x° =
: ne N

A
~Caracterizamos a los compactos mediante acotados que

verifican una propiedad andloga a la probada anteriormente.

.

Teorema 4.3

Sea - >\:@ ‘dotado de una topologia r localmente con-
vexa compatiﬁle con el par dual '< \,XQ> .Entonces,'para‘cual-
quier subconjuhto M e M 1as siguientes propiedades son -
equivalentes: -

a) M es T-compacto.

b) M es acotado y para cada sucesi6én {x™] £n M que sea con--

he

vergente coordenada a coordenada a  x%w , se verifica - -

. [»] )
- que x°eM y que {X™} , t-converge a x°.
q : netw - )

Demostracién.

(a) = (b)i: Si M es r-compacto, M es aéotado y por (T.4.2) M
es r-sucesidnalmente compacto. Si { XmﬁnéiM. converge coorde
nada a coordenada hacia X% w , la subs ucesién de ;{qu que
r-converge en M debe r-converger a x°cM . Si suponemos que -
{X“} no r-converge a xo, entonces existe una subsucesién.que

! i o
T-converge a un = Y#x° , lo cual es absurdo.

. b) =) (a) : Es suficiente probar que M es T-sucesionalemte --
compacto. Dada una sucesibn {Xm%n;w en M acotado§ como ca-
da sucesidn .{X?W N ,iz0,4,.. estd contenida en un acotado de K

ne
- podemos extraer mediante un procedimiento diagonal una subsu-
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*
K

. T () ‘ .
cesién de * {X }neN que tenga como limite coordenado a
un elemento X°ew . Entonces la subsucesién r-converge a
- 7 ]
x%e M . n . ' /

Corolario. ,

Seak X:)Q y sean Tt y ' dos topologias 10¢aimente
convexas compatibles con el par dual { X,ﬁ). Entonces t y r'
tienen los mismos compactos, si y solo si, T y ' tienen las -

mismas sucesiones convergentes.

Demostracibn.

. . . : ' (w)
Si Tty T' tienen los mismos compactos, sea {>< }neN
una sucesién en N , r-convergente a XE€ Ao por tanto {x"}U {x}
es un t'-compacto y dadosque,{>(m} tiene como limite coordena

do a x, el T.4.3 asegura que {X"! r'-converge a Xx.

Reciproéamente si Ty ' tienen las mismas sucesiones
convergentés supongamos que M es r-compacto, entonces M es aco
tado. o

Sea {x“ﬂ_ una sucesién,én M que converge coordena-
da a coordenada a xew , entonces {x"™} , r-converge a xeM
y por tanto tambié&n r'-converge a Xx, iuego el T.4.3 garantiza

que M es t'-compacto. =

Para analizar los subconjuntos relativamente compac-
tos del espacio (sa) probamos que en dicho espacio se verifi--
can las siguientes propiedades de aproximacién.

Proposicidén 4.1

Para cada compacto Kc sa, cada €>0 y cada je IN
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se verifica:
a) Existe 't0€(0,1) tal que si to < t ¢ 1, entonces:

~

up { (v ap) (x- (6t < € _,

Xe

b) ‘Pa'ra cada te (0,1) fijo existe n,eN  tal que si n» n_,

o
entonces: ' Loon
. sup {(u ’I‘an’?.((’&f)-inttet'>,}< £
xe K o =0

Demostraciént
a) Como (ti) € da; 0 <t <1, las aplicaciones lineales

T}ﬁ)fSa-”“95é son continuas .

X (x.1')

Dado que para cada x ¢ sa tenemos z{?(x't = -
existe t, € (07,1) tal que la familia {Tw) -toét<1} es
puntualmente acotada; veamos que para todo te¢ (O,tp),

)} c sa  es acotado. |
En efecto para cada je N : |i( Xt””+ﬁﬂXt) EJXIt +
+ _Z"‘ I3 ( )4 Pjo () + P30} para j € W tal que o< (J A)

con t e (0,t,). Entonces { T}tﬁ :0<:T<4 }. es una fami-
lia puntualmenteAacétada en Af(sa,sa), y dado que (sa) es --
Fréchet, el teorema de Banacﬁ-SteinhauS asegura que dicha fa-
milia es equicontinua eh Ji(sa,sa).
Es decir, para cada je¢ NN existe M. } 0 tal que:
Qiﬂ+q3)(niw < @%‘mﬂ+q§ﬂkﬁ para cada x'e sa y para to
do te (o0,1).

Como K es compacto, fijados €>0 y jge N la fami-

lia . {-xe sa ;(HH*Q;)(X—g) < 2(i+Mﬁ }gek , é es ;n recubri--

miento abierto de K, por lo que existe y ,y“,...y € K tales -
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“que, para todo x € K existe Fe {12, ”} tal que

(H 1+ 95) (%-y )<

1+Md\ ..
Por otro lado, como para cada X ¢ sa, , dim (xhex,
N L !
dados €3> 0 y j € N anteriores existe To¢ (0.1) tal --

. e . YL AT
que si t s t < 1 entonces | (HN+qj&)(y -(\/Lt»'( £
para k=1,2,...h.
Reuniendo estos tres resultados tt_an‘e:m'os que:

Dadas €>0 y j€ N existe t ¢ (0,1) tal que si tos‘t < 1

| ( a5 (x- (%) ¢ (n eq5) (x-yP) + (1 lx+qg)<yP_( yPE) +

+ (I+q) (<th‘)*(><at‘>\) —E b Ly My (““*%H\J x) <

¢ E4 My -

2(1+Ma'] ¥ 2 b 2(1+M;5) -
para todo xe K.

b) Consideremos las aplicaciones 'linea'leé"continuas R sa—> sa
‘de rango finito, definidas por' P (x) = ZXG— ; como
hemos probado que para cada te (0 1) fljo se verifica:

“qm B (xt) < (X‘t) con x € sa, y dado que (sa) veri
fica R(sa) =sa tenemos que { } eN es una familia de apllca
ciones lineales continuas puntualmente acotada en el Fréchet
(sa). En consecﬁen’c’:ia, el teorem’a de \Banach—'Ste‘inhaus. ‘asegura
que {R } ne N es’una‘familia equicontinua‘,v‘ es decir:

Para cada j ¢ [N; existe M.‘.> 0 tal que: ,
(1 “*C(S)(E(Xtti))é M; (“““ﬁ) (xt) - ‘Iv)ara cada x €sai; con --
t €(0,1) fijo. :

Como K es comi)acto , el "subconjunto Kﬁ{(xcti) :xiek'}

con te (0,1) 'fijo también es combact'o, dado que 1la aialicacién
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lineal que transforma K en Kt es continua. Entonces, dados

EY0 Yy 3€.N la familia :

{xe 53 : (h\HQg ((Y't> (Ytt )> 2(1+M Z(1+M;) }ch !

es un recubrlmlento abierto de Kt ; 1uego ex1sten \1, --,ykeK

tales que para todo x€K existe pe {4,..... 1]} - tal que:
111+ q; ((xﬂ- S <« —E

Ademés, como ; 7+oo (‘/L ) (\/.Lt) para k=4,...h,

para €>0 y je N anteriores, existe n,elN tal que si wnyng

(hi+ag) ( (et =R () < £ para k=4, ... h.

En consecuencia, dados €>0y je N existe npeWN -

tal que si n»"g ; con te (0,1) fijo, tenemos:

(“"*‘lé)((’(t) B, (x (Itll+q3)(xt (yF ))+ |
+(lnt'mé)((yfti),ﬁ,(yit‘))+ gy (ROPE)-R () <

<B4 £y MjE
C2(4+Mp 2 2(4+M3)

para todo xe K .

Teorema 4.4

Sea Cc sa acotado. Entonces, C es relativamente

compacto en (sa) si y s6lo si para toda je€ IN se verifican:

B Su% {({tll+qi)(x_(x;t‘))}_:0 Dim Su,P {(qua ((xt) B (x; t“)\}} =0

ts{ xe ha4o ye

para cada te (0,1) fijo.

Demostracidn.

La condici6n necesaria es consecuencia inmediata de

P.4.1: si C es relativamente compacto, entonces C es un com--

N
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pacto luego: ,V €0 y je N se verifica:

a) Existe t € (0,1) tal que si t < t< 1 : su {Ollﬂqg)(x‘(xet“))}:(
O o ){68 .

< sup {(ll H+qé)<)<—(xit"))}< € por lo que Y/im'su.P {("'Wm(xs(xct;)\v}}:o
xe C ‘ t_,i- ch

para cada je !N;

b) Existe n,€ N, para cada 0« t < 1 fijo, tal que si nynh, ,

entonces ‘ ¢ i ’
Sug { (nn+qy) ((x;t‘)—a(xit‘))}g Suf_{(l! l+q;) ((k;t")-E.(xﬁt‘))k 3
xXe xe C

lo que asegura el resultado para cada je N.

Reciprocamente; si definimos en 0ctey
b() = sup { (g (-(xtN] anmzsupil(mqu((xéti)-wtin}'
xe C xe C o :
suponiendo para cada je IN , que 5&? b(t)=,0 y que con
te (0,1)fijo: ‘fgg a,(t)=0 ; tenemos que probar que C es
| relativamente‘compacto en (sa).
_Es decir, que C estd contenido en algln subconjunto
compacto de (sa).
Consideremos los subconjuntos:

Di'z { Xe€Sd - (un+q5~)(x-(x¢t‘)) <¢b@® , Vte (0,1)}

D; = { xesa : (i+q;) ((xct‘)—E\(x;t‘))s a, ), Vnew } , te@o,n)

Dado que Cc H- bN D: , vamos a probar que si --
existe un te (0,1) tal que ut verifica:"Toda sucesi6n {XM} en
HY con limite coordenado X°¢w cumple que - X’e ut y ademds

{x(ms converge a X° en la topologia'de sa', entonces C es re
lativamente compacto en sa.

En -efecto, es suficiente considerar K=HNC s

t = ()l t
porque KeC .es acotado y toda sucesion {X( }_C K que
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tenga limite coordenado X% w bverifica'qﬁe {Xm} conver-

ge a X% Ht en la topologia de (sa) porque Ktc H* . Ade
mis, como Ktc E cerrado, el 1imite ><°€E ; 1uégo x°eK't.

Entonces Kt es un compacto de (sa) tal que .CC’ Kt,
lo que nos asegur‘a este resultado previo.

Veamos que éxiste te (0,1) tal que H® verifica 1a -
condicién dada: |

Sea {X"}ngwc HE tal que x%w es 1fmite --
coordenado de {X'”}V‘&'Nen primer lugar probamos que {Xn}néw es

de Cauchy en (sa) con lo cﬁal_ {X"S converge a un elemento de

(sa) que necesariamente es X° , por P.2.3, con lo cual X% sa .

Después probaremos que X°¢ ut

Sabemos que {X“,‘SC D, vy~ {x"}c D?_ con 0<t<1,
y dado que fﬁ_b(t) o, &Twan (=0 para todo te (0,1)
fij'o_, podemos aflrmar que para cada - €>0 y ge N:
- Existe toe (0,1) tal que si tost <1,
(IM+43) (x-xt) < £ ¥xe Dy
-Existe Ko€ W tal que si K» K,

. ’ . t
<U [+ qn ((Xﬂl“) - PK(X‘LJT_“)) < % , Y¥xe D2

con un t€ (0,1) tualquiera que hacemos t to.

Entonces, fijados €50 y j€ IN existen t € (0,1) y

K€ N tales que si K%K, , entonces para m,ne N tenemos:

(10 g5) (™= ") € (i q) (X7 EE) + (1+45) (07 ‘(x{‘t‘))+
+ (W ll+qa~)((x§”£"')\- x">< 2€ + (ll I+ q&‘) ((Xf"t‘)-("?ib)) £
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£ % + (IHi+q;4) <(x-mtl)—P (X;mti))+<ﬂ iné)(%(K?t;)-PK(X?t‘))+
'+_4 (UH’“‘IJ)(PK( t) - (XJE)) +~..+/H«+q37(P (XX)E)) .

Para K%K, fijo, calculamos (”“*“‘{g)( (X°X:)ti)):

= sup lZ(x x)t (5‘%’[5\(

+ma>< }x X

0<p«d 0&LgK
K N
< Z}x LB+ max | X=X It ( “'—'\
L:o 0¢LEK . d

n R
Dado que {X; ne N converge en K para i=0,1,....tenemos que
cada una de estas sucesiones' es de Cauchy en K, por 10 que pa-
Ta €0 y jeN flJadOS anterlormente, t €(0,1) y Ke N de—-

terminados por ellos verifican:

Cg o\
- Existe n, 3 lN tal que : lK;-—X”tL(.d >< £
L ¢+ 6
para i=0,1,....X si m,n ), n,
K . ’ .
-Existe n, € N tal que : ’Z]XF—XFHL< .%. si m,n 3 Nyt
i L=0 : )

En conseéuencia, podemos afirmar que dados €>0 y

d € IN existe n = mayor {n1,n2} tal que: - |
(e ‘ia)(PK((XL“Xc)t D <& .mayn , con t €(0,1) y

K€ N fijos dependiendo del £>0 y 3 € IN dados; lo cual prueba

que {X"} es una sucesi6én de Cauchy en sa.

S , t
_ o)
Por Giltimo, tenemos que probar que ' X € Din Dz

ny (¥4 ;
Sabemos que {X } ———— x° , y como (t'):sa—ssg
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0<t<1 es una aplicacién continua, tenemos que :

Aot} S et

’Entonces‘dado que:
Ve N o (il +95) (x- (x.”ti’))sb(t) Vte (0,4)
tenemos que : Lim (fif+<}3/(>< ) ((Hi-#qa)(x )< b(t)
C - 100
Yte (o, 1),

con lo que X% Di'

Fijado te (0,1) sabemos que Y¥ne N :
(hi+q;) ((Ft) - R(E)) < ac®) - Ve N
dado que las aplicaciones Fi son continuas en (sa), tenemos
que:

Bom (109 ()R = (11 4;) (<E)- B (x°E) )< a,u®) Ve
N> 4o - :
t .
con lo cual X% Eﬁ .y en consecuencia e H | =



Teorema 4.5

Sea uc da. Si u.1=OG'K") con Te(0,1), la aplica-- ;

cién lineal Tu: sa —> sa es compacta.
X2 (u; %)

Demostracién.

T !
Si u e da es tal que ui=O(q‘), entonces existe M> 0

tal que lu; |< M.Uf; , =04, . ; luego l“’*’l(é—)té M . -

sea 0 <T<s < 1, entonces (Sl)—ao cuando i—» +oo por lo que

([u;} <§:)L)—-—>O cuando L%+ 00 y dado que 55__ y 1, -
ot o
existe j € I[N tal que (’ (6 ))-—-? 0 cuando i—+ +oQ
. o1 L
Sea M= sup |uil (3°.+ )
a 2

Para demostrar que la aplicacién lineal T es com

pacta, elegimos el entorno de O en sa: a+i {X€5& (""*“1&)(")4

y vamos a probar que U C Ua',,u): { (uixde sa :oxe Uéo*l} es

un subconjunto relativamente compacto en (sa).

En primer lugar veamos que W ( Uée*i) es acotado:

VieN | (nn+qé)(u;x;)=n(u-xﬁn«t—ch(u-x;)

il(u;XL)ll: sup Zu‘xg < sup Zlv«;xu(g Zlut J._
Oz§<i {6 0<§< vso ,
_Zlul( )[x‘(aaz) < suF (ul(aoﬂ) Z'XJ<<}. )

< M'f‘j»(x) < M (J.,-»i) cfio+i(x) < MG, Vxe Uj.;i

~
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Ademis:

‘%;(“ %) = sup | v (35* = sap {"“ - )”“(A,J (@L%
£ M%(x\, <M, VxeUj.

Qﬁeda demostrado que :

Xj&? {(Hlu»c!z) (utx‘)} {(Jou)-pi] Sup fucl (JM)

ot
para todo j € N, lo cual asegura que u.( Uj@u) es acotado.
"Utilizando el T.4.4, si se verifica V}e N que:
Live. sug {(N{Hq (- ) (%) N{=0 y
t21" xe 3* ,

Lo Sup {(ﬂ (H—Ch (((u t" (MLJL{\))(XL))}: 0

V)* + 00 X€ d +£

para 0 < t < 1 fijo podemos afirmar que u ( U es rela

o)

tivamente compacto.

:;Fijamos- Jd€ N, entonces :

Sup {(H 1+4;) ((MLXL)(i-Jc‘))}é [(iﬁiﬁ{} sqp{ s (é;r_!)i(ué)}
Xe U&H. | , ¢ d

Dado que (‘ ( QQH )-—> 0 v cuando (-»+

y que para cualquier 0 < t < 1 (1-t) —» 1 cuando i—+w,

/

podemos afirmar que Lo uti] (aM) (-1 =

L~y + o0

Para i€ N fijo &m (1-1) = luego tenemos que Yevo
. "t

exisfe to € (0,1) tal que : Sup ’“J(Jfg‘) (1)< e



por lo qua si ‘to £ tgil, el resultado sigue siendo Vélido al

ser (1-t )< (1 t ) _En consecuencia - T 5“?{(“ ‘(;:}H (‘ t‘)} 0.
tal "

y entonces Aim sup {(”“”h) ((wexi (1 J‘))}
t-1" xeUjy

Por otro lado, para un te¢ (0,1) fijo tenemos que

Sup {(UH—% (((M P(m)(xt“)‘ [(304-1)-{-{} SU“P {lu (Jo” -t}

X€ UJoﬂ ¢ .

y como {[u | °+i>t } — 0 cuando (v +00 -

tenemos que = Aim sup {WL( 3°”>‘E”} 0 de
Mddoo [ n P

lo cual se deduce que -Lm S%P {(“!Hq Y (-, (U))(x;’c"‘»}:

hw +os UJ +d



NOTAS SOBRE EL APARTADO 5

a) Todos los espacios de sucesiones N que consideramos en

este apartado son (da)-invariantes.

b) La prueba de 1la P.5.1 estd incompleta y previamente necesi -
tamos demostrar:

Lema:

Si M\ es un espacio de sucesiones (da)-invariante, toda suce-
sidn en %7 que sea (r(w,x>-convergente a cero es Tg(kﬁk)-

-convergente a cero.

Demostracidn: ,
) n) &\

Supongamos que existe { uf } Eﬁl_)_é 0 s que
no ?g(ﬁ,x) -converge a o. Entonces existen xek,doeN y
una sucesién de indices {“J}FLX, tales que

(n§) da\o |

W ({x}) gzt
de fe}

Por tanto existe algn (i) € (4% c da , donde

L%a:{ yesa :(nu+ﬁohy)41}r tal que:

’ <(°(”<i) { ‘“‘(m> ‘ >4, et

Dado que X es (da)-invariante, ﬁmx{)e X luego esta
desigualdad contradice 1la U‘()ﬁ,x> -convergencia a 0 de {u?
E

Mediante el método seguido en el apartado 4 se prueba
que si T vy 7' son dos topologias localmente convexas compati
bles en el par dual (X? X> , tienen las mismas sucesiones
convergentes si y solo si tienen los mismos compactos. Enton--

ces



Corolario 1:

Si X es un espacio de sucesiones (da)-invariante, en

X coinciden los subconjuntos U(X%X)y'qoﬁw—compactos.

Demostracién de la P.5.1.

Ve N es T (¥, >\) -compacto y p.or tanto es Lgo\‘?’}\)

-compacto. .
. . )\? . e 1
Consideramos los subconjuntos: we : f%PU° (%) , u-v <§.
. oiye Uy .

con jé€N fijo, que forman un recubrimiento . g (N8, >‘) -abier

to de V, ﬁor lo que podemos extraer un subrecubrimiento finito
Mediante la demostracién dada (pag.72) y teniendo en cuenta que
los factores C€>e‘Jg,0<t<i,J=L@podemos concluir que ,gf}(xiwzzx
en la topologia /x-(X,ﬁ)

Ademds dado que (pag.74):

<R((Vf-vé)xf>,e> - #Z(vf—v;)xﬁ[? éilvf-v;ﬂxd’f:
= i(VE'Vé)XL&LtL‘: <(x;&;’£;>,v-vf°> <i’§ , VneN

(W)= 0 @) |, =t (t)el;, . 3%’:&“(0’” fijo.

En consecuencia e T (") = (1Y) en -
Yib + 00

la topologia /4(),%3 . B
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F

5. TONELACION. SEMIREFLEXIVIDAD Y REFLEXIVIDAD.

!
Estudiamos las propiedades de un espacio de suce--

siones dotado de la topologia de Maékey:k

Proposicidén 5.1

Si A>¢ es un espacio de sucesiones tal que R(\=)\
para cada Xx€A las secciones ?-convergen a x en la topologia

de Mackey del par dual < X,)9>

Demostracién.

Probamos que Um (xit%) = x y que Lm B Ot =
ta1- Ny 00 -
= (xt")  para t € (0,1) fijo, estando ambos 1limites toma--

dos en la topologia /&(klkg> .

Sea - U un entorno de cero en A para /L(X,ﬁ)‘,
: \ ,
entonces - U= V° , donde \/C-A es absolutamente convexo

y a (M) -compacto.

Fijado X¢€ A tenemos que encontrar toe'(0;1) tal
que si t, € t<»1, entonces

sup | {x-(x), Y| € 4
ve V '
Considero los subconjuntos
1
- ekg: x,u-v> <-}
{% K | 3 )yeV
que forman un recubrimiento 0‘(X%>O -abierto de V, por lo --
que existen vivi....vS%e v tales que si v¢ V  existe --
pe {4,...s] tal que :

;<’< V—VP>l = K(xivc)-(x;vf) ,e>l< -45
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Por otro lado P.2.2 asegura que en la topologia ---
0’0\/)\%) se verifica: /Q,Lm (X.;JU): X por lo que exis- .

te t € (0,1) tal que si t <t<1 tenemos:

O\

[ gy, [ttt e

En consecuencia: v\féi V : tenemos

[Gxmtt, o = [ oo Gene e ¢ | <(>{¢»ﬁ)-(><cvz’), )+

et O [t .
1 <(xv ) - (x5 (ti>>{

Win

donde (xvP)=(xv,) € sa (e 'J jeht

Teniendo en cuenta que } <(Xi\rf)-(x-b\r;) , Se>‘ 4 1
consideramos el entorno de cero en (sa):

T: «{ \IGSd : “‘/”5% }
Como V\IeT : I<Y'3Q>I:3}§&'ﬁ Z_ML}S 31(&/{1\41

; : o)
tenemos que 3ec¢ T por lo que la anterior desigualdad

implica que : (XC\QP> -(xv)eT

Por otro lado (3ti) e T° para todo t < (0,1) --

porque:

VyeT ) Yte(o1) : ]<Y' 3(t£)>\: 3 !Lm Z\/;(tg)ci:;

+00 . S—’r t=o
=3 [ Zf“ﬂ £ 3 Xl &
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RS

»

Entonces < Xw) ()(V‘ (t“)>t i CYte(e 1)
por lo que si t <t 1, entonces ;o Sup <>< (Xt} \F>l< 1.

veV

/!

Ademﬁs queda probado que las aplicaciones lineales

( xg [0'()‘9 >‘>]“"’_—> >\§ [v(y) M] son continuas paré te (0 1)
w > (y ¢ )

© Veamos que para t € (0,1) fijoy Xé>\ : ,'&ma(xﬁi}:
N-p 400 ’

= (x.1) en la topologia /u (X, %) .

Dado un entorno de 0 en A: Y° ; como Ve )“3, es
a( ngk) -compacto, su transformado (ti) (V) sera T ¢( }\8/ A)-

-compacto.

Los s)ubconj'u’nf;os { (wt) e ¥ {<x (ut) - (vt )>l } oV

forman un recubrimiento G'()‘g)\ )-abierto de (tl) (V), luego -
existen V' vi... ,vseV'tales que si v € V existe Fe‘“r- 5}

tal que:
'<>< (vet) - () >I I«WU (x v e>}<

Ademds por la P.2.2; fijados X & N y t€(0‘,1) --
existe h, € IN tal que si n> ng*®

o |- Rt &>:sur et t)-R bt t) ey | <

1<bes

1¢ %
Entonces para cada v ¢ V tenemos:
} < () ;P»L(ydjﬁi) SV = k <<x;\rﬁi)— B (xS e> ‘ <

¢ B [ (R - Rt e>{




para cierto V?E.V’ que verifica

{<(xuﬁ B - (et e { < b

3 E

Dado que

< ((\r v;) X’L e,>l
s?Z

(}‘v? ﬂx{ i

(v;- \rP)x)t

[<(>< V‘JL (XLVt )i(&>‘< é_ ) V'hgw

i (,G,'K, f&.;l: i i i
Hemos probado'que para cada Xe;x y te (0,1) fijos, dado

Vo, existen n_ <« N tal que si n>n_, suP l<(>qtt)—a(¥cfli) T>f\<i. |
° ' . " vev /

Proposicién 5.2

Si A es un espacio de sucesiones (da)éinvariante,
‘kg[)A(>§,\)] es completo. En particular si ‘) es g -per--
fecto, X[f&(),)3>j es completo. |

Demostracidn.

Sabemos por la P.3.8 que si - A . es(da)-invariante,
>§[t§ XQ)J] es completo, como (X k) - es una topologia
del par dual mds fina que tg()g >) , el criterio de.Bourbg
ki-Robertson asegura el resultado.
| Ademds si M\ es g -perfecto, aplicamos él resﬁ1=

tado anterior al espacio A que es (da)-invariante. W

Proposicién 5.3

Si X:)Q' es un espacio de sucesiones tal que A=R(X)

entonces A es . (\,¥)-separable.
/A P
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- Demostracién,

Probamos que el conjunto numerable:

Z (n ( (n) _ .
§ it con. o de coordenadas racio-
nales,n=0,1,2,...;3=1,2,._.3 C@c A es denso en">\

Dado X& A , para n=0’,1,..A.; j=1,2,.. consideramos:

n

NI Z v P g(volé Xd o1 n.
; n
L=0 A .
. (n, )
y vamos a probar que X = f&m X )
J—p‘-&'oo N-2 +04
Sabemos que Lom (X (———-) ): X por P.vSf,]l,lu‘ego es

éq + 00

suficiente demostrar que para cada j=1,2,.. fijo tenemos

Livn, X(m.;) = (X»( I ) , en’~1a tofnolgg@& /u(,\,},%\
n—s+o i* B |
Para cada VY€ A absolutamente convexo y» @ C)«g,k ) ~com

pacto tenemos que encontrar n € IN tal que si n> n,:

NEE (n.7)
sup | (xe (A7) ) -x"®, vy <
ve
Teniendo en cuenta P.5.1, si X €\ », d € N son -
fijos, dado un subconjunto - vexM o absolutamente convexo

y TN, ) -compacto, existe 'n,j € N tal que si n > ny te-
.nemos : SuF }<( 3*‘) R ) \r> %

<("° a+4)) X" N S“F }<( (a”) ﬁ (JHU ">
+ Sug/}<P( (64'1/ (”),\f>(

vamos a aCotar el segundo sumando:

Dado que:
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o

Rl G5 2] | S oot
L _

. "
Si tenemos en cuenta que para V€ >\? ’ (VE (3‘%) ) € X , que

N o )
la aplicacién {(—ar%) } /\q-——? )\ es débil continua y que

: : , o ,
la topologia T ( %g,k ) induce en k la topologia ----
T ( )\«,) ) tenemos que el transformado [(“L) }(V}
es un ' ()\o(,)\ )—compaéto, +oo

En consecuencia, existe SM.E/ Z_ Ixcdlved (M) M 40

l' (W/a) & M 4 Wy .
Y por tanto SuLP §<P <’>< 3+L -X ,V> + & £ .Y

Basta elegir n_=mayor {n1,112 7 para que si n> n_:

. . 0
<( 3+4. ‘ (h'N/ V>

SuF <4 . u

Caracterizamos propiedades de una clase de espacios

de sucesiones mediante el:

Teorema 5.1

Si A=R(ON 2 es un espacio de sucesiones tal
que )\g sea T ()\g,)\ ) -sucesionalmente completo, las siguien

tes propiedades son equivalentes:

a) )\ [/A()x,)\g)] Es tonelado.
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b) Las sucesiones }u,()\ )\(’ ) convergentes y F (X, I ) -

-convergentes son las mlsmas.

Ink
c) Para cualquier X € >\ se verifica que X= «;%:*;Lw(x u/)
y f”jr"w 2 (x (an) (x ( ) para cada § € N fijo

en la topologia F( X, >§ ).

d) ' X[PO\)‘%)] es separable.

Demostracién.
a) =P b) Si A [f"(k)m] _es tonelado, /A (M) = {S'O\,)\%)
b) => «c) Como A= QO\)D%’ por P.5.1, se verifican las -

propiedades de las sucesiones con la topologia ---
/u(%,)\%) por lo que b) asegura el resultado.
c) =b d) Utilizando el mismo método seguido en P.5.3 obtene
, mos el resultado. v o |
d) =P a) Para pfobar que X[/A O‘/)\S)] es tonelado es -
suficienfe que la topologia | ( ),}5 ) sea mis
fina que F ( ) UDIERY

Supongamos que -Mc M es T ( 23,0 )-cerrado y
acotado, tenemos que demostrar que M es T ( )\9, ) )-compac-
to, pero por T.4.1 es suficiente que M sea T( V, A ) -suce

sionalmente compacto.

Como >\ [F (),)g)'] es separable, existe un sub
conjunto numerable NcA , que puedo ordenar como una suce-
sién N = {X(K)}Kew c A tal que para cada X€ N\ y -

‘existe una red numerable en N que converge a x en ? ()\,>3 ).

(n) .
Sea {'“' Ewe N una sucesidn cualquiera,

~



como M'es T ( xg,) )-acotado para cada Ke€WN  1la sucesibn
{’ < X(K), M(M>}MW estd acotada en K. Entonces, mediante

un procedimiento diagonal, podemos extraer una subsucesién -

' O (n ‘ . '
{Vn}new de {“n]“ew tal que para cada ke¢ N exista ---

Liwe, < x, \F(M> .Esta sucesién seri de Cauchy en K.
h-p 44 : .
luego para cada ke N y €70 existe ¥ (£,K) tal
que si  m wm > W (£x) : I<><m, V’-\f"‘> £ _E .

{ v v"} : c M-M

Por otro lado, el subconjunto
(mw)e NxiN

es un T ( >\°’,>\ )-acotado.

Sabemos que para cada Xf)‘ existe una red nume-

rable {x"(: x € A numerable § C {Xm}.‘ew tal que
8(x.)%) dirigido

Sea X € N fijo, para cualquier £>0 y para
: . ' m yn $ _ .
el subconjunto { vy }(m,u)eleN T(M¥,X )-acotado exis
teun « €A tal que si xehA | o> Ao entonces
sup | (xx vtvnd [ £
(m,n) € NxmN z

Fijados  X¢ A y §&>0 tenemos un indice %€ A
(numerable), luego tenemos un K, € N Y eh consecuencia un
v (€,Ke) tal que v “
[ vy e ] Cms, vy [+ [, vmend] € e
si m,n > no..‘ Entonces {V"] es una sucesién T ( M,) )--
-Cauchy en M<c X | y por hipstesis M es T (M, A )-
}sucesionalmente completo, luego {VM) converge en M por -

ser T ( ﬁ,)\ )-cerrado. Es decir Mes T (Xg,k ) -suce
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-

sionalmente compacto. N -

Caracterizamos a. los espacios semireflexivos y re--

flexivos mediante las proposiciones siguientes:

Proposicién 5.4

) Sea ¥ una topologia localmente convexa compatible
con < )/)g>‘ . Si \X[t] es un espacio de sucesiones ?-pez
fecto que es semireflexivo, X? verifica una de las condicio-

nes((a),...(d)) del T.5.1

Demostracidn.

Si \[:] es semireflexivo, entonces X(V(X,Xn] " es
sucesionalmente completo (dado que es casi-completo). por lo

que a XQD(Q se le puede aplicar el T.5.1 teniendo en --
L b
cuenta que X3=;X.

.\
Ademis >\[‘c] es semireflexivo si y sbélo si X[/L()};“]
es tonelado con lo que se verifica'una de las propiedades equi
valentes de dicho teorema. W

Es inmediata la:

Proposicién 5.5

Sea T una topologia localmente convexa compatible
con <>\/ >\q> y sea )\'MP ~ un espacio de sucesiones W()\,Xﬂ
-sucesionalmente completo. sz] es semireflexivo si y solo si

)3 verifica una de las condiciones del T.5.1.
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Proposicidén 5.6 +
Si un esp‘acio;; de sucesiones ?-perfecto X{/k(),)g)]
es reflexivo los espacios X y k? verificanm: una de las con

diciones d_él T.5.1.

Demostracidn.

| Si >\ [/U-( X, v’)] - es reflexivo, entonces )\[/A()\,W]

eS semireflexivo y por P.5.4, X;' verifica una de las condi

ciones del T.5.1. 7
- Ademds, si >\ [ ey ) ] es reflexivo, X[/A()\')‘g)}

es tonelado, luego >§[Q'<)\g/\)] es sucesionalmente com--

pleto y podemos aplicar el T.5.1 a \ . B

Es inmediata 1la:

Proposicién 5.7

Sea >\3 un espacio de sucesiones 1;a1 que
>‘[q—<)\>\q)] y N [q()\g/m] | sean sucesionalmente -
completos. A [/W()\ A3 ] ~es reflexivo si y solo si los
espacios A >‘ verifican una de las propiedades del

T.5.1.
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6. CONCEPTO DE ESPACIO ©-ESCALONADO Y PRORIEDADES.

.

E

En el apartado anterior hemos introducido los‘e§pa-z
cios ?—perfectos ' Xo(= {xeiu:.(a1XQesa} para cada suéesién
o= (o) e w . | |

Denominamos sistema de escalones a la familia nume-

[GY]

(m s
rable de vectores oK = (“; ) €<n';ﬂ=i,3vc4

: o o
Si el sistema de escalones { X }neﬂd ~verifica:

Q
1) <X£#:O' Para cada n € Ny cada i=0,1,2,...

n)
XL
2) Para cada n € N existe m(n))» n tal que (7;};5§> € da
L

definimos el espacio ?-escaloqado correspondiente al sistema
‘ \ +e0
)
=4 Xew : dnx'esa;mihu}:[j k ,
>\? { ( L L) =4 “(")

Entonces el espacio ?—escalona&o )y es un espacio
vectorial que ademis es f—perfecto por P.1.5. |
Dotamos a Xy de la topologia dada por la familia

numerable de normas: v ,
(H) () (n ’ -
(H!Hqé) (x) = [ (&3 + a5 ((%7x0)) - xe N imzd2,.

Entonces: X es un espacio localmente convexo metri
¢ 1

zable y denominamos espacib g-caescalonado a su dual topold--

gico ( X9 ).

Vamos a dar una demostracidén directa de que el eSpaj

ciogescalonado x? es un FK-espacio.

Proposiciﬁn'é.T

xy es un FK-espacio.
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Demostracién.

En'primer lugar prqbamos que XY es ;compltezto con

lo«cual serd Fréchet.

Dada una sucesidén de Cauchy {X(K)} C )\f 5 tén_e_

mos que fijados €0 , ne Ny jge IN existe Ky¢€ N tal que

, (n) +
si K'>K »Kqy , entonces : (l{ +%) ( Kl XM)
Es decir “ (°<(m> ( ((3 (K)) “ + 5U-P l " l SK }" x(k‘#l <%ii) <&

con lo que para cada coordenada i fija se verifica:

“ . |
| L x“"l< (t),—&%— si K'>K»Ko

. <)
Entonces cada una de las sucesiones {X» } c K
. ke B
es de Cauchy para i=0,1,2,... por lo que convergen a un X; 2K
que nos permite definir la sucesidn X = (Xf)éw que es -

limite coordenado de {X(K)} . o L oea

Demostfaremos que ><O€ >\S> Y que {xm}——-——) X~ . en
la topologia de )\S’ | |

En efecto, veamos que para cada ne N f130
(o x7) € sa

- Para cada j € IN calculamos : P ] (v‘nHX | (“i) <
< su.f> !X X(K)HW“\)) (‘—‘) + Su o™ 'Xm (a )L

para algin K»K, , X, adep'ende a su vez de n,j y € .

De esta manera el primer sumando es memnor o igual que & Yya -

que se obtiene haciendo que K— +% en la desigualdad

(TN IS ‘
SUP | “X - X | (J“) . Ademis el segundo suman

n) (\
do es finito porque ()¢ >‘§ , luego (of Ve sa
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o B
Entonces sup SR ( | < +00 lo que

54»1.
+00

. . (m » ‘
asegura que la serie E X )? es convergente en ,
L:O

0<g< 1. | ' ;-

" o o
Para probar que existe . /Q‘m Z C X

LI0

dado €>0  sabemoS que existe K W tal que si KYKyKy

entonces:

u ( (m)(x(td_ X(m) n ~ suP
. o<3><i

< E

(n)o Mi)
@2. )

(n} (K) t
?

t
luego si K—%+™ tenemos que SLLP
o<g<i

vs 0

+02

. ()
~ (ﬂ) (K} :
Por tanto f(?)— Z R ‘3 converge uniformemen-
400 :
te a f(?):Lo(E",) xf?“ en el conjunto 0 £¢< 1; lo cual -
Lz0

asegura que siempre . existe Lien f(@ dado QUe existen
(<) 9 4
Qim f(g) , VkeN .
?—M_' ,
Dado que x°e '>\S>. , demostramos que {XK}—? x° en
>\g> , sabemos que fijados €>0 , ne Ny je N existe KelN

\(" g \
tal que si K >K %Ko entonces: (l+9;) (x“’_ X < €

Si hacemos que K'— +0 , obtenemos
)cn}

(ir+ g

(x°%-x®) < € si KyKo -

En consecuencia )\? ‘es un Fréchet, vamos a ver que

es un K-espacio.
{n) . . :
Para cada ne N, (0(-L -XL)G LT , que es un K-

espacio luego fijadas ge N; i=0,1,2,... existe C>O0 tal -

we oMy | < C ( (™M + g5 (o) = € (n 1+4;) Tx)



84

luego \Xii\ T~_1(n};qéf?x) - Y¥xe X?. =
e : :

Proposicién 6.2.
El espacio vectorial >\o((n) - con la topologia dada
s q s ' ; BENCORE - s L

por la famlllg de normas {(h IH—C]d) sa*:i,,z,.... es isomorfo a

(sa) para cada ne N.

= Ademds para:cada n e N existe m(n)> n tal que la in-

yeccién X umm) > >‘(m | 4 es continua

Demostracién.

(n) '
XdM): {X€“3° (“i-X{)GS&} es el transformado diago-

{ .
nal de (sa) mediante la sucesidn (:;ﬁ' con lo que los expa-
cios vectoriales A wmy Y (sa) son algebraicamente isomorfos.

X .

Como la aplicacién [>Gi~> 15&'f4-f*? xmw% es bicon

o Y ()’; )
w“'(n\

L

tinua

porque: (I!H+qgfm (2%0:: (ni+q)(y) , Vyesa

tenemos que sa y x&mv son topologicamente isomorfos.

. m 1 s fa
Ademds, como el sistema de escalonesv‘{ﬁ }; verifi

; ()
“.
ca que para cualquier ne N existe m(n) > n tal que (&iHGQ)ﬁda
;

vamos a probar que xifmm» - Xum) y la inyeccibén es -
continua. _
' (m(m)
Sea X € % (me™m -, entonces (“c X} €sd , ¥

(w)

dado que (u“%<) (

3

(mmﬁx-) € sa con lo que
( m (m) v ‘

X€ xumv. Descomponemos la inyeccién.
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D (mon} ( "(m ) D 1y
)\ (me (‘;{;;)
oM ——— - 52 sa — %1 o\ o

X — (dim('vn)x.b) by (o{""x) ——— X

como las transformaciones diagonales son continuas, y la apli
cacién FR ):sa~—+sa también lo es porque la sucesién pertene

ce a (da) tenemos que la inyeccibén es continua. N

Proposicién 6.3

El espacio?escalonado A? es limite proyectivo de

los espacios { \ M)}
% ne N

Demostracidn
Dado que algebraicamente \?=:£3 X«“’ ;podemos
dotar al espacio .vectorial Xg derla,topologiakr‘limite .=

proyectivo de las topologias de cada Xum)A. La proposicién
anterior asegura que cada de) es Fréchet, luego X?[r]-
es un Fréchet. |

Para probar que la topologia original de x? coinci

de con la topologia proyectiva veamos que la identidad

J : X?'~*~4> x?{}C] es un isomorfismo.

La identidad J es continua porque para cada ne N
las aplicaciones ( I,od ) son continuas, siendo-
J I
.)\gme \g_[tl ~T s A
Entonces el teorema de la aplicaciﬁn abierta ﬁermite concluir

que J es un isomorfismo, |
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Teorema 6.1,

- E1 dual tdpologico del espatio ?-escalonadb A?

coincide con su ?-dual.

Demostracién. -

El espacio x? es limite proyectivo del espectro-
formado por los espacios _{ Xmmuﬂw} s dadp que é&ste es cofi
nal en el sistema de escalones {f«"}.

Por tanto ( (U >\°((mm)>q (U )?omm) ﬂ ?imw

dado que )am’ s?n ? perfectos;yque:

o (01 - Dy
Como Xg es Fréchet, su dual X es (xg g) -ca
si completo ( ﬁé] ,p.297) y dado que Xg:-(x%)‘ tenemos que

1
Xg es O ( ng('%)g )- sucesionalmente completo. Entonces la

‘ v
P.2.4 asegura que >3 es §-perfecto, luego :

=0T ()= 0. m

Teorema 6.2

La topologia original de >W coincide con la g—to—

'pologié del par dual < Xg,>§‘>-

Demostracidn

| E1l espacio -escalonado %? es Fréchet, luego su
topologia T=p ( )\g,kg) = F(kgl)\;)  y como el -
T.6.1 afirma que )% = x% es suficiente probar que la g¢-to
pologia del par ¢ Xg,\;> ‘ es mis fina que la original.

Para ello vamos a probar que cada <Tr-entorno de O en Xf es

un entorno de 0 para la g-topologia.
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Sabemos que 1la familia de normas {(H«»ﬁ;) }ngl z,..

define 1la topologia ¥, luego si con31dero los subconjuntos ab

solutamente convexos y T-cerrados:

\/3(”):{ xe)\ (g (XN < 1 S

(& o) donde = (&de U;:,

ze {O((Hy)}?: .

, donde

, es decir

"

la fam111a de los mGltiplos escalares { XV% s 0
Vv son 1 as intersecciones finitas VR fS]\/;:*" for-
p=t
ma una base de r-entemos de 0 absx y r-cerrados.
Calculamos el polar de uno de estos conjuntos:
K o ’ T (M)
0 (Wp7\ K (n)\ O §:73
NV e VAL Y F(U(\/-f))
[ } >\ \’f:'j_ 3? / )\ ?:L g
‘ (np) da
Vamos a probar que (\/ P) = { ("")}g
_ P
teniendo en cuenta que cada xMe >\? , y el -
subconjunto: .5 da 3
, ‘ (np) _ ) (np) . 4
{52 (= )+ (e1e Uy e da |
donde:
= { yesa: m+q (st}
: » ) (hp)
En efecto; teniendo en cuenta que: X € Vjp si y so
(n )]
lo Si. P Xy >€ U&P
Sea ZE€ (\/fm)o | entonces I< z >l < 1 a
(np) &-P ? n 2 X = p—
: (ny)
ra cada X € \/39 , por tanto l< (W) '(“?-')X.»'ﬁ 1
v o
para cada \/ , ¥ como cada (‘/a)eua'P puede es-
ey . (nr) : . yc .(Hp)'
. cribirse  (y;) = (o{ ‘/”) donde (”5!?"" € Vi,
tenemos que }< (,,P)7 <\/ﬂ>\4i para cada (yJ)e UJ'P.
En consecuencia ( MP)> € UJP -y queda probado que



)

-

(WP}

RecIprocamente si 2= (&%) ~, con
' (?c)é U;,, , tenemos que l<(£;),\r>)$ 4 para ca-
. . 1 . v \/(ﬁf:‘
da V€ L%P , entonces para todo X€ Vg, tenemos -
que (w?@xi)é Usp , luego:
{(np) Gnp) t .
) UX; = €; o (X
| @) (x| = | ey )| ¢ C ara
todo X € VgP -5 luego ( Sc-‘xﬁ) =2 € ( Véf) :
‘ 7 zQ)o "
Dado que los subconjuntos ( i ) son absolu
tamente convexos y ?0'(§,%3) - compactos por el corolario

de P.3.1; tenemos que la envoltura absolutamente convexa de su
unidén finita es también (TCQ,XQ-compacta y coincide con su
envoltura G‘(>\‘ggz)\g)-cerrada. Entonces V°c Xé es un eleme_q.
to de la familia de subconjuntos de )§ ~ cuyos polares --
dan lugar a una base de entornos de O de la ?—topologia,
Vy'en cansecﬁencia' V_=\J°° es un entorno de 0  para la

?-topologia. [ ]

Corolario 2.1

Para cada X¢ Xy las secciones ?~convergen a
X.
Demostracién.

Como Xg es y-perfecto y su topologia coincide

con la ?-topologia aplicamos P;3.3. |

Corolario 2.2

El espacio g-escalonado Ag es separable.



Demostracién.

¥

Por P.3.7. m

Corolario 2.3
En el espacio ?-escalonado Xy coinciden los sub-
conjuntos compactos, numerablemente compactos y sucesionalmen

te compactos.

Demostracién

Por T.4.2. "

Corolario 2.4

Sea Xg un espacio ?-escalonado tal que sea -
0'()‘?.)‘g)-s.uc:esional—mente completo, entonces ’Ag ~es refle
§ ; : . ~
xXi¥0o si y solo si Xg verifica = ' una de las propiedades

del T.5.1. L

Demostracidn.

. ¢
Ages un espacio ?-perfecto, ademis %g
: ' \
es 0’(X;XQ -sucesionalmente completo y %g[bﬂ(xyxal=>g[11
‘es tonelado por ser Fréchet. Aplicando P.5.7 obtenemos el re-

sultado. ]
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7. ESPACIOS __ Q-ESCALONADOS MONTEL Y SCHWARTZ - .

Podemos caracterizar a los espacios g-escalonados3

que sean de Montel mediante:

Proposicién 7.1.

El espacio ¢~ -escalonado X? es Montel si y solo

: §
si en eIW_‘,g—coescalonado A coinciden las suce51ones -
. : 9
0’(%g,xg)-convergentes con las F <A3’X§) - convergen-
tes.
Demostracidn
Dado que k? es un Fréchet separable el resulta-

do es consecuencia inmediata del criterio de Dieudonné-Gomes.

¢ [18], pag. 371). ®

Proposicibn 7.2

v . ‘ $
>\ es Montel si y solo si Afes reflexivo y en )\
coinciden las sucesiones O’( %, Ag )-convergentes con las

/L( A Ag ) -convergentes.

Demostracién. .

La condiciﬂdh necesaria es consecuencia de la propo
sicién anterior y del hecho de que todo espacio de Montel es
reflexivo.

" Reciprocamente si A? es reflexivo, como es ~----

§- perfecto y su topologia coincide con ﬁ'( Ag Aq ) la -

proposic16n 5.6. asegura que en Ag coinciden las sucesio-

'nes4 /A(Ag,kg)-convergentes con las F (A%,Xs ) -convergen--



tes. En consecuenc1a las suce51ones débilmente convergentes

coinciden con las fuertemente convergentes, luego la anterior

prop051c:16n garantiza que >\g es Montel. R o a
Vamos a dar una condicidén suficiente para que el es

~ pacio ?-escalonado sea de Schwartz.

Proposicibén 7.3.

_ Si el sistema de-! escalones {FXW}MN verifica:
o L :
1) <, #0 para cada n€¢ IN y cada i=0,1,2,...

2) Para cada ne IN existen m(n)>ny Te€(0,1) tales que

o
_ =0 (9)  entonces A es un espacio de Schwartz.
o6 T mm) S’

L

Demostracién.

Como - >\§ . es,el limite proyectivo del espectro { )\“W("‘“
es suficiente probar que para cada ne¢ N existe m(n) ) n tal -
que la inyeccidén continua >\°((m("3) — >\o((m es compac-

- ta, Con la misma descomposicién que en la P.6.2 tenemos que:

>\O((M(M)—_—_—_? séd —> sa - T4 '/\o((“ﬁ '

X —— (O(fm(m );—_; (e; x

[O)]
D

. . n , o
Las transformaciones dlagonales Do(("" R y D (;m) -son -

continuas y como la apllcacmn I verifica que -

cada elemento de la sucesidn es de O(O‘”) con 0< T< 1el-
teorema 4.5 asegura que es compacta. La inyeccién serd también

compacta luego >\g es un espacio de Schw artz. N

Proposicidén 7.4

Si el sistema de escalones {0((“ ShéN verifica:



’ ) *
1) X, #+ 0 para cada ne Ny cada i=0,1,... .

.

2) Para cada n ¢« N existen m(n)>ny <Te(0,19 tales que:

) O () . , | .

<m<m)
L

Entonces el espacio s)-es.calonado /\3 es isomorfo

al espacio escalonado de Kothe >\ .

Demostracién.

Veamos que algebraicamente coinciden: En general

>\C>\<; dado que 1’

C say probamos que si XE€ Xﬁ‘ , enton
ces X¢€ )\ .

Sea ne NN cualquiera, por 2) existen m(n) € N y ---

T € (0, 1) tales que (mw = O(V ) . L.og-luego
Cn} mm) : . (m( at) |
(0( X)*(m & -XL> donde (v, x)eS&
%, i

porque  X¢ )\?

mg{n (
Entonces: 'p»WLSu? \” al ™y +:f °" gred
- (m(m)

L +e0

A | n) {m(«\) .
: o .

con lo cual Him s \/I ; -X‘} <1 or
‘ \-94—(:5 o(("'("‘) ’ y P
n

tanto (o, - X:) € 1 , para n=1,2... . En consecuencia -

)\3)\3 .
Ademds probamos que sus topologias coinciden:
En el escalonado X su topol_ogia T viene definida

por las normas nXﬂi Z Jo™ ;] . XE€ )\', con n=1,2,.

En el S)«escalonado Ag su topologia T' viene da
da por las normas:

(lfl+qj)(n<)x) = (")) M+ qa(w x)) 'xe)\ , vzl ged

Dado que A= >\9 vamos a probar que T es mias flna que T'.
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Para cualquier je N, ne N existe la norma | IN
verificando: . : -
¥ ) “

e = s |2 | o 1) (¢

O‘:g( O(S)(i

£ 5“? Z“XH" g + sup o x| < ZZ{« X;\= 2 hxlly.
para ‘todo X € A | S |
Entonces la 1dent1dad J: >\[t} — Xg[l’] es -

continua y dado que \/x[ﬂ y )xg[z] - son ambos Fréchet, el

teorema de la aplicacién abierta garantiza que son isomorfos. W

Proposicién 7.5

= El espacio vectorial ta = {Xew ZX? {+% ?5 (o, 1)}
con la topologia dada por la sucesi6n de normas Pp;(x)= Z'“S’

i=1,2,... es un Fréchet- Schwartz, cuyo dual es el espac1o.
{uew ‘u = O(@ady |, Te (o,ﬂ}

Demostracién.

Probamos primero que .fTa-= {xew : (Xc (mﬂél , ;,':1,2,...} )
si xe ta , la serie de potencias lelg es conver-

Lzo
gente para todo € (0,1), luego para ge IN cualquiera exis

: : T\¢ 4
te ?e (0,1) tal que (_d )<S> por lo que (X%g%))g] .
Reciprocamente si (X D para j=1 2,..., dado ---
+
3 ) lo_cual
?e(O 1) cualquiera existe j ¢ [N tal que ﬁ’ T T

asegura que x € (ta).
Como el sistema de normas que define la topologia -

. (i |
de(ta) es PJ (X) = “X”i tenemos que el espacio(ta) es el ¢

: . )
escalonado de Kothe dado por el sistema - {‘X Sg'eN donde



@ ;5N
. :(~—~——> , 1=0,4,2,.. ..
8 a_‘_i )

Veamos que este sistema de escalones verifica las
t

condiciones 1) y 2) de la anterior proposicidn.
Para cualquier je N consideramos (j+1) ¢ Ny ----

7 (§+2) '
%:—i-)—z- <1 que verifican:

O((é) J‘ v é ) L
i ~ .9 __’_i_ _ L
olit® e (3+L> (J+£> = O(rY .

Por tanto (ta) es un espacio ?—escalonado y P.7.3 asegura

0<(F;

que (ta) es un Fréchet-Schwartz.

Para calcular el dual topologico de (ta) tenemos en
+00 [+
[+ 4

X«(é) ( [18],
d .
pag.419) donde : >\O((é)>: {xew : (XL (ﬁ;))e 11} F=h, -

Entonces, )\0((3) = D( 1 )(]1) ~ luego '>\:(;'> = D(«f‘-’) (].i)uz

o!d
[

= D(o(<a'))(1°°> = {uew : s;uf ;ui,(%>i<+m}

cuenta que coincide con el espacio ( )

A R i ' s\t .
por lo que ('{Za): %:{ >\°<(3) = { ew :lulg CJV(S%Z),CJ')O;JA,?

= {uewvr u; = O (v¢) | o<cr<i}'. n
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