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Introduccion

El germen de esta memoria es el concepto de T—completitud:

Un espacio localmente convexo se dice T—completo si toda serie in-

condicionalmente Cauchy es convergente.

Dicho concepto fue introducido por P. Dierolf [Habilitationen (1975), [13]],
en su estudio de las denominadas “Topologias de Orlicz—Pettis”, como una
cierta condicién para obtener inclusiones entre estas topologias mencionadas.
Ademas, probé que dicho concepto se podia encajar de modo natural entre
tipos de completitud conocidos: la completitud sucesional y la completitud
local.

Con estos precedentes, y teniendo en cuenta el papel que desempenian los
conceptos de completitud en distintas dreas del Andlisis Funcional, nos hemos
propuesto realizar un &nalisis de la citada L-completitud, asi como estudiar

propiedades de los espacios T-completos en distintos contextos.
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Comenzamos exponiendo los principales resultados obtenidos sobre la Y-

completitud.

[1] E-COMPLETITUD: En la seccién 2.2 obtenemos diversas caracterizaciones

de la ¥—completitud. Dichas caracterizaciones tratan sobre:

1. Convergencia de series por multiplicadores acotados (teorema 2.2.1).

o

Envolturas absolutamente convexas y cerradas de rangos de series (teo-

rema 2.2.2).

3. Una cierta propiedad de compacidad de discos de Banach generados por

series incondicionalmente Cauchy (teorema 2.2.3).

Hay que resaltar la analogia de estos resultados con las distintas caracter-
izaciones de la completitud local (ver Pérez Carreras-Bonet [50, cap. 5}, y
teoremas 2.3.3, 2.3.5).

Las relaciones entre la completitud sucesional y la ¥—completitud, llevan de
modo natural a considerar la propiedad (u) introducida por Pelczynski [48] en
espacios de Banach, en un dmbito mds general. Es por esto, que dedicamos la
seccién 1.2, a proporcionar ejemplos y resultados sobre dicha propiedad en los
" espacios localmente convexos.

En la misma seccién 2.2, probamos que la ¥—completitud de un espacio
con la topologia débil, esta relacionada con no tener subespacios isomorfos a
o (teorema 2.2.5), extendiendo de este modo un conocido teorema de Bessaga
y Pelczynski [5] para espacios de Banach. En la seccién 2.4, y también, para
la topologia débil, estudiamos la propiedad de los tres espacios para la Y-
completitud.

Por 1ltimo, mencionar que, puesto que en espacios vectoriales topolégicos
generales, una serie puede ser de Cauchy por multiplicadores acotados sin ser
incondicionalmente Cauchy, tenemos que en ese contexto existe un concepto
similar, pero distinto, de la T—completitud que coincide con él dentro de los

espacios localmente convexos. La seccién 2.1, la dedicamos a comentar estos
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resultados, observando como ellos estan relacionados con el hecho de que en
espacios vectoriales topolégicos, la envoltura convexa de un precompacto no es,

en general, un conjunto precompacto.

Los resultados sobre los espacios Y-completos, los hemos agrupado de la

siguiente forma.

[2] TEOREMAS DE ORLICZ-PETTIS: Este teorema fue probado para espacios de
Banach débil sucesionalmente completos por Orlicz [46], en los afios veinte, pero
fue desconocido para el publico mateméatico durante bastante tiempo. En esa
situacién, cuando Pettis estaba escribiendo su “Ph. D.” una decada después,
se encontrd con la necesidad de obtener una prueba de dicho teorema [51].
Posteriormente, dicho teorema ha sido extendido a espacios localmente convexos
(MacArthur [41], Grothendieck [27]), e incluso a grupos topoldgicos (IKalton
[34]).

El teorema de Orlicz—Pettis, ha originado toda una gama de resultados sobre
topologias que tienen las mismas sucesiones subseries sumables que una cierta
topologia dada.

En esta linea, P. Dierolf [9], [10] y Tweddle [65] han analizado topologias
maximales con las mismas series convergentes por subseries que una dada. En
la seccién 1.3, pueden encontrarse sus principales resultados sobre este tema,
Dedicamos especial atencién a estas topologias maximales cuando coinciden con
la de partida. En dicha seccién, aportamos ejemplos de esta clase de topologias,
y mostramos como pueden obtenerse topologias maximales en el sentido ante-
rior, asi como resultados parecidos, con otros tipos de convergencia de series.

En una linea diferente Diestel, Faires [16] han estudiado topologias mas
débiles que una dada con las mismas sucesiones subseries sumables.

Siguiendo este planteamiento, en la seccién 1.4, hemos realizado un analisis
sobre condiciones que aseguren que una topologia dada y todas las menos finas
que ella tienen las mismas series convergentes por A-multiplicadores, donde A

recorre los espacios de sucesiones mas usuales.
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[3] COMPLETITUD EN ESPACIOS LOCAMENTE CONVEXOS: La completitud local
fue considerada inicialmente por Mackey [40] y Grothendieck [28]. El problema
de dar una caracterizacién més manejable de este concepto ha sido tratado por
Dierolf [12] y Valdivia [67]. En la seccién 2.3 damos nuevas caracterizaciones
de los espacios locamente completos usando series. Una de ellas resulta ser,
por otro lado, una extensién de un teorema de Bessaga y Pelczynski [5] para
espacios de Banach.

Ademas, estos resultados nos han permitido resolver el problema de la
relacidn general entre los O—espacios de Orlicz, y los C—espacios de L. Schwartz

(ver [45], [60]).

[4] TONELACION DEBIL: El concepto de espacio tonelado surgié de la necesi-
dad de obtener una clase maximal de espacios donde se verificara el teorema
clasico de la acotacién uniforme. Posteriormente, fueron apareciendo versiones
“débiles” de dicho concepto ligadas, generalmente, con teoremas de grafica ce-
rrada.

En este contexto, en la seccién 3.1, hemos mostrado como la ¥-completitud
da origen a una nueva clase de tonelacién débil, que estd entre, conceptualmente
hablando, la £, —tonelacién y la co—tonelacion. Ademds distintas propiedades

de estos espacios son estudiadas en dicha seccién.

[5] TEOREMAS DE GRAFICA CERRADA: El teorema de gréfica cerrada fue pro-
bado por Banach en [2]. Con el tiempo ha venido a convertirse en una de las
herramientas basicas del Analisis Funcional. La primera extensién importante
del teorema, se debe a Ptak [54], quien introduce el concepto de B,—completitud,
con el propdsito de establecer teoremas de grafica cerrada cuya clase inicial sea
la de los espacios tonelados, y con clase final de espacios no necesariamente
metrizables.

Posteriormente, los trabajos de Mahowald, Adasch, Komura y Valdivia

(Pérez Carreras—Bonet [50, cap. 7]), establecen una clase final éptima para

espacios tonelados.
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Este planteamiento ha sido trasladado a otros tipos de tonelaciéon. En este
sentido hay que mencionar los resultados de Kalton [32], Marquina [44], sobre
espacios G—-tonelados, los de Valdivia sobre espacios co—tonelados [67] y los de
Popoola, Tweddle [53] sobre espacios {,,~tonelados.

Nuestro primer resultado sobre este tema (seccién 1.4) muestra que los teo-
remas de grafica cerrada para la {.,—tonelacién (a), y la G-tonelacién (b), son
complementarios. Pues, a pesar de que la clase de partida es similar, (., no
puede ponerse en la de llegada para el teorema (a) (corolario 1.4.1), pero si
para el (b).

Siguiendo técnicas de Valdivia [67], hemos establecido un teorema maximal
abstracto de grafica cerrada, usando en la clase de partida los espacios dual
T—completos (seccién 3.2). En esta misma seccién, hemos estudiado diversas
propiedades de la clase final de este teorema. Para dicha clase final, conje-
turamos que, ademas de los espacios de Banach reflexivos, esta el espacio de
sucesiones (.

Con objeto de dar teoremas de grafica cerrada mas “concretos”, retomamos
el problema anterior de “{,”, pero esta vez siguiendo una linea similar a la
empleada por Poppola, Tweddle para {,, (seccién 3.3). En concreto, damos un
teorema de grafica cerrada “mixto”, con espacios dual ¥—completos en la clase
de partida, y {; en la de llegada, donde {; puede ser sustituido por cualquier
espacio de Banach dual de un espacio de Banach separable con la propiedad (u)
y sin copia de ¢;. Este tipo de espacios aparecen en la literatura en conexién
con problemas sobre separabilidad del dual de un Banach separable.

Finalmente, en la seccién 3.4, hemos dado un teorema de grafica cerrada con
clase de partida los espacios de Orlicz—Pettis, que complementa un resultado de
Pfister, tipo grafica de Borel (ver [50, p. 76]).

Los teoremas anteriores, los hemos aplicado a espacios de sucesiones con
la a—dualidad (seccién 3.4), obteniendo resultados que relacionan los teoremas
de Kalton (dual sucesionalmente completo, ¢y en la clase de llegada, Banach

separables en la clase de llegada), con nuestros resultados sobre espacios dual
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T—completos, ¢; en la clase de llegada, B,—completos sin copia de £, en la clase

de llegada.

[6] APLICACIONES COMPACTAS: Los primeros estudios sustanciales sobre o-
peradores sobre espacios de funciones continuas fueron hechos independiente-
mente por Grothendieck [27], y Bartle, Dunford, Schwartz [3]. En este contexto
Grothendieck, comprobd que para ciertas clases especiales de funciones conti-
nuas ( en concreto, sobre espacios compactos Hausdorff de Stone), la conver-
gencia sucesional débil y débil* coincidian, abriendo asi paso a los denominados
espacios de Grothendieck. Estos han mostrado estar relacionados con la teoria
de la medida, y otros tépicos (espacios de generacién débilmente compacta, apli-
caciones compactas con llegada en ¢p). Una lista de reformulaciones de estos
espacios puede verse en Diestel, Uhl [17, pp. 179-181].

En la seccién 4.2, hemos obtenido resultados similares para aplicaciones
compactas con llegada en {;, y otras clases de espacios de Banach. Como
era previsible, aparece una propiedad similar a la que define los espacios de
Grothendieck, pero esta vez con series incondicionalmente convergentes. Hace-
mos notar, que nuestro estudio lo hacemos en el marco general de los espacios
localmente convexos, no necesariamente Banach.

En los teoremas mencionados, juega un papel destacado la ordenaciéon de
espacios de Banach introducida por Edgar [20]. En la seccién 4.1, damos nuevas
relaciones de dicho orden con las topologias de Orlicz—Pettis.

Finalmente, en la seccién 4.3, damos una extension de un conocido teorema
de Pelczynski [49] en espacios de Banach sobre aplicaciones compactas de cg
en un espacio E. Dicha extensién estd relacionada, como es natural, con los

espacios débil Z-completos.

Finalmente, mencionar que diversos resultados de esta memoria, tienen con-
secuencias sobre el cuadro general de implicaciones entre los distintos tipos de

convergencia de series (ver seccién 1.1).



Terminologia y notacion

A lo largo de toda la memoria, designaremos por “espacio”, a cualquier “espacio
localmente convexo Hausdorff”. Para los conceptos no definidos en este trabajo,
nos remitimos a las monografias de Jarchow [31], y Pérez Carreras-Bonet [50].

En particular, si E es un “espacio”, denotaremos por E*, E' y E” al dual
algebraico, dual topolégico y bidual de E, respectivamente, y a la inyeccién de
E en su bidual por mg. En ciertos casos, identificaremos al espacio E con su
imagen candnica en el bidual. Si E es un espacio normado, By(E) sera su bola
unidad cerrada. Asi mismo, dado un par dual (E, F'), se designard por (z,y) la
forma bilineal asociada, y o(E, F), u(E, F), B(E, F), 3*(E, F), representaran,
respectivamente, las topologias débil, Mackey, fuerte y de convergencia uniforme
sobre los 3(F, E)-acotados. Aclaramos que, para el dual E’, la topologia débil
serd o(E',E"), y o(E', E) sera la topologia débil*.

Por otra parte, dado un subconjunto A de un espacio [E, 7], acz(A4), cva(A),
A, indicaran la envoltura absolutamente convexa, envoltura convexa y clausura
de A, respectivamente. La topologia inducida en A por 7, la representaremos
por 7|4, y A°, A°° seran la polar y bipolar de A, respectivamente.

Por ultimo, denotaremos por: w el conjunto de las sucesiones escalares; cg
el de las sucesiones nulas; ¢ el de las sucesiones convergentes; (, el de las p—
sumables (0 < p < o00); €, el de las acotadas; my el de las sucesiones con
rango finito y ¢ el de las sucesiones con un ntimero finito de coordenadas no
nulas. Ademas, e, serd la sucesion cuyas coordenadas son todas nulas, salvo la

n—ésima que es un 1, y € la sucesién formada sélo por unos.

xii1



Capitulo I

Algunos topicos sobre series

1.1 Convergencia de series

Iniciamos esta seccién describiendo diversas formas de convergencia de series en
un espacio. Sea E un espacio localmente convexo Hausdorff y 3~ x, una serie

formal de elementos de E. Diremos que:

1. Yz, es convergente a x € E (de Cauchy), si la sucesién de sumas parciales
S, =21+ -+, converge a z (es de Cauchy). Este valor a2 se denomina

n
suma de la serie y se denota por 322, z,. Generalmente, se habla de

series convergentes sin especificar su suma.

2. ¥, es incondicionalmente convergente (incondicionalmente de Cauchy)
si, para toda permutacién m de IN, la serie Y. z.(n) es convergente (de
Cauchy). Toda serie incondicionalmente convergente verifica que todas
las reordenaciones tienen la misma suma. Por tanto, tiene sentido hablar

de convergencia incondicional a un cierto x € E.

La convergencia incondicional puede también describirse como una cierta

convergencia desordenada. Precisando:

Se dice que ¥z, es desordenadamente convergente a v € E ( desordenada-
mente de Cauchy) si para cualquier entorno U de cero, existe un k € IN
tal que para cualquier subconjunto finito ¢ de IN con {1,...,k} C o

(inf o > k) se verifica que Y, 2 — 2 € U (Tieo zi € U).

1



1.1 CONVERGENCIA DE SERIES 2

Si denotamos por P;(IN) el sistema de subconjuntos finitos ¢ de IN, di-
rigido por la inclusiéon y S, := 3 ¢, ¢;, las definiciones anteriores sim-
plemente indican que una serie 3 x,, es desordenadamente convergente a
x € E (es de Cauchy) si y sdlo si la red (S, )sep, (i) €3 convergente a z € E
(es de Cauchy).

Se verifica que una serie es incondicionalmente convergente a ¢ € E (es in-
condicionalmente de Cauchy) si y sélo si es desordenadamente convergente
a = (es desordenadamente de Cauchy). Ademas, toda serie incondicional-

mente de Cauchy y convergente es incondicionalmente convergente.

3. >z, es absolutamente de Cauchy si, para toda seminorma continua p
de E, la serie numérica ¥ p(z, ) es convergente. De hecho, es suficiente
verificar la convergencia para las seminormas formadas por los funcionales

de Minkowski de los entornos de 0 de cualquier base de E.

Por otra parte, . x, se dice absolutamente convergente, si es absoluta-

mente de Cauchy y convergente.

4. Yz, es convergente (es de Cauchy) por A-multiplicadores, donde A es un
espacio de sucesiones, si para cualquier sucesion (a,) € A, la serie J_ a,, @,

es convergente (es de Cauchy).

Los casos mas usuales son los siguientes:

A = £,. También denominado como convergencia por multiplicadores

acotados.

A = ¢p. Los términos C'-sucesién o C'-serie suelen usarse para referirse
a cualquier sucesién (z,,) tal que 3 x, sea convergente por co-multi-

plicadores.

A = myp. Dada una serie 3 z,, se denomina subserie a toda serie de la
forma Y, ,,, donde (z,, )x es una subsucesién de la sucesion (x,).
Puesto que my es la envoltura lineal de las sucesiones formadas so-

lamente por unos y ceros, se tiene que una serie ) x,, es convergente



1.1 CONVERGENCIA DE SERIES 3

(es de Cauchy) por my—multiplicadores si y sélo si cualquier subserie
es convergente (es de Cauchy), abreviadamente, }_ x, es subseries
convergente o convergente por subseries (de Cauchy). También se

usa el término “sucesién subseries sumable”.

Si E es un espacio metrizable, es conocido que su topologia puede darse
por medio de una cierta F—norma ¢ (no es inica). En estas condiciones, puede
darse otro concepto de convergencia de series:

Una serie )z, en E se dice que es F,~absolutamente de Cauchy si la serie
numérica y_ g(x,) es convergente.

Puesto que toda F-norma ¢ verifica que ¢(az) < g(z), donde e € IK, [af < 1
y © € E, se tiene que toda serie F,~absolutamente de Cauchy es de Cauchy por
multiplicadores acotados.

Las equivalencias e implicaciones de los conceptos introducidos en la seccion

pueden ser estructurados en el siguiente gréafico:

ACauchy co—Cauchy
4 )
BMCauchy <« SCauchy <« ICauchy = OCauchy
fr T fr fi
BMC = SC = IC = oC
U | fr
co—C = ¢g—-Cauchy AC

La notacién utilizada es:

e (' = convergente.

e A = absolutamente.

e [ = incondicionalmente.

o )\-Cauchy (A-C) = de Cauchy (convergente) por A-multiplicadores.

Distintos ejemplos en los espacios [co, || - ||oc], [, - lec] ¥ [0, || - ||+], donde

la norma,

x(n)
n

el = sup {1201, 0 € 15}



1.1 CONVERGENCIA DE SERIES : 4

demuestran que para espacios normados, el cuadro de implicaciones anterior es
el mejor posible (Jameson {30, p. 343]).

Para obtener contraimplicaciones, es preciso considerar ciertas hipotesis de
completitud sobre E. Asi, es conocido que si E es “sucesionalmente completo”,
todas las condiciones de Cauchy implican las correspondientes condiciones de
convergencia.

En esta memoria, probaremos ademés los siguientes resultados:

1. Si E es “localmente completo”, las series convergentes y de Cauchy por

co—multiplicadores coinciden (teorema 2.3.3).

2. Si E es “S—completo” las series convergentes, de Cauchy por A-multiplica-
dores (A = {,, mg) y las incondicionalmente convergentes coinciden. Por
otro lado, también toda serie absolutamente de Cauchy es absolutamente

convergente (teorema 2.2.1, corolario 2.2.1).

3. Si E es “S—completo y sin copia de ¢y, ademds de los resultados enun-
ciados en el punto 2., se verifica que toda serie convergente por co—mul-
tiplicadores es convergente por multiplicadores acotados (teoremas 2.2.6,

2.3.8).

Si E es de “dimensién finita” y por tanto un espacio de Banach, las im-
plicaciones mencionadas anteriormente se mantienen y ademas las series in-
condicionalmente convergentes son absolutamente convergentes (teorema de
Riemann). Este hecho no es accidental para espacios de Banach, en el sen-
tido de que en todo espacio de Banach de dimensién infinita existen series
incondicionalmente convergentes que no son absolutamente convergentes. Este
resultado fue establecido por primera vez en 1950 y se conoce con el nombre de
sus autores: Dvoretsky—Rogers.

Sin embargo, hay espacios localmente convexos de dimensién infinita donde
si se verifica el teorema de Riemann. Es el caso de los espacios de Fréchet

nucleares introducidos por Grothendieck.



1.1 CONVERGENCIA DE SERIES 5

Volviendo a los espacios de dimensién finita, concluimos que en estos es-
pacios los conceptos de convergencia de series del grafico se reducen a dos: la
convergencia incondicional y la convergencia ordinaria.

Los comentarios hechos anteriormente para espacios de dimensién finita
tienen consecuencias sobre la convergencia de series para la topologia débil. En
efecto, dado un espacio E y una serie J_ z,, de elementos de E, por definicion,
> @, es débil incondicionalmente de Cauchy si y sélo si para cualquier y € E'
la serie numérica ) (z,,y) es incondicionalmente de Cauchy en IK. Ahora bien,
> {(@n,y) es incondicionalmente de Cauchy si y sdlo si es de Cauchy por co—
multiplicadores, si y sélo si es absolutamente Cauchy.

Es decir, para la topologia débil sélo hay dos conceptos “Cauchy” distintos:
incondicionalmente de Cauchy y ordinariamente de Cauchy. Ademas, si E es
débil sucesionalmente completo, resulta que el grafico anterior se comporta como
en el caso de dimensién finita.

Ciertos conceptos de convergencia pueden caracterizarse a través de pro-
piedades topoldgicas de un cierto conjunto S(z,) asociado a cada serie formal

> x,, y que denominaremos en lo sucesivo “rango de la serie }_ z,”:
S("L‘n) = {Z T, O¢€ Pf(]N)}
€0

En concreto, se tienen los siguientes resultados:

1. > a, es de Cauchy por co—multiplicadores si y sélo si S(x,) es un con-
junto acotado (MacArthur [42]). Esto implica en particular que las series
a(E, E')-Cauchy por co—multiplicadores y las series #*( E, E')-Cauchy por
co—multiplicadores coinciden.

Basandonos en este teorema damos el siguiente resultado sobre conver-

gencia por multiplicadores:

Consideremos los espacios de sucesiones {,, con 1 < p < 400,y

sea Y. T, una serie en E. Entonces, la serie §_ 2, es de Cauchy
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por {,—multiplicadores si y sélo si para toda sucesién (A,) € (p,

el conjunto S(A,z,) estd acotado.
Basta observar que ¢ - £, = ¢, (Jarchow [31, p. 27])!

2. Yz, es incondicionalmente de Cauchy si y sélo si S(z,) es un conjunto

precompacto (Robertson [55]).

De hecho, lo que estamos diciendo es que la aplicacion,
h: P;(IN) — E definida por h(c) = 5,,

es uniformemente continua, donde P;(IN) lo estamos considerando como
un subconjunto del producto 2N de copias del espacio discreto {0,1} con
la topologia producto. Es mas, P;(IN) es un subconjunto denso y precom-

pacto de 2N,

3. Y a,es subseries convergente si y sélo si S(z, ) es relativamente compacto.
Supuesta la convergencia, basta considerar la continuidad de la siguiente
aplicacion,

h:2N o E
[e.0]
a=(a)— h(a):= 3 a,z,

n=1

Ademés, h(2N) es un conjunto metrizable y compacto en la topologia
inducida, por ser imagen continua Hausdorff de un conjunto metrizable y

compacto (la topologia discreta es metrizable).

Luego dada 3 x,subseries convergente, la clausura del rango de }_ , viene

dada por,

h(2]N) = S(x,) = { nTy : @, =06 1,n € ]N}
1

n=

!Dados dos espacios de sucesiones A y y, se define su producto como

Aop={(anby) €Ew : (an) € X, (by) € p}
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4. Y xnes convergente por multiplicadores acotados si y sélo si B(x,) es

relativamente compacto, donde
B(z,) = {Za,-x,- : 0 € P{(IN), a; € Kcon |a;] <1, ¢ € a}
€0

Anslogamente al punto 3., supuesta la convergencia, basta considerar la

continuidad de la aplicacién?,

h:DN={:eC: |z|<1}N - E

a = (an) > h(CL) = i An Ty

n=1

donde DN tiene la topologia producto y D la topologia heredada de C.

También, de modo similar, h(DN) es metrizable y compacto y coincide
con la clausura del conjunto B(x,). Es decir, si ) x,es convergente por

multiplicadores acotados se tiene que,

h(D™) = B(a,) = {fjax an] < 1,n € ]N}

n=1

Como consecuencia del lema que viene a continuacién, el resultado de este

apartado puede enunciarse de la siguiente forma:

S x,es convergente por multiplicadores acotados si y sélo si la envoltura

absolutamente convexa de S(z, ) es relativamente compacta.

El lema es el siguiente.

Lema 1.1.1 Sea (z,) una sucesidn en un espacio E. Se verifica que:

S(z,) C acx(S(x,)) C B(xy) C dace(S(xy))

?En el caso IK = IR, se considera el intervalo [-1,1], en vez de D
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DEMOSTRACION:

La primera inclusién es trivial. Para la segunda, basta observar que B(z,) es
un conjunto absolutamente convexo. Pasemos pues a la tercera inclusion.
Consideremos una suma finita del tipo
n
ZO[jCCiJ», conl0<a; <1, jg=1,...,n
i=1
Podemos suponer, permutando los subindices si fuera necesario, que se ve-

rifica,
0<a; < <a, <1

Es mas, si definimos «¢ = 0, se cumple que,

n n
>l —ajq]= dY(aj—aj)=a,—ag=a, <1
i=1 j=1

Por tanto,

(n — Qpey)@i, + -+ (@ — o)z, +---+2;,) = Z%‘«’Ei, € acx(S(x,))

=1

Finalmente, sea z € B(x,) arbitrario. Por definicién, z sera de la forma

z=Y az;, conog € PyIN), |a;] <1,

j€o

donde,
a;=a;+t-b;, a;b el

Si definimos los conjuntos,
UE(UE) ={j€0: a; 20 (a; < 0)}
of(o7)={j€0:b; >0 (b; <0)}

por los comentarios hechos anteriormente, obtendremos que,

z = Zaj:cj = Z a;x; + Z a;x; +1t Z bjax; 41 Z bjr; € 4acx(S(xy,))

j€o i€at, jeoy, jeot jeoT
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Luego, B(x,) C 4acz(S(zn)). =

Evidentemente, para espacios vectoriales reales, el 4 puede sustituirse por

un 2.

1.2 La propiedad (u) de Pelczynski

Para espacios de Banach, la propiedad (u) fue introducida por A. Pelczynski en
[48]. Actualmente, es una de las principales herramientas en el estudio de los
subespacios de los reticulos de Banach [39, ch. 1.c].

Damos, a continuacion, la definicién de propiedad (u) en el contexto general

de espacios localmente convexos.

Definicién 1.2.1 Se dice que un espacio E tiene la propiedad (u), st para
cualquier sucesién (z,) en E débilmente Cauchy, eziste otra sucesidn (x,) en
E tal que:

(1) La serie Y x, es débilmente incondicionalmente Cauchy.

(2) 2z, — T}y xr — 0 en la topologia débil de E.

Los principales ejemplos de espacios de Banach que verifican la propiedad

(u) son los siguientes:

1. Espacios de Banach con base incondicional (Pelczynski [48]).

2. Espacios de Banach con base incondicional extendida, o base absoluta de

potencia |I| (Pelczynski [48]).
3. Reticulos de Banach “order continuous” (Tzafriri [66]).

4. Cualquier subespacio cerrado de un espacio de Banach que tenga la men-

cionada propiedad (u) (Pelczynski [48]).
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Recientemente, Knaust, Odell [38] han encontrado una reformulacién de la
propiedad (u) ligada a conceptos de la teoria de bases en espacios de Banach

(ver Singer [62]). A saber:

Un espacio de Banach tiene la propiedad (u), si para cualquier
sucesion (z,, ) de E débilmente Cauchy que no sea débilmente conver-
gente, existe una base de bloques (y, ) formada por combinaciones
convexas de (z,), que es equivalente a la base (s,) de ¢, donde

Sp=¢€1+ -+ +e,,ne&N.

Nuestro objetivo en esta seccién es mostrar que hay riqueza de espacios
localmente convexos, no necesariamente Banach, con la propiedad (u).

Dado un espacio E y denotando por n( E) la imagen natural de E en su bidu-
al, veremos que la propiedad (u) puede caracterizarse a través de los siguientes

conjuntos:
K(E):={z€ E" : zesel o(E" E') — limite de una...

... clerta sucesién de elementos de 7(E)}

N(E):={z € E" : zeslao(E" E') — suma de una...

... clerta serie débil incondicionalmente Cauchy de n(E)}

Dado z € E, se tiene que,

z=0(E,E)-) —z,

n=1

luego n(E) C N(E). Por otra parte, dado z € N(E), se tiene que,

z=0(E" E") - Z m(yn), cony, € E,

n=1
luego la sucesién de sumas parciales s, = m(y;) + -+ + 7(y,) converge a z, y

por tanto N(E) C K(E).



1.2 LA PROPIEDAD (u) DE PELCZYNSKI 11

Teorema 1.2.1 Sea E un espacio. E tiene la propiedad (u) st y sélo si se

verifica que N(E) = K(E).
DEMOSTRACION:

(=). Sea z € K(E). Por definicién, existe una sucesion (z, ) en E tal que,
2= o(E",E) - lim n(z)

Pero, puesto que E tiene la propiedad (u), podemos obtener una serie 3_ y,

de elementos de E débilmente incondicionalmente Cauchy tal que,
zn— 3 Y =0,  (o(E,E))
k=1

Y por tanto,

n

Zw(yk)zﬂ(iyk’wn)'*'ﬂ(wn)—71-)7T(0)+Z=O+z=z

k=1 k=1

en la topologia o(E", E’). Es decir, z € N(E).
(«). Sea (z,) una sucesién débilmente Cauchy de E. Por tanto,
{m(zp) :n € N} C®(E), eso(E",E')-acotado,

y por Kéthe [36, p. 298], dicho conjunto es relativamente o( E”, E')-compacto,
luego relativamente o( E”, E')-completo.

Es decir, existe z € E” tal que,
z=0(E", E') — lim 7(z,)

Por definicién, = € K(E) = N(E). Luego podemos obtener una serie

débilmente incondicionalmente Cauchy Y y,, de E con,

z=c(E"E') — Z 7(Yn)
n=1

Por dltimo, para la topologia o(E", E') se tiene

n

W(Zyk“ff’n) = Z?T(yk)-— Tr(zn) s —2=0
k=1

k=1
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Como y,, 2, € E para todo n € IN, y por la definicién de 7, se verifica que,
Z Y — Zn —n-> 0,
k=1

en la topologia o(E, E'). ]

Un razonamiento analogo al del teorema anterior prueba que un espacio E
es débil sucesionalmente completo si y sélo si 7(E) = K(E). Esto nos permite

dar el siguiente corolario.

Corolario 1.2.1 Todo espacio E débil sucesionalmente completo verifica la

propiedad (u).

Siguiendo técnicas de A. Pelczynski [48] para espacios de Banach, hemos
obtenido clases de espacios localmente convexos donde la propiedad (u) se

hereda.

Teorema 1.2.2 Cualquier subespacio de un espacio metrizable con la propiedad

(u), tiene también la propiedad (u).

DEMOSTRACION:

Sea (y,) una sucesién o(F, F')-Cauchy de un subespacio F' de un espacio me-
trizable E. La sucesion (y,) también es o( E, E')-Cauchy, y puesto que E tiene
la propiedad (v) deducimos que existe una serie 3_ «, en E incondicionalmente

o(E, E")-Cauchy tal que ,
Yn — Z T -l) 0
k=1
en la topologia débil de E.

Denotemos por

n
Up 3= Yp, — Z 2k, n €N
k=1
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Entonces, para cualquier r € IN, se tiene que,

/-"(EvEI)

a(E,E")

0 €cvx{u,:n>r} = cvz{u,:n >}

Ademds, como E es metrizable, su topologia es la de Mackey y viene dada
a través de una cierta Fnorma gq.

Por tanto, por induccién, podemos obtener combinaciones convexas,

Pn
= Z Arug, n € IN, con

k=qn
Pn
0<q1_<_p1<q2gp2<-..<qn§pn<...’ ZAkzl,y’
k=g,

/\kZ(), QnSkSPn,WGIN,

de manera que,
v,) < —
Por tanto, la serie 3 v, es F,~absolutamente Cauchy, luego incondicional-

mente u( E, E')-Cauchy y, por tanto, incondicionalmente o(E, E')-Cauchy.

Definamos,
Pn
=> My €F, nelN,
k=qn
y sea,

=Yg~ Y nEN, Y zor=yh

El teorema estard probado cuando comprobemos que la serie 3 z, de F' es
la buscada. Para ello habra que ver:

[a] Yn — Z 21 = 0, en la topologia o(F, F')
k=0

Dado f € F', la sucesién numérica ({y,, f)) es de Cauchy, luego convergente
a un cierto numero ay € I.
Por otra parte,

n Pn+1

Dz ) = Wogrs /) = 20 Mlyns f

k=0 k=qnt1
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que cuando n tiende a infinito también tiende al ndmero a;. Esto tltimo se

basa en la siguiente desigualdad,

Pnt1 P+l
S My f) —ag| = 3 Mllye Y —ap) =0
k=gn41 k=qn4+1

Pn4l
L fg Su{){[(yk,j» __(1f|: qn+1 f; k f;.Pn+l}'- ( }E: 4Xk) e

k=Qn+1

cee = sup{|<yk,f) —al g1 £ k< pn+1}

(Pn, ¢ tienden a infinito)

Luego,

(yn =D 2, f) B ag—ay =0
k=0

[b] Z z,, es incondicionalmente o(F, F’ "\—Cauchy
n>0

Para todo n € IN,

Pn41 Pn
/ ’ .
Zn = Yp1 " Yn T Z )\kyk—EAkyk—-"'
k=qn41 k=qn
Pn4l k Pn k
S SIEYH C780 9171 IS SRV (7S OE Il
k=qn41 Jj=1 k=qn i=1
Pn+1
= gy —Un Y T
k=qn

donde los p; son ntimeros de médulo menor o igual que uno.

Luego dado un subconjunto finito o de IN, se tendra que,

Zzi = Z €;V; + Z Hii

i€o 1€0] 1€02

donde o, y o, son subconjuntos finitos de IN y,

] <1, i€o1, |wl<2, jeo
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Debemos probar que S(z,) es un conjunto o(F, F')-acotado o equivalente-
mente o(E, E')-acotado. Pero hemos visto que S(z,) C B(v,) + 2B(x,).

Ahora bien, puesto que las series Y x,, v, son débil incondicionalmente
Cauchy, los conjuntos B(v,) y B(z,) son débilmente acotados en E, luego el

conjunto S(z,) también estard débilmente acotado. ]

El teorema anterior implica el siguiente resultado sobre copias de (.

Teorema 1.2.3 Todo espacio metrizable con la propiedad (u) no puede tener

ningdn subespacio isomorfo a [l ]| ||oo)

DEMOSTRACION:

Sea E un espacio metrizable con la propiedad (u) y con copia de ..

Consideremos el espacio de Banach cuasirreflexivo y separable de James J
(ver [29]). Por Singer [62, p. 450], se tiene que J no verifica la propiedad (u).

Al tener J codimensién finita en el bidual, J” es separable, luego J' también
es separable (Jarchow [31, p. 129]).

Puesto que J' es separable, existe una aplicacién lineal sobreyectiva y con-
tinua de ¢; en J' (Kothe [36, p. 280]), luego .J” es isomorfo a un cierto subespacio
de (.. Esto es, si E tiene copia de (., E tiene también copia de J" y finalmente
E tiene un subespacio isomorfo a J. Por tanto, el teorema anterior nos dice que

J verifica la propiedad (u) y llegamos a contradiccion. [

Por altimo, damos algunos ejemplos de espacios de sucesiones y de espacios
de funciones integrables que verifican la propiedad (u).

Ejemplos

[1] Sea A un espacio de sucesiones conteniendo a ¢ y 7 una topologia localmente

convexa Hausdorff sobre A compatible con el par dual (A, A%).
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Recordamos que el dual de Kothe o a—dual de A se define como,

2\ = { (an) € w: Z lanb,| < +00, para todo (b,) € /\}

n=1
Entonces, [\, 7| tiene la propiedad (u).
Sea (z,) una sucesién o(A, A*)-Cauchy. Como [A**,o(A**, A%)] es sucesio-
nalmente completo (Kothe [36, p. 413]), se tiene que existe z = (2,) € A* tal
que,

z=0o(A*,\%) — lim z,

Por otra parte, para cada y = (y,) € A\, se verifica,

Z Kzne’n’y)l = Z |2nyn| < 400

n=1 n=1

n oo .
(D zer—zy)= D zy — 0

k=1 k=n+1

Es decir, la serie I z,¢, es incondicionalmente a(A**, A*)—convergente a z.

Por tanto,

n
n
xn——E zrer — 2 — 2 =0,
k=1

en la topologia o(A**,\*). Como, e, € ¢ C A, n € IN, la serie anterior es de
elementos de A, y podemos concluir que

n

n
Ty — Z ZR€p — 0
k=1

en la topologia o(A, A%).

[2] Sea A un espacio de sucesiones como en [1] y supongamos que ) es monétono.
Es decir, mg - A C A.

Entonces, por Kamthan, Gupta [35, p. 201] si (A, (A, A¥)) es separable, se
tiene que [A, u(A\, A%)] es tonelado, luego w(A, A*) = F(A,A%) y deducimos que
[\, B(A, A?)] tiene la propiedad (u).

[3] Sea (X, T, 1) un espacio de medida verificando las condiciones:
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1. X es un espacio localmente compacto Hausdorft.
2. ¥ es una o-algebra de X que contiene a todos los borelianos.

3. 1 es una medida regular, no negativa y o—finita sobre I, que supondremos

completa (i.e. si A C B con pu(B) = 0, entonces A € T0).
Consideremos, ademas las siguientes clases de funciones:
1. Q:={f: X — IR: f es localmente integrable}

2. ® sera el subespacio de L*(X,X, ) constituido por las funciones que
tienen soporte compacto. Se define el soporte de una funcién f como la

clausura del conjunto {z € X : f(z) # 0}.

Se identificarédn en lo que sigue aquellas funciones de X en IR iguales salvo
en un conjunto de medida nula.

Dado A C , definimos su dual de Dieudonné-Kothe, o a—dual como

Aa:{feQ:/XIfgIdu<+ooparacadag€A}

Si® C A, (A, A%) es un par dual.

Sea, finalmente, A un conjunto de funciones localmente integrables conte-
niendo a @ y sea 7 una topologia localmente convexa Hausdorff sobre A com-
patible con el par dual (A, A%).

Entonces, [A, 7] tiene la propiedad (u).

Sea (f,) una sucesién o(A, A%)-Cauchy en A. Como [A**, (A%, A%)] es

sucesionalmente completo [58, p. 23], se tiene que existe f € A** tal que,
f=o(AA") = lim £,
Consideremos los siguientes conjuntos,
A, ={weX :n-1<|flw)<n}, neN

Bn::,U 4;,, nelN
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Si denotamos por y 4, la funcién caracteristica de A4,, se tiene que,
hy=F x4, €2 CA

Por otra parte, para cada g € A%, se verifica que,

gKhmg)I:g /Anfgdnlsg/% |fgldu=/9|fg|d,u<+oo

12 —kihk,gn Nfu= F I =S b =+
=1 k=1

== f | fadu <

S Ufa = £+ [ 1fgldu 040

(puesto que u(B,) — 0).
Por tanto, 3 h, es la serie de elementos de A buscada y [A,T] tiene la

propiedad (u).

[4] Sea A un espacio de funciones como en [3]. Si suponemos que (€2, 3(€2, @)) es
separable y (A, B(A, A*)) es separable, entonces (A, u(A, A*)) es tonelado ([58,
p. 39)]), luego u(A,A%) = B(A,A*) y [A, B(A, A%)] tiene la propiedad (u).

Si cambiamos las dos hipdtesis de separabilidad anteriores por ser X metriza-
ble y que el conjunto de las funciones continuas con soporte compacto sea denso
en [A, B(A,A%)], el resultado sobre tonelacion y, por tanto, sobre la propiedad
(u) se mantiene ([58, p. 40]).

1.3 Topologias de Orlicz—Pettis y afines

El teorema de Orlicz—Pettis es uno de los resultados clésicos del Analisis Fun-
cional. Inicialmente probado para series incondicionalmente convergentes en

espacios de Banach débil sucesionalmente completos por Orlicz (1929) y para
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series convergentes por subseries en espacios de Banach por Pettis (1938), fue
extendido a espacios localmente convexos por Grothendieck (1953) y MacArthur
(1967). Recientemente, se han obtenido versiones para grupos topoldgicos

(Kalton, 1971, 1980).

Teorema 1.3.1 Sea E un espacio. Cualquier serie o( E, E')-convergente por
subseries es k(E, E')-convergente por subseries, donde k(E,E') denota la topo-

logia en E de la convergencia uniforme sobre los o(E', E)-compactos.

La demostracién del teorema anterior puede hallarse en Jarchow [31, p. 308].

El teorema de Orlicz—Pettis ha dado origen a toda una gama de resultados
similares, en el sentido de encontrar topologias sobre un espacio E que tengan
las mismas series convergentes por subseries que la topologia débil de E. Debe-
mos mencionar que 1. Tweddle [65] ha probado que sobre cualquier espacio E,
existe una(la) topologia localmente convexa mas fina con las mismas sucesiones
subseries sumables que la topologia original. Un exhaustivo estudio de estas y
similares topologias, desde un punto de vista mucho mas amplio, ha sido llevado
a cabo por P. Dierolf [9], [10].

P. Dierolf define:

Definicién 1.3.1 Sea [E,T] un espacio. Denominaremos topologia de Orlicz-
Pettis asociada a la topologia 7, y que denotaremos en lo sucesivo OP(7), a
la topologia localmente convera mds fina sobre E que tiene las mismas series

convergentes por subseries que la topologia T.

En este contexto, el teorema de Orlicz—Pettis adquiere la siguiente forma:
OP(o(E, E)) 2 k(E, E')
Ademas, del teorema de Orlicz—Pettis, también se obtiene que,

OP(r) = OP(o(E, E'),
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para cualquier espacio [E, 7).

Las topologias de Orlicz—Pettis han sido caracterizadas de varios modos. A
continuacién, comentamos cuatro de ellos: por medio de “limites proyectivos”,
como topologias de Mackey de un cierto “par dual (E, Egp) ”, a través de una

cierta “propiedad universal”, y usando “limites inductivos generalizados”.

1. DIEROLF [10}: OP(7) es la topologia inicial sobre E respecto de la familia
de espacios vectoriales topoldgicos {[E,a]: a € M(r)} y de la familia de
aplicaciones asociada {id, : E — [E,a] : « € M(7)}, donde M(7) es la
clase de topologias localmente convexas sobre E que tienen las mismas
series subseries convergentes que la topologia 7. Dicho de otro modo,

OP(7) es la topologia supremo de la clase M(7).

Como M(7) estd formada por topologias localmente convexas, OP(7T) es
localmente convexa. Y como 7 es Hausdorff, OP(r) también serd Haus-
dorft.

Consecuencia inmediata de esta descripcién, es que dados dos espacios

[E,7]y [F,a] y T una aplicacién lineal de E en F' T—a—continua, se tiene

que T también es O P(7)-OP(«a)-continua.

2. TWEDDLE [65]: OP(7) es la topologia u(E, Eop), donde Egp es el su-
bespacio vectorial de E*, tal que dado y € E* se verifica que y € Epp si

para cualquier serie 3 x, T—convergente por subseries se tiene que,

(T - ij:lxn7y> = i(xnay>

También puede decirse que y € Eop si para cada serie y_ x,, T—convergente

por mo—multiplicadores se tiene que,

<T - Z anfcn7y> = Z an<4l3n7y>
n=1 n=1

para cada (a, ) € my.

Ademas, en Dierolf [10], pueden encontrarse los siguientes resultados sobre

Eop:
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o ((E,Eop)=k(E,Eop)
¢ La envoltura absolutamente convexa o(Egp, E )—cerrada de cada con-
junto o(Eop, E')-compacto de Egp es o( Eop, E)-compacto.

e Las topologias o(E, Egp) y B(E, Eop) tienen los mismos acotados.

e [Eop,0(Eop, E)| es sucesionalmente completo.

3. DIEROLF [10]: OP(r) esta caracterizada por una cierta “propiedad uni-
versal”. Dicha propiedad estd ligada a una cierta forma de continuidad

de aplicaciones lineales: la £—continuidad.

Sean [E,7],[F, «] espacios y T una aplicacion lineal de E en F'. Se dice
que T es T—continua si para cualquier serie ) z,, subseries convergente de
E se verifica que,
T(T— Z:vn) =a-—ZT(a’,n)
n=1 n=1

La caracterizacién mencionada es la siguiente:

Dado un espacio [E, 7], la topologia OP(7) es la Gnica topologia local-
mente convexa Hausdorff sobre E, tal que para cualquier espacio [F, a] y

cualquier aplicacién lineal T' de E en F, se verifica que,

T es T—a—Y—continua si y sélo si T es OP(T)-a—continua

4. DIEROLF [10]: OP(7) es la topologia localmente convexa mas fina sobre
E, tal que para cada serie Y x, T—convergente por subseries, la aplicacién
“inclusion”,

12 [S(an), Tlsgyl — [, OP(7)]

es continua.

Con un enfoque mas restrictivo, pueden también obtenerse resultados ma-

ximales para “topologias polares”.



1.3 TorPoLOGIAS DE ORLICZ-PETTIS Y AFINES 22

Dado un par dual (E, F'), se dice que una cierta topologia localmente convexa
T sobre E es (E, F')-polar si 7 tiene una base de entornos del origen formada
por conjuntos o(E, F')-cerrados.

El siguiente resultado se debe también a Dierolf [9]:

Sea (E, F) un par dual y consideremos la siguiente familia M de subcon-

juntos de F',
M :={M C F : Mes o(F,E) — acotado y tal que para cualquier aplicacién...

... lineal y continua S : [F,o(F, E)] — [l1,0(l1,mg)], ...
.. la imagen S(M) es relativamente compacta en [{4, | ||1]}

Entonces la topologia en E de la convergencia uniforme sobre los elementos
de M es la topologia ( E, F)-polar més fina que tiene las mismas series subseries
convergentes que la topologia o(E, F).

En esta memoria, prestaremos especial atencién a aquellos espacios [E, 7]
que verifiquen OP(7) = 7. Tales espacios se denominan de Orlicz—Pettis. Un
ejemplo sencillo de tales espacios viene dado por las propias topologias OP(1),
puesto que,

OP( OP( 1)) = OP(r)

Por el teorema de Orlicz-Pettis se tiene que,

OP(r) > k(E,E") > W(E,E") > 1

luego todo espacio de Orlicz-Pettis es un espacio de Mackey. Ademads, como se
verifica que Egp := [E,OP(7)]" es sucesionalmente o(Egp, E)-completo, por
Pérez Carreras-Bonet [50, p. 102] deducimos que E es “G-tonelado”.

Dierolf en [10] prueba que todo espacio de Fréchet es un espacio de Orlicz—-
Pettis. Es més, S. Dierolf, P. Dierolf [11] han obtenido que los espacios de
Orlicz—-Pettis se mantienen por topologias finales respecto de familias de espa-
cios de Fréchet y familias de aplicaciones lineales. Por tanto, se verifica que
todo espacio ultrabornoldgico es un espacio de Orlicz—Pettis, al ser los espacios

ultrabornoldgicos limites proyectivos de espacios de Banach.
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Més ejemplos de espacios de Orlicz—Pettis pueden obtenerse a partir de los

siguientes resultados sobre productos, sumas directas y las topologias OP(7).

1. Sea I un conjunto tal que no pueda definirse una medida de Ulam (Pérez
Carreras-Bonet [50, p. 178]) sobre él y (E;,7;) una familia de espacios.

Entonces,

oP (H Ti) = [[OoP(n)

€l el

2. Sea (E;, ;) una familia de espacios. Entonces,

oP (@ n) =P oP(r)

el el

Es decir, las sumas directas y productos numerables de espacios de Orlicz—
Pettis son espacios de Orlicz—Pettis.

Damos por tltimo, algunos ejemplos de espacios de Orlicz—Pettis dentro de
los espacios con base, extendiendo resultados de P. Dierolf.

Consideremos, previamente, las siguientes definiciones,

1. Se dice que un espacio de sucesiones A es mondtono si mg+ A C A.

2. Dada una base (z,) en un espacio E, se denomina espacio de sucesiones

asociado a (z,) al conjunto,

Aan) 1= {(an) Ew: Z G, T, converge en E}

Evidentemente, ¢ C A(,,).

Teorema 1.3.2 Sea A\ un espacio de sucesiones mondtono, con ¢ C A. En-

tonces, [\, (X, A*)] es un espacio de Orlicz—Pettis.

DEMOSTRACION:
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Dado que,
OP(o(X, X)) = OP(p(X, A)),

se tiene que,
OP(u(X,A%)) = u(\, Aop), donde Aop := [A,OP(a(X, X*))]

El teorema estard probado, si comprobamos que los pares duales (A, A\%) y

(A, Aop) son isomorfos. Para ello consideremos las siguientes aplicaciones,
Jii A=A a=(ay)w— Ji(a) =a.

Ja2: dop — A z e Jo(2) = ({2, €n) )n-

Veamos que J, esta bien definida:

Dado ¢ = (z,) € A, se tiene que,

z=0(AA) = > The,

n=1
Es més, como A es mondtono se verifica que la serie anterior es convergente
por subseries y por tanto, si z € Agp,
(e} [e¢)
(z,2) = (=, Z Tpen) = D Tu(2, €4)
n=1 n=1
Pero si la serie numérica Y z,(z,e,) converge por subseries, también con-
verge absolutamente y por tanto ({z,e,)) € A°.
J, es inyectiva:
Sean z,w € Aop con (z,€,) = (w,e,) para todo n € IN. Entonces, se tiene
que (z —w,e,) = 0, y por tanto,
o0 [o. @)
(z—w,a)=(z—w, ) anen) = D an(z—w, &) =0
n=1 n=1
Como (A, App) es un par dual, z = w.
J, es sobreyectiva:

Pues todo (a,) € A* define un funcional lineal o(A, A*)-continuo sobre .
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Luego J; y J, son dos aplicaciones lineales y biyectivas. Por ultimo, basta

observar que dados ¢ = (z,) € Ay z € Aop,

o0

(=, $>(>\op,/\) = Z Tn{z,€n) = (({2, en>)7w>(/\a,)\) = (Ja(2), Jl(“'))(,\a,)\)

n=1

El teorema anterior, implica en particular que si A es un espacio de suce-
siones monétono, con ¢ C A, entonces A es sucesionalmente (A%, A)-completo.
Ejemplos importantes de espacios de sucesiones mondtonos, son los espacios
perfectos y los espacios normales (ver Kothe [36, pp. 405-408]).

Con una técnica distinta damos un resultado de tipo mas general.

Teorema 1.3.3 Sea E un espacio, (z,) unae base de Schauder en E y con
espacio de sucesiones asociado N\ mondtono. Si E es débil* sucesionalmente

completo, entonces [E, u(E, E')] es un espacio de Orlicz—Pettis.
DEMOSTRACION:

Sea Eop = B, OP(a(E, E"))' = [E,OP(u(E, E'))]

Sabemos que OP(u(E,E')) = p(E,Epp). Si vemos que E' = Eop el teo-
rema estaria probado.

Siempre se tiene que E' C Egp. Reciprocamente, sea z € Egp.

Dado z € E, existe una sucesion (a,) € A tal que,
x=0(E,E")— Z p Ty
n=1

Si denotamos por f, al funcional n—ésimo correspondiente a la base (x,), la
serie anterior indica que f,(z) = a,.
Por otra parte, como A es monétono la serie 3 a,x, es débilmente conver-

gente por subseries, luego

o0

(z,2) = (=, i an,) = Z an{z, )

n=1 n=1
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Como hay una correspondencia biyectiva entre A\ y E, deducimos que para

todo (a,) € A,

> lan(z, )| < 400, es decir ((z,z,)), € A

n=1
Denotemos por,

b2 = (z,2,),n € N

n

Como (z,) es de Schauder f, € E',n € IN. Ahora bien, dado z € E,

i 0], fu, 2)| = i):l b fo(x)] < 400

pues (b2), € A* y (fu(2)), € A. Es decir, la serie ¥ b? f,, es incondicionalmente
o(E', E)-Cauchy, y por la hipétesis de completitud o( E’, E')-convergente a un

cierto m, € E’.

oQ

Por dltimo, para cada = Y oo,

a,&,, se tiene,
(m, — z,z) = (m,, ) — (z,&) = -+

= (R ) = (53 ) =

n=1

.= Z b folz) — Zan(z,xn) =
n=1 n=1

c=Y (2, ap)a, — Y an(z,2,) =0
n=1 n=1

Como (E, Egp) es un par dual, z =m, € E' y, por tanto, Eop C E'. ]

Hacemos notar que las hipétesis de “Mackey” y “completitud sucesional”
son completamente naturales, puesto que todos los espacios de Orlicz—Pettis
verifican esas dos propiedades.

Pueden obtenerse también algunos resultados como los vistos anteriormente
para otros tipos de convergencia por multiplicadores. En particular, nosotros
estamos interesados en dos de ellos: convergencia por co—multiplicadores y por

{o—multiplicadores.
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Comenzamos por un teorema tipo “Orlicz—Pettis”.

Teorema 1.3.4 Sea E un espacio. Cualquier serie o(E, E')-convergente por

co (Us)-multiplicadores es k(E, E')-convergente por co (Lo )-multiplicadores.

La demostracion es inmediata, puesto que mg-co C ¢o ¥ Mo * loo C loo.

Andlogamente, dado un espacio [E, 7], es posible definir la topologia lo-
calmente convexa Hausdorff més fina con las mismas series convergentes por
¢ (€ )—multiplicadores, y que denotaremos por NOP(r) (BMOP(T)), res-
pectivamente.

Siguiendo las técnicas de I. Tweddle [65], damos una caracterizacién de las

topologias méaximales anteriores.

Teorema 1.3.5 Sea [E, 7] un espacio. Las topologias BMOP(r), NOP(T),
asociadas a 7, coinciden con las topologias u(E, Egmor), H(E, Enop), respec-

tivamente, donde,

EBMOP( ENOP ) = {Z e E*: (Z anmn,z) = Z an(wn,zn),...
n=1 n=1

.. con (ay) € Lo (co), donde D es ...

...T — convergente por L, (co) — multiplicadores}

DEMOSTRACION:

Claramente Egyop, (Enop) son espacios vectoriales en dualidad con E.

Sea Y x, una serie en E convergente por (s (co)-multiplicadores. Por
la definicién de Egpop, (Enop), se verifica que la serie Y x, también es
o(E, Epnmor), (6(E, Enop))-convergente por (, (co)-multiplicadores y por el
teorema de Orlicz—Pettis u(E, Egaor), (1 E, Enop))-convergente por (o, (co)—
multiplicadores.

Bastara probar por tanto, que las topologias anteriores son “las mas finas”.
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Sea « una topologia localmente convexa Hausdorff en E con las mismas
series convergentes por (4, (co)-multiplicadores que 7, y sea E, = [E, a]'.
Evidentemente,

E, C Egmor (Enop),

luego,
w(E,Ey) < w(E, Egmor) ((E, Enop))

Puesto que a < u(E, E,), el teorema esta probado. ]

En el contexto de “topologias polares” Dierolf [9] di6 un teorema para la
topologia BMOP(1):
Sea (E, F) una par dual y consideremos la siguiente familia M de subcon-

juntos de F,
M :={M C F: Mes o(F, E) — acotado y tal que para cualquier aplicacién...

... lineal y continua S : [F,a(F, E)] — [{y,0({;,{x)], ...
.. la imagen S(M) es relativamente compacta en [(1, ]| ||1]}

Entonces la topologia en E de la convergencia uniforme sobre los elemen-
tos de M es la topologia (E, F)-polar mas fina que tiene las mismas series
convergentes por multiplicadores acotados que la topologia o(E, F).

Para los ¢o—multiplicadores nosotros damos el teorema correspondiente.

Teorema 1.3.6 Sea (E,F) un par dual. Entonces toda serie o( E, F)-conver-

gente por co—multiplicadores es B(E, F')-convergente por co—multiplicadores.

DEMOSTRACION:

Sea Y x, una serie o(E, F')-convergente por co-multiplicadores. Entonces la
aplicacion,

T:CO—-)E
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a = (an) — T(a) = O'(E,F) - f: AnTy

n=1
es débilmente continua. Por tanto T es (3(co,{1) — B(E, F')—continua.

Como la topologia ((co, ¢1) es la topologia de la norma de ¢ y,

M = {Zei 10 € Pf(]N)},
€0
es un conjunto norma acotado de ¢y, se tiene que T(M) es B(E, F')-acotado, es
decir, el rango S(x,) de la serie -z, es 3(E, F')-acotado y por tanto )z, es
B(E, F)-Cauchy por co—multiplicadores.
Puesto que Y.z, es o(E, F)-convergente por co—multiplicadores, 3(E, F)
tiene una base de entornos de cero formada por o(E, F)-cerrados y el lema

de Bourbaki-Robertson, deducimos que ¥z, es 3(E, F')-convergente por co—

multiplicadores. ]

1.4 Algunos teoremas tipo Orlicz—Pettis

En la seccién anterior hemos enunciado, el clésico teorema de Orlicz—Pettis que
relaciona la convergencia por subseries entre la topologia débil y topologias més
finas que la débil.

Esto induce a pensar que pudiera haber topologias menos finas que la
topologia débil que definieran las mismas subseries sumables que la topologia
débil. En esta linea, uno de los principales resultados, debido a Diestel, Faires

[16], es el siguiente:

Si E es un espacio de Banach sin copia de £, entonces las topologias
o(E,H)y o(E,E') definen las mismas series convergentes por sub-

series, donde H es cualquier subespacio débil* denso de E'.
) q I
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Nuestro objetivo es, dado un espacio [E, 7], estudiar cuando 7 y todas las
topologias localmente convexas Hausdorff menos finas que 7 tienen las mis-
mas series convergentes por A-multiplicadores, donde A recorre los principales
espacios de sucesiones: £, my, ¢o, {p, C.

Puesto que en las demostraciones posteriores necesitaremos hacer uso del
teorema de grafica cerrada para espacios de Banach, exigiremos que el espacio
[E, 7] sea B,—completo.

Nuestro primer resultado es sobre £, el espacio de las sucesiones acotadas.

Teorema 1.4.1 Sea [E, 7| un espacio B,—completo.

(1) Si E no tiene ningin subespacio 1somorfo a Ly, entonces 7 y £ definen
las mismas series convergentes por {o,-multiplicadores, para cualquier topologia
localmente conveza Hausdorff & sobre E menos fina que 7.

(2) Si E tiene copia de (., entonces existe una topologia localmente convera
Hausdorff sobre E menos fina que 7 tal que la conclusién anterior no se verifica.
Ademds si E es metrizable, dicha topologia puede ser también elegida de forma

que sea metrizable.

DEMOSTRACION:

(1). Sea 3z, una serie {—convergente por f,—multiplicadores en E y £ en
las condiciones de (1). Sea, a su vez, (a,) una sucesion acotada arbitraria.
Denotemos por vy, := a,z,,n € IN.

Para cualquier (b,) € (s, se tiene que (bya,) € Lo, asi que por hipdtesis,
la serie 3y, es {—convergente por (,,~multiplicadores. Esto permite definir la

siguiente aplicacién lineal y continua (ver [42]),
T:l,— [E ]
(by) = T(ba) =€ =D buyn
n=1
Consideremos la aplicacién identidad en,

I: [Ev‘;:] - [EaT]
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Evidentemente, I tiene gréafica cerrada pues £ < 7. Esto implica que si
componemos T con I, obtendremos la siguiente aplicacién lineal con grafica

cerrada,

T:l — [E, 7]

(b) s T(be) = € = 3 buyn

n=1
Puesto que (,, es un espacio de Banach y [E, 7] es B,—completo, el teorema
de grafica cerrada nos dice que T es norma—r—continua.
Ahora bien, [E, 7] no tiene copia de (.., luego por [18] deducimos que T lleva
la bola unidad cerrada de ¢, en un conjunto débil relativamente compacto de

[E,7]. En particular, el conjunto

{}: Yi: 0 € Pf(m)}

i€o
es débil relativamente compacto. Esto quiere decir que la serie Yy, es débil-
mente convergente por mg—multiplicadores en [E, 7]. Por tltimo, el teorema de
Orlicz—Pettis, nos indica que 3.y, es T—convergente.

Como la eleccién de (a,) era arbitraria, concluimos que )z, es T—conver-

gente por {,,—multiplicadores.

(2). Sea E un espacio con copia de ., y sea T un isomorfismo de {,, en el
correspondiente subespacio H de E.

Sabemos que ¥ €, es convergente por {,,—multiplicadores en [(s, o(ls, 8)).
Puesto que la topologia o({,,,¢) es metrizable, podemos obtener una familia
numerable de seminormas (p, ) que determinen dicha topologia.

Por otra parte, como consecuencia del teorema de Hahn-Banach podemos
conseguir un complemento topolégico H™ de H en E (Jarchow [31, p. 133]).

Sea (74)aea una familia de seminormas que determinan la topologia 7.
Puesto que H y H™ son suma algebraica de E, dado ¢ € E, podemos re-

presentar x de forma unica como suma x = y + z, donde y € H,z € H™.
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Teniendo en cuenta estas consideraciones, y recordando que T es biyectiva,

podemos definir las siguientes seminormas sobre E,

Gnol®) = pu(T7H(y)) + ra(2)

Finalmente, denotemos por ¢ la topologia localmente convexa menos fina
sobre E tal que todas las seminormas ¢, , sean continuas.

El que £ es Hausdorff se deduce de que 7y 0({, ¢) también lo son.

Veamos que ¢ < 7. Bastarad probar que todo é—cerrado es r—cerrado, o
simplemente que toda red T—convergente es {—convergente. Pero esto se deduce
de que H y H™ son topoldgicamente complementarios y que la topologia o(l.,, ¢)
es menos fina que la topologia de la norma infinito.

Sea, finalmente, h,, = T(e,) € H,n € IN.

Entonces, Y h, es {—convergente por {,,—multiplicadores, puesto que para

cada a = (a,) € L,
a=0(lu,d)— Z O €n
n=1

Pero, por otra parte, 3 h, no es ni siquiera 7—-Cauchy. Esto dltimo se debe
a que [H,7|g] es isomorfo a [(, | - ||.] ¥ la sucesién de sumas parciales de la
serie 3_ e, no es de Cauchy para la topologia de la norma infinito.

Hacemos notar que se 7 fuera metrizable, el conjunto de indices A podria
elegirse numerable, con lo cual la familia (g, ) seria numerable y por tanto, la

topologia ¢ metrizable. n

Nuestro siguiente espacio de sucesiones a considerar sera mg, es decir, tra-
taremos el caso de la convergencia por subseries.

Antes de nada, probaremos el siguiente lema.

Lema 1.4.1 Sea E un espacio completo. Entonces, E tiene copia de mg 31 y

sdlo si tiene copia de (.
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DEMOSTRACION:

Puesto que mg es un subespacio de (,, si E tiene copia de (s la tiene de my.

Reciprocamente, sea T un isomorfismo de my en E, y supongamos que E
no tiene copia de (.

Como my es denso en (s, vy E es completo, podemos extender T' de forma
continua a un aplicacién T de {y, en E.

En efecto, si a € ., \mo, podemos encontrar una sucesién (a,) en mq tal
que lim, a, = a, y esto nos permite definir T(a) := lim, T(a,), que converge
por ser E completo. (La eleccién de la sucesion no influye en la definicién de
T).

Ademsds, como T es continua, para cada seminorma p de E existe K > 0 tal
que,

p(T(a)) £ Klla||, a € my,

y por tanto, para cada a € {,\mg,

P(T(0)) = lim p(T(a,)) < K lim an | = K

all

Es decir, T es continua.

Volviendo al lema, si E no tiene copia de £y, T lleva la bola unidad cerrada
de €, en un conjunto débil relativamente compacto.

Puesto que e, € mg, n € IN y T~! es débilmente continua, obtenemos que

el conjunto,

{Z €0 € Pf(]N)}

€0
es relativamente o(myg,({;)")-compacto. De donde, por el teorema de Orlicz-

Pettis, deducimos que 3 €, es subseries convergente en [mo, || - ||}, lo cual es

falso. ]

Este lema nos permite enunciar un teorema para la mg—convergencia idéntico

al teorema anterior para (.
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Teorema 1.4.2 Sea [E, 7] un espacio B,—completo.

(1) Si E no tiene copia de mg, entonces 7 y £ definen las mismas series con-
vergentes por mg-multiplicadores, para cualquier topologia localmente conveza
Hausdorff £ sobre E menos fina que 7.

(2) Si E tiene copia de mg, entonces eziste una topologia localmente convera
Hausdorff sobre E menos fina que 7, tal que la conclusidn anterior no se verifica.
Ademds, s1 E es metrizable, dicha topologia puede ser también elegida de forma

que sea metrizable.

DEMOSTRACION:

(1). Sea Y x, una serie {—convergente por mo—multiplicadores en E y £ en
las condiciones de (1). Entonces, puedo definir, la siguiente aplicacién lineal y

continua (ver [42]),

T :mo — [E, €]

(bn) — T(bn) = 5_ i bnyn

n=1

Consideremos la aplicacion identidad en,
I:[E{]— [E, ]

Evidentemente, I tiene grafica cerrada pues { < 7. Esto implica, que si
componemos T con I, obtendremos la siguiente aplicacién lineal con grafica

cerrada,
T :mg— [E, 7]

(bn) = T(b) = € — 3 buym
n=1

Puesto que mg es un espacio tonelado (Pérez Carreras—Bonet [50, p. 134)),
y [E, 7] es B,—completo, el teorema de grafica cerrada nos dice que T' es norma~—
T—continua.

Ahora bien, la demostracién del lema anterior muestra que T puede exten-

derse de modo continuo, a una aplicacién lineal de (., en [E, 7).
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Puesto que E no tiene copia de mg, por el lema anterior, F no tiene copia
de {,,. A partir de aqui, la demostracién sigue como en la demostraciéon del

punto (1) del teorema 1.4.1.

(2). Por el lema anterior, si E tiene copia de myg, entonces E tiene copia de (..
Por tanto, la demostracién del punto (2) del teorema 1.4.1, sirve, también en

este caso. u

Observaciones

[1] Si [E, 7] es un espacio B,—completo sin copia de (s, y £ es una topologia
localmente convexa Hausdorff sobre E menos fina que 7, entonces una serie
es {—convergente por subseries si y sélo si es é-convergente por multiplicadores
acotados.

Pues, si 3 x,es é—convergente por subseries, por el teorema anterior es 7—
convergente por subseries y como 7 es completa, T—convergente por multipli-

cadores acotados. Finalmente, observar que £ < 7.

Damos a continuacién algunas aplicaciones del teorema anterior en distintos
contextos.

Si se toma en la clase de partida, para un teorema de gréfica cerrada, aquellos
espacios de Mackey cuyo dual sea débil* sucesionalmente completo, Marquina
en [44] prueba que la clase de llegada contiene a todos los espacios de Banach
de generacién débilmente compacta. Kalton en [32], ya habia probado que esta
clase de llegada contenia los espacios de Banach separables. Marquina, ademas,
da ejemplos de espacios de Banach que no pertenecen a esta clase de llegada:
¢1(I), donde I es un conjunto de indices no numerable.

Fl teorema anterior nos permitird dar més ejemplos de este tipo.

Corolario 1.4.1 i E es un espacio B,.-completo con copia de {,, entonces E
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no pertenece a la clase de llegada en el teorema de grdfica cerrada de Marquina.

DEMOSTRACION:

Supongamos, por el contrario, que [E, 7] si pertenece a dicha clase. Sea £ una
topologia localmente convexa Hausdorff arbitraria sobre E y méas débil que 7.

Si denotamos por Egp = [E,OP(£)]’, sabemos que Egp es sucesionalmente
o(Eop, E)-completo (seccién 1.3).

Ademas, puesto que 7 > € y OP(£) > &, la aplicacién identidad I de
[E,OP(€)] en [E, 7] tiene grafica cerrada. Estamos, por tanto, en condiciones
de aplicar el teorema de grafica cerrada de Marquina, con lo cual deducimos
que la aplicacion I es u(E, Egp) — T—continua.

Puesto que OP(€) = w(E,Epop) (seccién 1.3), realmente lo que estamos
diciendo es que OP(§) > 7.

En particular, toda serie {—convergente por subseries es T—convergente por
subseries y llegamos a una contradiccién con el teorema anterior, pues ¢ era

arbitraria. =

Nuestra segunda aplicacién del teorema se relaciona con los espacios de
sucesiones normales.

Recordamos que un espacio de sucesiones A se dice que es normal si para
cada @ = (z,) € w tal que |z,| < |y,|, para todo n € IN, con y € A, se tiene que

xr también pertenece a A.

Corolario 1.4.2 See X\ un espacio de sucesiones normal, tal que ¢ C A. i

[A, B(A, A%)] es B,—completo sin copia de (., entonces [A, p(A, A%)] es tonelado.
DEMOSTRACION:

Si A es normal, entonces A es mondtono. Luego, por el teorema 1.3.2,

OP(p(X, X)) = (X, A7)
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Ahora bien, por el teorema anterior,
OP(u( A, A%)) 2 B(A AY),

¥, por tanto, u(A,A%*) = B(A.A?), es decir [A, u(A, A%)] es tonelado. ]

Observaciones

[1] En Ruckle [57, p. 46], puede verse un resultado similar para espacios de suce-

siones perfectos que tienen a (., como un subespacio seccional de [, B(A, A%)].

[2] Los ejemplos [lx, || |I] ¥ [¢1, B(£1, ¢)] muestran que “copia de {o.” ¥ “a—dual”

no pueden ser eliminados de las hipétesis del corolario.

[3] Las hipétesis del corolario, implican que [X, 3(\, A%)] es separable. Esto es

consecuencia de Kamthan, Gupta [35, p. 201].

Nuestro tercer caso es el de la convergencia por co—multiplicadores. Veremos
que el comportamiento de este tipo de convergencia es bastante diferente de los

precedentes.

Teorema 1.4.3 Sea [E,7] un espacio B,.-completo. Entonces T y & definen
las mismas series convergentes por co-multiplicadores, para cualquier topologia

localmente convexa Hausdorff & sobre E menos fina que 7.

DEMOSTRACION:

Sea ¥~ x, una serie {—convergente por co—multiplicadores y £ una topologia en
las hipétesis del teorema.
Supongamos que ¥ x,, no es T—convergente por ¢o-multiplicadores. Como E

es completo, esto indica por [42] que el rango de la serie ¥ x,, no esta T-acotado.
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Es decir, existe una seminorma p continua sobre [E, 7] tal que,
sup {p (Z :1;,) 10 € Pf(IN)} = +00
€0
Por induccién puede obtenerse una sucesion (o, ) de subconjuntos finitos de
IN con supo, < info,y y tal que
P (Z wi) 2n
€0
La contruccion de la sucesién se puede realizar del siguiente modo:

Dado o, € P¢(IN), con p(3;c, ®i) > n, se tiene que,

sup {p (Z :Ll> :0 € Py(IN),supo, < infa} = 400

i€o
Puesto que si el supremo estuviera acotado, digamos por M > 0, entonces

para cada o € P¢(IN) se tendria,

p(zx,-)@( 5 xi)+p( 5 )s
i€C i€0N0, i€0\Op

o< Y p(zi) + M, (no depende de o)
€0,

Por tanto, existe 0,41 € P¢(IN) supo, < info,41, tal que,

p( > a:,-)2n+1

€041

Denotemos por,

Zp = Z x;, ne€IN

i€on

Para cada (a,) € co, podemos considerar la siguiente sucesiéon numérica (b, ),

b = {0 n € o,,, para todo m € IN

Uy N E Oy

Como (a, ) es una sucesién nula, (b,) también lo es, pues lim,, inf o, = +o00.

Luego por hipodtesis 3 b,x, es {—convergente.
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Ahora bien, por construcion,
(o @) (o e)
5 bt = 3
n=1 n=1
Es decir, ¥ z, es {-convergente por co—multiplicadores. Esto nos permite

definir la siguiente aplicacion lineal y continua,

T:co— [E’T]
a=(an) = T(a) =€ = Y an
n=1

Si componemos T' con la identidad I de [E,¢] en [E, 7], que tiene grafica
cerrada pues ¢ < 7, obtenemos una aplicacién lineal T' con gréfica cerrada de
co en [E,1].

Puesto que ¢g es un espacio de Banach y [E, 7] es B,—completo, podemos
concluir que T es norma—7—continua.

Por tanto T lleva conjuntos norma acotados de cp en conjuntos T-acotados

de E. Puesto que ||e,|| = 1,n € IN, el conjunto
{T(e,) = z,,n € IN},

deberia ser 7-acotado y llegamos a un absurdo. L

El resultado sobre ¢,—multiplicadores (1 < p < +00) es consecuencia directa

del teorema anterior.

Teorema 1.4.4 Sea [E, 7| un espacio B,-completo. Entonces T y £ definen
las mismas series convergentes por C,—multiplicadores (1 < p < +00), para

cualquier topologia localmente conveza Hausdorff £ sobre E menos fina que 7.
DEMOSTRACION:

Sea Yz, una serie {—convergente por (,—multiplicadores y £ una topologia en

las hipotesis del teorema.
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Dada una sucesién fija (a,,) € ¢,, para cada (b,) € cg se tiene que (a,b,) € (.
Luego por hipétesis, ¥ a,b,z, es {—convergente, o equivalentemente, }” a,x, es
E—convergente por cy—multiplicadores, y por el teorema anterior 7—convergente
por co—multiplicadores.

Puesto que ¢, - ¢o = {, (Jarchow [31, p. 27]), deducimos que Yz, es 7-

convergente por {,—multiplicadores. =

Observaciones

[1] El teorema anterior, de hecho, es valido para cualquier espacio de sucesiones
A que verifique A - ¢y = A

Este es el caso (Ruckle [57, p. 50]), de los espacios de sucesiones perfectos
con [A, B(A\, A*)] un FK-espacio y #(A,A%) = (X, A¥). En Jarchow [31, p. 27]

puede verse que los espacios de sucesiones de Kothe estan en esas condiciones.

Por dltimo, tratamos el caso de la convergencia por c-multiplicadores.

Teorema 1.4.5 Sea [E, 7] un espacio B,-completo.

(1) Si E no tiene copia de co, entonces 7 y £ definen las mismas series conver-
gentes por c-multiplicadores, para cualquier topologia localmente conveza Haus-
dorff € sobre E menos fina que T.

(2) Si E tiene copia complementada de cy, entonces eziste una topologia lo-
calmente convexa Hausdorff sobre E menos fina que 7, tal que la conclusion
anterior no se verifica. Ademds, st E es metrizable, dicha topologia puede es-

cogerse metrizable.
DEMOSTRACION:

(1) Sea Y x, una serie {-convergente por c—multiplicadores y £ una topologia

en las hipétesis del teorema. Por el teorema 1.4.3 3~ z, es T—convergente por
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co—multiplicadores, asi que supongamos que 3z, no es T—Cauchy (¢ = co @ [€]),
pues E es completo.
Por induccién matematica puede obtenerse una sucesién o, en Py(IN), con
supo, < info,4, y un entorno de cero U de 7, tales que verifican
Z z; €U, neNN
i€opn
Denotemos por,
&y = Z x;,n € IN
€0y,
La prueba del teorema 1.4.3 nos muestra que la serie ¥ z, es {—convergen-
te por co—multiplicadores y, también por el teorema 1.4.3 7-convergente por

co—multiplicadores.

Esto permite definir la siguiente aplicacién lineal y continua,
T:co— [E,7]

a=(a,)—~T(a):=71— Z G2

n=1

Puesto que E no tiene copia de ¢y, por Kalton [33], la sucesién (T'(e,)) debe
tender a cero. Es decir,
T — lign zn =0,
y, por tanto, debe existir ng € IN con z,, € U, con lo cual obtenemos una

contradiccién.

(2) Si E tiene copia de ¢p también la tiene de c.

Puesto que Y e, es convergente por c-multiplicadores en [c,0(c, ¢)] y no es

de Cauchy en [c, || - ||«], la construccién hecha en la demostracion del punto (2)
del teorema 1.4.1, puede ser trasladada a este caso. ]
Observaciones

[1] Si E es un espacio normado separable, “complementada” puede suprimirse

gracias al teorema de Sobczyk’s [31, p. 160].
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[2] Si E es un espacio de Banach dual, E tiene copia de ¢g si y sdlo si E tiene
copia de (., Diestel [14, p. 48]. Por tanto, la demostracién del punto (2) del
teorema 1.4.1, vale también para probar el punto (2) del teorema anterior y,

por tanto, puede omitirse la palabra “complementada”.



Capitulo 11

> —Completitud

2.1 Definiciones

Los distintos conceptos “Cauchy” sobre convergencia de series por A-multiplica-
dores mencionados en el Capitulo I conducen de modo natural a definir nuevos
conceptos de completitud, como veremos a continuacion.

Las definiciones las damos en el marco general de los espacios vectoriales

topoldgicos'. Todos estos conceptos corresponden al siguiente esquema.

Definicidén 2.1.1 Sea [E,7] un espacio vectorial topoldgico y A un espacio
de sucesiones. Se dice que E es A-completo si toda serie de Cauchy por A-

multiplicadores de E es convergente.

Si denotamos por a la envoltura lineal de la sucesién e = (1,1,...,1,...),
vemos que el concepto de a~completitud coincide con el concepto usual de
completitud sucesional.

En el caso A = ¢, estamos ante los “O-espacios” definidos por Orlicz [45].

El concepto de Y—completitud, no es sino el de mo—completitud. En proxi-
mas secciones probaremos que, dentro de los espacios localmente convexos, la
Y—completitud coincide con la ¢,,—~completitud, cosa que no ocurre en el marco

mas general de los espacios vectoriales topologicos.

1Las definiciones dadas en la seccién 1.1 tienen sentido en espacios vectoriales topolégicos

43
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Puesto que, incluso dentro de los espacios vectoriales topoldgicos, una serie
es Cauchy por mg-multiplicadores si y sdlo si es incondicionalmente Cauchy,

podemos dar la siguiente definicién de T-completitud.

Definicién 2.1.2 Sea E un espacio vectorial topoldgico. Se dice que E es T-

completo si toda serie incondicionalmente Cauchy de E es convergente.

La siguiente implicacién se deduce inmediatamente de las propias defini-

ciones,
“Y—completo” = “(,,—completo”

Como hemos dicho, la contraimplicacién no se da en general (posteriormente
daremos un contraejemplo). En el fondo, esto se debe, por un lado, al conocido
resultado de que la envoltura absolutamente convexa de un conjunto precom-
pacto no tiene por qué ser precompacto en espacios vectoriales topoldgicos, y
por otro, a las siguientes relaciones, entre el rango de una serie y los conceptos

de convergencia, validas en espacios vectoriales topolégicos [55]:

1. Una serie es incondicionalmente Cauchy si y sélo si su rango es precom-

pacto.

2. Una serie 3z, es de Cauchy por multiplicadores acotados, si el conjunto

B(z,), o equivalentemente acz(S(z,)), es precompacto.

Es interesante observar que, ademds de en espacios localmente convexos,
las series incondicionalmente Cauchy y de Cauchy por multiplicadores acotados
coinciden si el espacio es semiconvexo (i.e. tiene una base de entornos semi-
convexos de cero), aun cuando en estos espacios las envolturas convexas de los
precompactos tampoco tienen por qué ser precompactos.

Esto muestra, la naturaleza especial de los conjuntos precompactos proce-

dentes de series incondicionalmente Cauchy.
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A continuacién, comentamos el contraejemplo mencionado anteriormente,
debido a P. Dierolf [10]:

Denotemos por 7* la topologia lineal més fina sobre my sobre la cual la serie
Y- e, es convergente por subseries.

Evidentemente, la serie 3 e, es subseries Cauchy en [¢, 7*|4] pero no es
convergente por subseries (e € #). Es decir, [¢,7*|5] no es T—completo.

Sin embargo, [mg, 7*] es completo [64]. Luego, toda serie )z, de Cauchy
por multiplicadores acotados en [¢, 7*|4] es convergente por multiplicadores aco-
tados en [mg, 7*]. Pero en estas condiciones, Batt et al [4], prueban que la
envoltura lineal de la sucesién (z,) es de dimensién finita. Es decir, la serie
Y, es convergente por multiplicadores acotados en [¢, 7*|4], luego [@, 7*|,] es
{,—completo.

Posteriormente probaremos que, si un espacio localmente convexo [E, 7] es
Y—completo se verifica que las series convergentes por subseries son convergentes

por multiplicadores acotados, y por tanto,
OP(r) = BOMP(7)

De hecho, es en el contexto de dar condiciones para la igualdad de las
topologias OP(7), BOMP(7), de donde surge el concepto de Y-completitud
(P. Dierolf [13]).

En lo sucesivo, volveremos de nuevo a trabajar exclusivamente con espacios

localmente convexos Hausdorff.

2.2 Caracterizaciones

Comenzamos las caracterizaciones de los espacios L—completos, analizando su
comportamiento frente a los distintos conceptos de convergencia de series defi-

nidos en el primer capitulo.

Teorema 2.2.1 Sea [E, 7] un espacio. Son equivalentes:
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(1) E es T—completo.

(2) Toda serie incondicionalmente Cauchy de E es débilmente convergente.
(8) Toda serie incondicionalmente Cauchy de E es convergente por multipli-
cadores acotados.

(4) Toda serie incondicionalmente Cauchy de E es débilmente convergente por

multiplicadores acotados.

DEMOSTRACION:
(1) = (2). Pues 7 es méds fina que la topologia o(E, E').

(2) = (3). Sea ¥ a, una serie incondicionalmente Cauchy de E y (a,) una
sucesion numeérica acotada y fija.

Puesto que Yz, es incondicionalmente Cauchy, se tiene que Y}z, es de
Cauchy por multiplicadores acotados.

Por tanto, 3 a,fn2, es de Cauchy en [E, 7] donde la sucesién (3,) recorre
el espacio de sucesiones (., puesto que (o, /3, ) € lx.

Es decir, la serie ¥ a,z, es de Cauchy por multiplicadores acotados, y en
particular, incondicionalmente Cauchy. Usando (2), obtenemos que }_ ayx, es
o(E, E')-convergente.

Luego hemos probado que la serie de partida 3_ x,, es o( E, E')-convergente
por multiplicadores acotados. Finalmente, el teorema de Orlicz—Pettis nos per-

mite afirmar que ¥z, es convergente por multiplicadores acotados en [E,7].

(3)=>(4). Puesto que 7 es més fina que o(E, E').

(4)=>(1). Sea Yz, una serie incondicionalmente Cauchy de E. Por (4), se
tiene que Y x, es débilmente convergente por multiplicadores acotados y por el
teorema de Orlicz—Pettis r—convergente por multiplicadores acotados. Luego,

en particular, la serie Y x, es T—convergente. ]
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Corolario 2.2.1 57 E es un espacio S—completo, entonces las series incondi-
cionalmente Cauchy, incondicionalmente convergentes, convergentes por sub-

series Y convergentes por multiplicadores acotados coinciden.

DEMOSTRACION:

Basta recordar la siguiente cadena de implicaciones,
BMC = SC = IC = ICauchy

(ver grafico de la seccién 1.1) =

Corolario 2.2.2 Sea [E, 7] un espacio L-completo. Entonces se verifica que,

OP(r) = BMOP(r).

Una segunda caracterizaciéon de la T—-completitud hace referencia al rango

de las series incondicionalmente Cauchy.

Teorema 2.2.2 Sea [E, 7| un espacio. Son equivalentes:

(1) E es L—-completo.

(2) La envoltura absolutamente conveza y cerrada del rango de cualquier serie
wncondicionalmente Cauchy de E es un conjunto compacto.

(3) La envoltura absolutamente conveza y cerrada del rango de cualgquier serie

incondicionalmente Cauchy de E es un conjunto débilmente compacto.

DEMOSTRACION:

(1) = (2). Sea 3z, una serie incondicionalmente Cauchy de E. Por (1) y el
teorema anterior, se tiene que Y x,, es convergente por multiplicadores acotados,

y por tanto, B(xz,) es relativamente compacto (secciéon 1.1).
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Ahora bien, por el lema 1.1.1, B(z,) es relativamente compacto si y sélo si

acx(S(z,)) es relativamente compacto.
(2) = (3). Puesto que 7 es més fina que o(E, E’).

(3) = (1). Sea ¥z, una serie incondicionalmente Cauchy. Por (3), aca(S(z,))
es débilmente compacto, luego B(z, ) también lo es por el lema 1.1.1, y deduci-
mos que y_ &, es débilmente convergente por multiplicadores acotados.

Por ultimo, el teorema de Orlicz—Pettis nos permite afirmar que Yz, es

convergente por multiplicadores acotados, y por tanto, E es ¥-completo. m

Para nuestra siguiente caracterizacién, necesitamos el concepto de “disco de

Banach” y otras definiciones.

1. Se dice que un subconjunto A de un espacio E es un disco, si A es abso-
lutamente convexo y acotado.
Si denotamos por E4 la envoltura lineal de A, podemos definir una norma

en E, de la siguiente forma,

pa(z) == inf{A>0:2€ X4}
Dicha funcion p4 se denomina calibrador de Minkowski de A.

2. Un disco A se dice que es de Banach si el espacio normado [E4,pa] es

completo, y por tanto, de Banach.

3. Un espacio E donde todo disco cerrado sea un disco de Banach diremos

que es localmente completo.

4. Dada una serie 3w, incondicionalmente Cauchy en un espacio [E, 7],
sabemos que S(x,) es un conjunto acotado, luego acx(S(z,)) es un disco

cerradoen E.

En lo sucesivo, cuando hablemos de “discos procedentes de series” nos

estaremos refiriendo a esta clase de discos cerrados.
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Teorema 2.2.3 Sea [E, 7] un espacio. Son equivalentes:
(1) E es T-completo.
(2) Para todo disco B procedente de series, cualquier sucesién acotada en el

espacio normado [Eg,pg] tiene una subsucesién convergente en [Eg,T|gy].

DEMOSTRACION:

(1) = (2) Sea (x, ) una sucesién acotada en [Eg, pg]. Como,
{rB : r >0}

es una base de entornos de cero, para la topologia generada por pg, se tiene que

existe un numero real M > 0 tal que,
{z, : ne N} CMB

Es decir,

~e.€B, nelN

Ahora bien, B = m, con Y z, incondicionalmente 7—Cauchy. Como
E es Z-completo, la serie 3_ z, es T—convergente por multiplicadores acotados,
y por tanto, B(z,) es un subconjunto compacto y metrizable de [E, 7] (seccién
1.1). Puesto que,
B C B(z,),

B también es compacto y metrizable, luego sucesionalmente T7—compacto.
Por tanto, podemos extraer una subsucesién , (=2, )i T—convergente a un
’ < 2 : s \artne Jk Tge '

cierto z € B (pues B es cerrado), o lo que es lo mismo,

- lim z,, = Mz € Ep
k—oo

(2)=(1). Sea (z,) una serie incondicionalmente Cauchy en [E, 7]. Consideremos

el disco de [E, 7] procedente de series, B := acz(S(z,)).
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Evidentemente, para todo n € IN,
n
> k€ B,
k=1
luego la sucesién (s, ) de sumas parciales de la serie 3 z,, es un conjunto acotado
en [Eg, pgl.

Por (2), (s,) tiene una subsucesién (s,, ), T-convergente a un cierto z € Ep.
Por otra parte, como } x, es incondicionalmente Cauchy, en particular, es de
Cauchy, i.e., la sucesién (s,) es de Cauchy en [E, 7].

Puesto que tenemos una sucesion (s, ) de Cauchy, que tiene una subsucesién

convergente a z, la propia sucesiéon converge a z y por tanto, la serie ), es

convergente en [E, 7]. n

Cuando un espacio E es E-completo con la topologia débil, pueden darse
algunas caracterizaciones mas. La primera utiliza los conjuntos N(E), definidos

en la seccion 1.2.

Teorema 2.2.4 Sea E un espacio. Entonces E es o(E,E')-X-completo si y
s6lo st m(E) = N(E).

DEMOSTRACION:

(=). Siempre\ n(E) C N(E). Reciprocamente, sea z € N(E). Entonces, e-
xiste una sucesién (z,) de elementos de E, tal que Y m(z,) es incondicional-
mente o(E”, E')-convergente a z. Esto implica que 3, es incondicional-
mente o(E, E')-Cauchy y como E es o( E, E')-X—completo, incondicionalmente
o(E, E')-convergente a w € E.

Por tanto, 3~ 7(2,) es incondicionalmente o( E”, E’)-convergente a m(w). Por

la unicidad del limite z = n(w) € 7(E).

(<=). Sea Y, una serie incondicionalmente o(E, E')-Cauchy. Esto implica
que el conjunto S(n(z,)) es o( E”, E')-acotado y por Kothe [36, p. 298], relati-

vamente o( E", E'}-compacto.
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Es decir, existe z € E” tal que,

o0

z= o(E" E)- Y 7(z.)

n=1

Puesto que la convergencia es incondicional, obtenemos que z € N(E) =
m(E), 1.e., z=m(z) conz € E.
Finalmente, por la definicién de 7 y puesto que z,,,x € E, tenemos que }_ x,

es o(E, E')-convergente a z. =

Observaciones

[1] Mediante razonamientos anélogos a los del teorema anterior, pueden probarse

algunos resultados mas sobre los conjuntos N(E) y K(FE). A saber:

1. Un espacio E es sucesionalmente o( E, E')—completo si y solo se verifica
que m(E) = K(FE), si y sélo si E tiene la propiedad (v) (N(E) = K(E))
y E es débil ¥—completo (7(E) = N(E)).

2. Un espacio E es sucesionalmente o( E”, E')~denso en el bidual E” si y sélo

si K(E) = E".

[2] Los resultados mencionados sobre los conjuntos N(E), K(E) permiten de-
ducir que un espacio E es semirreflexivo (7(E) = E") siy sélosi E es o(E, E')-
Y-completo (7(E) = N(E)), tiene la propiedad (u) (N(E) = K(E)) y es
sucesionalmente o(E"”, E')-denso en E" (K(E) = E").

Para el caso de espacios de Banach separables, el resultado anterior toma la
forma:

E es reflexivo si y sélo si E no tiene copia de ¢o (Diestel [14, p. 45]), no
tiene copia de ¢; (Diestel [14, p. 215]) y tiene la propiedad (u).

Si ademds de separable, el espacio de Banach es un espacio dual, puede
omitirse “no tiene copia de cy” en el resultado anterior, gracias al teorema 1.2.3

y a Diestel [14, p. 48].
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Nuestra segunda caracterizacién de los espacios débil Y¥—completos, no es
sino una extensién de un conocido resultado sobre espacios de Banach, debido

a Bessaga—Pelczynski. A saber:

Un espacio de Banach no tiene copia de ¢g si y s6lo si toda serie débil

incondicionalmente Cauchy es incondicionalmente convergente.

Necesitaremos el siguiente lema.

Lema 2.2.1 Sea [E, 7] un espacio L-completo sin copia de co. Entonces para

cualquier serie Y v, débil incondicionalmente Cauchy de E se verifica que,

T —lim, .z, =0.

DEMOSTRACION:

Sea Y x, una serie débil incondicionalmente Cauchy de E. Esto implica que
S(z,) es un conjunto débilmente acotado, y por tanto, T—acotado, i.e., la serie
> x, es T-Cauchy por cy—multiplicadores.

Consideremos una cierta sucesién numérica nula (a,). Evidentemente, para
toda sucesion (3,) € L, tenemos que (a,f,) € co, luego - apfBp, es de
Cauchy en [E,7]. Esto es, estamos diciendo que ¥ a,z, es de Cauchy por
¢ ,—multiplicadores y, en particular, incondicionalmente 7—Cauchy.

Como [E, 7] es E—completo, se deduce que Y a,z, es T—convergente. Esto

nos permite definir la siguiente aplicacion continua,
T : feos || - floc) = [E, 7]

a=(a,)—T(a):=71— Z 0, Ty

n=1
Puesto que [E, 7] no tiene ningtn subespacio isomorfo a ¢y, por un resultado
de Kalton [33], obtenemos que T(e, ) debe tender a cero en [E, 7]. Es decir,

77— limax, =0
=00
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Y por tanto, el lema esta probado. ' ]

Teorema 2.2.5 Sea [E, 7] un espacio L-completo. Son equivalentes:
(1) [E,0(E,E'")] es S-completo.
(2) [E, 7] no tiene copia de co.

DEMOSTRACION:

(1)=(2). Supongamos que [E,o(E,E’)] es S-completo y sin embargo [E, 7]
tiene una copia de cg. Esto quiere decir, que E tiene un subespacio H tal que

existe un isomorfismo,
T :lecos |+ lloc] = [H,7]H]

Para todo a € ¢y, se tiene que,

o0
Z a,€e, = a,
n=1

en la topologia de la norma, por tanto ) e, es o(co, {1 )-convergente por co—
multiplicadores , y obtenemos que S(e,) es o(cy, £1)-acotado. Como T es una

aplicacion lineal, se tiene que,
T(5(en)) = 5(T(en))

Y por ser débilmente continua S(7T'(e,)) es o(H, H' )-acotado. Es decir, la
serie ) T(e,) es incondicionalmente o(E, E')-Cauchy.

Puesto que E es o(E, E')-EZ—completo, la serie 3. T(e,) es o( E, E')-conver-
gente por multiplicadores acotados, y por el teorema de Orlicz—Pettis 7—con-
vergente por multiplicadores acotados, luego 7—convergente.

Como T~ ! es también continua y 3T (e, ) es T—Cauchy, concluimos que la
serie Y e, es de Cauchy en ¢g respecto a la norma, lo cual es falso,

I EekH =1, o€ P;y(N)

k€o



2.2 CARACTERIZACIONES v 54

(2)=(1). Sea ¥z, una serie incondicionalmente Cauchy en [E, o(E, E')].
De hecho, Y z, es incondicionalmente r—Cauchy. Esto se debe a que, si no
lo fuera, podriamos obtener una sucesién (¢, ) en P;(IN) con sup o, < inf 0,4,
y un entorno U de cero en [E, 7] tales que verificarian,
Z T; ¢ U , NnEg N
1€0n
Ahora bien, denotemos,
n = Z z;, n€N
€0,

Claramente S(z,) C S(x,) , luego S(z,) es débil acotado, por tanto }_ z, es

débil incondicionalmente Cauchy y por el lema anterior deduciriamos que,

T—limz,=0
n—od

Es decir, existiria un ng € IN con z,, € U y llegariamos a contradiccion.
Finalmente, puesto que 3" z,, ha de ser incondicionalmente 7—Cauchy y [E, 7]
es L-completo, deducimos que Yz, es T—convergente en E y, en particular,

débilmente convergente. ]

Corolario 2.2.3 Sea [E, 7] un espacio. Si [E,o(E,E')] es L-completo, en-
tonces [E, a] no tiene copia de co, donde o representa cualquier topologia com-

patible con la topologia 7.

DEMOSTRACION:

Sea Y x, una serie incondicionalmente a—Cauchy. Como « es maéas fina que
o(E,E") y E es débil T—completo, deducimos que "z, es débil convergente
por multiplicadores acotados. Finalmente, el teorema de Orlicz—Pettis nos dice
que Yz, es u(E, E')-convergente y, puesto que a es menos fina que u(E, E’),

concluimos que [E, a] es E—completo.
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Puesto que [E,a) = E', y [E,o(E, E')] es L-completo, obtenemos del teo-

rema anterior que [E, a] no tiene copia de co. =

Corolario 2.2.4 Sea \ un espacio de sucesiones conteniendo a ¢ y supongamos
que [A, (A, A%)] es T-completo. Entonces \ es perfecto si y sélo si [A, (A, A%)]

no tiene copia de co.

DEMOSTRACION:

Como [A, (A, A%)] verifica la propiedad (u) (seccién 1.2), deducimos que el
espacio [\, a(A, A¥)] es T—completo si y sélo si [A, o(A, A¥)] es sucesionalmente
completo, y esto tltimo es equivalente (I{6the [36, p. 413]) a que A es perfecto.

icando el teorema 2.2.5. deducimos el corolario.
Aplicando el t mna 2.2.5, ded 1 lari ]

Observaciones

[1] Puede obtenerse un resultado andlogo con las funciones integrables men-

cionadas en la seccién 1.2.

Por ultimo, damos un resultado andlogo con la débil-X—completitud, al dado
al comienzo de la seccién con la E-completitud sobre igualdad de topologias

asociadas de Orlicz—Pettis (ver seccién 1.3).

Teorema 2.2.6 Sea [E, 7] un espacio. Si E es débil-Z-completo, entonces se

verifica,

BMOP(t) = OP(r) = NOP(r)
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DEMOSTRACION:

Si E es débil-Y-completo, por el teorema 1.4.2, deducimos que es 7—3-comple-
to, y por tanto, OP(t) = BMOP(T).

Puesto que ¢y C £, se tiene que, NOP(7) < BMOP(T).

Reciprocamente, dada una serie 3" z,7—convergente por co—multiplicadores,
en particular es débil incondicionalmente Cauchy. Puesto que E es débil-X-
completo, obtenemos que ¥ z,es débilmente convergente por multiplicadores
acotados, y por la definicién de las topologias “BMOP”, BMOP(r )-conver-
gente por multiplicadores acotados, luego BMOP(7)-convergente por cog—mul-
tiplicadores. Finalmente, por la definicién maximal de “NOP”, concluimos que

NOP(r) = BMOP(r). -

2.3 Relaciones con otros conceptos de comple-
titud

Comenzamos la secciéon enumerando los principales conceptos de completitud
usados en Andlisis Funcional. Como veremos, algunos de ellos ya han sido
mencionados en la memoria.

Nuestro objetivo es ver donde y cémo “encaja” el concepto de E—completitud
entre dichos conceptos de completitud.

Sea [E, T] un espacio. Se dice que:

1. E es completo si toda red de Cauchy en E es convergente.

2. E es sucesionalmente completo si toda sucesion de Cauchy en E es con-

vergente.

3. E es localmente completo si para todo disco cerrado A de E, el espacio
normado [E4, pa] es de Banach, donde E4 es la envoltura lineal de 4 y

p4 es el calibrador de Minkowski asociado a A.
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4. E es un C—espacio si toda serie convergente por co—multiplicadores de E

es convergente, 1. e., toda C'-sucesion es convergente.

5. E es un O-espacio si toda serie de Cauchy por cp—multiplicadores de E

es convergente.
Es conocido (Jarchow [31, p. 197]) que:

“completo” = “sucesionalmente completo” = “localmente completo”
y por otra parte, es evidente que,
“O-espacio” => “C-espacio”

El siguiente teorema muestra que la Y-completitud es un concepto mas

amplio que la completitud sucesional.

Teorema 2.3.1 Todo espacio sucesionalmente completo es L-completo.

DEMOSTRACION:

Sea Yz, una serie incondicionalmente Cauchy de E. En particular, se tiene
que la sucesién (s,,) de sumas parciales es de Cauchy. Puesto que E es suce-

sionalmente completo, (s, ) es convergente, luego 3~ x, es convergente. |

La propiedad (u) permite dar un cierto resultado reciproco del teorema

anterior.

Teorema 2.3.2 Sea [E, 7] un espacio. Si [E,o(E, E')] es E-completo y tiene

la propiedad (u), entonces [E, 7| es sucesionalmente completo.
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DEMOSTRACION:

Sea (2,) una sucesién 7—-Cauchy, luego o(E, E')-Cauchy. Como E tiene la

propiedad (u), existe una serie 3y, débil incondicionalmente Cauchy tal que,

T, — Z yr — 0 (en o(E,E"))

k=1
Puesto que E es débil T—completo, y por el teorema de Orlicz—Pettis la serie
> Yo es T—convergente a un cierto z € E.
Es decir, la sucesién (2, — >_j_; yx), es 7-Cauchy y o(E, E')-nula. Por el
lema de Bourbaki-Robertson concluimos que (z, — > i_; yx) es T—-nula.
Finalmente, para la topologia T se tiene,

a’nz*Ln—Z.yk""'ng"‘n—) 0+Z=Z

k=1 k=1

Damos a continuacién, algunos ejemplos que separan estos dos tipos de
completitud.

Ejemplos

[1} Cualquier espacio E débil T—completo sin la propiedad (v) no puede ser

débil sucesionalmente completo (observacién [1] del teorema 1.2.4).

[2] Un espacio E no reflexivo, débil L-completo y o(E", E')-sucesionalmente
denso, no puede ser débil sucesionalmente completo (observacién [2] del teorema
1.2.4),

Puesto que si [E', 3(E’, E)] es separable, E es sucesionalmente o( E”, E')-
denso en E” (Schaeffer [59, p.149]), se tiene que la clase de los espacios completos
no reflexivos, sin copia de ¢g y con dual fuerte separable son débil ¥—completos
(teorema 2.2.5), pero no son débil sucesionalmente completos.

Veamos que los espacios E de Banach no reflexivos cuyo bidual sea separable

pertenecen a la clase mencionada anteriormente.
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En efecto, si E” es separable por Jarchow [31, p. 129], E’ también lo es. Por
otro lado, si E tuviera copia de ¢y, E” también tendria copia de co, pues E es
isomorfo a un cierto subespacio de E”. Puesto que E” es un Banach dual, por
Diestel {14, p. 48], obtendriamos que E” tiene copia de (.

Es decir, tendriamos un espacio de Banach separable con un subespacio no
separable, lo cual es absurdo.

Recordando que un espacio de Banach se denomina cuasirreflexivo si su
codimension en el bidual es finita ([6]), es inmediato que los espacios de Banach
cuasirreflexivos y separables son no reflexivos y tienen bidual separable, luego
pertenecen a la clase anterior. Es el caso del conocido espacio de James (James

[29]).

[3] Usando que un espacio de Banach separable es sucesionalmente o(E"”, E')-
denso en el bidual si y sdlo si no tiene copia de ¢; (Diestel [14, p. 215]), tenemos
que los espacios de Banach separables no reflexivos sin copia de ¢p ni de {; son

débil ¥-completos y no son débil sucesionalmente completos.

Las relaciones entre la completitud local y la £—~completitud son numerosas.
Ademaés, hay grandes analogias entre resultados sobre ambos tipos de completi-
tud. Una primera prueba de ellas es comparar el enunciado del teorema 1.2.2

con la siguiente caracterizaciéon, debida a P. Dierolf [12], de la completitud local:

Un espacio E es localmente completo si y sélo si la envoltura ab-
solutamente convexa y cerrada del rango de cualquier sucesion nula

de E es un conjunto compacto.

Como vemos, basta sustituir “sucesién” por “serie incondicionalmente Cau-
chy” para obtener uno u otro teorema. Hemos obtenido también un resultado
analogo al teorema 1.2.1, para espacios localmente completos. De hecho, este
resultado es una extension del siguiente conocido teorema de Bessaga—Pelczyns-

ki [5]:
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En un espacio de Banach, una serie es débil incondicionalmente

Cauchy si y sdlo si es convergente por co—multiplicadores.

Nuestro resultado afirma que la propiedad anterior caracteriza a los espacios

localmente completos.

Teorema 2.3.3 Sea [E, 7] un espacio. Son equivalentes:

(1) E es localmente completo.

(2) Toda serie de Cauchy por co—multiplicadores de E es convergente por co-
multiplicadores.

(8) Las series débil incondicionalmente Cauchy de E coinciden con las series

convergentes por co—multiplicadores de E.

DEMOSTRACION:

(1)=(2). Sea Yz, una serie de Cauchy por cp—multiplicadores de E. Esto
implica que su rango S(z,) es un conjunto acotado, y por tanto, la envoltura
absolutamente convexa y cerrada de dicho rango, que denotaremos por B, es
un disco cerrado de E. Como E es localmente completo, tenemos que [Eg, pg]
es un espacio de Banach. ‘

Ademads, puesto que S(z,) C B, para todo ¢ € S(z,) se verifica que
pe(a) < 1. Es decir, S(z,) estd pg-acotado, luego 3z, es pg—Cauchy por
co-multiplicadores y por la completitud deducimos que } x, es convergente por
co-multiplicadores en [Eg, pg].

Puesto que la topologia generada por la norma pg es mas fina que la
topologia inducida en Ep por la topologia r, concluimos que 3 x, es T—con-

vergente por co—multiplicadores.

(2)=(3). Sea Y x, una serie convergente por co—multiplicadores de E. En

particular, también es débilmente Cauchy por co—multiplicadores, 1. e.:

> an(z,,z) converge, para todo (ay,) € ¢ y todo z € E'

n=1
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Puesto que para series numéricas, la expresion anterior equivale a la conver-
gencia absoluta, tenemos que ¥ z,, es débil incondicionalmente Cauchy.

Reciprocamente, sea 3" z,, una serie débil incondicionalmente Cauchy. Por
tanto, su rango es débilmente acotado, luego r-acotado, de donde la serie
S, es 7-Cauchy por cp-multiplicadores. Por (2), deducimos que }~x, es

T—convergente por cog—multiplicadores.

(3)=(1). Sea B un disco cerrado de E y (z,) una sucesién de Cauchy en
[Es, ps)-
Por induccién, podemos obtener una subsucesién estrictamente creciente de

enteros positivos (n;) tal que,
1
PB(Tnypy = Tny) < STyEL donde k€ IN

Denotemos,

Yk 1= Tpyyy — Ty, KEN

Evidentemente (2*y;) es una sucesién pp—nula, luego pp-acotada por un

cierto niimero M > 0. Por tanto, para cualquier ()\,) € {; se tiene,

ST pe(M2yr) = Y [Melpe(2Fye) S M Y- Akl < +o0

k=1 k=1 k=1

Es decir, las series 3" A\;2%y; son absolutamente pg—Cauchy, luego incondi-
cionalmente Cauchy en [Eg,o(E, E')|g;)-

Ademsés, de (3) obtenemos que las series 3 A\;2Fy, son convergentes por
co—multiplicadores en [E, 7).

Es decir, para cualquier sucesién (\,) € ¢; y cualquier sucesién (an) € co,
la serie Y- o A 25y, es convergente en E. Puesto que ¢ - (; = ¢4 (Jarchow [31,
p. 27)), deducimos que 3. 2¥y, es T-convergente por (;-multiplicadores, y por
tanto la serie 3 yi es T—convergente a z € E.

Pero las sumas parciales de 3~ y; son de la siguiente forma,

n
E Yi = Tppyy — &y, conm € IN.
—
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Por tanto, la sucesion (z,, ) es T-convergente a h = z + .
Ahora bien, la sucesién (z,) es pp—Cauchy, luego pg-acotada y por tanto,
existe r > 0 tal que,

{z,:n €N} CrB

Como B es 7—cerrado, deducimos que,
herB C Ep

Esto implica que z = h — z,,, € Ep.

Es decir, tenemos una subsucesién (z,, ) que es de Cauchy en [Ep,pp| y
convergente en [Ep,7|g,|. Como {rB : r > 0} forman una base de entornos
T—cerrados de cero en [Eg,pg], €l lema de Bourbaki-Robertson nos permite
afirmar que (x,, ) es pg—convergente a h.

Como tenemos una sucesion (z, ) pp—Cauchy con una subsucesiéon pp—con-

vergente, finalmente deducimos que (z,) es pgp—convergente a h. ]

Observaciones

[1] Dada una serie 3"z, de E, denotemos por,

M(zx,) = {(an) €Ew: Y apr, converge }

El teorema anterior indica que en espacios localmente completos se verifica
que ¢g C M(x,) para cualquier serie débil incondicionalmente Cauchy.

Veamos que una condicién suficiente para obtener ¢ = M(z,) es que la
sucesion (x,) no tenga ninguna subsucesion 7-nula.

Supongamos por contra que tenemos (a,) € M(x,) \ co. Esto implica que
existe 7 > 0 y una subsucesién (a,, ) tal que |a,,| > r, k€ IN.

Sea U un tonel entorno de cero en E. Como ) a,x, converge, verifica la

condicién necesaria de convergencia, luego dado el entorno de cero rl7, existe



2.3 RELACIONES CON OTROS CONCEPTOS DE COMPLETITUD — 63

ke € IN, tal que para todo n > kg, n € N, a,z, € rU. Por tanto,

——U C U, con ng > ko

Tn
© nkl

k
Es decir, (x,, )r es una sucesién nula.

[2] El teorema anterior falla en el contexto mds general de los espacios vectoriales
topoldgicos. Basta considerar el siguiente espacio lineal topoldgico metrizable
y completo [€1/9, ]| - [l1/2] ¥ la sucesién v, = nl—zen.

En efecto, como el dual de ¢4/, es (o, tenemos que para cada a = ( ay) € lo

Z |(vnva>| = Z _5|<en’a>| = Z —2'|an’ < +o0
n=1 n=1n n=1 n

Es decir, 3" v, es débil incondicionalmente Cauchy.

Pero por otra parte, dada la sucesion (10812 n) € cg, se tiene que
m 1
1/2 _
”kz,% 2k Vellr2 = Zlkzlog ! Zklogk

Puesto que ¥ no converge (criterio de condensacién de Cauchy), re-

nlogn
sulta que E?TLU" no es de Cauchy en (y/;. Es decir, la serie 3" v, no es

convergente por co—multiplicadores.

[3] Dada una sucesién (z,) débilmente nula en un espacio localmente completo
[E, 7], por Jarchow [31, p. 162], se tiene que su bipolar es o(E, E')-compacto y
{z,:ne N} = {T = > Aan i (An) € Bl(ﬁl)}
n=1

El reciproco también es cierto. Pues si toda sucesion (z, ) débilmente nula
de un espacio E es débilmente convergente por ¢;—multiplicadores, podemos

definir la siguiente aplicacién lineal y continua,
T: [617 0(617 CO)] - [E? O-(E7 El)]

a=(ay,)— T(a) Z An Ty,

n=1
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Pero por el teorema de Alaoglu, By({,) es a(,él, ¢o)—compacto, luego,

{2, : n € N} = aca(x,) C T(By(41)),
es débilmente compacto y por la caracterizacién de P. Dierolf [12], E es local-
mente completo?.

Es decir, hemos probado que un espacio E es localmente completo si y solo
si para toda sucesién (z,) de E tal que ({zn,y)) € co para todo y € E’, se
verifica que 3"z, es convergente por {;—multiplicadores.

Nuestro teorema puede verse como una “forma dual” de este resultado,

simplemente permutando los papeles de “co” y “61”.

Corolario 2.3.1 Todo espacio S-completo es localmente completo.
DEMOSTRACION:

Sea ¥ x, una serie de Cauchy por co-multiplicadores en [E, 7] y (a,) € co.
Como 0, - ¢y C ¢, la serie ¥ a,,z,, es incondicionalmente 7—Cauchy y puesto

que [E, 7] es E—completo, ¥ a,x, es T-convergente. |

Las series incondicionalmente Cauchy tienen otras conexiones con la com-
pletitud local, ademds del teorema 2.3.3. Probaremos que basta con tener la
completitud de los espacios [Epg, pg] donde B recorre los discos procedentes de

series, para asegurar que todo disco cerrado de E es de Banach.

Teorema 2.3.4 Sea [E, 7] un espacio. Entonces
(1) E es localmente completo si y sélo si los espacios normados [Ep,pgp| son
de Banach, para cualquier disco cerrado B de E, de la forma B = acx(S(z,)),

con ¥ &, incondictonalmente T—-Cauchy.

2La completitud local es una propiedad del par dual (Pérez Carreras—Bonet [50, 153]).
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(2) Ademds, si E es localmente completo, los espacios de Banach Eg anteriores,

o bien son de dimensidn finita, o bien tienen copia de co.

DEMOSTRACION:
(1).(=). Por la definicién de completitud local.

(<). Sea B un disco cerrado de E y (&,) una sucesién de Cauchy en [Eg, pg).
Por induccién matematica, podemos obtener una subsucesion estrictamente

creciente de naturales (ny) tal que,

1

PB(Tnyyy, — Tny) S EVCTIEL keN

Si denotamos,

Yp = 2'“(:1cnk+1 — &), k€N,

tenemos que 3 yi es absolutamente pg—Cauchy, luego incondicionalmente pg—
Cauchy y por iltimo, incondicionalmente 7—Cauchy, pues la topologia que ge-
nera pp es mas fina que la inducida sobre Eg por 7.

Por tanto, S(yx) es un conjunto acotado de E y podemos formar el siguiente
disco cerrado D = m, que es de la clase mencionada en el punto (1).
Por hipétesis, [Ep, pp] es un espacio de Banach.

Veamos que D est4 contenido en B. Para ello, sea z € S(yx). Entonces,y

existe 0 € P;(IN) tal que z = J_;¢, i, luego z € Ep, y puedo considerar,

pa(2) < Ypa(u) € 3. palun) < -

€0 n=1

Por tanto, z € B, o equivalentemente, S(yx) C B. Ahora bien, B es cerrado

y absolutamente convexo, luego
acz(S(yx)) C acx(B) = B, i.e., D C B.

Ademas, la inclusién D C B implica que para los z € Ep se tiene,
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{A>0: zeAD}C{A>0: z€ AB}

y tomando infimos en los conjuntos anteriores queda,

pe(z) <pp(z), z€Ep

Por otra parte, como S(y;) C D, resulta que la serie }_ y; es de Cauchy por
co—multiplicadores en [Ep, pp]. Puesto que este espacio es completo, deducimos
que Y yi es convergente por co—multiplicadores en [Ep, pp).

Pero como D C B, entonces Ep C Ep. Es mas, por la desigualdad entre
calibradores mencionada anteriormente, se tiene que la topologia generada por
pp en Ep es més fina que la topologia generada en Ep por la restricciéon de pp
a Ep.

Es decir, también se verifica que 3 ;. es convergente por ¢o-multiplicadores
en [Ep, pp|. Como (%)n € co, resulta que la serie telescopica,

1
2 gevk = 2 (T — Tu)
k k

es convergente en [Eg, pg]. Pero sus sumas parciales son de la forma,
m
D (T = Tny) = Ty — Ty
—

Por tanto, la subsucesién (z,, ) es pp—convergente.
Finalmente, al tener una sucesién (z, ) pg—Cauchy con una subsucesién pg—

convergente, concluimos que la propia sucesién (z,) es pgp—convergente.

(2). Sea B un disco de Banach, con B = acz(S(x,)) y ¥ @, incondicionalmente
r—Cauchy.

Por reduccién al absurdo, supongamos que Ep tiene dimensién infinita y no
tiene copia de cq.

Como S(zx,) C B, S(x,) es un conjunto pg-acotado, luego o(Ep,(Ep)')-
acotado, o lo que es igual, la serie 3_ x,es incondicionalmente o(Eg,(Eg))-

Cauchy.
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Puesto que E'g no tiene copia de ¢y, por el teorema 2.2.5, se tiene que la serie
> xnes o( Eg, (Eg)')-convergente por multiplicadores acotados y por el teorema
de Orlicz—Pettis, pg—convergente por multiplicadores acotados. Es decir, B es
un conjunto pg—compacto (seccién 1.2).

Pero B es cerrado, luego coincide con la bola unidad cerrada de Eg y por
Jarchow [31, p. 228], obtenemos que Ep debe tener dimensién finita, llegando

asi a contradiccidn. u

El teorema anterior nos permite dar el correspondiente teorema analogo para

la completitud local, del teorema 2.2.3 sobre la ¥—-completitud.

Teorema 2.3.5 Sea [E, 7] un espacio. Son equivalentes:
(1) E es localmente completo.
(2) Para todo disco B “procedente de series”, cualquier sucesion de Cauchy en

[EB, pB] tiene una subsucesidn convergente en [Ep,T|g,].

DEMOSTRACION:

(1)=(2). Sea B un disco “procedente de series”. Como E es localmente
completo, B es un disco de Banach. Luego toda sucesion pg—Cauchy es pp—
convergente. Puesto que la topologia generada por pg es mas fina que la in-
ducida en Eg por 7, concluimos que, de hecho, cualquier subsucesiéon es pg-

convergente, luego 7|g,—convergente.

(2)=(1). Por el teorema anterior, basta probar que cualquier disco “procedente
de series” B es un disco de Banach.

Sea (x,) una sucesién pg—Cauchy. Por hipdtesis tiene una subsucesion (2, )
convergente en [Ep, 7|g,)-

Por el lema de Bourbaki-Robertson, y puesto que (x,,), también es pp—

Cauchy, deducimos que (z,, ) es pg—convergente.
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Al tener una sucesion (2, ) pgp—Cauchy con una subsucesiéon pg—convergente,

concluimos que (z, ) también es pg—convergente. n

Una cierta condicién para obtener un reciproco del corolario, es la siguiente.

Teorema 2.3.6 Sea E un espacio localmente completo. Si toda aplicacion li-
neal débil continua de ¢y en E puede extenderse a una aplicacion lineal continua

de [, 0(l, 1)) en [E,0(E, E")], entonces E es débil T-completo.
DEMOSTRACION:

Sea Y &, una serie débil incondicionalmente Cauchy. Por el teorema 2.3.3, 3 z,
es convergente por co-multiplicadores y podemos definir la siguiente aplicacién

lineal y continua,

T : [eg,0(co,€1)] — [E,0(E, E")]
a=(a,) T(a):= i ATy
Por hipétesis, T puede extenderse continu:;llente a
Ty : [loes 0(bucr (1)) — B, o(E, E)]

Por el teorema de Alaoglu, la bola unidad cerrada de (o, es o(lu, (1)
compacta y puesto que Tp es continua, deducimos que To(B1({)) es o(E, E')-
compacto.

En particular,
To(B1(los) N @) = T(B1() N ¢) = B(x,),

es relativamente o(E, E')-compacto y, por tanto, 3 x, es o( E, E')-convergente

por multiplicadores acotados. n

Los resultados anteriores nos indican que para separar la completitud local

de la ¥-completitud apareceran las copias de co.
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Ejemplos

[1] Como la completitud local es una propiedad del par dual, todo espacio de
Banach con copia de ¢y es débil localmente completo, pero por el teorema 2.2.5

no es débil E—completo.

[2] Los espacios Ep de dimensién infinita del teorema 2.3.4, por la observacién

anterior, también separan la débil completitud local de la débil E-completitud.

Las relaciones obtenidas entre los distintos conceptos de completitud, nos
llevan a la siguiente cadena de implicaciones:

“sucesionalmente completo” = “Y-completo” = “localmente completo”

Una condicién para que coincidan los tres conceptos anteriores es la deno-
minada condicién estricta de Mackey (s.M.c.).

Un espacio E se dice que verifica (s.M.c.) si para todo subconjunto acotado
A de E, existe un disco cerrado B tal que las topologias inducidas sobre A por
E y Ep coinciden.

Todo espacio metrizable, verifica (s.M.c.). Es mas, para los espacios metri-
zables los tres conceptos de completitud anteriores, coinciden con la completitud
usual (Jarchow [31, p. 197)).

Pasemos por tltimo a relacionar la L—completitud con los C-espacios y los
O-espacios.

Los C—espacios fueron introducidos por L. Schwartz. Su principal resultado
es que los espacios LP(2, T, ), 0 < p < 400 son C—espacios ([60]).

De modo similar, aunque en fecha mas anterior, los O—espacios fueron in-
troducidos por Matuszewska y Orlicz. Ellos probaron que una gran clase de
espacios modulares son O-espacios [45].

Las relaciones entre los O-espacios y C—espacios han sido estudiadas en [7].

Aqui damos una caracterizacion general.
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Teorema 2.3.7 Sea E un espacio. Son equivalentes:
(1) E es un O-espacio.

(2) E es un C-espacio y es localmente completo.

DEMOSTRACION:

(1)=(2). Sea Yz, una serie convergente por co—multiplicadores. Por tanto, es
de Cauchy por co—multiplicadores y como E es un O-espacio, la serie converge.
Es decir, E es un C-espacio.

A su vez, sea Y x, una serie de Cauchy por co—multiplicadores. Para cada
(an) € co, la serie 3 a,z, vuelve a ser de Cauchy por co—multiplicadores, pues
co¢co C ¢o. Y como E es un O-espacio, ). a,x, €s convergente.

Por el teorema 2.3.3, concluimos que E es localmente completo.

(2)=>(1). Sea }_ z, una serie de Cauchy por co-multiplicadores. Por el teorema
2.3.3, Y, es convergente por co—multiplicadores y por ser E un C-espacio,

Y. @, es convergente. u

La conexién con la Y¥—completitud es la siguiente.

Teorema 2.3.8 Sea [E, 7| un espacio. Son equivalentes:
(1) [E, 7] es un O-espacio.

(2) [E, 7] es un C-espacio y es localmente completo.

(3) [E,o(E,E")] es T-completo.

(4) [E,7] es Z-completo y [E, 7] no tiene copia de cy.

DEMOSTRACION:
(1)&(2). Teorema 2.3.7.

(1)=(3). Sea Y x, una serie débil incondicionalmente Cauchy. Entonces S(xy,)
es un conjunto acotado, luego 3"z, es de Cauchy por co—multiplicadores. Por

(1), 3 @, es T—convergente y, en particular, es débilmente convergente.
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(3)=(4). Si [E,o(E, E')] es T—completo, por el teorema de Orlicz-Pettis [E, 7]
es Y—completo. Finalmente, el teorema 2.2.5, prueba que [E, 7] no tiene copia

de cp.

(4)=(1). Por (4) y el teorema 2.2.5, obtenemos que E es débil T-completo.
Sea Y x, una serie de Cauchy por cp—multiplicadores. Por tanto, S(x,) es 7—
acotado, luego débil acotado. Es decir, la serie }_ z,, es débil incondicionalmente
Cauchy. Como FE es débil T-completo, y usando el teorema de Orlicz—Pettis,
tenemos que }_ x, es T—convergente por multiplicadores acotados, y en particu-

lar, 7—convergente. ]

2.4 Otras propiedades

El teorema de Orlicz—Pettis, entre otras cosas, implica que la ¥—completitud es
una propiedad que se mantiene si consideramos topologias mas finas. De hecho,

pueden obtenerse resultados mucho més generales en este sentido.

Teorema 2.4.1 Sea [E, 7] un espacio Z-completo. S§i demotamos por E' el
dual, entonces [E,a] es T-completo para toda topologia localmente conveza

Hausdorff tal que,
o(E,E') <« <OP(c(E,E"))

DEMOSTRACION:

Basta considerar la definicién de las topologias “OP(7)”. =
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Teorema 2.4.2 Sean [E, 7], [E,a] espacios. Si [E,T] es L-completo y o es
mds fina que T y tiene una base de entornos de cero formada por conjuntos

T—cerrados, entonces [E,a] es L—completo.

DEMOSTRACION:

Basta aplicar el lema de Bourbaki—Robertson. ]

Las dos siguientes proposiciones son consecuencia inmediata de la definicién

de T—completitud. Omitimos las demostraciones.

Teorema 2.4.3 Sea E un espacio T—completo y F un subespacio de E. Si F

es cerrado, entonces F con la topologia inducida por E es X—completo.

Teorema 2.4.4 Sea (E,).ca una familia de espacios. Entonces [[,cq4 Eo €8

Y -completo si y s6lo si cada uno de los E, es L-completo.

El teorema anterior junto con Jarchow [31, p. 38], nos permite obtener el

siguiente resultado.

Teorema 2.4.5 El limite proyectivo de un sistema proyectivo de espacios L—

completos es de nuevo un espacio L—-completo.

Finalizamos la seccién probando que en el contexto de espacios de Banach
“la propiedad de los tres espacios” se verifica para la débil E—completitud, o
equivalentemente, para la propiedad de no tener copia de co.

Usaremos técnicas debidas a Gonzélez, Onieva [26]. En el citado articulo,
ellos prueban “la propiedad de los tres espacios” para otras clases de espacios
de Banach.

Comenzamos probando un cierto resultado tipo “lifting” para series débil

incondicionalmente Cauchy.
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Teorema 2.4.6 Sea F' un subespacio cerrado de un espacio de Banach E y p la
aplicacion cociente sobre E/F. Entonces si M es débil E-completo, y 3, es
una serie incondicionalmente o(E, E')-Cauchy, tal que 3_p(x,) es débilmente

convergente, entonces Y. x, es débilmente convergente en E.

DEMOSTRACION:

Denotemos por ¢ la inclusién de F' en E y sean 7g, 7 las inmersiones de E' y
F en sus respectivos duales. Sea a su vez, Y x, una serie en las hipotesis del
teorema.

Como E” es débil*~sucesionalmente completo, existe o € E” tal que,

o(E",E") — i Te(x,) = «

n=1

Por tanto, « € N(E).
Por otra parte, por hipétesis sabemos que Y p(z,) converge débilmente a

un cierto d € E/F y como p es sobre, existe z € E con p(z) = d. Denotemos

7 = 7g(z).
Evidentemente p**(z) = p**(a), luego Z — a € Ker(p**). Puesto que p** es

la aplicacién cociente sobre F, tenemos que,
Z—a € F® = Ker(p™)

Es decir,
z—a € FPNN(E)

Como N(E) C K(E), se tiene que,
T—ae€ FYNK(E)=i(LK(F)),

por McWilliams [43].

Esto es, existe una sucesion ( f,,) o( F, F')-Cauchy tal que,

z-a=o(EE') - lim i"(re(f,))
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y por tanto,
fn — Z Tl -£> 0
k=1

en la topologia o(E, E').

La demostracién del teorema 1.2.2, prueba que la serie 3 2, puede ser susti-
tuida por una serie incondicionalmente o(F, F')-Cauchy " yi, con lo que obte-
nemos que Z — « es el limite de una serie incondicionalmente o( E”, E')-Cauchy,

con término general perteneciente al subespacio i**(7g(F)), i.e.,
Z—a€(N(F))
Puesto que F' es débil T-completo np(F) = N(F), luego,
Z—a€i(mp(F)) = np(F)

Como %z € wg(E), se tiene que a € 7g(E), v la serie ¥z, es o(E,E')-

convergente. |

Recordamos que una clase de espacios de Banach A tiene la propiedad de
los tres espacios si un espacio de Banach E pertenece a A, siempre que exista
un subespacio cerrado M de E tal que M y E/M pertenezcan a A.

A la luz de esta definicién, el enunciado del teorema anterior puede ser

“reescrito” en la forma siguiente.

Teorema 2.4.7 La clase de espacios de Banach débil T-completos, o equiva-

lentemente que no tengan copia de cy, tiene la propiedad de los tres espacios.



Capitulo III

>—Completitud y teoremas de
grafica cerrada

3.1 Espacios Y—tonelados

La mayoria de los conceptos de tonelacién débil vienen caracterizados por
un cierto tipo de completitud del espacio dual con la topologia débil* (Pérez
Carreras—Bonet [50, cp. 8]). Por analogia con esos resultados, definimos a con-
tinuacién un nuevo concepto de tonelacién débil usando la ¥—completitud: la

Y —tonelacion.

Definicion 3.1.1 Sea E un espacio. Se dice que E es —tonelado si el rango de

cualquier serie incondicionalmente o(E', E)-Cauchy de E' es un equicontinuo.

Puesto que un conjunto es un equicontinuo si y sélo si su envoltura absolu-
tamente convexa lo es, las inclusiones probadas en el lema 1.1.1 muestran que
un espacio E es T-tonelado, si y s6lo si para cualquier serie incondicionalmente
o(E', E)-Cauchy de E', el conjunto B(x,) es un equicontinuo.

En lo sucesivo, dado un concepto de completitud (7), diremos que un espacio
E es dual (m)—completo si [E',o(E’, E)] es (7 )—completo.

Las relaciones entre la T—completitud y la ©-tonelacién quedan descritas en

el siguiente teorema.

75
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Teorema 3.1.1 Sea [E, 7] un espacio. Entonces:
(1) Si E es E—tonelado, E es dual X-completo.
(2) Si E es dual S—completo, [E, u(E, E')] es E-tonelado.

DEMOSTRACION:

(1). Sea Y x,una serie incondicionalmente o(E’, E)-Cauchy, luego en particu-
lar, o(E', E)-Cauchy. Por hipétesis, el rango de la serie S(x,) es un equicon-
tinuo de E, y por tanto existe un cierto entorno de cero U en E tal que
S(x,) C U°. Por el lema de Alaoglu-Bourbaki se tiene que U° es un conjunto
o(E', E)-compacto, luego o(E’, E)-completo.

Puesto que la sucesién de sumas parciales (Y7, %), es de Cauchy y esta
contenida en S(z,) C U°, deducimos finalmente que la serie ) znes o(E', E)—

convergente.

(2). Sea I x,una serie incondicionalmente o(E’, E)-Cauchy. Como el espacio
E es dual T-completo, la serie es o(E’, E)—convergente por multiplicadores

BB oy o(E’', E)-compacto,

acotados, y por tanto el conjunto C' = B(x,) o
luego o(E’, E)-cerrado. Como ademds B(z,) es absolutamente convexo, C'
también lo es, y del teorema de la bipolar se tiene que B(z,)*® C C. .

Reciprocamente, dado z € C, sabemos por la seccién 1.1 que

00
e =Y tntn,
n=1

en la topologia débil* de E’, donde (a,) € Bi(ls). Puesto que las sumas
parciales de dicha serie estdn en B(x,), su limite que es z debe pertenecer a
B(x,)°°. Por tanto,

B(x,)°* =C

Es mas, se verifica que
COO — B<xn)oooo o (B(‘rn)O)O — C

de donde, B(z,) C C = C*.



3.1 ESPACIOS Y-TONELADOS 7

Por otra parte, C° es la polar de un conjunto absolutamente convexo y
o(E', E)-compacto, es decir, es un entorno de cero de la topologia de Mackey
w(E,E"), y de la inclusién anterior obtenemos que el conjunto B(z,) es un

equicontinuo de [E, u(E, E')]. .

La Y-tonelacién de un espacio estd relacionada con una cierta topologia

polar que definimos a continuacién.

Teorema 3.1.2 Sea E un espacio y consideremos la siguiente familia de sub-

conjuntos de E’',
S = {B(z,) : ¥ xnes una serie incondicionalmente o(E', E)-Cauchy de E'}

Entonces, las polares de los elementos de S forman una base de entornos de
cero de una cierta topologia localmente convera Hausdorff sobre E, que deno-

by

taremos en adelante por 7.

DEMOSTRACION:

Dada cualquier serie _ x,incondicionalmente o( E’, E)—Cauchy, su rango es un
conjunto débil* acotado de E', y por tanto B(z,) también es un conjunto débil*
acotado. Es decir, la familia § esta formada por subconjuntos débil* acotados
de E' y para probar el teorema bastard ver que dicha familia es una familia
polar y total respecto del par dual (E', E).

Dados B(x,), B(y.) € S, puedo definir la serie en E’ de término general
(z,) tal que,

Zon 1= Yn, Zopoi =T, n€IN

De la propia definicién de la sucesién (z,) obtenemos que,
B(xn) U B(yn) C B(z) C B(aa) + B(yn)

Como B(x,, ), B(y,) son débil* acotados, B(z,) también lo es, luego pertenece

a §. Es decir, la familia S esta dirigida por inclusion.
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Por otra parte, dados B(z,) € S, A € IK, puedo definir la serie de término
general,

Yp = Az,, n€IN
Evidentemente, 3y, es débil* incondicionalmente Cauchy. Ademas,
AB(z,) = B(\z,) = B(y.)

Finalmente, para cada ¢ € E, puedo considerar la siguiente serie débil*

incondicionalmente Cauchy de E’,

Por tanto, B(z=r#) € S. Ademés este tipo de conjuntos recubren E, es

decir, la familia S es total. [ ]

Veamos la relaciéon con la Y—tonelacion.

Teorema 3.1.3 Sea [E, 7] un espacio. Entonces E es L-tonelado si y sdlo s

, ©
T es mds fina que 7.
DEMOSTRACION:

(=). Sea B(z,) € S, por ser X-tonelado, dicho conjunto es un equicontinuo,

y existe por tanto un cierto entorno U de cero en E, tal que B(z,) C U°. De
donde,
UcU®C B(x,)°

(«<). Sea Y x,una serie débil* incondicionalmente Cauchy de E’. Por la
definicién de 'TE, B(x,)° es un entorno de cero de dicha topologia, luego debe

existir un entorno U de cero de 7 tal que U C B(x,)°. De donde,

B(z,) C B(x,)° C U®
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Luego, B(z,) es un equicontinuo. n

z

Pasamos a describir una base de seminormas para la topologia 7.

Teorema 3.1.4 Sea [E, 7] un espacio. Una base de seminormas pare la topo-

logia TE, viene dada por,
p(yn)(x) = Z I(wvyn)l, reE
n:l

donde ¥y, recorre las series débil* incondicionalmente Cauchy de E'.

DEMOSTRACION:

Basta calcular los calibradores de las polares de los elementos de la familia S.

Sea pues, B(y,) € §. Entonces, dado x € E,
Pny(@) = sup {[{z,a)| :a € B(ys)} =

= swp {ile Dl 7€ B, lad S 1, € T <o

€0

- < sup {Z [z, 05z} 0 € P{(IN), |ai] <1, o € ]K} <.

€0
.-+ < sup {Z [z, 2)| :0€ Pf(]N)} < Z K, yn )|
€T n=1
Puesto que para todo r € IK existe un elemento, que denotaremos por ,*,
tal que,

rer*=|rl, con|r*| <1,

podemos encontrar una sucesién de elementos del conjunto donde se esta to-

mando supremo, con limite la serie anterior, i.e.,

n

S (x,y;)* y; € Bly,), luego,

=t
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Tt

IS, ) ull = 3wl 2 3 L]

=1 n=1

Luego, la seminorma en z, vale exactamente la suma de la serie anterior.m

z

Consecuencia inmediata del teorema anterior es que 7~ es la menor topologia

que hace continuas todas las aplicaciones lineales del tipo,

T:E—)El

T — T(CE) = ((mnyn))" ’

donde ¥ y,, es cualquier serie débil* incondicionalmente Cauchy de E’. Basta

observar que,

IT@ = 3 {2 y) = pw(@)

n=1

z

Damos a continuacién dos propiedades de la topologia 7=, una sobre con-

juntos acotados y otra sobre convergencia de sucesiones.

Teorema 3.1.5 Sea E un espacio y A un subconjunto de E. Entonces A es

B(E, E')-acotado si y sdlo si es 2 _acotado.

DEMOSTRACION:
(=) Puesto que 3(E, E') es més fina que Y

(<) Supongamos que A no es §(E, E')-acotado. Esto implica que existe una
sucesién (a,) en A, y un tonel T en E con a, € n*T, n € IN. ,
Por Jarchow (31, p. 131], para cada n € IN, existe u,, € E' tal que,

1
(an,un) >n, y u, € (7-1.2T)° = —;T"
n
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Como T*° es débil* acotado, la serie ¥ u,, es débil* incondicionalmente Cau-
T
chy, luego B(u,)° es un entorno de cero de 7. Sin embargo, para cada n € IN,

1
(;an,un) > 1, luego }—an ¢ B(u,)° , 1. e., a, & nB(u,)°,
n

z

y, por tanto, A no es 7<-acotado. L]

Teorema 3.1.6 Si [E, 7| es un espacio dual T-completo, la topologia débil de

E y la topologia 2 tienen las mismas sucesiones convergentes.
DEMOSTRACION:

Sea (z,) una sucesién débilmente nula de E, y sea 3 y,, una serie débil* incondi-

cionalmente Cauchy de E’.
Por el teorema 2.2.1, 3" y,, es débil* convergente por multiplicadores acotados

y por tanto la siguiente aplicacién lineal es débilmente continua,
T : E — El

z > T(x) := ((x,Yn))n
Luego, de z, = 0 (¢(E, E")), deducimos que T(z,) — 0 débilmente en {;.
Ahora bien, por el lema de Schur esta ultima sucesién tiende a cero en norma,

es decir,

p(ym)(wn) = Z l(mmymﬂ = ”T(Tn)llljl)o

m=1

Finalmente por el teorema 3.1.4,

7> — lim r, = 0

N—0C

El concepto de E-tonelacion puede encajarse de modo natural entre otras

clases conocidas de tonelacion débil. Aqui trataremos, por un lado, los casos de
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la G—tonelacién y {,,—tonelacion, conceptos de tonelacién asociados a la comple-
titud sucesional, y por otro, la co-tonelacidn, concepto de tonelacion asociado

a la completitud local (ver Pérez Carreras—Bonet [50, cp. 4,8]).

Teorema 3.1.7 Sea E un espacio. Entonces:

(1) Si E es G-tonelado, entonces [E, u(E, E')] es T—tonelado.
(2) Si E es T-tonelado, entonces [E, u(E, E')] es co—tonelado.
(8) Si E es L,~tonelado, entonces E es T—-tonelado.

DEMOSTRACION:

(1). Si E es G-tonelado, por Pérez Carreras—Bonet [50, p. 102], E es dual suce-
sionalmente completo, luego dual T—completo y por el teorema 3.1.1, deducimos
que [E, i(E, E")] es T-tonelado.

(2). Si E es T-tonelado, F es dual T-completo, luego dual localmente completo
y por Jarchow [31, p. 250], [E, u(E, E')] es co—tonelado.

(3). Sea Y z,una serie incondicionalmente o(E’, E)-Cauchy. Por tanto, su
rango S(x,) es un conjunto débil* acotado de E’. Ademads, es un conjunto nu-

merable, pues puede escribirse como unién numerable de conjuntos numerables,
w -
S(x,) = U {Z z; 10 € Py(IN), Card(o) = n}
n=1 \ie0

Finalmente, el teorema se deduce de Pérez Carreras—Bonet [50, p. 239]. =

Imponiendo ciertas condiciones sobre el dual, pueden obtenerse algunos re-
sultados reciprocos de los del teorema anterior.

Recordamos que un espacio [E, 7] se dice de Mackey, si 7 = u(E, E').

Teorema 3.1.8 Sea E un espacio de Mackey.
(1) Si E es T-tonelado, entonces E es G-tonelado si y sélo si [E',o(E', E)]
tiene la propiedad (u).



3.1 ESPACIOS Y—~TONELADOS 83

(2) Si E es co~tonelado, entonces E es L-tonelado si y sélo si [E',o(E', E")]

es L-completo.

DEMOSTRACION:

(1). Es consecuencia de que para la topologia débil la completitud sucesional
equivale a tener la propiedad (u) y a la ©—completitud (teoremas 1.2.1, 2.2.4),

y aplicar Pérez Carreras—Bonet [50, p. 102].

(2). Por el teorema 3.1.1 , basta probar que:

[E',0(E', E)] es T—completo si y sélo si [E',a(E’, E")] es L—completo.

Por otra parte, esto 1iltimo es consecuencia de este otro resultado:

Una serie es incondicionalmente o(E’, E)-Cauchy si y sdlo si es incondi-
cionalmente o( E’, E")-Cauchy.

En efecto, si §_ 7, es incondicionalmente o( E’, E')-Cauchy, se tiene que S(z,,)
es o(E', E) acotado. Por Jarchow [31, p. 250], [E’,o(E’, E)] es localmente com-
pleto y por tanto 3(E’, E) = 3*(E', E) (Jarchow [31, p. 197]). Por tanto, S(x,)
es B(E', E')-acotado, luego o(E’, E")-acotado y la serie 3 x,es incondicional-

mente o( E’', E")-Cauchy. La otra implicacién es inmediata. N

Observaciones

[1] La demostracién del punto (2), realmente indica que, si un espacio E es dual
localmente completo, entonces E es dual S-completo si y sblo si [E’,a(E’, E")]

es Y—completo.

[2] Por Kalton [32], puede darse un resultado como los del teorema anterior pero

con la tonelacién usual. En concreto,

Si E es un espacio de Mackey Mazur 3(E, E')-separable y Y-tone-

lado, entonces E es tonelado.
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Para asegurarnos de que hemos introducido una nueva clase de tonelacién
débil, damos algunos ejemplos de separacion.

Ejemplos

[1] £—tonelado # G—tonelado. Cualquier espacio de Mackey dual T-completo,
no dual sucesionalmente completo (teorema 3.1.1, Pérez Carreras-Bonet [50,
p. 102]). Por ejemplo: [F’,u(F',F)], donde F es un Banach cuasirreflexivo

separable.

[2] ¢co—tonelado # ¥ —tonelado. Cualquier espacio de Mackey dual localmente
completo, no dual Z-completo (teorema 3.1.1, Jarchow [31, p. 250]). Por
ejemplo: [F', u(F', F')], donde F' es un Banach con copia de co.

Finalizamos la seccién dando algunos ejemplos de espacios E—-tonelados.

Ejemplos

(1] [J', p(J', J)], donde J es el espacio de James cuasirreflexivo (ver seccién 2.3)

[2] [E', 1(E', E)] con E Banach sin copia de ¢ (teorema 2.2.5).

[3] Cualquier (DF)-espacio localmente completo, o més genéricamente todo

espacio de Banach-Mackey quasi—-Ry-tonelado (ver Kothe [36, p. 396-341]).
Pues dada una serie ¥ x,incondicionalmente o(E’, E)-Cauchy, su rango

S(z,) es o( E', E)~acotado, luego B(E', E)-acotado. Y por otra parte, S(z,) es

numerable.

3.2 Teoremas maximales

Con el propésito de establecer teoremas de gréfica cerrada maximales para
g

espacios tonelados, fueron introducidos los siguientes I',—espacios (ver Valdivia
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[68, p. 116-120]).

Definicion 3.2.1 Sea E un espacio. Se dice que E es un I',-espacio si todo
subespacio cuasicompleto de [E*,o(E*,E)] que corte ¢ E' en un subespacio

o(E', F)-denso, contiene a E'.

También, en Valdivia [68, p. 118], puede verse que todo espacio de Banach,
de hecho todo espacio B,—completo, es un I',—espacio. |

M. Valdivia en [67], introdujo los correspondientes A,—espacios, para analizar
la clase maximal para un teorema de gréfica cerrada con la clase de los espacios
dual localmente completos como clase de partida. En dicho articulo se prueba
que todo espacio de Banach reflexivo es un A,—espacio.

En esta linea, introducimos el concepto andlogo a los A,—espacios y los I',—
espacios, para obtener teoremas de gréafica cerrada maximales teniendo en el

conjunto de partida espacios dual X—completos.

Definicién 3.2.2 Sea E un espacio. Se dice que E es un X,—espacio si todo
subespacio T-completo de [E*,a0(E*, E)] que intersecte a E' en un subespacio

o(E', E)-denso, contiene a E'.

La relacién entre estos tres conceptos se refleja en la siguiente cadena de

implicaciones,
A,—espacio = Y,—espacio = I',—espacio

A continuacién, vamos a obtener clases de espacios que estén contenidos en

los ¥, ~-espacios, y posteriormente clases que los contengan.

‘Teorema 3.2.1 Sea [E, 7] un espacio. Si [E', u(E', E)] es metrizable, entonces

E es un T,—espacio con cualquier topologia compatible con 7.
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DEMOSTRACION:

Sea H un subespacio arbitrario de E*, o( E*, E)-Z-completo, y tal que se veri-
fique HN E' OEE) _ g

Luego dado z € E’, se tiene que,

O(E'\E) w(E",E)

:eHNE HNE

Por la metrizabilidad de la topologia u(E’, E), existe una sucesiéon (y,) de

elementos de H N E’ tal que,
= /’L(E,a E)— 7}_1_3)10 Yn

Es mas, si denotamos por ¢ la F-norma que genera la topologia u(E’, E),
se tiene que la sucesién (y,) es ¢—Cauchy, y puedo obtener una sucesion estric-

tamente creciente (n;) de naturales tales que,

A(Ynipr = Yi) < -2},; kelN

Si denotamos zx := yYn,,, — Yn,, k¥ € IN, se tiene que la serie }_ z, es Fy-
absolutamente Cauchy, luego incondicionalmente u(E’, E)-Cauchy, por tanto
incondicionalmente p(E*, E)-Cauchy y, en particular, se tiene que incondi-
cionalmente o( E*, E')-Cauchy.

Pero, puesto que H es o(E*, E)-S-completo, la serie Yz, es o(E*, E)-
convergente a un cierto elemento h € H.

Por otra parte, es claro que 3 z; es una serie telescépica u( E’, E)—conver-
gente a z — yn, y, en particular o(E', E)—convergente a z — yy, .

Finalmente, por la unicidad del limite, z —y,, =h € H, dedonde z € H, y

por tanto concluimos que E' C H. u

Veamos algunos ejemplos particulares de este teorema.

Son X,—espacios los siguientes espacios:
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e Banach reflexivos; pues para estos espacios E se da la igualdad g(E', E) =
w(E', E), y se tiene que la mencionada topologia fuerte es la topologia que

genera la norma del dual.

e El espacio dual de un espacio metrizable E con cualquier topologia com-

patible con el par dual (E', E).

e Todo espacio semirreflexivo que admita una sucesién fundamental de aco-
tados (Jarchow [31, p. 257]). Por ejemplo, todo (df)-semirreflexivo (Jar-
chow [31, p. 257]).

Otra clase distinta de ¥,—espacios, viene dada en el siguiente resultado.

Teorema 3.2.2 Sea [E,7| un espacio. Si E es un espacio de Schwartz B,-

completo, entonces E es un X,—espacio.
DEMOSTRACION:

Sea H un subespacio de E*, o(E*, E)-Z~completo y tal que HN E' es o(E', E)-
denso en E'. Veamos que es H (N E’ es o(E’, E)—cerrado.

Como E es B,—completo, bastard probar que para todo entorno de cero U
de 7, HNU® es o(E', E)—cerrado. Sea pues z € HNU®° O(ELE)

Puesto que [U°,0(E', E)|y-] es metrizable (Jarchow [31, p. 202]), podemos
obtener una sucesién (z,) en H U° tal que z es su o(E’, E)-limite.

Por otra parte, aplicando Jarchow [31, p. 214], existe V' C U tal que, si
denotamos por [(E’)y., pye] el espacio normado que genera el disco V° de F',
se tiene que las topologias inducidas sobre U7° por la topologia débil* de E' y la

topologia generada por el calibrador de V° coinciden. Esquematicamente,
O'(E,,E) |U° = Pve IUo
Por tanto podemos deducir que,

zZ = py.— lim x,
n—o0
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Luego, puedo extraer una sucesién estrictamente creciente (n;) de naturales

tales que,

1
pV°($nk+1 - xnk) < ?7 kelN

Si denotamos zj := Xn,,, — &, k¥ € IN, se tiene que la serie Iz, es ab-
solutamente py.—Cauchy, luego incondicionalmente py.—Cauchy y por tanto,
incondicionalmente o(E’, E)-Cauchy.

Pero, puesto que H es o(E*, E)-Z-completo, la serie 3z, es o(E*, E)-
convergente a un cierto elemento h € H.

Por otra parte, es claro que 3 z; es una serie telescépica o( E’, E')—conver-
gente a z — y,, .

Finalmente, por la unicidad del limite 2 — y,, = h € H, de donde z € H, y

por tanto concluimos que E' C H. ]

Tras obtener algunas condiciones suficientes para ser un ¥,—espacio, pasamos

a dar una condicion necesaria.

Teorema 3.2.3 Sea [E, 7] un espacio dual Z-completo. St E es un L,—espacio,

entonces E es semirreflexivo o [E',J(E',E)] tiene un subespacio isomorfo a

(<o, | lloc]-

DEMOSTRACION:

Probaremos, de hecho, el reciproco del teorema. Es decir, supongamos que E
no es semirreflexivo y [E’, 3(E’, E)] no tiene copia de [cq, || ||~] ¥ veamos que E
no es un X,—espacio.

Razonemos por reduccién al absurdo, i. e., supongamos que el espacio E es
un X,~espacio. :

Como E no es semirreflexivo existe u € E"\m(E) (u # 0). Consideremos el

hiperplano de E’ definido por F := Ker(u) = {x € E' : u(z) = 0}.



3.2 TEOREMAS MAXIMALES 89

Puesto que u pertenece al bidual, F' es (E’, E)-cerrado, y como no esta en

n(E) es 0(E', E)-denso en E'. Ademés, como u # 0, se tiene que,
F # E' (Fes un subespacio propio)

Si probaramos que F' es o(E*, E)-X-completo, o lo que es igual (F C E'),
que F' es o(E', E)-L-completo, el teorema estaria probado , pues obtendriamos
que E no es ¥,~espacio y llegariamos a contradiccion.

Sea pues ) z,una serie incondicionalmente o(E’, E)-Cauchy con término
general z, € F, n € IN. Por tanto, el conjunto S(z,) es o(E’, E)-acotado, pero
por hipétesis, E es dual E-completo, luego dual localmente completo y se tiene
que S(z,) es B(E', F)-acotado. Es decir, la serie 3_ z,es B(E’', E)-Cauchy por
co-multiplicadores, luego incondicionalmente o( E’, E”)-Cauchy.

Por otra parte, como F es dual ¥-completo, por el teorema 2.4.2, se tiene
que [E', B(E', E)] es ©—completo y puesto que por hipdtesis no tiene copia de
co, el teorema 2.2.5 nos dice [E’,0(E’, E")] es ¥—completo y por tanto la serie
> ayes o( E', E")~convergente por multiplicadores acotados. Finalmente, por
el teorema de Orlicz-Pettis, la serie 3 x,es S(E’, E)-convergente por multipli-
cadores acotados, en principio a elementos de E'.

Pero puesto que F' era 3(E’, E)-cerrado, se tiene que ) xqes B(E’, E)—con-
vergente por multiplicadores acotados a elementos de F', y obtenemos finalmente

que dicha serie es o(E’, E')-convergente en F. n

Pasamos a dar, a continuacién el teorema general de grafica cerrada men-
cionado al principio de la seccion. Seguiremos las ideas usadas por Valdivia en
[67], para obtener el teorema dnalogo para A,—espacios y espacios dual local-

mente completos.

Teorema 3.2.4 Sean E.F espacios y T una aplicacion lineal de E en F. Si
E es dual T-completo, F un T,~espacio y T tiene grdfica cerrada, entonces T

es o(E,E') — o(F, F')-continua.
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DEMOSTRACION:

Consideremos el subespacio de E*,
Li={feF* :T"(f) € E}

Denotemos por Ly := L F'. Por tener T grafica cerrada, se tiene que Ly
es o(F', F)-denso (Ptak [54]).

Si probaramos que L es un subespacio o( F*, F')-T—completo, al ser F' un
¥, —espacio, se tendria que F’ C L, luego Lt = F’' y por Jarchow [31, p. 161]
concluiriamos que T es débilmente continua.

Por tanto, es suficiente con probar la débil* Y—completitud de L.

Sea pues, (y,) una sucesién de elementos de L, tal que la serie 3"y, es
incondicionalmente o(F*, F')-Cauchy. Como [F*,o(F*, F')] es completo, existe
y € F* tal que,

[ee]

y= o(F*F)-3 yn

n=1

Bastara ver que y € L.

Teniendo en cuenta la continuidad de la aplicacién,
T :|F*,0(F*,F)] — [E*,0(E",E)]

concluimos que la serie 3 T*(y,) es incondicionalmente o(E*, E)-convergente
a T"(y).

Pero, por definicién de L, para todo n € IN, T*(y,) pertenece a E'. Es
decir, la serie Y, T*(y,) es incondicionalmente o(E’, E)-Cauchy y por ser E
dual T-completo, incondicionalmente o(E’, E)-convergente a un cierto z € E'.

Por diltimo, la unicidad del limite nos asegura que T*(y) = z € E’, de donde

y € L. ,, n

Apliquemos el teorema anterior a [E’, u(E’, E)] con E espacio de Banach

con dual separable.
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Corolario 3.2.1 Sea [E,7] un espacio dual S-completo y F' un espacio de
Banach con [F',B(F',F)| separable. Entonces toda aplicacion lineal de E en
F' con grifica 7 — p(F', F)~cerrada, es débilmente sucesionalmente continua

(ahora F' dotado con la norma).

DEMOSTRACION:

Sea T una aplicacién lineal de E en F' en las correspondientes hipétesis del
corolario.

Como E es dual T-completo y [F', u(F’, F)] es un T,—espacio, se tiene que
T es o(E,E') — o(F', F)-continua, luego u(E, E') — p(F', F)-continua y por
Jarchow [31, p. 207}, u(E, E') — B(F", F)-sucesionalmente continua. |

Comprobemos que, en efecto, los ¥,—espacios son una clase maximal en
el conjunto de llegada para teoremas de grafica cerrada con espacios dual -

completos en el conjunto de partida.

Teorema 3.2.5 Sea [F, 7] un espacio. Son equivalentes:

(1) F es un T,-espacio.

(2) Para todo espacio E Y—tonelado y toda aplicacidn lineal T de E en F con
grifica cerrada, T es o(E, E') — o(F, F')-continua.

(3) Para todo espacio E dual X-completo y toda aplicacidn lineal T de E en F
con grdfica cerrada, T es o(E,E') — o(F, F')-continua.

DEMOSTRACION:
(1)=(3) Por el teorema 3.2.4.
(3)=(2) Por el teorema 3.1.1.

(2)=(1) Supongamos que F no es un T,.—-espacio. Entonces existe un subespacio
G de F* o(F*, F')-Z—completo tal que G F' es o(F’, F)-denso y sin embargo
GNF' £ F'.
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Por la propiedad de densidad de G F”, se tiene que (G, F') forman un par
dual. Ademas [G,o(G, F')] es T~completo, luego por el teorema 3.1.1, el espacio
[F, i(F, G)] es T-tonelado.

Consideremos la aplicacién identidad,
id: [Fy(F,G)] — [F, 7]
Por la débil* densidad de,
F'(1G = F'()(id")"Y(G),

deducimos que id tiene grafica cerrada ([54]).
Pero, por otra parte, como G F' # F', id no es débilmente continua, y

llegamos a contradiccion. ]

Para finalizar, damos un resultado que relaciona los T,—espacios y los espa-

cios L—tonelados.

Teorema 3.2.6 Sea [E, 7] un espacio. Si E es T,-espacio y L-tonelado, en-

tonces E es B,—completo.

DEMOSTRACION:

Sea F' un subespacio de E', o(E’, E)~denso y tal que para todo entorno U de
cero de 7 se verifique que FF(U® es o(E’, E)-cerrado.

Si F fuera o(F’', E)-X~completo, como F es un T,-espacio se tendria que
E' = Fy el teorema estaria probado (Jarchow [31, p. 183]).

Sea pues, Y x,una serie incondicionalmente o(E’, E)-Cauchy con término
general x, € F, n € IN.

Como E es T—tonelado, se tiene que S(x,) es un equicontinuo, luego existe

un cierto entorno U de cero de 7 tal que S(x,) C U°. Por el lema de Alaoglu-

Bourbaki U® es o( E', E)—compacto, luego o( E’, E )-completo. Como las sumas
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parciales de la serie 3~ x,estdn contenidas en U° deducimos que dicha serie es
o(E', E)-convergente a ¢ € U°. Pero, por hipétesis FNU° es o(E’, E)—cerrado,
luego z € F. [ ]

3.3 Teoremas mixtos con ¢4

Los resultados de la seccién anterior, nos van a permitir establecer un teorema
mizto de grafica cerrada para aplicaciones lineales que tienen como espacio de
llegada, (1. Por mizte, queremos indicar que la topologia usada para el grafo
se refiere al par dual (E', E), y que la topologia usada para la continuidad se
refiere al par dual (E', E").

Usando una condicién mixta en el sentido anterior, Popoola, Tweddle [53],
dan una caracterizacién de los espacios ¢, ~tonelados que enunciamos a conti-

nuacion.

Teorema 3.3.1 Sea E un espacio. Las condiciones siguientes son equivalentes:
(1) E es o ~tonelado.

(2) Sea T : E — F una aplicacion lineal tal que F es el dual fuerte de un espacio
de Banach separable H y tal que la grifica de T es cerrada en E X [F,o(F, H)].
Entonces T es continua.

(8) La misma afirmacidn que en (2) tomando F :=(y, y H := {4.

Veamos que puede obtenerse un resultado parecido al teorema anterior con

los espacios dual T-completos.

Teorema 3.3.2 Sea E un espacio. Son equivalentes:

(1) E es dual E-completo.

(2) Toda aplicacién lineal de E en [(y, u((i,co)] que tenga grdfica cerrada. es
o(E,E") — o({y,{)-continua. '
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(3) Para cualquier subespacio denso H de co, toda aplicacion lineal de E en
[01, 1(Cy, H)| ee[Acon grdfica cerrada, es o(E, E') — o({1,ls)-continua.

(4) Toda aplicacidn lineal de E en [y, u(C1, $)] que tenga grdfica cerrada, Aes
a(E,E") — o(l1,Ls)-continua.

(5) Toda aplicacion lineal de E en [F',u(F', F)] que tenga grifica cerrada, €3
débilmente continua, donde F es cualquier espacio de Banach separable sin
copia de £y y con la propiedad (u).

(6) Toda aplicacion lineal de E en [F',u(F',F)] que tenga grdfica cerrada, es
débilmente continua, donde F es cualquier espacio de Banach con base incondi-

ctonal y sin copia de (.

DEMOSTRACION:

(1) = (2). Sea T una aplicacién en las correspondientes hipétesis de (2).
Puesto que E es dual -completo, [co, u(co, {1)] €s metrizable y usando los
teoremas 2.2.4 y 2.2.1, deducimos que T es o(E, E’) — o({y, co)-continua.
Esto implica, en particular, que T*(e,,) € E’, n € IN. Puesto que para cada

x € E, podemos escribir,

T(x) = (T(2),ex))n = (2, T(ex))n

la serie 3" T*(e,) es incondicionalmente o(E’, E)-Cauchy.
Finalmente, por ser E dual £-completo, 3" T*(e, ) es o(E’, E)-convergente
por multiplicadores acotados, i. e., T*({y) C E’, luego la aplicacion T es

o(E,E") — o({y,{ )-continua.

(2) = (1). Sea ¥ x,una serie débil* incondicionalmente Cauchy de E'. Esto
significa que,

[o'¢)
Z {y,z.)| < +00, paratodoy € E

n=1

Luego, podemos definir la siguiente aplicacién lineal,

TIE——%("l
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y = T(y) = ({3, Zu))n
Veamos que T tiene grafica cerrada en E X [{1, u(¢1, cp)]. Consideremos las
siguientes redes,

{ Ty — 0 (en E)
T(xo) = 2z = (2a) (en [0y, p(Ly, co)])

Ahora bien, como e € ¢o, k € IN,
(T(2,),ex) — 2z
Por otra parte T*(ex) = xx € E’, luego
(T(za),ex) = (20, T(ex)) =0

Es decir, z; =0, k € IN, luego z = 0.
Por tanto, aplicando (2), deducimos que T es débilmente continua, de donde

su adjunta,

T : [le,0(loo, ()] — [E',0(E', E)]

es continua, y por tanto la serie 3 x,, es débil* convergente en E'.

(1) = (3). Sea T una aplicacién en las correspondientes hipétesis de (3), con
H un subespacio denso arbitrario de co.

Puesto que E es dual S-completo, [H, u(H,¢;)] es metrizable (IK6the [36,
p. 279]), y usando los teoremas 2.2.4 y 2.2.1, deducimos que T es o(E,E') —
o((y, H)—continua.

Ademds, por la densidad de H, para cada e, existe una sucesién (h¥), de e-
lementos de H tal que la serie 3, h* es incondicionalmente o(co, {1 )—convergente
a e (ver la demostracién del teorema 2.2.1).

Luego, por la continuidad de la adjunta de T', obtenemos que ¥, T*(h¥)
es incondicionalmente o(E’, E)-Cauchy, y al ser E dual £-completo, incondi-
cionalmente o(E’, E)-convergente a z; € E'.

Por otra parte, la misma serie 3, T*(h*) es incondicionalmente o(E*, E)-

convergente a T*(ex). De donde, por la unicidad del limite, deducimos que
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T*(ex) = zx € E'. A partir de este punto, el resto del razonamiento sigue como

en la implicacién (1) = (2).
(3) = (4) Es un caso particular.
(3) = (2) Es un caso particular.

(4) = (2) La demostracién es idéntica a (1) = (2), cambiando ¢ por ¢, puesto
que e, € ¢, n € IN.

(5) = (2), (6) = (2). Pues co tiene base incondicional, luego también es
separable y tiene la propiedad (u) (Singer [62, p. 445]). Ademds no tiene copia
de (4, por tener dual separable (Jarchow [31, pp. 310-312]).

(5) = (6). Todo espacio de Banach con base incondicional tiene la propiedad

(u) (Singer [62, p. 445]).

(1) = (5). Sea T una aplicacién de E en F' en las correspondientes hipdtesis
de (5).

Puesto que E es dual E-completo, [F, u(F, F')] es metrizable, y usando los
teoremas 2.2.4 y 2.2.1, deducimos que T es o(E, E') — o(F', F)-continua.

Consideremos la aplicacién anterior en la forma,
T:[E,o(E,E")] — [F',o(F', F")]

La aplicacién T asi considerada tiene grafica cerrada, gracias a que hemos
probado anteriormente que T es o(E, E') — o(F', F)-continua. Esto implica,

por Ptak [54], que el subespacio de F"”,
L={feF":T*(f) € E"}

es denso en [F", o(F", F")].
La o(E,E') — o(F', F)-continuidad de T, también muestra que =(F) C L.
Es decir, tenemos que,

n(FycLcCF"
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Dado z € F", por Diestel [14, p. 215], existe una sucesién (z,,) de elementos
de F, tal que,
z=o(F" F')— Jim m(z,)
Ademés, F tiene la propiedad (u), luego existe una serie }_y, incondicional-

mente o(F, F')-Cauchy, tal que,

yr — 0 (en la topologia o(F, F'))

n
X, —

k=1

Puesto que (m(z,)) es o( F", F')-convergente a z, se tiene que la serie 3 7(y, )
también es o(F”, F')-convergente a z.

Es decir, N(F) = F".

Si probaramos que para cualquier serie 3 f, incondicionalmente o(F", F')-
convergente con f, € L, n € IN, su suma también pertenece a L, puesto que
N(F) = F" y n(F) C L, se tendria que F” C L, luego L = F", y por Jar-
chow [31, p. 161], obtendriamos que T es o(E, E') — o(F', F")-continua, y la
implicacién estaria probada.

Sea pues, (f,) una sucesién de elementos de L tal que la serie }_ f, es
o(F", F')-convergente a f € F".

Puesto que la adjunta de T',

T* : [F",o(F",F")| — [E*,0(E*, E)]

es continua, la serie 3 T*(f,) es incondicionalmente o(E*, E)-convergente a
(f).

Pero, por definicién de L, para todo n € IN, T*(f,) pertenece a E'. Es
decir, la serie 3" T*(f,) es incondicionalmente o(E’, E)-Cauchy y por ser E
dual S-completo, incondicionalmente o( E’, E)-convergente a z € E'.

Por tltimo, la unicidad del limite nos asegura que T*(f) = z € E’, de donde

feL. ]

Observaciones
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(1] El mismo razonamiento empleado en (2)=(1) puede usarse para probar el

siguiente resultado mas fuerte,

Sea [E, 7] un espacio.

Si toda aplicacién lineal de E en ¢; con grafica 7 — || ||i—cerrada es

débilmente continua, entonces E es dual Z—completo.

El reciproco de este resultado, que en el fondo no es sino probar que {; es

un ¥,—espacio, no sabemos si es cierto.

[2] La parte final del razonamiento de la implicacién (1)=>(2) , muestra implici-

tamente el siguiente resultado,

Sea E un espacio dual ¥—completo y T una aplicacién lineal de E
en (. Entonces, T es débilmente continua si y sélo si se verifica que

T*(e,) € E', n € IN.

[3] Los espacios de Banach que aparecen en los puntos (5) y (6) han sido con-
siderados en el contexto de cuando un espacio de Banach separable tiene dual
separable (Diestel [14, p. 214]). En concreto, para los espacios de (5) es cierto

(Diestel [14, p. 214]), y para los espacios de (6) no lo es [38].

[4] Los espacios de Banach E separables, sin copia de ¢; y con la propiedad (u),

que son espacios duales, son reflexivos:

Supongamos que E = F’) donde F es un cierto espacio de Banach.
Por el teorema 1.2.3, F' no tiene copia de (., luego por Diestel [14,
p. 48] no tiene copia de ¢q , y por los teoremas 2.2.5, 2.2.4 y 1.2.1,
F' es débilmente sucesionalmente completo. Finalmente por Gon-
zalez, Onieva [26], deducimos que F’ es un espacio de Grothendieck.
Ahora bien, es conocido (Wilansky [69, p. 244]), que todo espacio

de Grothendieck separable es reflexivo.
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Veamos que la equivalencia de los dos primeros puntos del teorema anterior

puede extenderse a espacios —-tonelados.

Teorema 3.3.3 Sea [E, 7| un espacio. Son equivalentes:
(1) E es E-tonelado.
(2) Toda aplicacion lineal de E en [0y, u(£y,co)] con grifica cerrada, es 7—|| ||1-

continua.
DEMOSTRACION:

(1)=(2). Consideremos una aplicacién T : E -+ ¢; en las correspondientes
hipétesis de (2).

Puesto que todo espacio L-tonelado es dual Y—completo, por el teorema
anterior deducimos que T es o(E, E') — o({;,{,,)-continua, luego su adjunta T™
es 0(lx, (1) — o( E', E)-continua.

Por tanto,

T*(Bi(€x)) ={T*(a) : a=(ay) € Bi(las)} = """

= {a(ﬁoo,,&) =Y a,T*(en) :lay| <1, ne ]N} = B(Te))) 0 (E'\E)
n=1

De hecho, se tiene que,

O(E'E)

B( T*(en) ) = B(T"(ex) )™

(ver la demostracién del teorema 3.1.1).

Es mas, por Schaefer [59, p. 134], se tiene que
T( B(T"(en))* ) C Bi(&y)

Ahora bien, por hipétesis E es L-tonelado, luego existe U entorno de cero

de 7 tal que B( T*(e,) ) C U°, luego

T(U) CT(U>) CT( B(T(ea)” ) C Bu(n),
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es decir, T es 7 — || ||;—continua.

(2)=(1). Sea ¥ x,una serie incondicionalmente o(E’, E)-Cauchy.

Entonces, podemos definir la siguiente aplicacién lineal,
T: E— ¥

y = T(y) == ({y,2n))n

Un razonamiento analogo al empleado en la implicacién correspondiente del
teorema anterior, muestra que T tiene grafica r — || ||;—cerrada.

Por (1), T es 7—|| ||i—continua y podemos encontrar un entorno U de cero de
7, tal que T(U) C B1({1). Es decir, para todo u € U, se tiene que ||T(u)|; < 1.

Sea Y ;e ¢;, 0 € Py(IN), un elemento arbitrario de S(z, ). Entonces, dado

ueU,

(S wiull < 3 oo )l € 3w u)l = 1T(w)lh < 1

1€0 €T n=1

Es decir, S(x,,) C U°, luego S(z,) es un equicontinuo de E. |

El siguiente resultado muestra que los espacios de sucesiones {4 y bvg pueden
intercambiarse en el espacio de llegada para teoremas de grafica cerrada.
Las sucesiones de variacidn acotada normalizadas (bvy), son aquellas suce-

siones nulas ¢ = (z,,) tales que,

(o ¢]
l2llswe = D | @nt1 = @] < 400

n=1

Teorema 3.3.4 Sea [E,T] un espacio. Son equivalentes:
(1) Toda aplicacién lineal con grifica cerrada de E en (, es continua.

(2) Toda aplicacién lineal con grifica cerrada de E en bvy, es continua.

DEMOSTRACION: (En lo sucesivo por Ty, denotaremos T™(e,)).
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(1)=>(2). Sea T : E — by, una aplicacién en las hipétesis correspondientes de

(2).

Puesto que,
Ty = 3 (T(@),e0sa) = (Tl )] = 3 I Toaa) = (@ T,

podemos considerar la aplicacién lineal,
T:E—
T — flA’(:c) = (@, Tny1 — Tn))

Evidentemente, ||T(z)|l; = |T(2)]|5v0-
Como T tiene gréfica cerrada, la aplicacion T también tiene grafica cerrada.
Luego por (1), T es continua y, por tanto, existen £ > 0 y p seminorma 7-

continua tales que,

IT(2)llx < kp(z), z€E

Puesto que ||T(z)|[s = ||T(2)|sv, deducimos que T es continua.

(2)=>(1). Sea T : E — {; una aplicacién en las hipétesis correspondientes a (1).

Consideremos la siguiente sucesién (S,,) de elementos de E*,

51::07 Sn+1=ZTnv nem

k=1
Puesto que,
7@l = 3 KT el = 3 [, Tl = X I Suea) = .Sl
podemos considerar la aplicacion lineal,
T:E — bu

T — T(l‘) = ((Sn,IE) - S(w))n 3

donde,
(o.9]

S(x) = Z(m, T.)

n=1
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Como T tiene grafica cerrada, la aplicaciéon T también tiene grafica cerrada.
Luego por (2), T es continua, y por tanto existen ¥ > 0 y p seminorma 71—

continua tales que,
1T (@)oo < kp()

Puesto que ||T(z)||w, = |T(x)|]1, deducimos finalmente que T' es continua.

Damos por tdltimo un resultado que relaciona la continuidad y la continuidad

sucesional en las aplicaciones lineales con llegada en /;.

Teorema 3.3.5 Sea E un espacio dual S-completo, tal que [E,0(E,E')] es de
Mazur. Si T es una aplicacidn lineal de E en (1, entonces T es débilmente

continua st y sélo 81 T es débilmente sucesionalmente continua.
DEMOSTRACION:

(=) Siempre se verifica.

(<) Por la observacién [2] del teorema 2.3.2, sera suficiente probar que T™(e,,) €
E', n € IN. En principio, T*(e, ) € E™.

Sea (z,) una sucesién débilmente nula en E. Como T es débilmente suce-
sionalmente continua, T'(x,) tiende débilmente a cero en ¢;, luego tiende a cero
coordenada por coordenada.

Ahora bien, para cada k € IN,
<T*(6k),.l‘n) = (ek,T(mn» _73; 0

Es decir, los funcionales T*(e,,) son débilmente sucesionalmente continuos.
Por la hipétesis de Mazur (Wilansky [69, p. 124]), son débilmente continuos,

luego T*(e,) € E'. ]
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3.4 Teoremas en espacios de sucesiones

Si consideramos espacios de sucesiones en el espacio de partida, pueden darse

teoremas de gréfica cerrada usuales (sin la condicién mixta de la seccion ante-

rior), sobre aplicaciones lineales que tienen a {; como espacio de llegada.
Antes de abordar este tipo de resultados, daremos un teorema de grafica

cerrada con espacios de Orlicz—Pettis en la clase de partida.

Teorema 3.4.1 Sea [E, 7] un espacio de Orlicz—Pettis, y [F, o] un espacio B,-
completo sin copia de £,,. Entonces toda aplicacion lineal con grifica cerrada

de E en F es continua.

DEMOSTRACION:

Sea T una aplicacion en las correspondientes hipdtesis del teorema.
Veamos que T es Y—continua. Para ello, sea ) z,una serie convergente por
subseries de E.

Esto nos permite definir la siguiente aplicacién lineal y continua (ver [42]),

S [mo, || [I] = [E,7]

a=(a,)— T(a):=1— i ATy,

n=1

Si componemos S con T, obtenemos una aplicacién lineal de mg en F.
Ademads, como T tiene grafica cerrada y S es continua, la composicion, de-
notémosla R, también tiene grafica cerrada. Puesto que my es tonelado (Pérez
Carreras-Bonet [50, p. 137]) y F es B,-completo, el teorema de la grafica
cerrada nos dice que R es continua.

Teniendo en cuenta el lema 1.4.1, podemos extender R a una aplicaciéon Ry
lineal y continua de ¢, en F.

Ahora bien, F no tiene copia de (., luego por [18] deducimos que Ry lleva

la bola unidad cerrada de (. en un conjunto débil relativamente compacto de
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F'. En particular, el conjunto
{Z T(:U,') 0 € Pf(IN)}
€0
es débil relativamente compacto. Esto quiere decir que la serie 3 T(x,) es
débilmente convergente por multiplicadores acotados y el teorema de Orlicz—
Pettis, nos indica que 3 T(z, ) es a—convergente por subseries en F.
Por tanto, tenemos que,
e ¢} o0
T—Y a,=2€E, a-3Y T(z,)=y€F
n=1 n=1

Puesto que T tiene grafica cerrada, podemos afirmar que T(z) = y, 1. e.,

T(i1 Ty) = ilT(:rn)

Por tanto, T es E-continua.
Ahora bien, si T es T—continua, T es OP(7) — a—continua (seccién 1.3), y

como E es un espacio de Orlicz—Pettis, 7 — a—continua. ]

Observaciones

[1] Este resultado, complementa un teorema de gréafica cerrada entre espacios
de Orlicz—Pettis y espacios de Souslin, debido a Pfister [52], puesto que todo
espacio de Souslin es separable (Valdivia [68, p. 69]).

Puesto que todo espacio de sucesiones normal A es monétono, si dicho espacio
contiene a ¢, se tiene que [A, u(A, A\*)] es un espacio de Orlicz—Pettis (teorema

1.3.2). Podemos, por tanto, aplicarle el resultado anterior.

Corolario 3.4.1 Sea A un espacio de sucesiones normal que contenga a ¢, y
sea [E, 7] un espacio B,-completo sin copia de (.. Entonces toda aplicacion

lineal con grdfica cerrada de [\, (A, A%)] en E es continua.
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Observaciones

[1] Por Dierolf [9], si A\ ademds de ser normal, verifica que [A, B(A, A¥)] es separa-
ble, entonces S(A, A%) = p(X, A*). Es decir, [\, u(A, A*)] es tonelado, y podemos

por tanto concluir que,

Toda aplicacién lineal con grafica cerrada de [A, (A, A*)] en un es-

pacio B,—completo E es continua.

Teniendo en cuenta los resultados de Kalton [32], sobre teoremas de grafica
cerrada sobre espacios dual sucesionalmente completos, demostraremos el si-

guiente resultado.

Teorema 3.4.2 Sea A un espacio de sucesiones conteniendo a ¢. Entonces,
son equivalentes:

(1) Toda aplicacidn lineal con grifica cerrada de [A*, u(A*, A)] en E es continua,
donde E es un espacio B,-completo separable.

(2) Toda aplicacidn lineal con grifica cerrada de [A*, u(A*, A)] en E es continua,
donde E es un espacio B,—completo de generacidon débilmente compacta.

(3) Toda aplicacidn lineal con grifica cerrada de [\*, u(A*, A)] en E es continua,
donde E es un espacio B,—completo sin copia de (.

(4) Toda aplicacion lineal con grifica cerrada de [A*, u(A*, \)] en £y es continua.
(5) Toda aplicacidn lineal con grifica cerrada de [N, (A%, X)) en ¢y es continua.
(6) X\ es un espacio de sucesiones perfecto.

(7) [\, o(A, A%)] es T—completo.

DEMOSTRACION:

(5) < (6). Puesto que A es un espacio de sucesiones perfecto si y sélo si

[A, o(A, A%)] es sucesionalmente completo, y aplicando Kalton [32].
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(6) < (7). Puesto que X\ es un espacio de sucesiones perfecto si y sélo si
[A,0(A, A%)] es sucesionalmente completo, A siempre tiene la propiedad (u)

(seccién 1.2), y los teoremas 1.2.1 y 2.2.4.
(4) = (7). Por la observacién [1] del teorema 3.3.2.

(6) = (3). Puesto que todo espacio de sucesiones perfecto es normal, y el

corolario anterior.

(3) = (2). Puesto que las copias de £, siempre estan complementadas (Jarchow
[31, p. 133]), y Lo no es de generacién débilmente compacta (Wilansky [69, p.
257)).

(3) = (1). Pues todo espacio vectorial topoldgico separable no puede tener

copia de {, (Kalton [33]).

(1) = (4), (2) = (4). Puesto que ¢; es un espacio de Banach separable, y por
tanto de generacién débilmente compacta (Wilansky [69, p. 256)). |

Observaciones

[1] Hacemos notar que, puesto que ¢y no es perfecto, en el teorema anterior no

podemos considerar espacios de sucesiones en la forma, [\, p(A, A%)].



Capitulo IV

>—Completitud y aplicaciones
compactas

4.1 Ordenacion de Edgar

La ordenacién de Edgar es una relacién binaria definida sobre la clase de los
espacios de Banach. A pesar de que se han hallado conexiones con la integral
de Pettis y la unicidad de preduales ([20]), la utilidad de esta ordenacion estd

ain por determinar. La definicién de dicho “orden” es la siguiente.

Definicién 4.1.1 Sean E, F espacios de Banach. Por E < F entenderemos
que,

E= (] (T™)(F)

TeL(E,F)
donde L(E, F') denota el conjunto de las aplicaciones lineales y continuas de E

en I

La relacién anterior es transitiva y reflexiva, es decir, es un preorden. Por
tanto, dicha relacién define un orden parcial sobre las clases de equivalencia

definidas por la siguiente relacion de equivalencia,

E=F siysblosi E<FyF<E

107
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Sin embargo, este orden no es total ([20]).

De la propia definicién, se deduce que si un espacio de Banach E es isomorfo
a un cierto subespacio cerrado de otro espacio de Banach F', entonces E < F.

En el citado articulo de Edgar, se caracterizan ciertas clases de espacios de
Banach definidas mediante la relacién de Edgar. Nosotros estaremos especial-
mente interesados en los espacios de Banach F' tales que “F < £;”.

Antes de analizar esta ultima clase, mencionamos resultados sobre otras
clases de espacios de Banach que pueden consultarse también en Edgar [20].

En los siguientes ejemplos, E y F denotan espacios de Banach arbitrarios.

1. Si E es reflexivo, entonces E < F' para todo F.
2. FE es no reflexivo si y sdlo si £, < E.

3. E < cgsiy sélosi E verifica la condicién de Mazur. Un espacio de Banach
verifica la condicién de Mazur, si cualquier € E” que sea sucesionalmente

continuo sobre [E’,o(E’, F))], pertenece a E.
4. Si E es separable, entonces E < ¢p.
5. ¢g < E siy sélo si E tiene copia de cp.

6. {,, < E siy sélo si E tiene copia de £,.

Denotemos, momentaneamente la clase de los espacios de Banach E' tales
que E < ¢; por A. Algunas propiedades de la clase A se deducen rapidamente

de los puntos anteriores. Entre ellas,

1. Todo espacio de Banach reflexivo pertenece a A; es simplemente un caso

particular del punto 1. anterior.

2. Si un espacio de Banach E pertenece a A, entonces E verifica la condicion
de Mazur; pues si E € A, entonces E < (; y como {; es separable (; < co,

de donde E < ¢.
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3. Siun espacio de Banach F pertenece a A, entonces E no tiene copia de (,;

pues si E tiene copia de £, entonces {,, < E y como F < {; deducimos

que {,, < £y, i.e., ¢, tiene copia de {, lo cual es absurdo pues {, no es

separable.

4. Todo subespacio cerrado F' de un espacio de Banach E que pertenezca a

A, también pertenece a A; claramente F tiene copia de F, luego F' < E

y como E < {y, entonces F' < ¢;.

La clase A ha sido caracterizada gracias a la denominada propiedad (X),
introducida por Godefroy, Talagrand en [23], [24]. En Edgar [20], la propiedad

(X) se describe de modo distinto. Posteriormente veremos que ambas defini-

ciones son equivalentes.

Definicién 4.1.2 Sea E un espacio de Banach. Se dice que E tiene la propie-

dad (X) su:
[Godefroy, Talagrand], todo elemento z € E”, tal que verifique que,

(x,,2) =0,
para toda sucesidn (x,) débil* nula de E' con,

> Y, Tag1 — Ta)| < +o00  para todo y € E,

n=1
pertenece al propio E.
[Edgar], todo z € E" tal que,

<Zv Zl fn> = Z;(:wfn)a

para toda sucesidn (f,) de E' con

Z |fu(2)| < 400 para todo x € E,

n=1

debe estar en E. (La suma Y00, fn se toma en la topologia débil* de E'.)
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Teorema 4.1.1 Las dos definiciones anteriores son equivalentes.

DEMOSTRACION:

(=). Supongamos cierta la definicién de Talagrand. Consideremos pues z € E”
tal que “conmuta” con las series débil* incondicionalmente Cauchy de E’, y sea
(z,) una sucesién débil* nula de E’ tal que,

Z {y, Xn41 — Tn)| < 400 para todoy € E

n=1
Como Y (Zn41 — ) €s una serie telescopica débil* incondicionalmente con-
vergente (E es dual sucesionalmente completo), se tiene que,

(z,0(E E) = 3 _(np1 — @) = (2,0(E',E) = lim 3 (2k41 — Tp)) =+
k=1

n=1
C= (Zv,}i{log(wn+1 —21)) = (2,0 —21) = —(z,21)

Por otra parte, la primera expresion anterior es igual a,

x n

3oz v =) = lm 3 ((5 2e) = (2 0) = -

ne=l k=1
e 7}}_{&((2,&'”4_1) - (Z,.'L'1>)

Por tanto,

fim (e, =
y por la definicién de Talagrand, deducimos que z € E.

(<=). Supongamos cierta la definicién de Edgar. Consideremos pues z € E”
tal que (z,x,) — 0, para las sucesiones (x,) débil* nulas de E’ con “serie
telescopica asociada” débil* incondicionalmente Cauchy, y sea 3 f, una serie
arbitraria débil* incondicionalmente Cauchy de E'.

Como FE es dual sucesionalmente completo,

fose]

o(EVE)=Sfo — S = o(ELE)= 3 fi
n=1 k=1

k=m+1
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Definamos, para todo n € IN,
o(E' E) - Z fr
k=n
Como Y f, es una serie débil* incondicionalmente convergente, la sucesion
(z,,) es débil* nula.
Ademés, para cada y € E,

o0 o0

21y @i — @a)l = 30 [y, fud| < o0

n=1 n=1

Luego, podemos deducir que,
(Tn,2z) — 0,
lo cual equivale a decir que,
(= i) = e i) B0

Finalmente, por la definicién de Edgar, z € E. =

Nosotros, a continuacién, damos una nueva caracterizacion de la propiedad

(X)), usando las topologias asociadas de Orlicz—Pettis.

Teorema 4.1.2 Un espacio de Banach E tiene la propiedad (X) st y sdlo s1
7(E) = E" N Epp, donde Eqp es el dual topoldgico de [E',OP(a(E', E))).

DEMOSTRACION:

Basta recordar por un lado (seccién 1.3), que un funcional z € (E')*, pertenece
a Ep, si para toda serie 3" «,,débil* convergente por subseries de E’, en nuestro
caso equivalente a débil* incondicionalmente Cauchy (E es dual sucesionalmente
completo), se verifica que,

fo'e] fale]

(2.0(ELB) = Y ) = (=)

n=1 n=1
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Y considerar por otro lado, la definicién de Edgar de la propiedad (X). =

El resultado fundamental sobre la propiedad (X), es que Edgar en [20] de-

muestra que un espacio de Banach E tiene la propiedad (X) siy sélosi E < (;.

Ademés Talagrand, Godefroy [23], [24], prueban que si un espacio de Banach

F tiene la propiedad (X ), entonces E es el tnico predual isométrico de E', i. e.,

todo espacio de Banach F tal que F' sea isométrico a E’, ha de ser isométrico a

E. Por otra parte, también obtienen en [23], que estos espacios de Banach son

siempre débil sucesionalmente completos.

Godefroy en [25], da toda una serie de espacios de Banach que tiene la

propiedad (X'). Entre ellos,

ot

Reticulos de Banach separables débil sucesionalmente completos.

Espacios separables débil sucesionalmente completos complementados en

un reticulo de Banach.

Cualquier subespacio sucesionalmente completo de un reticulo de Banach

order continuous.

Espacios separables con estructura local incondicional que no contengan

uniformemente a (7 .
Cualquier predual de un algebra de von Neumann.
L,/H, (ver [1], [25]).

Cualquier subespacio del espacio de las funciones absolutamente inte-
grables L,(ut), respecto de cualquier espacio de medida completo y o—finito

(Q, %, 1) (ver [39, pp. 28-29], [19, IV.8.6]).

Cualquier espacio de Banach dual de un espacio de Banach separable, sin

copia de ¢; y que tenga la propiedad (u).
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4.2 Teoremas con /¢

Grothendieck en [27], dio varias y profundas aplicaciones del lema de Phillips.
Una de ellas fue que para espacios compactos Hausdorff de Stone 2, la conver-
gencia sucesional débil y débil* en C'(2) coincidian. Esto sugirio la siguiente

definicion:

Un espacio de Banach E se dice que es de Grothendieck si las con-

vergencias sucesionales débil y débil* en E’ son equivalentes.

Los espacios de Grothendieck estan fuertemente conectados con la teoria de
la medida a través de los espacios B(F) (ver [61]).

En [15], [22], [27], pueden verse diversas caracterizaciones de los mencionados
espacios de Grothendieck, que Diestel Ukl [17, p. 197], formulan conjuntamente

en el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1 Sea E un espacio de Banach. Son equivalentes:

(1) E es un espacio de Grothendieck.

(2) Para todo espacio de Banach F, tal que F' tenga bola unidad cerrada débil*
sucesionalmente compacta, cualquier aplicacidn lineal y continua de E en F es
débilmente compacta.

(3) Para todo espacio de Banach F de generacion débilmente compacta, cual-
quier aplicacidn lineal y continua de E en F' es débilmente compacta.

(4) Toda aplicacion lineal y continua de E en cy es débilmente compacta.

En el contexto mas general de los espacios localmente convexos, pretende-
mos dar resultados andlogos al teorema anterior para el espacio de sucesiones
;. Consideraremos una propiedad sobre series incondicionalmente Cauchy que
“recuerda” la condicién sucesional que define los espacios de Grothendieck. A
saber:

Las series débil y débil* incondicionalmente convergentes del dual topolégico

coinciden.
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El teorema mencionado es el siguiente.

Teorema 4.2.2 Sea E un espacio dual Z-completo. Son equivalentes:

(1) Toda serie incondicionalmente comvergente en [E',o(E',E)] es incondi-
cionalmente convergente en [E',oc(E', E")].

(2) |[E',o(E', E")] es Z-completo.

(8) OP(c(E',E)) es mds fina que B(E', E).

(4) [E',B(E', E)] no tiene copia de co.

(5) Toda aplicacion lineal y débil continua de E en {y lleva conjuntos acotados
en conjuntos relativamente compactos.

(6) Toda aplicacién lineal y o(E,E') — a(\, A*)—continua de E en A lleva con-
juntos acotados en conjuntos relativamente o(A, \*)-compactos, donde A es un
espacio de sucesiones perfecto.

(7) Toda aplicacién lineal y débil continua de E en F lleva conjuntos acotados
en conjuntos débil relativamente compactos, donde F es cualquier espacio de
Banach tal que F < {y en la ordenacién de espacios de Banach de Edgar.

(8) Toda aplicacion lineal y débil continua de E en F' lleva conjuntos acotados
en conjuntos débil relativamente compactos, donde F es un espacio de Banach
dual de un espacio de Banach sin copia de {1 y con base incondicional.

(9) Toda aplicacién lineal y débil continua de E en F' lleva conjuntos acotados
en conjuntos débil relativamente compactos, donde F es cualquier reticulo de

Banach separable débil sucestonalmente completo.

DEMOSTRACION:

(2)(4). Como E es dual T—completo, y la topologia fuerte 3(E’, E) tiene una
base de entornos de cero formada por conjuntos o(E’, E')-cerrados, el lema de
Bourbaki-Robertson nos permite decir que [E’, 3(E’, E)] es E—completo.

Ademés, puesto que E” := [E', B(E', E)], el teorema 2.2.5 toma la forma,

[E',0(E', E")] es £-completo si y sdlo si [E', 3(E’, E)] no tiene copia de co.
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(6)=>(5). Pues {; es un espacio de sucesiones perfecto y la topologia generada
por la norma es p(£;,0¢ = L, ). Ademas, como ¢; tiene la propiedad de Schur

los conjuntos débil y norma compactos son los mismos.

(7)=(5). Pues la ordenacién de Edgar es reflexiva y {; tiene la propiedad de

Schur.

(8)=(5). Pues (; es el dual de cg, y co tiene base incondicional. Por otra parte,
co 1o tiene copia de ¢y, pues su dual que es £y, es separable (Jarchow [31, pp.

310-312]). Finalmente, recordar que ¢; tiene la propiedad de Schur.

(9)=>(5). Pues {; es separable y por el lema de Schur débil sucesionalmente
completo. Como ¢; tiene base incondicional, también es un reticulo de Banach

(Lindenstrauss [39, p. 2]).

(1)=(2). Sea Y x,una serie incondicionalmente o(E’, E”)-Cauchy. Por tanto
S anes incondicionalmente o(E’, E)-Cauchy y como E es dual Y-completo,
incondicionalmente o(E’, E)-convergente. Finalmente, por (1), dicha serie es

incondicionalmente o(E’, E")-convergente.

(2)=(3). Sea Y z,una serie o(E’, E)-convergente por subseries. En particular
S znes o B!, E)-incondicionalmente Cauchy y, por tanto, su rango S(z,) es un

conjunto o(E', E)-acotado.

Por otra parte, como E es dual £-completo, [E’,o(E’, E)] es localmente
completo y por Jarchow [31, p. 197], se tiene que p*(E', E) = B(E',E).

Luego si §(2,,) un conjunto o( E', E )-acotado, entonces es 5*( E’, E')~acotado
y por el comentario anterior 3(E’, E)-acotado, luego o(E’, E”)-acotado. Es

decir, la serie 3" x,es incondicionalmente o( E’, E”)-Cauchy.

Usando (2) y por el teorema de Orlicz—Pettis deducimos que dicha serie es
((E', E" )—convergente por multiplicadores acotados, de donde en particular es

B(E', E)-convergente por subseries. Es decir, OP(o(E', E)) > B(E', E).
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(3)=>(6). Sea T una aplicacién lineal de E en A en las correspondientes hipotesis
de (6).

Puesto que T es,
o(E,E') — a(\, \*) — continua,
su aplicacion adjunta sera,
o(A",A) —o(E', E) — continua =

o(A*,A*) — o(E', E) — continua

Si consideramos las topologias de Orlicz—Pettis asociadas y por el teorema

1.3.2, se tiene que T™ también es,
OP(a(A*,A*¥)) — OP(o(E', E)) — continua =
OP(u(A*,X**)) — OP(¢(E',E)) — continua =
A, A*%) — OP(o(E',E)) — continua =
w(A*;A) — OP(o(E', E)) — continua
Por (3) deducimos finalmente que T™ es,
(A%, A) — B(E', E) — continua =
o(A*,\) — o(E', E") — continua
En otras palabras, y con las correspondientes identificaciones,
T(E")yC A

Esto dltimo por Kéthe [37, p. 204] equivale al resultado a probar, i. e., T

lleva acotados en débil relativamente compactos.

(3)=(7). Sea T una aplicacién de E en F con las correspondientes hipdtesis

del punto (7).
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Como T es débilmente continua, su adjunta T™ es,
o(F',F)— o(E', E) — continua,
y por tanto la adjunta de la adjunta 7™ es
o(E"E"Y —o(F", F') — continua

En particular, T**( E"”) C F". Por otra parte, si consideramos las topologias

de Orlicz—Pettis asociadas, obtenemos que T™ también es,
OP(o(F',F)) — OP(¢c(E',E)) — continua =
OP(u(F',F)) — OP(¢(E', E)) — continua =

((F', Fyp) — OP(o(E', E)) — continua

Esto ltimo por los resultados de la seccién 1.3, y usando las notaciones del
teorema 4.1.2.

A su vez, por (3) deducimos que T* es,
w(F',Fpp) — A(E', E) — continua =

o(F',Fyp) — o(E', E") — continua

Por tanto, y teniendo en cuenta que F es un espacio de Banach tal que

F < (4, tenemos la siguiente inclusion,
T(E")C F"N Fyp = n(F)

Finalmente, como en la implicacién anterior, por Kothe [37, p. 204], T lleva

acotados en débil relativamente compactos.

(7)=(8). Pues son espacios de Banach que verifican la relacién F' < (; (seccién
4.1), ya que todo espacio de Banach con base incondicional tiene la propiedad

(u) (Singer [62, p. 445]), aparte de ser logicamente separable.
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(7)=-(9). Pues son espacios de Banach que verifican la relacién F' < ¢; (seccién

4.1).

(5)=(1). Sea ¥ w,una serie incondicionalmente o(E’, E)-convergente de E'.
Como,

> Ky, z4)| < +o0  para todo y € E,
n=1

podemos definir la siguiente aplicacion lineal,
T: E—{

y = T(y) := ({4, Z))n

Ademsés, puesto que E es dual L-completo la serie 3 z,es o(E’, E)-con-
vergente por multiplicadores acotados y, por tanto T*({s) C E’. Es decir, la
aplicacién T es o(E, E') — o({y, (s, )—continua.

Estamos pues en las condiciones del punto (5), y por tanto la aplicacién T
lleva conjuntos acotados de E en conjuntos relativamente compactos de [(y, || ||1].

Sea A un acotado de E. Por la caracterizacién de los relativamente com-
pactos de ¢ ([37, p. 282]), deducimos que,

tim (sp 3 o) ) =0

a€Ad k=n

Si probaramos que la serie ¥ z,es { E', E)-Cauchy por subseries, aplicando
el lema de Bourbaki-Robertson y que Y z,0(E’, E)-convergente por subseries,
obtendriamos que Y z,es B(E’', E)-convergente por subseries y, en particular,
incondicionalmente o( E’, E")-convergente.

Sea pues, 3, ,, una subserie arbitraria de - @,y p4- el calibrador de la
polar de un cierto acotado A de E. Recordando que una base de entornos de cero
de la topologia fuerte S(E’, E) viene dada por las polares de los subconjuntos

acotados de E, tenemos que,

m m
Pao (Z arnj) = sup [(a,)_a,) <...
=k

a€A =k
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m o0
... < sup Z l{a,z,,})| < sup Z l{a,z;)] — 0
a€A j=k a€A j=k
(cuando k,m — +o00).
Es decir, la serie 3 znes 3( E', E)-Cauchy por subseries y la implicacién esta

probada. [ ]

Observaciones

[1]. Mas ejemplos de espacios de Banach F verificando la condicién F' < {4,

pueden encontrarse en la seccion 4.1.

[2] Entre espacios de Banach, las aplicaciones lineales y continuas que llevan
acotados en débil relativamente compactos, son precisamente las aplicaciones

débilmente compactas (Kothe [37, pp. 200-202]).

[3] Si seguimos la terminologia de Day [8, p. 66], una aplicacién lineal y con-
tinua entre espacios localmente convexos que lleve acotados en relativamente
compactos se denomina completamente continua. Desde este punto de vista, el
teorema anterior da condiciones para que una aplicacién lineal y continua que

tenga como espacio de llegada a ¢;, sea completamente continua.

[4] Consideremos la siguiente caracterizacién de G. Enmanuelle [21] de los con-

juntos (V*) (ver [47]):

Un subconjunto A de un espacio de Banach E es un conjunto (V*)
si y sélo si toda aplicacién lineal y continua de E en (4, lleva A en

un relativamente compacto de ¢;.

Por tanto, el teorema anterior nos dice que en los espacios de Banach cuyo

dual no tenga copia de cp, todos los conjuntos acotados son conjuntos (V).
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[5] Los espacios de Banach mencionados en los puntos (8),(9) tienen la deno-
minada propiedad (V*) de Pelczynski (i. e., todos los conjuntos (V*) son débil
relativamente compactos).

En efecto, para los reticulos de Banach débil sucesionalmente completos, se
puede consultar en [21].

Y por otra parte, todo espacio de Banach sin copia de {; y con la propiedad

(u) tiene la propiedad (V') ([47]), de donde su dual tiene la propiedad (V*)
([47]).

A continuacién, aplicamos el teorema anterior en varios contextos distintos.

En la mayoria de ellos aparecen comentarios sobre copias de ¢g o £;.

Corolario 4.2.1 Sea E un espacio dual Z-completo. Si [E', B(E', E)] es sepa-
rable, entonces [E', B(E', E)] no tiene copia de cq.

DEMOSTRACION:

Basta observar que, por Kalton [32], si E tiene dual fuerte separable se verifica

el punto (5) del teorema anterior. n

Corolario 4.2.2 Sea A\ un espacio de sucesiones perfecto. Si [A*, B(A*, A)] no

tiene copia de cy, entonces [N, o(A, AY)] es semirreflezivo.
DEMOSTRACION:

Puesto que [A% o(A*, A = A?")] es sucesionalmente completo, el teorema ante-
rior nos indica que la aplicacién identidad en [A, (A, A¥)] lleva acotados en débil

relativamente compactos, es decir, A es semirreflexivo (Jarchow [31, p. 227]).m
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Corolario 4.2.3 Sea A\ un espacio de sucesiones conteniendo a ¢, tal que
[A, (A, A%)] es un espacio de Frechet.

Entonces st [A, (A, A%)] y [A%, B(A*, A)] no tienen copia de cy, se tiene que
[A, (A, A%)] es reflezivo.

DEMOSTRACION:

Como el espacio es de Fréchet, es dual T-completo. Por otra parte, [A, u(A, A%)]
tiene la propiedad (u) (seccién 1.2), luego A es sucesionalmente o(A, A%)-com-
pleto si y sélo si es (A, A¥)-Z-completo.

Por el teorema 2.2.5 y puesto que [A, u(A, A*)] no tiene copia de cp , de-
ducimos que A es sucesionalmente (A, A*)—completo, luego es un espacio de
sucesiones perfecto (Kathe [36, p. 423]).

Aplicando el teorema anterior a la aplicacién identidad con [\, o(A, A%)],

concluimos que A es reflexivo. n

Corolario 4.2.4 Sea E un espacio dual Z-completo y (z,) una base incondi-
cional en E. Si [E',3(E',E)] no tiene copia de co, entonces la base (x,) es

“shrinking”.
DEMOSTRACION:

Si denotamos por (u,) la sucesién de coeficientes funcionales asociada a (z,,), se
tiene que (u,) es una base incondicional en [E’, o( E’, E)] (Jarchow [31, p.309]).

Por el teorema anterior y puesto que E es dual T-completo, las series,
> {wn, u)u,, conu e E',

son B(E', E)-convergente por subseries, y por tanto la base es “shrinking”. m

En particular, por Jarchow [31, pp. 310-311], si E es un espacio tonelado

sucesionalmente completo con base incondicional y tal que [E’, 3(E', E)] no
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tiene copia de ¢p, entonces E no tiene copia de {; y su dual fuerte es separable.

Corolario 4.2.5 Sea E un espacio de Banach. Si1 E < ¢y y no es reflexivo

(0, < E), entonces E tiene copia complementada de {;.

DEMOSTRACION:

Por Diestel [14, p. 48], es suficiente probar que E’ tiene copia de co.
Supongamos que no fuera asi. En ese caso, podriamos aplicar el teorema
anterior a la identidad en E y obtendriamos que la bola unidad cerrada de E

es débilmente compacta, i.e., E es reflexivo, y llegarfamos a contradiccién. =

Corolario 4.2.6 Sea E un reticulo de Banach separable. Entonces E es re-
flezivo si y sélo si E no tiene copia de co y E no tiene copia complementada de

ly.

DEMOSTRACION:

(=). Si E es reflexivo todo subespacio cerrado es reflexivo, y no puede ser por
tanto isomorfo ni a ¢y ni a ;.
(<) Por Lindenstrauss [39, p. 34], E no tiene copia de ¢g si y solo si E es debil
sucesionalmente completo.

Por Diestel [14, p.48], E no tiene copia complementada de (; si y sélo si E’
no tiene copia de co.

Asi que podemos aplicar el teorema anterior a la aplicacién identidad en E

y obtenemos que E es reflexivo. =
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4.3 Teoremas con ¢

Thomas en [63], da la siguiente relacién entre la completitud local y la 3-

completitud,

Teorema 4.3.1 51 E es un espacio localmente completo, tal que toda aplicacién
lineal y continua de C(K) en [E,o(E, E')] es compacta, para todo espacio com-

pacto K, entonces [E,0(E, E'")] es Z-completo.

A continuacién, damos una extensién de este teorema, que puede conside-

rarse en cierto sentido como una forma dual del teorema 4.2.2 (puntos (2) y

(5))-

Teorema 4.3.2 Sea [E, 7] un espacio localmente completo. Son equivalentes:
(1) [E,o(E,E'")] es T~completo.

(2) Toda aplicacion lineal y continua de ¢y en E es compacta.

DEMOSTRACION:

(1)=(2). Sea T : ¢ — E una aplicacién lineal y || || — Te—continua.
Dado @ = (a,) € co, es conocido que para la topologia de la norma, se

verifica que,
n

n
Z arep — a
k=1

Puesto que T' es continua, deducimos que en [E, 7],

>_arT(ex) — T(a)

k=1
Es decir, la serie 3 T'(e,) es T—convergente por co—multiplicadores, luego in-
condicionalmente o( FE, E')-Cauchy. Por (1), dicha serie es débilmente conver-
gente por multiplicadores acotados, y finalmente por el teorema de Orlicz—Pettis

T—convergente por multiplicadores acotados.
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Esto implica que el conjunto D = B(T'(e,)) " es 7-compacto. Es mas, dicho

conjunto es,

D= {T— {2 a, T(e,): a€ B1(€co)}

n=1

Por otra parte,
T(Bi(co)) = {T(a): a € By(co)} = ...

.= {r - i a,T(e,): aé€ Bl(co)} cD

n=1

Es decir, T(B(co)) es relativamente 7—compacto y, por tanto T es una

aplicacion compacta.

(2)=+(1). Sea Y z,una serie incondicionalmente o(E, E')-Cauchy. Como E es
localmente completo, por el teorema 2.3.3 se tiene que dicha serie es Tg—con-
vergente por co—multiplicadores.

Esto nos permite definir la siguiente aplicacién lineal y continua,
T : [eo, || o] = [E: 7]

a=(a,) T(a) =T — i On Ty

n=1

Aplicando (2), T es compacta. Es decir, T(B;(co)) es un conjunto relativa-
mente T—compacto.
Por otra parte, como By({., )N ¢ C Bi(co), se tiene que,
B(z,) = {m-)_a.T(es): (an) € Bi(ls) N ¢} C T(Bi(co))
n=1
Es decir, B(x,) es relativamente 7—compacto, luego la serie 3 x,es T—con-

vergente por multiplicadores acotados y, por tanto, débilmente convergente. m

Teniendo en cuenta el teorema 2.2.5, el resultado anterior para espacios

Y —completos puede particularizarse de la siguiente forma.
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Teorema 4.3.3 Sea [E, 7] un espacio T-completo. Son equivalentes:
(1) [E, 7] no tiene copia de co.

(2) Toda aplicacidn lineal y continua de co en E es compacta.
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