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A Fer y Pablo.




La verdadera locura quizd no sea otra cosa que la sabi-
duria misma que, cansada de descubrir las verglienzas del
mundo, ha tomado la inteligente resolucion de volverse
loca.

ENRIQUE HEINE




Resumen

En este trabajo se aborda el estudio (que sepamos, por primera vez en
Espafia) de las superdlgebras de Lie nilpotentes, resolviendo diversos pro-
blemas y planteando otros.

El primer problema que se trata es el de la determinacién del nilindice
maximal, probando que se alcanza el mdximo posible (una unidad menor a la
suma de las dimensiones de la parte par e impar de la superalgebra de Lie) en
determinados casos, pero que no es posible hacerlo siempre. En particular,
se refuta la conjetura de que toda superalgebra de Lie de nilindice maximal
es filiforme.

Otro problema importante que se estudia es el de la determinacién de
bases “suficientemente buenas” (a las que se denominan bases adaptadas,
por jugar un papel anslogo al de las bases adaptadas de las dlgebras de Lie).
El conocimiento de estas bases nos permite obtener resultados teéricos en
el caso de superdlgebras de Lie con nilindice elevado y nos sirve de base
para la clasificacién explicita de familias de superdlgebras de Lie de nilindice
pequeno.

En particular, se dan clasificaciones explicitas en dimensién abstracta de
familias de superalgebras de Lie nilpotentes que generalizan, en cierto sentido,

a las 4lgebras de Heisenberg. Que sepamos, es la primera vez que se clasifican
familias de superélgebras de Lie nilpotentes en dimensién cualquiera.

Se estudian también propiedades geométricas a partir de las correspon-
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dientes superalgebras de derivaciones.
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Introduccion

Sophus Lie (1842-1899) y Felix Klein (1849-1925) estudiaban juntos en Berlin
cuando concibieron la idea de estudiar sistemas matematicos desde la pers-
pectiva del grupo de transformaciones que los deja invariantes. Asi, Klein
consideré el papel de los grupos finitos en el estudio de cuerpos regulares y
en la teoria de ecuaciones algebraicas, mientras Lie desarrollaba su nocién
de grupo de transformaciones continuas y su papel en la teoria de ecuaciones
diferenciales.

Asi surge la teoria de Lie y, por consiguiente, la nocién de algebra de
Lie, que hoy en dia es de una utilidad fundamental en diversas dreas como el
analisis, la geometria diferencial, la teoria de nimeros, las ecuaciones diferen-
ciales, la estructura atémica, la fisica de alta energfa, los sistemas dindmicos,
el sélido rigido, el campo electromagnético, la mecénica cudntica o la teoria
de la relatividad, entre otras.

La teoria de las superdlgebras de Lie es mucho mads reciente y generaliza a
la desarrolada por Lie: una superalgebra de Lie es, en particular, un lgebra
Z,—graduada, g = gy g, donde la clase del cero gg es ella misma un algebra
de Lie.

Luego las superalgebras de Lie contienen como casos particulares (o dege-
nerados) a las dlgebras de Lie teniendo, por tanto, un papel muy importante

dentro de multitud de &reas.

En las dltimas décadas la teoria de las superélgebras de Lie ha experimen-
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tado una notable evolucién en matemadticas y en fisica. La primera nocién
de superalgebra de Lie, tal y como se conoce hoy en dia, se debe a Corwin,
Ne’eman y Sternberg [22] y es de 1974. La primera descripcién comprensible
matematicamente se debe a Kac [33] en 1977, que establece la clasificacién de
las superdlgebras de Lie simples (que, en particular, verifican que su cadena
central descendente nunca se anula, siendo estable e igual a la superalgebra),
de dimensién finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
cero. Posteriormente, otros autores han estudiado las superalgebras de Lie
semisimples y su cohomologia [36], [37].

Sin embargo, existen muy pocos resultados acerca de las superdlgebras
de Lie nilpotentes [30] y [24], y son o bien para dimensiones concretas o
bien para un tipo muy particular de superdlgebras g = g7 @ g7, las llamadas
“superalgebras de Lie filiformes” que son aquellas con invariante de Goze
(n —1,1|m) (donde n = dim(gg) y m = dim(gg)). Las superdlgebras de Lie
nilpotentes son aquellas en las que se anula la sucesién central descendente;
a la posicién del primer ideal nulo de la sucesién central descendente donde
se anula se le llama nilindice de la superalgebra de Lie.

El primer problema “natural” que aparece al estudiar las superdlgebras
de Lie nilpotentes es encontrar para cada par de dimensiones n y m, donde
n = dim(gg) y m = dim(gg), cuél es el nilindice mayor posible, f(n,m), y
encontrar las superdlgebras que lo alcanzan. De la funcién que da el nilindice
maximal se conoce que es una funcién lineal en n y m, y que siempre tendra
como cota superior a n+m, f(n,m) < n+m.

Para cada par de dimensiones n y m, el conjunto de estas superalgebras
de nilindice maximal se notard mediante M"T™ y constituyen, en cierto
sentido, la verdadera generalizacién de las dlgebras de Lie filiformes (las
lgebras de Lie de nilindice maximal) para la teoria de las superdlgebras de
Lie. Juegan un papel primordial dentro de la variedad algebraica de todas
las superalgebras de Lie nilpotentes AN™*™  en particular, constituyen un
abierto de dicha variedad para la topologia de Zariski, aportando una valiosa
informacién acerca de las componentes irreducibles de A*™.

Que conozcamos, esta memoria constituye el primer trabajo que se realiza
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en este sentido.

Recientemente se ha introducido [24] en la teoria de las superdlgebras de
Lie el invariante de Goze o par de sucesiones caracteristicas que generaliza
al invariante usado en 4lgebras de Lie. Si g = g5 @ g7 es una superdlgebra de
lie se define invariante de Goze de g, y se denota gz(g), a

92(g) = ( max gzo(X1) | max gz1(X;) ) VX1, X, € g5 — 95, 89

donde gz;(X) representa a la sucesién caracteristica, formada por las di-
mensiones de los bloques de Jordan, ordenadas de forma lexicografica, de la
matriz asociada al operador ad(X) restringido a g; (1 =0, 1).

Se observa que el invariante de Goze no puede ser mayor que (n—1, 1} m)
(caso en el que se tendria en particular que gy es un dlgebra de Lie filiforme).
Surge en este momento una conjetura

g = g5 ® g7 € M™™ = g tiene invariante de Goze (n — 1,1| m)

o lo que es lo mismo:

M

donde F**™ denota a la variedad de las superdlgebras de Lie de invariante de
Goze (n —1,1| m). A éstas dltimas superalgebras, y como ya se ha indicado
anteriormente, se las ha llamado superigebras de Lie filiformes (aunque, en
algin sentido, no constituyan la verdadera generalizacién de las dlgebras de
Lie filiformes).

En este trabajo se determina el nilindice maximal f(2,m) con m impar
y se encuentran cotas inferiores muy cercanas al valor de la funcién f(n,m)
para casi todos los valores posibles de n y m (siendo hoy en dia una conjetura
el que las cotas inferiores encontradas coincidan con la funcién nilindice maxi-
mal), dejandose sin estudiar, por su extrema complejidad, sélo una cantidad
finita de casos. Asi mismo se determina totalmente la variedad M2™™, con
m impar, probando que en este caso es cierta la conjetura M"t™ C Frt™,
esto es:

M2™ c F24™ con m impar
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También es prueba que la conjetura NO se verifica para al menos n =3y

m impar, esto es
M3 ¢ F3*™ o con m impar

Se determina la variedad M?*™ con m impar que se prueba que coincide
exactamente con la érbita de la superdlgebra K?™, denotada asi en honor
al profesor Y. Khakimdjanov, érbita que a su vez se explicita como familia
(1) —paramétrica. Se obtiene, tras el estudio cohomologico de esta su-

2
peralgebra, que la variedad algebraica A?*! es irreducible y que N**™ con

. . . . e 2 . <,
m impar y m > 3 tiene una componente irreducible, O(K2™)," de dimensién
mayor o igual a m? + 3,

A lo largo del estudio anterior y como complemento del mismo se clasi-
ficardn una gran parte de las superalgebras de Lie nilpotentes de dimension
5, todas las pertenecientes a A2*2 no filiformes.

Esto da pie a la introduccién del segundo problema que se aborda
en esta memoria: la clasificacién. En cierto sentido, uno de los primeros
problemas que se plantea al estudiar un cierto tipo de estructuras algebraicas
es su clasificacién. Para las dlgebras de Lie, a pesar de haber sido planteado
hace més de un siglo y de ser muchos los autores en atacar el problema:
[21], [49], [38], [48], [39], [20], [3], [44] y [47], en la actualidad sdlo se conoce
la clasificacién completa de las dlgebras de Lie nilpotentes hasta dimensién
7. Por tanto, muchos autores se centran en las algebras de Lie filiformes
(Ancochea y Goze [2], y Gémez, Jiménez-Merchan y Khakimdjanov [26]) o
en las p—filiformes que generalizan las anteriores (Cabezas y Gémez, solos o
junto a Camacho y Navarro [12],[11], [9], [10], [14], [13] ¥ [15]).

Con todo lo anterior se deduce que la clasificaciéon de las superdlgebras
de Lie va a resultar un problema imposible de resolver. Que conozcamos, las
clasificaciones que se presentan en esta memoria son las primeras clasifica-
ciones que se presentan para superdlgebras de Lie nilpotentes en dimension
arbitraria.

Dentro de las dlgebras de Lie, y en el extremo opuesto a las dlgebras de
Lie filiformes (nilindice n — 1), se encuentran las dlgebras de Lie de nilindice
2 6 metabelianas (el caso de nilindice 1 es trivial). Quizés las algebras meta-
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belianas més importantes sean las de Heisenberg, #,, que aparecen en cada
dimensién impar 2r + 1, que son las unicas dlgebras de Lie 2—nilpotentes y
centro unidimensional y, ademds, juegan un papel relevante no sélo dentro
de la teoria de Lie, sino dentro de otros campos como la fisica cudntica [45].

En este trabajo se generalizan las dlgebras de Heisenberg a la teoria de las
superalgebras de Lie, estudidndose las superdlgebras de Lie con parte par el
algebra de Lie de Heisenberg. De todas las superalgebras de Lie de Heisenberg
destacan las 2—nilpotentes, y dentro de éstas las de centro unidimensional,
ya que éstas constituyen el verdadero “calco” algebraico y geométrico de las
algebras de Lie H, en la teoria de superdlgebras de Lie.

Se clasifican, determindndolas completamente, las superalgebras de Hei-
senberg con dimensién arbitraria de la parte par y dimensién de la parte
impar menor o igual a 2. De las de dimensién de la parte impar igual a 3,
se clasificarn las de invariante de Goze minimal (2,1,...,1| 1,1,1) y las de
invariante de Goze maximal (2,1,...,1] 3). Del resto, es decir, las de inva-
riante de Goze (2,1,...,1]| 2,1), se presenta la familia genérica y se clasifican
las 2—nilpotentes y, dentro de éstas, las de centro unidimensional.

Al mismo tiempo que se aborda el problema del nilindice y de la cla-
sificacién se considera de forma subyacente el “problema cero” de las su-
peralgebras de Lie que consiste en encontrar bases “suficientemente cémodas”
(a las que se denominan bases adaptadas) para cada tipo de superdlgebras
que se trate en cada caso, enunciando y probando en esta memoria los teo-
remas de base adaptada para cada tipo de superdlgebras que se estudia.

Como conclusién al trabajo y como aplicacién de los resultados obtenidos,
se presentan varias conjeturas, como son:

Conjetura 1: g € N**™ de invariante de Goze (p1,ps, - - -, Pkl 41,925 - - -» @),
entonces su nilindice serd < p; + ¢1.

Conjetura 2: f(n,m)| goem = f(1,M)|jnim

Conjetura 3: g = g5 ® gy € M"™ = g; filiforme.
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A continuacién se desglosara el contenido de los capitulos de esta memo-
ria.

En el capitulo 1 se da una breve recopilacién de resultados y definiciones
que seran utilizados a lo largo de todo el trabajo.

En el capitulo 2 se presentan las superalgebras de Lie filiformes probando
la existencia de base adaptada para ellas.

En el capitulo 3 se estudia la variedad de las superdlgebras de Lie de
nilindice maximal para la variedad de las filiformes y generalizando estos
resultados para toda la variedad de las superalgebras de Lie nilpotentes. Se
clasifican, al mismo tiempo, todas las nilpotentes no filiformes para dimensién
2 de la parte par y dimensién 3 de la parte impar.

En el capitulo 4 se estudian propiedades geométricas de la familia de
superalgebras de Lie K*™, que determina la variedad M?*™ para m impar.
Este estudio se hara via la determinacién de la superdlgebra de derivaciones
correspondiente, encontrando una base y la dimensién del primer espacio de
cohomologia y la dimensién del espacio de cobordes pares de grado 2 y del
espacio de las érbitas. Se obtienen propiedades acerca de las componentes
irreducibles de A/*™.

En el capitulo 5 se estudian las superalgebras de Lie de Heisenberg con
dimensién arbitraria de la parte par y dimensidon de la parte impar menor
o igual a tres. De éstas se clasificardn totalmente las de dimensién de la
parte impar menor o igual a 2. De las de dimensién de la parte impar igual
a 3, se clasificaran las de invariante de Goze minimal (2,1,...,1| 1,1,1)
y las de invariante de Goze maximal (2,1,...,1| 3). De las de invariante
de Goze (2,1,...,1| 2,1) se presenta la familia genérica y se clasifican las
2—nilpotentes y, dentro de éstas, las de centro unidimensional.

Se termina la memoria con una recopilacién de algunos de los problemas
que surgen de esta memoria y que han quedado abiertos.
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Notacién. A lo largo de todo el trabajo, y por simplicidad, dada una su-
perdlgebra de Lie g se notard a la clase del cero y a la clase del uno por go y
g1 respectivamente, en lugar de g5 y g7. También se notard del mismo modo
a los ideales graduados con los que se trabaje, en particular a los ideales de
la sucesién central descendente: Ci(g) = C*(g)o ® C*(g):.
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Capitulo 1

Definiciones y terminologia

A lo largo de este capitulo, asi como en los siguientes, siempre se trabajara
con C-espacios vectoriales (y, por tanto, con dlgebras) de dimensién finita.

1.1 Espacios vectoriales 7Z;-graduados y su-
peralgebras

A lo largo de esta seccién se veran algunas definiciones sobre ciertas estruc-
turas algebraicas graduadas, en concreto Z,-graduadas. Para més detalles
ver (7], [8].

Espacios vectoriales Z,-graduados

Un espacio vectorial V' sobre un cuerpo IK se dice que estd Z;-graduado
si admite la siguiente descomposicién en suma directa

V=WeWn

A Vj se le llama la parte par de V' y se dice que sus elementos, X, son
homogéneos de grado 0, lo que se notara como deg(X) = d(X) =0, X € Vj,

1



2 1. Definiciones y terminologia

asi como a V] se le llama la parte impar de V' y sus elementos, Y, se dice que
son homogéneos de grado 1, deg(Y) =d(Y)=1,Y € V.

Aplicaciones lineales homogéneas

Sean V y W dos espacios vectoriales Zj-graduados, V =V, @ Vi y W =
= Wy, ® W; y sea f una aplicacidn lineal entre ellos f : Vo @ Vi — Wy @ W1
Se dice que f es una aplicacién lineal homogénea de grado v, v € Z,, entre
V 'y Wsi f(V,) C Waqy para todo oo € Zy. A 7 se le notara, igualmente,
por deg(f) o simplemente por d(f) cuando no haya lugar a confusién.

Superalgebras

Una superélgebra, por definicién, no es mas que un algebra g = go ® g1
Z,-graduada (esto es, tal que si se denota por [, | su multiplicacién se tiene
que [ga, 5] C Gatp(modz) Para cualesquiera valores oy 8 de Zy)

Nota 1.1.1 a) Las definiciones de subélgebra graduada, ideal graduado y
de 4lgebra cociente graduada de g son estdndares.

b) En particular, el dlgebra [g, g] es un ideal graduado de g.

c) Se va a suponer siempre que los homomorfismos (isomorfismos, auto-
morfismos) de superélgebras son compatibles con la Z,-graduacion, es decir,
que son aplicaciones lineales homogéneas de grado 0.

1.2 Superalgebras de Lie

1.2.1 Algebras de Lie

Un 4lgebra de Lie (g, 1) sobre un cuerpo IK es un espacio vectorial g sobre
IK dotado de una aplicacién bilineal p : g X g — g, llamada producto o ley
del 4lgebra, que cumple las propiedades

pz,z) =0
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y la identidad de Jacobi, que se expresa como
(@, u(y, 2)) + ply, p(z, 7)) + p(z, pz,y)) =0

para todos los elementos z,y, z de g.

Una representacién del dlgebra de Lie g sobre el espacio vectorial V' es
una aplicacién lineal p : g — End(V) tal que

p([X,Y]) = p(X) 0 p(Y) = p(Y) 0 p(X)

para todo X,Y € g. En este caso se dird que V es un g-médulo.

1.2.2 Definiciones de superilgebras de Lie

Una primera definicién bésica de superdlgebra de Lie puede encontrarse en
[46].

Definicién 1.2.1 Una superdlgebra de Lie no es mds que un espacio
vectorial Zy-graduado, g = go ® g1, dotado de un producto [, | que verifica:

1. [ga, 98] C BatB(mod2)  Vo,B € Zy.
2. [X,Y] = —(-1)*P[Y,X] VX € ga,VY € g5.
3. (-1)7X,[Y, Z]] + (-1)*P[Y,[Z,X]] + (-1)?7[Z,[X,Y]] = O para

todos los elementos X € g4,Y € 93,2 € g, con &, B,y € Zo.

Esta ultima propiedad se denomina identidad de Jacobi graduada o
super-relacién de Jacobi y se notard en lo sigue como J,(X,Y, Z).

Una segunda definicién de superdlgebra de Lie, en la que se pone de
manifiesto la relacién que existe entre superdlgebras y élgebras de Lie, se
puede encontrar en [5).
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Definicién 1.2.2 Una superalgebra de Lie es un espacio vectorial
ZLy-graduado, g = go @ g1, tal que:

1. go es un dlgebra de Lie (de ley ).
2. g1 es un go-mddulo (de producto “.”).
3. Eziste una aplicacidn bilineal y simétrica B : g1 Xg1 — o, que verifica:

3.1. B es go-invariante, esto es:

p(X,B(Y1,Y2)) = B(X.Y1,Y2) + B(Y1,X.Y3), VX € g0,V11, Y2 € g1

9.2. B(Y1,Ys).Ya+B(Y5,Ya).Yi +B(Y, Y)Y, =0, V¥; € g, 1 <i < 3.

Nota 1.2.1 a) La propiedad 2 de la definicién 1.2.2 equivale a la existen-

« o,

cia de una aplicacién bilineal o producto “.:go X g1 — g1 (que se denota
(X,Y) = X.Y) que verifica la siguiente condicién:

,LL(Xl, Xz)Y = Xl.Xz.Y — XQ.Xl.Y

(Para més detalles sobre go-médulos ver [31], Cap.2, Sec.6.1.)

b) En las condiciones de la definicién 1.2.2 se define una nueva ley, [, ],
sobre g como sigue:

[ X1, Xa] = (X1, X2) si X1, X2 € go
(X1, V1] ==V, X1]=X1.Y17 siX1€g0,Y1€m
[}/'17}/2]:3(1/1)}/2) Si }/'I,Yéegl

Gracias a esta ley, [, ], de la superélgebra de Lie, la condicién que se ha
obtenido en a) junto con las condiciones 3.1 y 3.2 conforman la identidad de
Jacobi graduada para todas las posibles elecciones de elementos homogéneos
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X;,Y;, donde por comodidad a los elementos pares se les denota X; y a los
elementos impares Y;. Con todo esto se sigue que las definiciones 1.2.1 y
1.2.2 son equivalentes.

Notacién. A lolargo de todo el trabajo siempre que se hable de superalgebra
de Lie, ésta se supondrd en las condiciones de la Definicién 1.2.2 y dotada
del producto o ley [, ], que se ha definido en la Nota 1.2.1.b). En numero-
sas ocasiones en lugar de escribir “superdlgebra(s) de Lie nilpotente(s)” se
escribird S.A.L.

Nota 1.2.2 Es frecuente llamar a las superalgebras de Lie, dlgebras de Lie
Z,-graduadas (aunque no sean dlgebras de Lie).

1.2.3 Homomorfismos de superalgebras de Lie

Definicién 1.2.3 Sean g y g’ dos superdlgebras de Lie. Una aplicacidn lineal
f de g en g es un homomorfismo de superdlgebras de Lie si:

1. f es una aplicacidn lineal que conserva la graduacidén (deg(f)=0).
2. f([X,Y)) = [f(X), f(Y)] para todo X,Y € g.

Si ademds f es biyectiva se dice que es un isomorfismo.

1.2.4 Ejemplos de superdilgebras de Lie

e Sea A = Ay®.A; una superalgebra asociativa. Sobre el espacio vectorial
Z,-graduado A se define una nueva ley <, > dada por:

< A,B>=AB—(-1)*BA
VA € A,, VB € Ag con a, 3 € Z,y. El dlgebra que se obtiene es una

superalgebra de Lie y se dice asociada con la superdlgebra asociativa

A.

3

B
S
e
-t

= BIBLioregy

&

=
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e Caso particular importante del anterior:

Sea V = V;® V4 un espacio vectorial Zy-graduado. El dlgebra End(V)
(que consiste en las aplicaciones IK-lineales de V' en V'), se convierte en
una superalgebra asociativa si se define la Zj-graduacién por:

End(V)e = {A € End(V)/A(Vs) C Vasp, B € Xy}  Va € Zy

es facil comprobar que End(V)o y End(V); son las aplicaciones linea-
les homogéneas de grados 0 y 1 respectivamente. Si a la superalgebra
asociativa que se acaba de obtener, End(V) = End(V), @ End(V )1,
se le asocia el producto del ejemplo anterior <,> se obtiene una su-
peralgebra de Lie asociada a End(V'). La superalgebra asi obtenida se
denota pl(V) = plo(V) & pl1(V), la superélgebra de Lie general lineal
de V (que juega el mismo papel que gl(V) dentro de la teoria ordinaria
de 4lgebras de Lie).

1.3 Derivaciones

Los ejemplos vistos en la seccidén anterior van a servir para introducir la
nocién de “derivacién ” de una superalgebra de Lie.

Supdngase que se tiene una superalgebra g = go @ g¢;.

Sea D, (g), a € Zs, el subespacio de todos los f € pl.(g) tal que
FIX,Y) = [f(X), Y]+ (-D)%[X, f(Y)] VXeg,VYeg £,

- Si @ = 0 — Dy(g)= derivaciones pares de la superdlgebra g.

-Si @ = 1 — D;(g)= derivaciones impares o antiderivaciones de la
superdlgebra g.

Como se tiene que
D(g) = Do(g) ® D1(s)
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D(g) resulta ser una subdlgebra graduada de pl(g). Los elementos de D(g)
se llaman superderivaciones de g, de aqui que D(g) se denomine “ la
superdlgebra de Lie de las superderivaciones de g”.

Nota 1.3.1 El operador adjunto ad se define de modo andlogo que para el
caso de 4lgebras de Lie, verificando que adX es una derivaciéon de g para
todo X € g; en particular si X es un elemento homogéneo de grado 0 la
aplicacién adX sers una derivacién par, y si X es un elemento homogéneo
de grado 1 entonces adX serd una derivacién impar o antiderivacién. A este
tipo de derivaciones se las conoce como derivaciones interiores. Al espacio de
todas las derivaciones interiores de g se le nota por .A[(g) y, por lo anterior,
se tiene que el subespacio par coincide con .A[(go) y el impar con A[(g1),

luego se tiene que
Al(g) = Al(g0) ® A[(g1)

1.4 Superalgebras de Lie nilpotentes

En lo que sigue sea g = go @ g; una superalgebra de Lie. A la sucesion de
ideales definidos mediante

{ C%(g) = s,
Cl(g) =[g,C*(g), k=0

se le llama sucesién central descendente de g. Dicha sucesién verifica

que
5=C%g) 2C(g) 2+ 2Ce) -

Si existe un entero k para el que C*(g) = {0} la superdlgebra se dice nilpo-
tente; en tal caso, al menor entero que cumpla dicha condicién se le llama
indice de nilpotencia o nilindice de g.

De la propia definicién resulta evidente que cada C*(g) es un ideal gra-
duado de la superalgebra g. Luego cada C*(g) admite una descomposicién en
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su parte par e impar, C'(g) = Ci(g)o ®C*(g)1, obteniendo dos nuevas cadenas
decrecientes de ideales de gg y g1 respectivamente.

Como C*(g) = {0} < C*(g)y = {0} A C¥(g); = {0}, el nilindice de
g sera k si y sélo si existen dos enteros kg, k; donde se estabilizan en 0 la
cadena par y la impar respectivamente ( C*(g)o = {0} y C*¥*(g); = {0} ) con
maxz{ko, k1} = k.

No hay que confundir estas dos cadenas de ideales con las que se van a
definir a continuacién.

Sean C*(go) y C¥(g1) dos cadenas decrecientes de ideales tales que :

{ Co(gz) = @i,
CH(gi) = [90,C*(g:)] k>0

con i € {0,1}. Se observa de la definicién que en este caso en C¥+1(g;) sélo se
multiplica por go. Asf resulta que C*(go) es la sucesién central descendente
del 4lgebra de Lie gy y C¥(g;) ird dando una sucesién decreciente de ideales
contenidos en g; que coinciden con la actuacién de gq sobre los sub go-médulos

Ck(gl)'

Nota 1.4.1 a) Se tienen las siguientes relaciones para cualquier valor natural
de k:
C*(go) CC*(g)o A CF(g1) =C*(g)

de donde se sigue que si g = go D g1 es superdlgebra de Lie nilpotente se
tendran dos enteros p y ¢ donde se estabilicen en cero las cadenas C*(go) y

Ck(gl)'

b) En este caso la estabilizacién en cero de las dos cadenas de ideales
anteriores sera condicién necesaria pero no suficiente de la nilpotencia de la



1.4. Superadlgebras de Lie nilpotentes 9

superalgebra de Lie g, es decir, si g es nilpotente de nilindice & se tiene la
existencia de p y ¢ (p,q < k) tales que

C*(g) = {0} = C"(go) = {0} A C*(g1) = {0}

Definicién 1.4.1 [24] Sea g = go ® g1 una superdlgebra de Lie nilpotente.
Se dird que tiene super-nilindice o s-nilindice (p,q), con p y q enteros, si se
verifican las siguientes condiciones:

o
3
L
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1.4.1 El invariante de Goze

Definicién 1.4.2 [2{] Para cada X € go el operador ad(X) restringido a
gi (i =0,1) es un endomorfismo nilpotente de g;. Se notard por gzi(X) la
sucesion caracteristica, formada por las dimensiones de los bloques de Jordan,
ordenadas de forma lezicogrifica, de la matriz asociada al operador ad(X)
restringido a g; (i = 0,1). Se define un invariante de la superdlgebra de Lie
como sigue

gz(g) = ( maz gzo(X1) | maz gz1(Xs) ) VX1, X2 € go — [80, 80

Este par de sucesiones se llamard par de sucesiones caracteristicas o
invariante de Goze de la superdlgebra de Lie nilpotente g.

Nota 1.4.2 El invariante que se acaba de definir es una generalizacién del
invariante de Goze para algebras de Lie a las superdlgebras de Lie.

De aqui las dos formas de tratar el problema del nilindice en la variedad
de las superalgebras de Lie nilpotentes g = go @ g1 con dim(gy) = n 'y
dim(g;) =m :
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1. Caso general, estudiar el nilindice k de la superdlgebra de Lie. En
concreto, determinar cdal es el méximo posible, que hoy en dia se desco-
noce, y qué familias de superdlgebras lo alcanzan (estas familias serfan la
verdadera generalizacién de las dlgebras filiformes dentro de la teoria de las
superalgebras de Lie y al conjunto de todas ellas se denotard por M"+™).

2. Estudiar el invariante de Goze de la superalgebra de Lie. Se conoce
el méaximo valor posible dentro de toda la variedad de algebras de Lie nilpo-
tentes, y es (n—1, 1|m) que se corresponderd con gy algebra de Lie filiforme y
g1 un go-médulo filiforme. A éstas superdlgebras se las llamard superdlgebras
filiformes y, al conjunto de todas ellas se notard por F"*™ aunque no sean
la, verdadera generalizacion de las dlgebras de Lie filiformes.

En el caso general lo lnico que se puede asegurar, a priori, es que go
es nilpotente, lo que hace del problema de encontrar el nilindice maximal &
una tarea casi imposible de abordar. A lo largo del todo el trabajo aunque
se comience fijando el invariante de Goze (si no completamente, al menos
su primera sucesién caracteristica) seguidamente se tratard el problema de
encontar el nilindice k de las superélgebras que estudiemos en cada caso.
Particularmente, en el caso del nilindice maximal se intentard encontrar
}:‘n+m N Mn+m.

1.4.2 Teorema de Engel

El teorema de Engel para las dlgebras de Lie de dimensién finita se extiende
de forma natural para las superalgebras de Lie, asi como los corolarios que
se obtienen de éste. La demostracién es andloga a la de las 4lgebras de Lie
[6], [31], [32].

Teorema 1.4.1 (Teorema de Engel). Una superdlgebra de Lie g es nil-
potente si y sdlo si adX es nilpotente para todo elemento homogéneo X € g.

Teorema 1.4.2 Sea V un espacio vectorial de dimension finita m y sea
b una subdlgebra de Lie de gl(V) formada por endomorfismos nilpotentes
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de V. Entonces eziste una sucesion decreciente de subespacios vectoriales
Vin, .., Vi, Vo de V, de dimensiones m,m — 1,...0 tales que h(Viz1) C Vi
Vhebhi=0,1,...,m—1.

Nota 1.4.3 Para una superdlgebra de Lie nilpotente g = go @ g1, si se
toma como espacio vectorial V el subyacente a g; y como b el operador ad
restringido a go, se verifican las hipétesis del teorema anterior, gracias a que
los elementos de gy son homogéneos y por el teorema de Engel. Luego se
tendria una sucesién estrictamente decreciente de subespacios V = V,; D
... D Vi DV, tales que [go, Vit1] C Vi.

1.5 Cohomologia de superalgebras de Lie

En esta seccién se estudia la cohomologia para las superdlgebras de Lie,
que no es mas que la “generalizacién” de la cohomologia para algebras de
Lie. Una “generalizacién” que tiene en cuenta la Z,—graduacién de las su-
perdlgebras y la paridad de los isomorfismos entre ellas (para més detalles ver
(41], [24]). En particular este estudio se centra en las aplicaciones geométricas
de los primeros espacios de cohomologia.

Sea V = V, @ V, un espacio vectorial Z;—graduado y g = go ® g1 una
superalgebra de Lie. V es un g—mddulo si existe una aplicacién bilineal

“igxV oV
(que se denota (X,v) — X.v) que verifica las siguientes condiciones:
1. ga-Vﬁ - Va+ﬂ(mod2) VO‘,,B € Z,

2. [X,Y])w = X.(Yv) — (-1){NY (Xv) VX, Y eg, YweV
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1.5.1 El espacio de las cocadenas

El superespacio de las j—cocadenas, ;7 > 1, de una superalgebra de Lie
g = go D g1 con coeficientes en el g—médulo V =V, @ V) es el espacio:

Jo J
P Hom(AsweVa,V) 21

Jot+j1=j
que a su vez tiene parte par e impar, Ci(g, V) y C!(g, V) respectivamente,
con

Jo 7
CieV)= P Hom(As®\/oVi) 21

jo+j1=j
j1+r=0(mod2)

Jo 7
Cils,V)= @ Hom(Aswe\eV) 21

Joti1=Jj
j1+r=1(mod2)

Una cocadena de g es un elemento de C*(g, V' @ C'(g,V
jeZl

1.5.2 El operador coborde

Sea g una S.A.L. y sea V un g—moédulo. Se llama operador coborde a la
aplicacién lineal d : C*(g, V) — C*(g, V), definida mediante

d®(Xy1,..., X0, Y1, .., ¥;)

= > (CD)™TR([X,, Xl Xuy o Xy K Xy Yay e, Y)

1<s<t<jo

jo N
+ 3 (1K, Ky X (X Vi Ve YY)

s=1 t=1
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+ Z q)([Y:?aYt]aXla" X]oayla'-'aﬁa--'ana'"’Y;i)

1<s<t<1

+Z S(X®) (X1, s Xy ooy Xjo Yy -+, Vi)

J1
—1)j0—1 Z(Ytq))(Xl’ - XJO’Yh e "Yt’ te ’le)

donde ® € Ci(g,V), 7 > 1,y X1,...,Xjo € 9o, Y1,...,Y;, € g1 con
Jot+J1 =17

Esta aplicacién d envia C¥(g, V) a C7t}(g,V); en particular, se tiene que
d(Ci(g,V)) € CI™(g,V) y d(Ci(g,V)) C C i+1(g, V). Esta restriccién a
C’(g,V) se denota por d;.

El operador coborde verifica que d? = 0, de donde se sigue que tiene
sentido considerar los correspondientes espacios de cohomologia.

1.5.3 El espacio de cohomologia

La restriccién d; del operador coborde d al espacio de las j—cocadenas
C’(g, V) de la superdlgebra de Lie g con valores en V, tiene un nicleo que se
denota Z7(g, V) cuyos elementos se llaman j—cociclos (o cociclos de grado
j) con valores en V. En particular, si se considera d; restringido a Ci(g,V)
o a C¥(g,V), se obtienen Zi(g,V) y Zi(g,V) conmderando los respectivos

nucleos . . .
Z(g,V) = Z§(g,V) ® Z{(g, V)

Los elementos de la imagen de d;_;, B?(g, V), se llaman j—cobordes (o co-
bordes de grado j) con valores en V. Al igual que antes, si se considera
la imagen mediante d;_; de C4(g,V) o de Ci(g, V), se obtienen Bl(g,V)y
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B!(g,V) considerando las respectivas imégenes
B(g,V) = Bj(g.V) ® Bi(g,V)

Gracias a que d? = 0, se tiene que B! (g, V) C Z/(g,V) para 0 < i < 1, de
donde se sigue que tiene sentido considerar los espacios cociente

Hi(g,V) = Zi(s,V)/Bi(s,V) v Hi(g,V)=Z](g,V)/Bi(s,V)

que constituyen la parte par e impar del espacio de cohomologia de g de
grado j con valores en V.

Hi(g,V) = Hi(g,V) ® Hi(g,V)

Si j = 0 se toma B%(g,V) = 0, ya que no existen las (-1)—cocadenas. En
este caso se tiene que H(g, V) = Z%4g, V).

Si se considera g como el g—mddulo V anterior, via la representacién
adjunta, se puede identificar Z'(g, g) = Z§ (g, 8)DZ1 (g, g) con el superespacio
de derivaciones de g, D(g) = Do(g) ® D1(s), vy B'(g,9) = B;(9,8) ® Bi (g, 9)
con el de las derivaciones interiores A[(g) = A[(go) ®.A[(g1) (en particular se
tiene la igualdad en los pares, es decir, Z§ (g, 8) = Do(g) y Bi(9,8) = A[(80))-
Con todo esto surge una ficil interpretacién de H'(g, g); se puede identificar
con el espacio de las derivaciones exteriores OMi(g), que no es més que

Onu(g) = Do(g)/Al(g0) @ D1(8)/ Al (91)
(para més detalles consultar [23], Cap.2, Sec.1.1).

Si se denota mediante O(g) la 6rbita correspondiente a la ley de g en la
variedad de leyes de superalgebras de Lie, L™, inducida por la accién del
grupo G(V) = GL(n,C) @ GL(m,C), como se explicitara a lo largo de este
capitulo, se tiene que la dimensién de la ébita coincide con la dimensién del
espacio de los 2—cobordes pares

dim(O(g)) = dim(Bj(g, ))

y el plano tangente a g coincide con el espacio de los 2—coclicos pares
Z§(8, V).

Se recuerda que para algebras de Lie se tiene que la dimensién de la érbita
coincide con la de los 2—cobordes y el plano tangente coincide con el espacio
de los 2—cociclos.
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1.6 La variedad de superalgebras de Lie

Para maés detalles sobre esta seccién se puede consultar [28], [35].

Sobre el espacio vectorial C**™ consideramos una Z,— graduacién fijada:
Cn+m — ‘/0 P ‘/1
Como se sabe, a cada vector X de Vj se le dice homogéneo de grado
0 (d(X) = 0) y a cada vector Y de V; se le dice homogéneo de grado 1
(d(Y) =1).

Por consiguiente, una superdlgebra de Lie se puede considerar como una
aplicacién bilineal p sobre C**™ con valores en C"*™ que verifica:

L. /‘L(V;, Vy) C ‘/i+j(mod2)
2. w(X,Y) = =(~1)4X)d¥) (Y, X) para todos X e Y homogéneos.
3. (~1)* (X, w(Y, Z)) + (—1) O u(Y, u(Z, X))+

+(=1)4DY) (7, (X, Y)) = 0 para todos X,Y, Z homogéneos.

1.6.1 La variedad £*t™

Si se considera la graduacién C**™ = V, @ V; fijada, con dim(Vp) = n'y
dim(Vi) = m, se denotard L**™ al conjunto de leyes de superdlgebras de
Lie sobre C"*™. Se notard, igualmente, Afl,m a las aplicaciones bilineales
@ C™t™ x €™ 5 C™™ que verifiquen las condiciones 1 y 2 anteriores.

Sea {Xo,X1,...,Xn-1,Y1,...,Yn} una base homogénea de C""™ aso-
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ciada a la graduacién fijada. Para u € L"t™ se sabe que

(X, X;) Z X, 0<i<j<n-—1
u(Xi, ;) ZD’“Yk 0<i<n-1,1<j<m

Y, Y;) Z EXy 1<i<j<m

Los elementos {Cf;, DY, E5}i j « se llaman constantes de estructura de
la superalgebra de Lie con respecto a la base {Xo, X1,..., Xn-1, Y1, ..., Y }.

Estas constantes de estructura verifican las restricciones C'J’-ci = —C'fj y
EY = Ef;. La identidad de Jacobi graduada implica que han de verificarse,

ademas, las restricciones

f n—1
D (CyCu + CyCa + CiCy) = 0<i<j<k<n-—1,

=0

NE

Il
R

n—1
(D4Dy — DyDY) =) ChDj =0 0<i<j<n-—1,
{ =0
k=1,...,m,s=1,....,m

NgE

e
(DYE; + DYEY) =Y ELCH=0 i=0,...,n—1,

=1

i

1<j<k<m,s=0,...,n—-1

n—1

> (E,D}, + E4Dj; + EjDj) = 0 1<i<j<m0<k<n-1
=0

L s=1,....,m
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Estas ecuaciones muestran que £""™ estd dotada de una estructura de va-

. . 1
riedad algebraica inmersa en CV con N = §[n2(n —1) + 3nm® + nm), que es
justamente el niimero de constantes de estructura que parametrizan la va-
riedad anterior. Si se impone que ij = Efj = 0, se obtiene una subvariedad
algebraica de £"*™ isomorfa a la variedad L™ de leyes de algebras de Lie
sobre C".

Topologias en L™,

Como un subconjunto de C~, £L**t™ puede ser provista con la topologia
clésica para CV, esto es, la topologfa euclidea. También puede considerarse
otra topologia en £"*™ que resulta mucho mds natural que la anterior, la
topologia de Zariski. Se recuerda que los cerrados para la topologia de Zariski
estan definidos por un nimero finito de ecuaciones polinomiales, y que la
topologia de Zariski es menos fina que la euclidea.

En cada caso se especificard qué topologia se esta considerando.

1.6.2 Accién del grupo G(V') sobre L. Fibracién por
6rbitas.

Sea V =V, @ Vi un espacio vectorial Z,y-graduado de dimensién n+m, con
dimVy = ny dimV, = m, y sea G(V) el grupo de las aplicaciones lineales
invertibles de la forma f = fy + f1, tal que fy € GL(n,C) y f1 € GL(m,C)
(siguiendo la notacién de [29]). Asi G(V) = GL(n,C) ® GL(m,C). El grupo
lineal G(V) opera sobre la variedad L™ de la forma siguiente: dos leyes u
y 1o son isomorfas si existe f = fo + f1 € G(V), tal que

/'L2(X, Y) = f_-:ﬁ(ﬂfl(fa(X)afﬂ(Y))) VX € Va,VY € VB

@

Visto desde el punto de vista tensorial, la ecuacién anterior se corresponde
con los cambios de bases y dos superélgebras de Lie serdn isomorfas si tienen
las mismas constantes de estructura en sus respectivas bases de C"*™.

o
A
v
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Obsérvese que si @ = 8 = 0 entonces o restringida a V; es una ley de un
4lgebra de Lie isomorfa a la ley p; restringida a V,. Se notard O(u) la érbita
de p, en L™ correspondiente a esta accién, que resulta ser una variedad
diferenciable.

Lema 1.6.1 Para cada p € L™ la érbita O(u) estd provista de estructura
de variedad diferenciable.

Demostracién: En efecto, O(u) es la imagen a través de la accién del grupo
G(V) en el punto u. El subgrupo de isotropia de y, i.e. el subgrupo de G(V')
definido por

Iso(u) = {f € G(V)/u(X,Y) = fois(u(fa(X), f5(Y))) VX € Vo,VY € Vg}

coincide con el grupo de automorfismos de p. Por tanto, es un subgrupo
cerrado y la érbita resulta isomorfa al espacio homogéneo G(V')/Iso(u). Esto
prueba el lema. O

1.6.3 La dimensién de las drbitas

Sea p € L™, La érbita O(u) se identifica con G(V)/Aut(), donde Aut(u)
es el grupo de isomorfismos de p. Tenemos:

dimO(p) = n* + m? — dim(Do(p))

Notemos que la superédlgebra de Lie (dlgebra de Lie) correspondiente al grupo
Aut(u) no es mas que las derivaciones pares Dy(u) que eran todas las deri-
vaciones compatibles con la Z,-graduacion.

1.6.4 Estructura de las orbitas

Como ya se ha visto, L™ estd dotada de estructura de variedad algebraica

1
inmersa en CV, con N = g[nz(n — 1) + 3nm? + nm]. Se notard por fnim
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la superalgebra de Lie abeliana (1m ~ C*™™), que se corresponde con el
punto 0 € C**™ c CV.

Se considera una ¢rbita arbitraria O(p) en L**™. Su clausura algebraica
¢O(u) contiene a O(u) como abierto para la topologia de Zariski (el anlogo
para algebras de Lie se encuentra en [40], Cap. 3, Sec. 1.5.). Se denota por
O(u) la clausura de la érbita O(p) para la topologfa Euclidea. Al trabajar
en C se tiene que el conjunto O(u) coincide con *O(p).

A continuacién se va a probar que pinym € O(u) para cualquier su-
perdlgebra de Lie p € £"™ (la demostracién es andloga al equivalente para
algebras de Lie, [42]). Si se considera la accién del operador lineal escalar
t sobre L™, que consiste en multiplicar todas la constantes de estructura
por t, esto es:

(t) * {C} = {t- Cf5}
(t) * {Dj} = {t- Dij}
(t) * {E5} = {t- E5j}
(siguiendo una notacién equivalente a [42]), se sigue, en particular, que una

6érbita arbitraria O(u), como variedad algebraica, es un cono sin el punto
tnem- S1 hacemos tender ¢ — 0 se tiene que

(t)«{CE} =0
) «{D5} — 0
(t) {EZ} -0

luego finim € O(n). Usando términos de la teoria de deformaciones y con-
tracciones (que es andloga a la teorfa de deformaciones y contracciones de
4lgebras de Lie [43]), esto quiere decir que cualquier superdlgebra de Lie
puede ser contraida a una abeliana.

1.6.5 Superdlgebras de Lie filiformes y de nilindice ma-
ximal

En la teoria de dlgebras de Lie nilpotentes juegan un papel muy importante
las 4lgebras de Lie filiformes y, en particular, en el estudio de las compo-
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nentes irreducibles de la variedad algebraica de leyes de algebras de Lie nil-
potentes para una dimensién dada, [1], [25], [26]. La familia andloga en el
caso de superdlgebras de lie serfan las superdlgebras de Lie de nilindice, k,
maximal (caso general); no obstante, se verd a continuacién que también
las superalgebras de Lie de invariante de Goze o s-nilindice, (p, ¢), maximal
(superdlgebras de Lie filiformes) desempefian un papel importante en el es-
tudio de las componentes irreducibles de la variedad algebraica de leyes de
superalgebras de Lie nilpotentes.



Capitulo 2

Superalgebras de Lie filiformes

2.1 La variedad de superdlgebras de Lie fili-
formes

Se notard Nj'S™ al subconjunto de L™t™ constituido por las superalgebras
de Lie nilpotentes de s-nilindice (r,s) conr < py s <gq.

Proposicién 2.1.1 El conjunto ./\/Zf;’m es una subvariedad algebraica de L™,

Demostracién: El subconjunto N+™ de L"*™ estd definido por la res-
tricciones CP(go) = 0 y C%(g1) = 0, y estas dos condiciones se traducen en
ecuaciones polinomiales para las constantes de estructura. Luego N;;m es
cerrado para la topologia de Zariski y estd dotado de estructura de subvarie-
dad algebraica. Se designaré igualmente A '™ a la correspondiente variedad
afin. 0O

Notaciéon. Obsérvese que el conjunto N,’}f{:‘m representa la variedad de
todas las superalgebras de Lie nilpotentes. Por simplicidad se escribird N"*™

en lugar de N7 .

21
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2.1.1 Superalgebra de Lie filiforme

Definicién 2.1.1 Una superdlgebra de Lie g = go ® g1 € N™™ se dice
filiforme st tiene s-nilindice (n — 1,m).

Definicién 2.1.2 Sea g una S.A.L. nilpotente, g = go® g1 € N™*™. Se dice
que g1 es un go-mddulo filiforme si existe una fibracion en su espacio vectorial
subyacente V, V =V,, D ... DV} D W, de dimensionesm,m—1,...0, tales

que [go, Viy1] = Vi

Recuérdese que siempre existe una fibracién del tipo anterior verificando
[g0, Vitx1] C V; gracias a la nota 1.4.3 al Teorema de Engel. En particular,
si todas la contenciones anteriores son igualdades, [go, Vi+1] = Vi, la segunda
coordenada del s-nilindice sera la maxima posible, m.

Corolario 2.1.2 Si g = go D g1 es una superdlgebra de Lie filiforme en-
tonces la parte par, gy, serd un dlgebra de Lie filiforme y la parte impar, 91,
serd un go-mddulo filiforme.

Notacién. Se notard F™*t™ al subconjunto de N™"*™ formado por todas las
leyes filiformes.

Proposicién 2.1.3 Cada componente irreducible de la variedad algebraica
Frtm determina una componente irreducible de N™t™.

Demostracién: Como F™+™ = N+ — (NP4 U NPT ) serd un con-
junto abierto para la topologia de Zariski de N™*™ de donde se sigue que
cada componente irreducible de F"*™ determinard una componente irredu-
cible de N™t™, O

Corolario 2.1.4 Para cada p € F™™ la clausura de Zariski de O(pu),

—z 3 ) .

o serd una componente irreducible de N™t™. Pero no todas las com-
K)o,

ponentes irreducibles tienen que ser de esta forma.
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2.2 Base adaptada

Tener una base adecuada en cualquier tipo de dlgebras o superalgebras de
Lie es primordial para poder realizar con ciertas garantias un estudio de las
mismas. Asi, a lo largo de esta seccién se va a demostrar el siguiente teorema
acerca de la existencia de una base adaptada para las superdlgebras de Lie
filiformes.

Teorema 2.2.1 Si g = go® g1 € F*™, entonces siempre eziste una base
de g {Xo, X1, Xn-1,Y1,..,Ym}, con {Xo,Xy,..., Xn_1} base de go €
{Y1,..., Y} base de g1, tal que:

[Xo, Xi] =Xiy1 1<i<n-—2

[ X0, Xn-1] =0
[Xo0,Yj]=Y;5n 1<j<m-—1
[XO,Ym} = 0

Definicién 2.2.1 A una base que verifique las hipdtesis del teorema ante-
rior se la llamard base adaptada y a X, vector caracteristico de la
superdlgebra de Lie filiforme.

Nota 2.2.1 Obsérvese que los conceptos que se acaban de definir no son
més que una generalizacién para superalgebras de Lie de los conceptos de
base adaptada y de vector caracteristico de dlgebras de Lie.

Nota 2.2.2 El hecho de que una familia de superalgebras de Lie tenga vector
caracteristico, que se notars siempre Xj, (como ocurre para las superalgebras
filiformes) implica en el invariante de goze

gz(g) = ( max gzo(X1) I max gz;(Xs) ) VX1, X3 € go — (80, 9o]

que el maximo de la primera y de la segunda sucesién caracteristica se al-
canzan simultdneamente para el mismo vector y ese vector es Xg. Esto no
ocurre siempre para cualquier familia de superédlgebras de Lie.
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Notacién. En todo el trabajo cada ¥y actuando sobre un conjunto orde-
nado de vectores {vy,vs,...,vs} representard una combinacién lineal de los
vectores vy, Vg, ..., Us.

Demostracién del teorema: Al ser g = go © g1 una superdlgebra de Lie
filiforme, se tiene, en particular, que gy es un algebra de Lie filiforme y para
dlgebras de Lie filiformes siempre podemos encontrar una base adaptada
{Xo,Xl, cen >Xn—-1} con [Xo,Xz] = Xi+17 1 S 1 S n—2 y [X(),Xn_l] = 0.

Por otro lado se tiene que g; es un go-moédulo filiforme, luego ha de existir
una fibracién del subespacio vectorial subyacente a g; que se designard V,,,

esto es,
0cViC...CVy condim(Viy1/Vi) =1

donde cada espacio V; serd el espacio vectorial generado por los vectores
{Yy,..., Y.}, V; =< Yi,...,Y; >, y tales que [go, Viz1] = V;. Luego se tiene
que:

e [go, V1] = 0 de donde sigue que [X;, Yi] = 0 Vi.

e [go, Vo] = V5 con V; =< Y},Y2 > que, junto a lo anterior, implica la
existencia de un escalar no nulo \;, tal que [X;,, Ya] = A, V3.

e [go, V3] = Vo con V3 =< Y3, Y5, Y3 >. Hasta ahora se tiene que [go, Y1] =
0y [go, Y2] =< Y1 >, luego tiene que existir un escalar no nulo, J;;, tal que
[Xis, Y3] = A, Y2 + ¥3(11).

Asi, por induccién finita, se tiene un conjunto de escalares no nulos
{Xizs Nigy - - 5 Airy } de indices {i2,13,...,im} € {0,1,...,n — 1}, para los que
se verifica

[szal/}c] = AikYk—l + \IJIC(Y}C—% L 7}/—1)7 1 S k S m

con las interpretaciones ya vistas para los casos k =1y k = 2.

A continuacién se va a probar por reduccién al absurdo que, en particular,
{i2,...,%m} € {0,1}. En efecto, si se supone que 3X;, = X;,; para algin j
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con 1 < j < n -2, entonces se tendria que
(X1, Ya) = [Xip, Y] = N Yio1 + U (Yi—g, ..., Y1) con Ay # 0 (2.1)

Y, por Jg(X07 XJ) Yk)

[Xj+1a Y;C] = [[XO’ XJ’]’ Y;C] = [XO’ [va Yk]] - [Xj’ [X07 Y;ﬂ]] (2-2)
ng—l ng—l
Q‘;kr—z 9%—2

Y de [go, Viy1] = V; parai = k y para i = k—1 se sigue que [X;11,Yi] € Vi 2.
Se observa facilmente que de (2.1) y de (2.2) se llega a que Y;_; € Vi_2 lo que
esta claramente en contradiccion con la propia definicién de los subespacios
V.

Con todo lo anterior se llega a

( [X;,Y1]=0 j=1,2

[XO, l/2] = )‘2}/1
[X1,Ys] = 613 (A2,d2) # (0,0)

[Xo, Y3] = AsYa + W5(Y7)
! (X1, V5] = 63Y2 + @3(Y1) (As,d3) # (0,0)

[X07 Y:;] = )‘4}/3 + \II4(}/27 1/'1)
[X1,Ya]) = 64Y3 + ®4(Y3, V1) (A4, 04) # (0,0)

[X07 Ym] = AmYm—l + \Ilm(Ym—2) reey }/1)
\ [Xh Ym] = 6mYm—1 + q)m(Ym—Za s 7Y1) ()‘ma 5m) 7& (07 0)

donde las funciones ®; son funciones lineales de los vectores sobre los que
actue en cada caso.
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No habra pérdida de generalidad en suponer que A; # 0 Vi, ya que si se
considera el cambio de base genérico:

X(’) = X()‘l"'}’Xl

X = Xi

XL, = [XpX] 1<i<n-2
Yo=Y

nos queda

(X5, Y5] = [Xo +7X1, Yo] = (Mo +7v62)11
(X5, Y] = (A3 + v03)Ya + (V3 + v®3) (Y1)
X5, Y] = (M +704)Ys + (¥y + 7P4) (Y2, Y1)

\ [X(,), Yr,n,] = ()‘m + 76m)Ym—1 + (\I]m + ’Y@m)(Ym—-% L Yl)

y asi las nuevas constantes de estructura A, quedan A; = A; + yd; y para que
sean distintas de cero basta elegir cualquier v tal que

({2 X
7 527 537"') 5m

. ’ . . . Ai 7
(si para algun 7 se verifica que §; = 0, el correspondiente -5 no apareceria
i
en el conjunto anterior).

Y ya haciendo el cambio de base

X! = X! 0<i<n—1
Yi =Y,
Yo, =X Yyl 1Si<m—1

y renombrando los vectores X; = X' para0 <i<n—-1yY; =Y, .., para
todo 7, 1 < j < m tendriamos demostrado el teorema. O



Capitulo 3

Superalgebras de Lie de
nilindice maximal

3.1 La variedad de superalgebras de Lie de
nilindice maximal

Se va designar por N2™™ al subconjunto de £™*™ constituido por las su-
peralgebras de Lie de nilindice (general) menor o igual que k con dimensiones
n y m de la parte par e impar respectivamente.

Proposicién 3.1.1 El conjunto N™™ es una subvariedad algebraica de Lntm,

Demostracién: Este subconjunto esta definido por
NEF™ = { € L[ (X1, p( Xy oy (X, Xit1)) - ) = 0}

para cualesquiera Xy, ..., X34, € ™™

Si se fija una base de C"*™ las leyes de superalgebras de Lie se identifican
con sus constantes de estructura, que verifican relaciones polinomiales tal

27
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y como se ha visto en la seccién 1.6.1. Las leyes nilpotentes de nilindice
menor o igual a k, gracias a la definicién anterior, también vienen dadas
por relaciones polinomiales, luego N*™ es un subconjunto cerrado para la
topologia de Zariski de £"*™ y tiene estructura de subvariedad algebraica.
Se designara por N”*™ igualmente a la correspondiente variedad afin.

Nota 3.1.1 El nilindice de una superalgebra de Lie (n + m)-dimensional y
nilpotente no puede exceder de n 4+ m. Asi N{™ contiene todas las leyes
de superalgebras de Lie nilpotentes de dimensién n +m. Se tiene, por tanto,

que

n+m __ n+m __ n+m
n+m _N — YYn-1m

Nota 3.1.2 Todo el estudio que sigue se supone restringido a la variedad
N™™ que, a su vez, puede ser dotada de la topologia de Zariski o de la
topologia euclidea.

3.1.1 Superalgebras de Lie de nilindice maximal

Definicién 3.1.1 Una superdlgebra de Lie g = go @ g1 € N™™™ se dice de
nilindice mazimal st su nilindice, k, es el mdzimo posible para las dimensiones
n y m dadas.

Conocer el nilindice maximal de cada familia, con n y m fijos, es ain un
problema abierto. Para cada par de dimensiones n y m se puede designar el
correspondiente nilindice maximal, k£, como f(n,m), funcién linealen ny m
que verifica que f(n,m) < n-+m.

Notacién. Se designard por M™*™ al conjunto de leyes de superalgebras de
Lie de N™*™ de nilindice maximal f(n,m).

Proposicién 3.1.2 Cada componente irreducible de la variedad algebraica
MM determina una componente irreducible de N™t™.
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Demostracién: Como M"+™ = N"™*+™ N7, | serd un conjunto abierto
para la topologia de Zariski de N"*™, de donde se sigue el resultado. O

Corolario 3.1.3 Para cada p € M™™ la clausura de Zariski de O(u),

— =z , . .
O(p), serd una componente irreducible de N™*™. Pero no todas las com-
ponentes irreducibles tienen que ser de esta forma.

3.2 Base adaptada

Notacién. En lo que sigue cuando se escriba que un vector pertenece a un

producto corchete, Y; € [X, Y], se estard expresando que en la combinacién

lineal de vectores a la que es igual el producto corchete aparece el vector

Y; con coeficiente distinto de cero, es decir, que la constante de estructura
i, # 0. Andlogamente X; € [V, ;] <= E}j # 0.

Como generalizacién a lo visto para el caso filiforme se tiene lo siguiente

Lema 3.2.1 Seag = go®g; € N™™ con gy un go—mddulo filiforme. Eziste
entonces una base {Xo, X1,-.., Xn-1,Y1,...,Ym} con {Xo,X1,..., Xn_1}
base de go e {Y1,...,Yn} base de g, tal que:
{ [XO,XZ] = SiXi+1 1<1<n-2, ¢ € {O, 1}
[X07Xn—1] =0

con Xg vector caracteristico de go. Ademds, si Y;_1 € [X;,Y;] entonces X;
es un generador del dlgebra de Lie go.

Nota 3.2.1 Los vectores Y; del lema anterior son los que provienen de la
fibracién de g; por ser éste go—modulo filiforme.

Nota 3.2.2 En las condiciones del lema no se puede afirmar que X, sea
vector caracteristico de la superdlgebra como ocurria para las superdlgebras
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de Lie filiformes (ver Nota 2.2.2). En este caso s6lo serd vector caracteristico
del algebra de Lie go.

Demostracién del Lema: La existencia de la base para gy verificando lo
anterior es consecuencia del teorema de Engel para algebras de Lie nilpoten-
tes.

Como g; es go—modulo filiforme, se tiene la fibracién del espacio vectorial
subyacente 0 C V; C ... C V, tal que, para 1 < i < m es dim(Vi11/Vi) = 1,
‘/i =< Yi?"'a)/; >y [QOaV;:+1] :‘ZL

Por tanto, se ha de verificar que
e [go, V1] = 0 de donde sigue que [Xj, Y;] = 0 Vi.

e [g0, V2] = Vi con V2 =< ¥1,Y2 > que, junto a lo anterior, implica la
existencia de un escalar no nulo \;, con [X;,, Yo] = A, Y7.

o [go, V3] = Vo con V3 =< Y1, Y5, Y35 >. Se tiene hasta ahora que (g0, Y1) =
0 y [g0, Y2] =< Y1 > luego tiene que existir un escalar no nulo A;; tal que
[Xiaa }/3] = )\1,3}/2 + \113(1/1)

Asi, por induccién finita, se tiene un conjunto de escalares no nulos
{ iy, Mi - - -5 i } de indices {4a,13,...,0n} C {0,1,...,n — 1} para los que
se verifica

[Xi, Vil = A Vo1 + Ui (Yo, ..., Y1), 1<k<m
con las interpretaciones ya vistas para los casos k =1y k = 2.

A continuacidn se va a probar por reduccion al absurdo que, en particular,
{Xipyooo - ,Xi. } € {X/X ¢ [g0,90]}- En efecto, si se supone que 3X;, tal
que X; = [X;, X»] para algin j y h, entonces

[Xz i/k] = )\ikYk—l + \I/k(Y;c_Q, ey }/1) con )‘lk # 0 (31)

X
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y de Jy(X;, Xp, Yi) se obtiene que

(X, Xul, Vi) = [X;, (X, Y]] — [Xn, [ X}, Vi) (32)
e N —
ng-—l ng—-l
Q‘;kr—z Q‘;k,—z

Se observa ficilmente que de (3.1) y de (3.2) se llega a que Yz, € Vi
lo que est4 claramente en contradiccién con la propia definicién de los subes-
pacios V;. m]

Recuérdese que para superalgebras filiformes siempre se puede hacer un
cambio de base de vector caracteristico Xy, introduciendo una combinacién
lineal arbitraria del resto de los generadores, queddndose en dicha combi-
nacién lineal totalmente libres los coeficientes del resto de los generadores,
esto es, sin ninguna restriccién entre ellos.

En general esto no siempre es posible, ya si se hace un cambio de vector
caracteristico Xy, para un algebra de Lie go no filiforme, se pueden obtener
restricciones sobre los coeficientes del resto de los generadores, pudiéndose
incluso anular alguno de éstos. De ahi que no se pueda asegurar que Xo, que
da el méximo para la primera sucesién caracteristica del invariante de Goze,
de también el maximo para la segunda.

Con todo esto lo tnico que es posible asegurar para el caso general estd
enunciado en el teorema siguiente.

Teorema 3.2.2 Sig es una S.A.L. nilpotente, g = go®g1 € N™t™, entonces
eziste una base {Xo, X1,..., Xn_1,Y1,..., Y} de g, con {Xo, X1,..., Xn_1}
base de go e {Y1,...,Ym} base de g1, tal que:

[Xo, Xi] = €iXin 1<i<n—-2
[XO’Xn—l] =0

[Xo,Yj] = 6; Y1+ (1 = 0;)¥;(YVju2, ..., ¥Ym) 1<j<m—1
[XOa Ym] =0 €0, € {0, 1}

donde X, es un vector caracteristico del dlgebra de Lie go.
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Demostracién: Si se toma como base de gy a cualquier base adaptada
{Xo, X1, ..., Xn-1} (que existe como consecuencia del teorema de Engel para
lgebras de Lie nilpotentes) y como base de g; a los vectores que proporciona
la fibracién de g; (por ser éste go—médulo), resulta evidente que se obtiene
una base como la del teorema sin més que hacer cambios de escala para que
8; € {0,1} y, en el caso de ser distinto de cero, se puede conseguir anular ¥;
tomado le+1 =0;Y;41 + \Ifj(Y]'+2, LY. 0

3.3 Caso filiforme

A lo largo de esta seccién se tratard el problema de encontrar la funcién
f(n,m) que da el nilindice maximal de la variedad de leyes de superalgebras
de Lie nilpotentes N™"*t™ para n y m fijos. Debido a la gran complejidad del
problema se empezara abordéandolo para las superédlgebras de Lie filiformes,
es decir, estudiando sélo el caso f(n,m)|znsm, siendo de gran importan-
cia su determinacién, tanto, que incluso hoy en dia constituye un problema
abierto el conocer si es cierta la igualdad f(n,m)|znsm = f(n,M)|yntm-
A lo largo de esta seccién se considerard g € F™'™ de base adaptada
{Xo,X1,...,Xn-1,Y1,...,Yn}ysenotard, por abuso de notacién, por f(n,m)

a f(n,m)| gntm-
Lema 3.3.1 f(n,m) <n+m—1.

Demostracién: Basta probar que Xy ¢ C(g)o ya que, en tal caso, se
verificarfa que dim(C(g)) < n+m —2yaque ¥; ¢ C}(g)1 =< Ys,...Yn >.
Ademsés, los C*(g) constituyen una sucesién estrictamente decreciente, por
nilpotencia, de donde se llegaria a que C"t™!(g) = {0}, esto es, el nilindice
de g, f(n,m), serfa como mucho n+m — 1.

Se va a hacer la demostracién por reduccién al absurdo, suponiendo que
Xo € C*(g)o, distinguiendo a su vez dos casos (segiin que X; pertenezca o no
a C1(g)o) llegando en cada uno de ellos a contradiccion.
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Caso a. Supéngase que X; ¢ C1(g)o- En este caso es ficil ver, por nilpotencia,
que la tnica posibilidad es X, € [Y1, Y1] ya que, en caso contrario, se tendria
que

Cl(g) =g, 8] =< X0, X3,..., Xn1 >® <Yy, ..., Y0 >
C%(g) = [CHg), 9] =< X0, Xay .., Xn-1 > D <Ys,..., Y >
4
C'(g) = C*(g)
lo que es una contradiccién.

Luego, queda [Y},Y1] = X + ¥(Xa, ..., Xn-1), pero de Jo(¥1,Y1,Y7) se
obtiene que

0 = [[Y1, V1], Y1] = [Xo, V1] + [¥(Xa, ..., Xn-1), 1]

~—
=Ys C<Ys,,Ym>

llegdndose a una contradiccion.

Caso b. Supéngase que X; € C'(g)o. Por nilpotencia [Y,Y1] 2 ¥(Xo, X1),
con ¥ una aplicacién lineal no nula, ya que en caso contrario C'(g) = C*(g).
Por otro lado ¥ (X, X;) = aXp + bX; con ab # 0, por la identidad de Jacobi
graduada para Y3, de donde también se deduce que Y € [X;,Y]]. Luego

CH(g) =[8,8] =< Xo, X1, X, .-, X1 > ® < Ya,..., Y >
teniéndose dos posibilidades para C%(g):
C%(g) =< X0, Xy s X1 >® < Ya,..., Y >
o bien
C%g) =< X1, Xo,.. ., Xn-1 > B <Ya, ...,V >

llegéndose en cada una de ellas a que C%(g) = C3(g) lo que es una contra-
diccidn. O
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Nota 3.3.1 En el lema anterior se excluye el caso n = m = 1 por conside-
rarse trivial. Sin mas que considerar la S.A.L. de base {X,, Y} y de tnico
producto no nulo [Y,Y] = X, (tnico caso en el que EY;, # 0) se consigue
nilindice 2 (= n + m). La S.A.L. anterior es en realidad un caso escindido,
por lo tanto de ahora en adelante no se considerard este caso salvo que se
diga lo contrario.

3.3.1 Teorema de existencia (nilindice n +m —1).

Se van a buscar superalgebras de Lie filiformes que alcancen el maximo para
su familia, es decir, g € Fp i |, para saber si efectivamente existe algiin
caso para n 'y m en el que f(n,m) =n+m — 1. En primer lugar se verd un
lema que serd de utilidad en lo que sigue.

Lema 3.3.2 Sig € F**™ con base adaptada { Xo, X1, ..., Xn-1,Y1,.--, Ym},
se verifica que

[Xiay"j]g<}/i+ja"')ym>7 ISlSn—1,1§]Sm

Demostracién: Véase lema 3.2.1. O

Ahora se busca la superalgebra m4s sencilla posible (y posteriormente su
6érbita) de nilindice n + m — 1 imponiendo que [Y7, ¥;,] = X (ya que el pro-
ducto [Y7, Y;,] es el tltimo en desaparecer en la sucesi6én decreciente de C*(g);
como se verd mas adelante, este método no siempre da resultado). Luego, se
tiene g con base adaptada {Xp, X1,...,Xn-1,Y1,..., Y} que verifica:

[X(],Xi]=Xi+1 1SZ§TL—-2
[XO,YJ‘]ZYJ'—H 1<j<m-1
[KaYm]:Xl

Clg) =< X1,.. ., Xp1>®<Ys,..., Y >
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Se va a determinar el resto de los productos de tal forma que g sea una una
superélgebra de Lie de nilindice n+m—1. Obsérvese que Y2 ¢ [ X1, Y1] ya que,
en ese caso, serfa C1(g) = C%(g) siendo, ademds, éste el tinico producto que
no contiene a X y en el que puede aparecer Y, luego Ys ¢ [X;, Y] Vi,j > 1.
C2%(g) queda

Cig) =< X1, , Xn 1 >®<Ys3,..., Y >

De igual modo se tiene que Y3 ¢ [X;,Y;] Vi, j > 1 pues, en otro caso, se
tendria que C%(g) = C3(g). Resulta

Cig) =< X1,.., Xn1>0<Yy,....Y, >
Por induccién finita se llega a que
C" Yg) =< X1,.. ., Xn1 >® <Yy >
teniendo entonces, por nilpotencia, que Y;, ¢ [X;, Y;] V¢,j > 1. En particular,

se ha obtenido que Y; ¢ [X;,Y;] Vi,7 > 1,k > 2, es decir [Xy,Y;] = 0 V5, k
con k # 0. Asi, se tiene que

C™(g) <Xp,..., Xp1> &<0>
C™tl(g) = <Xo,..., Xp 1> H<0>

Cmin=2(g) = <Xp1> ®&<0>
cmin=l(g) = <0>

Queda la ley de la S.A.L. dada por

[XO,Xi]:Xi+1 1SZS7’L—2
(X0, Y] =Y;1 1<j<m-—1
[}/bym]:Xl

[Xe, Yj] =0 1<j<m, 1<k<n-1

y sélo falta conocer el resto de productos [X;, X;], [¥;, Y]] tal que sea una
superalgebra de Lie. No obstante, ya se ha probado que si existe una S.A.L.
con la ley anterior su nilindice tiene que ser n +m — 1.
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De Jy(Xo,Y1,Y:) se obtiene que [Xo,[Y1,Yn]] = [Yo,Yn] = Xz De
Jy(Xo,Ya,Y,,) se obtiene que [Xo,[Y2, Y]] = [V3,Ym] = X3. Reiterando
el proceso se obtiene que [V, Y;,] = X;.

Llegado a este punto, se observa que si n —1 > m no queda totalmente
determinada el dlgebra de Lie go, por lo que a partir de este momento siempre
se va a considerar n — 1 < m. Asi, el dltimo producto que se obtiene en el
proceso anterior es [Yy,_1, ;] = X,_1, luego se tiene que [Y},Y,,] = X, para
1 < j <n-1. Perocomo [X;,Y;] =0, Vj,k con k # 0, se sigue de
Jy(Xx, Y}, Yim) que [ X4, [Y;, Y]] = 0, V4, k con k # 0. Luego [Xj, X;] =0
para 1 < j,k < n — 1, es decir, se ha probado que

{Xl, cen ,Xn—l} C Centgo(< X, Xn >) = go= L,
con L,_, el dlgebra de Lie filiforme n—dimensional definida por
[Xo, Xi] = Xi41,1 <4 <n—2

(siguiendo la notacién de [26]) y Centy, denota al operador centralizador
restringido al dlgebra de Lie gy (para més detalles, definicién y aplicaciones,
ver [9], [14] y [17)).

e De J,(Xp, Y1, Yin_1) se tiene que [Xo, (Y1, Yn_1]] = [Y2, Yin—1] + [Y1, Yai]
pero al ser [Y1,Y,,] = X1y Xi ¢ Im(adX,) ha de ser

[}/2, Ym—l] = —X1 + \II(XQ, .o ,Xn_l)

e De Jg(XO’ }/2a Ym—-2) se tiene que [X()) [}/2, Ym—2]] = [Yéa Ym—2] + [}/Qa Ym—l] y
como — X € [Y2, Y1) v X1 ¢ Im(adXy) se sigue que

V3, Yoo = X1 + ¥(Xy, ..., Xp)

Asi, por induccién finita y escogiendo el caso més sencillo, (con mayor nimero
de productos nulos y con ¥ = 0), se tiene que para i < j (los casos 7 > j se
tienen por simetria)

o (F)FIX sii+j=m1
[Y;’Y;]“{O sii+j=m
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con todo lo visto hasta ahora se tienen los siguientes productos

( [Xo, Xi] = Xin1 1<i<n-2
[Xo, Yj] = Yin l<j<m-1
[Ye, Yini] =0 I<k<m-—1
[V, Y] = X, 1<i<n-1
m—2 3
\ [Y1+r,Ym—r] = (—1)TX1 { 12:?# :Z:: ipril;)ar

cuando se intenta comprobar que los productos anteriores se pueden com-
pletar hasta constituir una superdlgebra de Lie para dimensiones concretas
de (n,m), m par, siempre se llega a contradiccién de manera analoga que
para n > 2, de ahi que surja el siguiente lema:

Lema 3.3.3 Sig € F*™™, de base adaptada {Xo, X1, .- ., Xn-1, Y1, ..+, Y},
entonces, si X1 € [Y1,Yn] se tiene que m ha de ser impar y n < 2.

Demostracién: Supéngase m par. Se va a probar que siempre se llega a
contradiccién.

En efecto, ya que utilizando la identidad de Jacobi graduada junto con el
hecho de que X; ¢ Im(adX,) y por ser m par se tiene el producto:

[Ya,Veu]= (1) X + (X, .., Xao1)

pero, de [Xo, [V, Ym]| = 2[Vam, Ym 1], se llega a contradiccion ya que se tiene
X1 ¢ Im(adX,). Con esto queda probado que m tiene que ser impar.

A partir de ahora m serd impar y m # 1 (el caso m = 1 resulta trivial
como ya se verd en la siguiente seccién). A continuacién se va a probar,
por reduccién al absurdo, que n < 2, ya que si n > 2 entonces se tiene que
X, € Y;,Y;] con i+ j =m+ 2y esto llevara a contradiccion. En efecto, sea
n>2:
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e A partir de Jy(Xo, Y2, Y1) se obtiene que

[Xo, [Ya, Yim—1]] = [Xo, —X1] = = X2 = [V3, Yin—1] + [Y2, Yri]

pero, al ser [Y3,Y,,] = X2, ha de ser
(Y3, V1] = —2X,

e De J,(Xo,Y3,Y,,_2) se obtiene que
[Xo, [Ys, Yim—a]] = [Ya, Yin—o] + [¥3, Yrm—1]
y como [Y3,Y,,_1] = —2X5, [V3, Vo] = X; se sigue que
[V, Yio] = 3X;

Asi, por induccién finita, se llega a que

[Ye, Yiogia] = (F1)F(k - 1)X; 1<k <

2

En el caso particular en que £ = m—;l resulta

mer M — 1
Yogr, Vor ] = (1) 7 (——) Xo

m=-1

Por otra parte, al ser m impar, se tiene que [Y%H,Y%.i] = (~1)"7 Xy,

de donde
[Xo, [Y&;ﬂa Y%l]] = 2[YM22’ Y—'%ﬂﬂ]
resultando
()" Xy = (-1)™ (m - )X,

lo que es una contradiccién, pues m # 1.

O

Como corolario del lema, es posible obtener una familia de S.A.L. filifor-

mes de nilindice maximal n +m — 1.

Ejemplo. Se designa ! mediante K*™, m impar, la familia de S.A.L.
g = go @ g1, donde dim(go) = 2 y dim(g1) = m, tal que para cada valor de m

1Esta familia de S.A.L. se llama K?™ en agradecimiento al profesor Y. Khakimdyanov,

sin cuyos consejos nunca hubiera sido posible encontrarla.
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la ley se expresa, respecto de una cierta base adaptada {Xo, X1,Y1, .. Yo}

por
[Xo, Y]] = i1 1<i<m—1

K2,m .

[Vi, Vi) = (1) X; 1< < 5

Se puede enunciar, por tanto, el siguiente teorema de existencia, de gran
importancia ya que proporciona la primera superalgebra de Lie de nilindice
maximal no sélo dentro de su clase, la clase de las filiformes, sino también
dentro de toda la clase de las S.A.L. nilpotentes, como ya se verd en la
siguiente seccién.

Teorema 3.3.4 (de existencia).

Para cada dimensidn m impar y n = 2 existe al menos una superdlgebra
de Lie, K*™ de nilindice el mdzimo posible n +m — 1 = m + 1. Queda
por tanto determinado el valor de la funcidn f(2,m) para cualquier valor m
impar, f(2,m) =m+1.

Demostracién: Es una simple comprobacion. 0O

Nota 3.3.2 O(K*™) constituird una familia de superdlgebras de Lie de
nilindice m + 1. En la siguiente seccién se probard que es la tnica fami-
lia de S.A.L. filiformes con este nilindice.

3.3.2 Teorema de unicidad (nilindice n +m — 1)

A lo largo de esta seccién se va a probar que la tnica superdlgebra de Lie
filiforme, salvo isomorfismo, de dimensién de la parte par n y dimensién de
la parte impar m y nilindice n + m — 1 se presenta para n = 2 y m impar y
es K*™,
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Seguidamente se determina la érbita de K%™, O(K?>™), que serd de gran
importancia ya que su clausura en la topologia de Zariski constituird una
componente irreducible de la variedad algebraica N2*™, tal y como se verd
en la siguiente seccion.

A continuacién se prueban varios lemas que serdn de gran utilidad en lo
que sigue.

Lema 3.3.5 Sea g = go ® g1 una S.A.L. filiforme con dim(gy) = n y
dim(g;) = m. Si Xy, € [Y1,Yy] con X; ¢ B(g1 X g1) para todo 0 <1 < k
(siguiendo la notacidn de 1.2.2) entonces m es impar y la inica posibilidad
para k es k =n— 1.

Demostracién: Sea g = go @ g; una S.A.L. filiforme con dim(go) = n y
dim(g;) = m. Supongamos que X, € [Y;,Yn] con X; ¢ B(g; x g1) para
todo 0 < ! < k. A continuacidén se probard que m es impar por reduccién al
absurdo. Luego supéngase m par:

e De J,(Xo, Y1, Y1) se tiene que
[X07 [1/1, Ym—l]] = [)/27 Ym—l] + [}/17 Ym]

con Xy € [Y1,Yn] y Xi ¢ [Xo, [Y1, Ym—1]] (va que Xi—1 ¢ [Y1,Ym1]), de
donde se sigue que Xj € [Y2, Y,_1].

e De J,(Xo, Y3, Yin_2) se tiene que
[X07 [Y'27 Ym—Z]] = [}/3a Ym—2] + [1/27 Ym—l]

con Xy € [Ya,Yio1] y Xy ¢ [Xo, [Y2, Ym2]] (ya que Xi_y & [Y2, Yin-2]), de
donde se sigue que Xy € [Y3, Yi—a].

e Asi por induccién para m par se llega a J,(Xp,Yn,Yn) de donde se tiene
g 2 2

[Xo, Ve, Y]] = 2[Yz, Y]
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con X € [Y%,Y%_H] y Xk ¢ [Xo, [Y%,Y%]] (ya que X1 ¢ [Y%,Y%]) lle-
gando por tanto a contradiccién con el hecho de que m es par.

Luego m tiene que ser impar.
Seguidamente se va a probar que kK = n — 1 por reduccién al absurdo.

Sea, por tanto, Xy € [Y1,Yy,] con k # n — 1, luego existe el vector Xj1.
No hay pérdida de generalidad en suponer que la constante de estructura
E¥ = 1. De donde se seguirian, mediante las super-relaciones de Jacobi, los
siguientes productos:

{ [Y2, Yiu] = X1 + U1 (X2, -« - » Xno1)
D/H—i’ Ym—i] = (_l)iXk + \Ill-i-i(Xk—{—la o ’Xn—l) 1 < i < m_z_l

e De J,(Xo, Y2, Yin_1) se tiene que

[Xo, [Y27 Ym——l]] = [Y},, Ym—l] + [Yéa Ym]

con —Xpy1 € [Xo, (Y2, Ym-1]] ¥ Xk+1 € [Y2,Y] de donde se sigue que
[Y3, Ym—l] = —2Xk+1 + \Ifé(Xk_i_g, . ,Xn—l)-

e De J,(Xo,Ys, Yin_2) se tiene que
[XO) Df37 Ym—Z]] == [1/217 Ym—2] + [Yv37 Ym—l]

con Xgy1 € [Xo, [Ys, Yim—s2]] ¥ —2Xk41 € [Y3, Yin—1] de donde se sigue que
[Y;i’ Ym—2] - 3Xk+1 + \IIZL(XIH-% sy Xn—l)'

e Asi, por induccién finita, se prueba que

[Yi, Yin—kta] = (—1)k(k — ) X1 + U(Xir2, .., Xpm1), 25k <

m+1

En particular para k = ™= quedaria

myrm — 1
_é‘i Xk+1 + \Il(Xk+2a s 7Xn—1)
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De Jg(XO,Y%i-_l,Y%ﬂ) se llega a [ X, [Y_r_n%,Y_m_;-_l]] = 2[Yﬂ#, Ynys] siendo el

coeficiente del vector Xy, igual a (—1)™2 * en el primer miembro e igual a
m+41 . . .
(—=1)72 (m — 1) en el segundo miembro, llegando por tanto a contradiccién.

Con esto se concluye la demostracién del lema. 0

Lema 3.3.6 Sea g = go ® g1 una S.A.L. filiforme con dim(gy) = n y
dim(g,) = m. Paran > 3 ym impar st X1 € [Y;,Y;] entonces i + j es
pary2<it+j3<m-1

Demostracién: Se comenzard probando, mediante reduccién al absurdo,
que si i + j es impar entonces X; ¢ [V}, Y]].

e De J,(Xo, Y, Vi) para 1 <4 < m—1sesigue que [Y;, Y 1] = 1/2[X,, [V;, Yi]]
y como X; ¢ Im(adXy) se tiene que X; ¢ [V;,Yiy1] con1 <i<m — 1.
Siguiendo un razonamiento andlogo, con J,(Xo, Yk, Yn) paral <k <m-—1,
se prueba que X; no puede aparecer en ningin corchete de la forma [Y2, Yy,],
(Y3, Yil, - oy [Yoms Yol

e De J,(Xo, Yi_1, Y1) para 2 < i < m — 2 se tiene que
[Xo, [Yic1, Yisa]] = [Y3, Y] + [Yio1, Yigol

gracias al punto anterior junto con el hecho de que X; ¢ Im(adXy) se llega
a que X; ¢ [Yi-1,Yito] para 2 < i < m — 2. luego se ha probado que
X1¢[Y,YJconl<i<j<mytalquej—i=3.

e De Jy(Xo,Yi2,Yiys) para 3 < ¢ < m — 3 y siguiendo un razonamiento
analogo al anterior se llega a que X; ¢ [Yi_o,Yi43] para 3 < ¢ < m — 3.
Luego se tiene que X; ¢ [¥;,Y;]con 1 <i<j<mytalquej—¢=>5.

e Del mismo modo, a partir de J,(Xo,Y;—3,Yi13) para 4 < i < m—4y
siguiendo un razonamiento andlogo al anterior se prueba que X; ¢ [Y;, Y]]
conl<i<j<mytalquej—1="7.

Por induccién se llega a que X; ¢ [¥;,Y;] con j — ¢ un ndmero impar
(1 < i < j < m). Luego resta ver qué productos [Y¥;,Y;] con j — i una
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cantidad par pueden contener a X;. Es fécil ver que la pertenencia de X; a
estos tltimos viene determinada por la pertenencia de X; a algin producto
de la forma [Y7, Y1), [Y2, Yal, - - -, [Yin-1, Yim—1] (el producto [Yp,, Y;] ya ha sido
estudiado con anterioridad).

En efecto, de J,(Xo,Y1,Y2) y del hecho de que X; ¢ Im(adXy) se llega a
que
X, €12, V3] +— X1 € [, Y]

del mismo modo se llega a
X; € [Y3,Ys] «— X; € [V2, Y] +— Xy € 11, V5]
y, en general, para cualquiera de los productos [Y;, Y] con 1 <4 < m se tiene
Xiely, Y]« Xy €Y, Y] conj+k=2i

Se reduce asi el problema a estudiar los productos de la forma [Y;, Y;] para
1<i<m-—1.

e De J,(Xo,Y},Ym—1) para 2 < j < m — 2 se llega a que X; ¢ [Y;, Yin-1] con
3 < i< m—1 (de éstos tengo nuevos [¥;,Y;,_1] con 4 <i < m — 1 e par).
En particular, para i = m — 1, se tiene que X; ¢ [Yim—-1, Ym—-1]-

e De J,(Xo,Y;, Yin—2) para 4 < j < m—2 con j par, se obtiene que el vector
X1 ¢ [Y41, Ym—2). Es decir X; ¢ [V;,Yin_2] con 5 <4 <m —2eqimpar. En
particular, para i = m — 2, se tiene que X ¢ [Y—2, Yin_a].

e De J,(Xo,Y},Ym—-3) para 5 < j < m — 4 con j impar se llega a que
Xy ¢ [Yit1, Y3} Es decir X; ¢ [Y;,Yp_3] con 6 <i <m—3eqpar. En
particular, para i = m — 3, se tiene que X; ¢ [Yin—3, Yim-3].

Asi, por induccién finita, se llega a que X; € [Yiyg, Ym—s) con 1 <4 <
< (m—3)/2y 3 <k <m—2i, obteniéndose, en particular, que X; ¢ [¥;, Y]]
para (m—3)/2<i<m-—1

e A continuacién se estudiarian los productos [Y3, Y], [Y2, Ym-1], [¥3) Ym—2],
. [Yﬂ;l-_l, Y%]. Siguiendo un razonamiento analogo al anterior y mediante
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las super-relaciones de Jacobi se sigue que no hay pérdida de generalidad en
estudiar sélo el caso X; ¢ [Y1,Y,]. El resultado se sigue del lema 3.3.5 y del
hecho de que n > 3.

En resumen, se ha probado que el vector X; no puede aparecer en ningin
producto de la forma [Y;,Y]] cuando i 4 j es impar o par entre los valores
m+1y2m (m+1<i+j<2m).

Con esto queda probado el lema. O

Nota 3.3.3 En las condiciones del lema anterior con m par y siguiendo un
razonamiento analogo se llega a que si X; € [¥;, Y]] entonces ¢ + j es par y
ademds cumple 2 <1+ 75 < m.

Nota 3.3.4 Si g = go ® g1 es una S.A.L. filiforme con dim(gy) = 2 y
dim(g;) = m con m impar, entonces si X; € [Y;,Y]] se verifica que 7 + j
espary2<i+j3j<m+1.

Teorema 3.3.7 (de nilindice maximal).

El nilindice mazimal de la familia de superdlgebras de Lie filiformes F™™ es
n+m — 1 y sdlo se alcanza para n =1 (caso escindido) y paran =2 ym
impar.

Demostracion: Se estudiarian cinco casos:

Este caso sin mds que tener una base adaptada [X,,Y;] = Yj;1 para
1 < j < m—1 es ficil comprobar que se consigue una superalgebra de
nilindice m (= m+mn —1), pero este S.A.L. es en realidad un édlgebra de Lie,
de ahi que se considere un caso escindido. En lo anterior m > 2 (param =1
ver nota 3.3.1).
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rCaso m=1|

El caso n = 1 estd incluido en el caso anterior y el caso n = 2 se estudiara
més adelante dentro del caso n = 2 y m impar. Resta estudiar todos los
casos 1 > 3. Luego sea g = go @ g; una S.A.L. filiforme de dimensién n + 1
(dim(go) =n > 3y dim(g;) = 1) y de base adaptada {Xo, X1,...,Xn_1,Y}
con g un algebra de Lie filiforme. Con todo esto se tiene que

Cl(g) =< [KY},XQ,Xg,...,Xn_l >e<0>

donde las constantes de estructura E¥, se llamaran simplemente E*, esto es
[V, Y] = ¥k B* X

e De J,(X,,Y,Y) se sigue que E¥ =0paral <k <n-—2.
e De J,(X1,Y,Y) se sigue que E° = 0.

Luego C(g) =< X5, X3,...,Xn-1 > ® < 0 >, de donde se sigue que el
nilindice maximal de g es, a lo sumo, n — 1 (=n+m — 2).

rCaso n>3ym impﬂ

Si se quiere que la superdlgebra tenga nilindice n+m —1, es necesario que
X, € C'(g) y que dim(C*(g)/C**(g)) = 1 para 1 < i < n+m — 2. Gracias a
los Jacobis y al lema 3.3.6 hay m—;l de productos en los que puede aparecer
el vector X;, que son

[}qayi]a [}/Zayv2]) [%7%]) RS [Y’”T‘I’Y’”T‘l]

* X1 € [Yoor, Yo m=1] En este caso, de Jy(Xo, Ym-2,Yn-1) se tiene que el vec-

tor X € [Ym 3 Y_L] sin més que tener en cuenta que X; ¢ Im(adX).
De Jy(Xo, sz 5 Y_—f—_) y gracias al paso anterior se tiene que X; € [Ym 5 Y_—Q—_]

No hay pérdida de generalidad en suponer que la constante de estructura

El_, .., = 1. Asi, por induccién, se tendrian los siguientes productos:
2 T3

m—3
2

[Yooyoni, Vimopans] = (1) X1 + ¥z (X, .., Xpo1), 0 <
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e De J,(Xo, Y_r_n_é—_l, YmT—l) se tiene que [YmT—l, an_;_l_] = %XQ—i—%\Ilm_z:l(X;;, ey Xno1).

e De J, (X, Ym2—_3 , Yﬂiu) y junto con el paso anterior se tiene que la constante

de estructura E2%_; nis = —3.
2 2 2
e De J,(Xo, Ym-s, sz_;]ﬁ) y junto con el paso anterior se tiene que la constante
2
de estructura E%_s mis = o
2 2

e Asi, por induccién, se llega al siguiente valor para la constante de estructura
m=3 (M —2
E?. 1 =(-1) 7 <T> ¥y, en general,

B2, = (—1)" <%—z) para i=1,3,5,..., 22 M~ "

En particular se ha obtenido que X» € [Y3, Y,,—1] y de todos los productos
[Y1,Y;] tal que X; € [¥1,Y]] el que tiene mayor j es [¥3,Y;,_2]. Con todo
esto, y si se quiere que la superdlgebra tenga nilindice maximal (n +m — 1),
tiene que tener la siguiente sucesién central descendente

Cl(g) =< X1,X0,.., Xna1>0<Y,,..., Y, >
CQ(g) :<X1,X2,...,Xn_1>®<Y3,...,Ym>

cm 3( ) =< X17X27 L. 7Xn-—1 >0 < Ym_Q,Ym_l,Ym >

cm 2( ) =< X17X2y .. 7Xn_1 > b < Ym—laYm >

C’” 1g) =< X35, Xn1 > @ < Yoy, Vi >
C™(9) —<X2,...Xn_1>€B<Ym>

con Y1 ¢ Im(adXy,...,adX;),1 <j<m-3eY,_1 ¢ Im(adXy,...,adX, 1).
En particular se tendria que Im(adXs,...,adX,_1) Ng C< Yy, >

A continuacién se analizan todas las posibilidades para que el vector
Y1 € C™1(g) llegdndose en cada una de ellas a contradiccién con lo que
quedaria cerrado este caso. Estas posibilidades son

[XI, }/1]7 [Xla }/2}a e [Xl, Ym—2]
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— 1. Y €[X1,Y] con 2 < k <m— 2, de Jy(Xo, X1, Ys—1) se tiene
[X27Yk—1] = [XO) [X17Y;c—l” - [Xh }/;c]

y como [Xo,[X1,Yio1]] C< Y > (va que Im(adX:) C< Yp_1,Ym >) se
sigue que Y;,,_; € Im(adX2) lo que es una contradiccién.

— 2. Y1 € [X1, Y1) Se distinguen a continuacién dos casos:

- 21 Si mT"l es par, entonces de Jg(lfl,YmT—l,Y_mT—l) se llega a que
Y1, [Yoor, Yios ]| 4 2[Vmes, [Y1, Y]] = 0. Por el lema 3.3.6 se tiene que
[Yl,YmT—l] c< Xy ..., Xp_1 >, y como Im(adXa,...,adX,1) C< Yy, >,
se sigue que [Y_m_z—_l_, [Yl,YmT—1 ] €< Y, >. Pero como estamos en el caso
X1 € [V, Yimoa ] se tiene que Yipy € [Y1, Y1, Yimor ]] llegando por tanto

a contradiccién.

- 2.2. Si 2L es impar, entonces de Jg(Yl,YmT-e., Ym__;]:l) se llega a que

andlogamente al caso anterior se prueba que [Yﬂiﬂ, Y1, YmT-a]] C<Yn>y
[szlg, [Yl, Yﬂ%:l]] c< Y, >, pero [YmT—s, Yﬂ;j—_l_] = _X1+Q%:§(X2, ca ,Xn_l)
de donde se sigue que Yp_1 € [¥1, [Yms, Ymu]] llegando nuevamente a con-
tradiccion.

Se prueba por tanto que para X; € [Yﬂz-_l,Y%—_l | no existe niguna su-
peralgebra de Lie filiforme con nilindice n +m — 1.

*x X1 € [Yx, Y] con 2 < k < 253,

Se supone que X; ¢ [Y;,Y]] para | > k ya que en tal caso la demostracion
se harfa segtin el caso X; € [V},Y]].

En este caso no hay pérdida de generalidad en suponer Ej, = 1, luego
quedan los productos

[Yiei, Yags) = (1) X; + Upi(X2, ..., Xno1), 0<i<k—1

o
3 ”
Z BIRLIOTECA 2
v‘:‘) “:\;)'
"}’ &)
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e De J,(Xo, Yy, Yi) se tiene que [Yy, Yiyi] = %Xz + %\I!k(Xg, ey Xn1).

e De J,(Xo, Yi_1, Ykt1) ¥y junto con el paso anterior se tiene que la constante
de estructura Ef_; ;.o = —3.

e De J,(Xo, Yi—2, Yi+2) y junto con el paso anterior se tiene que la constante
de estructura Ef_, ;.3 = 5.

o Asi, por induccién, se llega al siguiente valor para la constante de estructura
2k — 1
E%,% = (=1)*1 ( 9 ) y, en general,

2k +1
Ef’%ﬂ_i:(—l)k"’( 2+ —i) para 1=1,2,...,k—1,k.

En particular, se ha obtenido que X, € [Y7, Yax] y de todos los productos
[Y1,Y]] tal que X; € [Y1,Y;] el que tiene mayor j es [Y1,Y2-1]. Con todo
esto, y si se quiere que la superalgebra tenga nilindice maximal (n 4+ m — 1)
se tiene que tener la siguiente sucesién central descendente

Cl(g) =<X1,X2,...,Xn_1>€B<§/2,...,Ym>
Cg) =< X Xey... Xoy >®<Yi... Vp>

C*2(g) =<X1,Xo,..., Xpn1>® < Yop1,..., Y >
C*-1g) =<X1,Xo,..., Xpo1 >® < Yop,..., Y >
C*(g) =< Xo. ., Xn1>®<Yop,..., Y5 >
Cm(g) :<X27~~-aXn—1>®<Y2k+1,...,Ym>

conY; ¢ Im(adXy,...,adXn_1),2 < j < 2k=1eYy ¢ Im(adXy, .. adXn_1).
En particular se tendria que Im(adXs, . ..,adX,-1)Ng1 C< Yokt1,..., Ym >.

A continuacién se analizan todas las posibilidades para que Yo, € C%(g)
llegdndose en cada una de ellas a contradiccién con lo que quedaria cerrado
este caso. Estas posibilidades son

[X17 le]) [Xla Y2]a RN [X17 )/Zk—l]
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— 1. Vg, € [X1,Y] con 2 <1 <2k — 1, de Jy(Xo, X1,Yi—1) se tiene que
[XZ’Y;—I] = [XO, {leifl—l]] - [Xla}/z]

y como [ Xy, [X1, Vi—1]] €< Yakt1, - - -, Y > (yaque Im(adX;) C< Yor, ..., Y >)

se sigue que Yz € Im(adXs) lo que es una contradiccion.
— 2. Yy, € [X1,Y1]. Se distinguen a continuacién dos casos:

- 2.1. Si k es par, entonces de J, (Y1, Yk, V%) se llega a que [Yi, [V, Yi]]+
+2[Y%, [Y1, Yi]] = 0. Por el lema 3.3.6 [Y1,Y] C< Xo,...,Xp 1 >, y como
Im(adXs,...,adX,—1) N g1 C< Yogt1,...,Ym >, se sigue que el producto
[Yi, [Y1, Yi]] €< Yag41,-- ., Yim >. Pero como estamos en el caso X; € [V}, Y]
se tiene que Yo € [Y7, [V, Y%]] llegando por tanto a contradiccion.

- 2.2. Si k es impar. De Jy(Y3, Yi_1, Yit1) se tiene que
(Y1, [Ye—1, Y]] + [Ys1, (Y1, Yaoa]] + [Yaor, [Y2, Y]] = 0

analogamente al caso anterior se llega a [Yi_1, [V1, Yit1]] C< Yor41,-- -y Yo >
¥ [Yess, Y2, Yeo1]] C< Yogi1,...,Ym >, pero como [Yi_1, Vi) = —Xi+
+V,_1(Xs,...,Xn_1) se sigue que Yo € [Yi,[Yi-1, Yi+1]] llegando nueva-
mente a contradiccion.

Se ha probado, por tanto, que si X; € [Yx, Yi] con 2 < k < -"‘2;3 no existe
niguna superalgebra de Lie filiforme con nilindice n +m — 1.

x X; € [V1,Y1] La demostracién que sigue también es extensible al caso m
par. Si la tnica constante de estructura de la forma E}] distinta de cero es
E}, y se quiere que la superdlgebra tenga nilindice (n +m — 1) se tiene la
siguiente sucesién central descendente

Cl(g) =<X1,X2,...,Xn_1 >69<)/2,...,Ym>
C:g) =<X2,.., Xuo1 >0 <Y, Y5,..., Y >

y la tnica posibilidad para que Y; € C%*(g) es Y2 € [Xi, Y1), hecho que es
incompatible con X; € [Y1,Y]] sin més que tener en cuenta Jy(Y3,Y1,Y1)
(pues Y§ € 3[}/1’ [}/17Y1]] = Jg(le,leaY'l) = 0)
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Asi pues, se ha probado que si X; pertenece sélo al producto [Y7,Y1] el
nilindice de la superdlgebra es < n +m — 2.

Cason> 3y m par|

Gracias a la nota 3.3.3 y a los Jacobis sélo hay que estudiar si X; pertenece
o no a los productos: [Y1, V1], [¥2,Y2], ..., [V, Ya].

* X, € [Y%, Y%] No hay pérdida de generalidad en suponer que la constante

de estructura Eh m» = 1. Asi, por induccién, y siguiendo un procedimiento
272
analogo al caso m impar se tendrian los siguientes productos:

m— 2
2

V2, Yongi] = (1)'X1 + ¥meai (Xp, ..., K1), 0S4 <
e De Jy(Xo, Ym,Ymn) se tiene que [Y%,Y_rl;_z] =1X,+ %‘I’%(Xg, ey Xno1)-

e De J, (X, YmT—Z, Yﬂéﬂ) y junto con el paso anterior se tiene que la constante

de estructura E2%_; ni4 = —3.
2 2

e Asi, por induccidn, se llega al siguiente valor para la constante de estructura

E?, = (-1)"% mT— y, en general,
m_; 1 -9
Bl = (127" (%—z) para i=1,2,...,T——2—,%.

En particular se ha obtenido que X, € [Y},Y,,] y de todos los productos
[V1,Y;] tal que X; € [¥1,Y]] el que tiene mayor j es [Y1,Yn_;]. Con todo
esto, y si se quiere que la superdlgebra tenga nilindice maximal (n +m — 1)
se tiene que tener la siguiente sucesién central descendente

Clg) =< X1, X, ., Xno1>®<Yy,..., Y >
C2(g) =< X1, X9,..., Xp1>0<Y;,...,Yn >
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Cm2

-1

() =< Xl,XQ,...,Xn_l>@<Ym_1,Ym>
() —<X1,X2,...,Xn_1>®<ym>
C™(g) =<X5 ..., Xnpo1>®<Yy>

C™+l(g) —<X2,. yXno1>®<0>

conY; ¢ Im(adXy,...,adXn1),2<j<m-1eY, ¢ Im(adXs,...,adX, 1).
En particular se tendria que Im(adXs,...,adX,—1)Ng C<0>

A continuacién se analizan todas las posibilidades para que Y;, € C™(g)
llegéndose en cada una de ellas a contradiccién con lo que quedaria cerrado
este caso. Estas posibilidades son

[Xla Yi]a [XI,Y2]7 ey [Xla Ym——l]
— 1. Yoy €[X1,Ys] con 2 <k <m—1, de Jo(Xo, X1, Yr—1) se tiene que
[X27 Yk—l] = [X07 [Xh Y;c—l]] - [Xla 1/k]

y como [Xq, [X1,Ys-1]] €< 0 > (ya que Im(adX;) Ng; C< Yy, >) se sigue
que Y;, € Im(adXs) lo que es una contradiccion.

— 2. Y, € [X1,Y1]. Se distinguen a continuacién dos casos:

-2.1. Si 2 es par, entonces de J, (Y1, Yz, Y ) sellegaa que [V, [Yz, Ya |+
+2[Ym, [Yl,Ym]] — 0. Por el lema 3.3.6 se tiene [Y1,Ym] C< X, ... Xn 1>,
y como Im(adXz, ..,adX,_1) N gy C< 0>, se sigue que [Ym ,[Yl,Ym]] = 0.
Pero como estamos en el caso X; € [Ym, Ya] se tiene que Yy, € [Y1, [Ym, Ym]|
llegando por tanto a contradiccién.

- 2.2. Si Z es impar, entonces de J, (Y1, YmT—2 , Yﬂ;_z) se llega a que
(Y1, [Vosz, Yoso]] + (Vaga, [V, Y2 ]| + [V, [V, Vg ] = 0

de forma andloga al caso anterior se prueba que [Y_—i—_, [Yl,szz]] =0y
[Yoz, [Y1, Ymyz]] = 0, pero como Yoz, Yig] = —X1—|-\Ilm 2(Xa, ..., Xn-1)
se sigue que Y € [Y1, Va2 Y_L]] llegando nuevamente a contrad1cc1on
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Se ha probado, por tanto, que para X; € [Ym,Ym] no existe niguna
superalgebra de Lie filiforme con nilindice n +m — 1.

* X1 € [V, Y] econ2<k< mT_Z Este caso es totalmente andlogo al equiva-
lente con m impar.

*x X; € [Y1,Y1] Este caso, al igual que el anterior, es totalmente andlogo al
equivalente con m impar.

Con esto se concluye este caso.

| Caso n=2 y m par

En este caso se tienen S.A.L. filiformes g = go @ g; con dim(go) = 2 y
dim(g1) = m con m par, admitiendo bases adaptadas {Xo, X1,Y1,...,Yn}.
Este caso es sensiblemente diferente a los anteriores ya que no existe el vector
X,. Gracias a la nota 3.3.3 y a los Jacobis sélo hay que estudiar si X;
pertenece o no a los siguientes productos:

[H,H],[YZ,Y&],,[Y%,Y%]
* X1 €[V, Yi]con2< k<

En este caso no hay pérdida de generalidad en suponer Ei, = 1, luego
quedan los productos
[Yieis Yati) = (-1)'X;, 0<i<k—1
Si se quiere que la superalgebra tenga nilindice maximal (n +m — 1) se
tiene la siguiente sucesion central descendente
Cl(g) =<X1>®<}/27'-'7Ym
C2%(g) =< X;>0<Ys,...,Yn

(

( m
C*(g) =<0><Yo,...,Ym>

(g) =< 0> <Yopqr,..-, Ym >
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con Y; ¢ Im(adX;) para 2 < j < 2k — 1. A continuacién se analizan todas
las posibilidades para que Yz, € C?*(g) llegdndose en cada una de ellas a
contradiccién con lo que quedaria cerrado este caso. Estas posibilidades son

[X17 }/1]7 [X17Y—2]a ey [Xla }/2]{:—1]
— 1. Yo € [X1, Y] con 2 <1< 2k — 1, de Jy(Xo, X1,Yi—1) se tiene que
[X07 [XlaYE—l]] = [Xla}/l]

de donde se llegaria a Ya;,_; € [X1,Yi-1], lo que es una contradiccion, ya que
Yor—1 ¢ Im(adX,).

— 2. Yo € [X1,Y1]. Se distinguen a continuacién dos casos:

- 2.1. Si k es par, entonces de Jy(Y7, Y, Yi) se llega a que [V1, [Yi, Yi]]+
+2[Y%, [Y1, Y]] = 0. Por el lema 3.3.6 se tiene que [Y3,Y;] = 0 pero como
estamos en el caso X; € [V, Y] se tiene que Yo, € [Y7, [Y%, Yi]] llegando por
tanto a contradiccién.

- 2.2. Si k es impar. De Jy(Y7,Yi_1, Yi41) se tiene que
Y1, [Yi—1, Yet1]] + [Yet1, [Y1, Ye1]] + [Yi-1, [Y1, Yira]] = 0

de forma andloga al caso anterior se prueba que [Yj41,[Y1,Yi1]] = 0y
[Yi_1,[Y1, Yera]] = 0, pero como [Yj_1, Yiy1] = —X; se sigue que el vector
Yar € [Y1, [Yi-1, Yit1]] llegando nuevamente a contradiccién.

Se ha probado, por tanto, que para X; € [Y%, Yi] no existe niguna su-
peralgebra de Lie filiforme con nilindice n +m — 1.

* X; € [Y1,Y1] Es totalmente andlogo al del caso m impar.

Con esto se concluye este caso y la demostracién del teorema ya que el
tinico caso no estudiado serfa n = 2 y m impar (en el resto de los casos se ha
probado que nunca se obtiene nilindice n+m —1). Paran = 2 y m impar si
existen S.A.L. filiformes con nilindice n + m — 1 segin se vié en el teorema
de existencia. 0O
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Lema 3.3.8 Seag € F2™™ conm impar y sea {Xo, X1,Y1,..., Y} una base
adaptada de g. Si la constante de estructura E},, # 0 entonces g pertenece a

la siguiente familia de S.A.L filiformes p(ou, .. ., OfmT—l) que viene dada por
[X07Y] Yin 1<i<m-—1
[Vi, Yinr1—i] = (-1)H1X; 1<i<mid
Y, Yapoi] = (=1) "l Xy 1<i<k1<k<

-1

m
conoy €C paral < k<

Demostraciéon: Sea g en las condiciones del lema y de base adaptada
{Xo,X1,Y1,...,Yn}. Si E}, # 0 no hay pérdida de generalidad en supo-
nerla 1 (mediante un sencillo cambio de escala X| = E{,,X;), asi se tiene el
producto Y7, Y] = X;. Con todo esto la sucesién central descendente serd

Cllg) =<X1>06<Y,....Y,>
Cg) =<X1>0<Ys...,Y,>
Cm ) -—<X1>®<Ym 1, Yy >

*(g
m-lg) =< X, >® <Y, >
C™g) =<X1>®<0>
C™1(g) —<0>€B<0>

de donde se sigue que Y; ¢ Im(adX;) con 2 < j < m, es decir, [X1,Y;] =0
Vi (1 <1 < m). Por lo tanto sélo resta conocer el resto de productos de la
forma [Y;,Y;].

e De J,(Xo, Y1, Yim-1) se obtiene [Y, Y1) = =X

e De J,(Xo,Y2, Yn_2) se obtiene [Y3, Yy _5] = X;.

e Asi por induccién de Jy(Xo,Y;, Yin_;) para 1 <4 < = se obtiene

Y, Y] = (-D)™'X; sii+j=m+1, i<j



3.3. Caso filiforme 55

o lo que es lo mismo

[}/iyym-i—l—i] = (—1)i+1X1, 1< <

2

e De J,(X,,Y;,Y;) para 1 < i < m — 1 se sigue que [V;,Y;11] = 0. Me-
diante Jacobis y utilizando un procedimiento andlogo al anterior se obtiene
que también son nulos todos los productos [¥}, Y;] con j + k impar (las posi-
bilidades para j + k son 3 < j + k < 2m — 1 que son todas las posibilidades
para 2i + 1).

e De J,(Xo,Y;,Y,,) para 1 < i < m — 1 se sigue que [Yie1, Y] = 0. Nue-
vamente mediante Jacobis y utilizando un procedimiento andlogo al anterior
se obtiene que también son nulos todos los productos cuyos indices sumen
i+ 1+ m, es decir [¥},Yx] = 0 con j + k par (los impares ya han sido con-
templados en el punto anterior) y m + 3 < j + k < 2m (que son todas las
posibilidades pares de i + 1 + m).

e Falta ver los productos [¥;, Y;] con i+j pary 2 < i+j < m—1. Mediante los
Jacobis que restan se obtienen relaciones entre los productos cuyo sumatorio
de subindices coincida, en particular se tiene que

[V, Yjl = (-1 Xy sii+jespar, 2<i+j<m—1, i<

es decir
m—1
2

Con esto se concluye la demostracién del lema. 0O

[Y;, Yap—i) = (1)l Xy, 1<i<k1<k<

Nota 3.3.5 La familia de S.A.L. filfiformes u(al,...,a%—l) dentro de la

variedad algebraica F2*™ con m impar es un abierto para la topologia de
Zariski ya que estd determinado por Ei,, # 0.

Nota 3.3.6 En la familia del lema anterior, y para cada m, si todos los
pardmetros son nulos, o = 0 para 1 < k < m—;—l, se obtiene la S.A.L.
filiforme K?™,
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Lema 3.3.9 Para cada m impar, la familia ( ) —paramétrica p(ay, ..., o
estd contenida en la orbita de la superdlgebra K Zm,

N(ala reey ijT-l) g 0(K2’m)

Demostracién: Hay que probar que cualquier g € p(aq,. .., Om—1 ) es iso-
morfa a K2™,

Sea, por tanto g € u(a,..., o me1 ). Para probar que g es isomorfa a K™
se hace en g un cambio de base genérico en la parte impar (cambiando las
Y) y se observa que mediante una eleccién adecuada de los pardmetros del
cambio de base se pueden suponer nulos los o; paral <17 < "‘T’l obteniendo
por tanto, mediante un isomorfismo, la familia de superdlgebras K2™. Luego
sea g tal que

[Xo,Yi] = Yips 1<i<m-—1
[¥;, Vni—s) = (1)1 X, 1<i<mi
Vi, Yopo] = (1) op Xy 1<i<k1<k<mA
m—1
cono € Cparal <k < .
Se considera en g el siguiente cambio de base
[ X} =X,
XI "' G’IXI a 75 0

I
{ Y1 = E a;Y;
=1
m—j+1

V=Ko Yjal= ), afigo, 2<j<m
i=1

\

donde en principio hay m — 1 pardmetros libres a; para 2 < i < m. Por la
eleccién del cambio de base se verifica
m+1

2

[ i m+1 z] _(_ )z+1X{’ ]-S'LS
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lo que coincide con la forma inicial de g, es decir, la nueva constante de
estructura E},, sigue siendo 1.

e A continuacién se consideran los productos
Vi, Y1) = (-1) lama Xy, 1<0< ——

para calcular el nuevo valor de la constante de estructura Om-1 tras el cambio
de base, am ., se toma un producto en concreto (del resto se obtendria el
) P

mismo valor )

[Yila ] [allfl co amYm) alym—2 + a2Ym—1 + a3Ym] = a,Ln;lX{

2

al descomponer el producto anterior en sumas y tras sustituir y simplicar se
observa que el coeficiente de a2 es [Y2,Y—1] = —1 por lo que am , puede

ser considerado como un polinomio de segundo grado en la variable a; que
tendrd, como tal, dos raices complejas. Basta con asignar a ap el valor de
una de las raices anteriores para conseguir que &/p_, = 0.

2

e Repitiendo el mismo razonamiento para los productos

¥y Yoaoi] = (-1 ampa Xy, 1< 5

se llega a que la nueva constante de estructura ¢/,_; puede ser considerada
2
como polinomio de segundo grado en la variable a3 que tendrd, como tal, dos

raices complejas. Bastaria entonces con asignar a az el valor de una de las
raices anteriores para conseguir o/, mg = =0.

e Asi, por induccién, se llega a que las nuevas constantes de estructura oy,
para 1 < k < m—;l pueden ser consideradas como polinomios de segundo
grado en la variables a 3=k respectivamente. Cada uno de estos polinomios
tiene dos raices complejas Basta entonces con asignar a cada O mt3-2k el valor
de una de las raices de su polinomio correspondiente para consegulr anular

al mismo tiempo o, = o}, = ... = ¢/,_; = 0 obteniéndose para cada m la
2

superalgebra K™,

Con esto se concluye la demostracién del lema. 0O
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Teorema 3.3.10 (de unicidad).
La tnica S.A.L. filiforme g € F**™, salvo isomorfismo, no trivial con nilindice
n+m — 1 se presenta para n = 2 y cada m impar, y es K>™.

Demostracién: Gracias al Teorema de existencia, al Teorema de nilindice
maximal, y a los lemas 3.3.8, 3.3.9, lo tinico que resta probar es que si n = 2
y m es impar y la constante de estructura E},, = 0 nunca se obtiene nilindice
m+1(=n+m-1).

Asi, sea g € F2*™ con m impar y de base adaptada {Xo, X1,Y1,..., Y},
tal que El =0, es decir X; ¢ [V1,Y,,]. Se va a suponer que g tiene nilindice
m+1 (= n+m—1) y se va llegar a contradiccién probandose asi el resultado.

Gracias a la nota 3.3.4 sélo hay ™ posibilidades para que X; € C'(g)
(condicién indispensable para obtener nilindice m + 1 (=n+m — 1)) y son

[YhYI]’ [Y'?’Y?]’ RN [Y'-"—g'—HYl"—‘:{—l]

El tltimo caso ya estd descartado al suponer que X; ¢ [Y1,Y,] (que es
equivalente a X; ¢ [Yﬁ;t_l, Yﬂ;_l]) El primer caso también puede descartarse,
ya que segiin se vio en la demostracién del teorema de nilindice maximal, si
X, sblo pertenece a [Y7,Y)] el nilindice de la superédlgebra es < n +m — 2.
Luego resta estudiar los casos [Ys, Ys],.. ., [YmT-—l , YmT—l ).

Sea X; € [V, Y;] con 2 < k < ™1 tal que X ¢ [V, Y]] con [ > k. No
hay pérdida de generalidad en suponer El, = (—1)**!, obteniéndose de la
identidad de Jacobi graduada

Dfia }/21(7—1:] = (_]-)H-lea 1 S i S k

de todos los productos de la forma [Y7, Y;] en los que aparece X; el de mayor
j es [Y1, Yor—1] luego se ha de tener la siguiente sucesién central descendente
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si se quiere tener nilindice m +1 (=n+m — 1)

Cl(g) =<X;1>®<Y,,..., Y >

C?(g) =< X1 >®<Ys...,Yn>

C2k_2 ) =< X3 >@<Y'2k—1,---,ym>
>

m
C%*(g =<0>® <Yo,...,Y >
C¥*Hl(g) =< 0> D < Yapi1,--r Ym >>

(9

C*1(g) =<X;>® < Yo,-..,
)
(

con Y; ¢ Im(adX;) para 2 < j < 2k — 1. A continuacién se analizan todas
las posibilidades para que Yy € C?%(g) llegdndose en cada una de ellas a
contradiccién. Estas posibilidades son

[Xla Yl]a [XhY'Q]’ ey [Xl, Yer—l]
— 1. Yo € [X1,Y)] con 2 <1 <2k —1, de Jy(Xo, X1,Yi_1) se tiene
[X07 [Xla}/l—l]] = [leﬁ]

de donde se llegaria a Ya;_1 € [X1,Y-1] lo que es una contradiccion ya que
Yor_1 ¢ Im(adX,).

— 2. Yo € [X1,Y1]. Se distinguen a continuacién dos casos:

- 2.1. Si k es par, entonces de J, (Y3, Yx, i) se llega a que [V, [Yz, Yi]]+
+2[Y%, [Y1, Yi]] = 0. Por el lema 3.3.6 se tiene que [Y7,Y;] = O pero como
estamos en el caso X, € [Y;,Y;] se tiene que Yo, € (Y1, [V, Y]] llegando por
tanto a contradiccidn.

- 2.2. Si k es impar, entonces de J, (Y1, Yy—1, Yi+1) se llega a que
(Y1, [Yi-1, Yiga)] + [Yett, (Y1, Yeea]] 4 [Yeo1, Y1, Yera]] = 0

de forma andloga al caso anterior se prueba que [Yii1,[Y1,Yi-1]] = 0y
[Vi-1,[Y1, Yit1]] = 0, pero como [Yi_1, Yei1] = —X, se sigue que el vector
Yor € [Y1, [Yi-1, Yi+1]] llegando nuevamente a contradiccion.



60 3. Superalgebras de Lie de nilindice maximal

Se prueba por tanto que para X; ¢ [Y7, Y] no existe niguna superélgebra
de Lie filiforme con nilindice n + m — 1. En particular, si X; ¢ [V1, Y] no
existe niguna superalgebra de Lie filiforme que sea isomorfa a K*™. 0

Nota 3.3.7 Se ha probado que
,u’(ala T amT‘l) = O(K2,m)

quedando totalmente determinada O(K?™) que es un abierto para la topo-
logia de Zarisiki de F2t™ gracias a la nota 3.3.5.

3.3.3 Nilindices maximales < n +m — 2. Teoremas de
existencia.

En las secciones anteriores se han estudiado las S.A.L. filiformes, g € F"*™™,
de nilindice n+m —1 que es el mayor posible, obteniéndose que este nilindice
s6lo se alcanza para n = 2 y m impar. Asi para el resto de posibles dimen-
siones queda como el mayor nilindice posible n +m — 2.

A lo largo de esta seccién se encontrardn pares de dimensiones n y m,
distintas de n = 2 y m impar, para los que se alcanza el nilindice n +m — 2
que seria el mayor posible en ese caso. Ademads se prueba que el nilindice
maximal para los casos n > 2m +1esn — 1.

Las S.A.L. que aparecen en los siguientes teoremas han sido fruto de
numerosas operaciones y ensayos, similares a los que se hicieron para obtener
la familia de S.A.L. K?™, operaciones que se han suprimido para hacer menos
tedioso el trabajo y simplificar el estudio del nilindice maximal.

Teorema 3.3.11 Sea F"™™, la familia de superdlgebras de Lie filiformes, y
sea f(n,m) = f(n,m)|znsm la funcion que da el nilindice mazimal para cada
par de dimensiones (n,m). Entonces si el par (n,m) se encuentra en uno de
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los siguientes casos
i) n=3, mimpar
it) n<4, m par
i1) n=4, m=>5

el nilindice mazimal f(n,m) esn+m — 2.

Demostracién: Gracias a las secciones anteriores bastara con encontrar al
menos una S.A.L. filiforme con nilindice n + m — 2 en cada uno de los casos
anteriores.

Caso n=3 y m impg}

Sea K3™ e F3+™ con m impar, de base adaptada {Xo, X1, X2, Y1, Y2,..., Y},

tal que
[Xo, Xl] =Xy

[X07Y;}:Y;+1 1<i<m-1
; 1
(Y3, Yig1a) = (—1)1+1X2 1< < m +

entonces, es una simple comprobacién el hecho de que K*™ tenga nilindice
m+1 (= n+m—2) y que sea realmente, para cada m, una S.A.L. filiforme.
Se observa que K®™ es la generalizacién natural de K*™ para n = 3.

Cason< 4y m paﬂ

Se recuerda que el caso n = 1 es siempre para las S.A.L. filiformes un
caso escindido ya que se obtienen en realidad algebras de Lie. Se distinguen
a continuacién tres subcasos:

Si n =2 y m par Sin més que considerar la familia de superdlgebras de Lie
de base adaptada { Xy, X1,Y1,...,Yn} y de productos no nulos

[Xo,Yi] = Yip 1<i<m-—1
Yo ¥od = ()X, 1<i< D
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se obtiene una familia de S.A.L. de nilindice m (= n + m — 2). Esta familia
de S.A.L. serfa la “adaptacién” de la familia K?™, con m impar, al caso m
par.

Sin =3y m par Se considera la familia de superalgebras de Lie de base
adaptada {Xo, X1, X2,Y1,...,Yn} y de productos no nulos

([ [Xo, X1] = X,
[Xo,Yi] = Yip 1<i<m-1
4 Y Yooi] = (1) ™7 X, 1<i< %
m—2i - 2
[V, Y1) = (—1) 5 (%1) % 12i<?
\

Es una simple comprobacién ver que efectivamente es una S.A.L. de nilindice
m+1(=n+m-2).

Sin=4ym par Se’ considera la familia de superédlgebras de Lie de base
adaptada {Xg, X1, X2, X3,Y1,...,Yn} y de productos no nulos

[ [Xo, Xi] = Xin 1<i<?2
[Xo,Yi] = Yin 1<i<m-1
[V, Y] = (1) "7 X, 1<i gg
Y, Y14 = -1m+% w X, 1§7'SE

2 2
o [ (5 — L (i _1)\2
\

Es una simple comprobacién ver que efectivamente es una S.A.L. de nilindice
m+2(=n+m-2).

Cason=4ym=>5

Se considera la superdlgebra de Lie de base adaptada { Xy, X1, X5, X5, Y7, ...

, Ys}
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y de productos no nulos

( [Xo, Xi] = Xipn 1<i<2
[Xo,Yi]=Yin 1<4i<4
[Xl,Yex] =Y;

[X2, Yo] = —Y5
[Xs, V1] = Y5

< [Y1,Y§] =-Xi

Y1,y = -3X,
[Yo, Yo] = Xy
Y2, Ys] = 3Xo
Y2, Yy = -3 X3

| [¥3,Y3] = 2X;

Es una simple comprobacién ver que efectivamente es una S.A.L. de nilindice
7T(=n+m-—2).

Con esto se concluye la demostracién del teorema. 0O

Nota 3.3.8 Se observa que en los casos anteriores la parte par go es siempre
el 4lgebra de Lie L,_; (siguiendo la notacién de [26]).

Teorema 3.3.12 Sea F™"t™ la familia de superdlgebras de Lie filiformes, y
sea f(n,m) = f(n,m)|gnim la funcién que da el nilindice mazimal para cada
par de dimensiones (n,m). Entonces se tiene lo siguiente
(n=1 — f(1,1)=2 ( caso trivial )

n=2 — f(2,1)=2 (n+m-1)

n>3 — f(n,)=n—-1 (n+m-—2)
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(n=1 — f(1,2) =2 ( caso trivial )
m— 9 2<n<4 — f(n,2)=n (n+m—2)
n>5 — f(n,2)=n-1 (n+m—23)
\
(n=1 — f(1,3) =3 ( caso trivial )
n=2 — £(2,3) =14 (n+m-—1)
< = -
m—3 3<n<4 —f(n,3)=n+1 (n+m-2)
5<n<6* — f(n,3)=n (n+m—3)
n>"7 — f(n,3)=n-1 (n+m-—4)
\
(n=1 — f(1,4) =4 ( caso trivial )
2<n<4 —fn4)=n+2 (n+m-2)
< = -
—— 5<n<6 —f(n,4)=n+2 (n+m-—2)
7<n<8* — f(n,4)=n (n+m —4)
n>9 — f(n,4)=n—-1 (n+m—>5)
\

x En estos casos ademds se encontrardn familias genéricas de S.A.L.

filiformes con estos nilindices.

Demostracion: Se distinguen cuatro casos:
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| Caso m=1|

Paran =1y n =2 ver la nota 3.3.1 y el teorema 3.4.1, respectivamente.
Para n > 3 es una simple comprobacién el hecho de que cualquier S.A.L.
filiforme tiene nilindice n — 1 (= n + m — 2) por ser la parte par un dlgebra
de Lie filiforme.

En los siguientes casos para n = 1 es una simple comprobacién el hecho de
que cualquier superslgebra de Lie filiforme con base adaptada {X, Y1, ..., Y}
([Xo,Y;] = Yjt1, 1 < j < m — 1) tenga nilindice m (= n+m — 1).

| Caso m=2]|

Para los casos 2 < n < 4 ver el teorema 3.3.11. Para n > 5 se tendrian
S.A.L. filiformes go @ g1 de base adaptada {Xo, X1, ..., Xn-1, Y1, Y2} con go
un 4lgebra de Lie filiforme y [Xg,Y;] = Y5. Se observa que siempre Ej; = 0
ya que en caso contrario de J,(Xo, Y1, Y1) y, posteriormente, de J,(Xo, Y1, Y2)
se tendria que E3, # 0, lo que estarfa en contradiccién con Jy(Xo, Yz, ¥2).
Ademés, de este tltimo Jacobi junto con los anteriores se obtendrian las
siguientes condiciones

[1/1) Yl] g< Xn—37Xn—27Xn—1 >
[V, Y] €< Xn_2, Xy >
[Y2, Ya] C©< X1 >

que darian la sucesién central descendente siguiente

Clg) =<Xo...,Xn1>0<Y2>
C2(g) :<X3,...,Xn._1>@<0>

C"2(g) =<Xp1>®<0>
C (g =<0>

obteniéndose nilindice n — 1.
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| Caso m=3|

Para el caso n = 2 ver el corolario 3.4.5 y el caso n = 3 estd incluido en
el teorema 3.3.11. Luego a continuacién se estudiara el caso n = 4.

Sin=4

Se considera la superédlgebra de Lie filiforme gy @ g, de base adaptada
{Xo, X1, X2, X3,Y1,Ys, Y3} y de productos no nulos

([ X0, Xi] =Xiz1 1<i<2
[Xo,Yi] =Y 1<i<2
(X1, Xo] = -X;3

) (X1, Y2] = -Y;

[X2’Y1] =

1, Yi] = Xy

[Yl,Y2] = %Xz
| 1,1 = 1x,

se observa que g, es isomorfa a L3 sin mas que considerar el siguiente cambio
de base para g
X(,) = —X()
{ Xi=Xo+ Xy

Es una simple comprobacién el hecho de que efectivamente gy & g; sea una
S.A.L., filiforme lo es por construccién, y de nilindice 5 (= n+m — 2).

Si 5 <n <6 Seestudiard, por simplicidad y analogia, sélo el caso n = 6,
para obtener “formalmente” de éste el caso n = 5 sélo hay que sustituir el
vector X5 por el vector nulo, el resto se mantiene. Luego sea g = go @ g1
una S.A.L. filiforme de base adaptada {Xo, X1,...,X5,Y1,Ys, Y3} ([Xo, Xi] =
Xiv1, 1 <i<4y[Xo,Y;] =Y, 1 <j <2). Sise sustituye la constante de
estructura E}, por Ay E, por E; para 2 < i < 5 queda

Y1, V1] = A X1 + B2 Xo + E3 X3 + Ey Xy + Es X5
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De Jg(Xo,Yi,Yi) se tiene [}/1,}/2] = %()\Xz + E2X3 + E3X4 + E4X5), de
J4(Xo, Y1,Y2) se obtiene la condicién

1
'2'()\X3 + By Xy + E3X5) = [Ya, Yo] + [Y1, Y5
si se multiplica la condicién anterior por X, se llega a
1
5()\X4 + E» X5) = 2[Ya, V3] + [Y2, Y3] = 3[Y2, 3]

de donde se deduce que [Y3,Y3] = $(AXy + E»2X5), y multiplicando por X
se tiene [V3, V3] = 2 X;5. De Jy(Xo, Y, Y2) se obtiene

1
Y2, Y] = g()\X3 + EyXy) + EXs

de este ltimo producto junto con la condicién anterior se llega a

1 E
[¥1,Ys3] = g()\Xs + Ex Xy) + (73 — E)Xs

En resumen

[ [Y1,Y1] = AX1 + E2 Xo + B3 X3 + By Xy + E5 X5
[Y1, Y] = 1(AXo + B2 X3 + EsXy + E4Xs)
[¥1,Y3] = LO\X3 + B2 Xy) + (B — ER) Xs
[Ya, V2] = 1(AX;3 + B2 Xy) + B3 X

[Y2, V3] = §(AX4 + Ex Xs)
\ [Y:'i’ Y3] = %X5

se observa que si A = 0 entonces X, ¢ Im(adYs,adYs3) y X3 ¢ Im(adY3)
obteniéndose la siguiente sucesién central descendente

() =<Xo,.., Xs>® <Yy, Y3 >

(g) =< X3, X4, Xs>0<Y3>
C3(g) =< X4, Xs > <0>

(g) =<Xs>d<0>

(g =<0>
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obteniéndose nilindice 5 (= n — 1). Sin embargo para A # 0 se obtiene
nilindice 6 (= n) ya que se tiene

Cl(g) =<X1)"'7X5>@<}/21Y23>

62(9) :<X2,...,X5>®<}/3>
C3(g) =< X3, Xy, Xs>D<0>
C4(g) =< X4, Xs>®<0>
CP(g) =< Xs>@<0>

Cé(g) =<0>

En efecto, se observa que Y, ¢ C%(g) ya que si Y» € C%(g) la tnica posibilidad
serfa Y € [X1,Y1], a suvez X; € [Y1,Y1] de donde se llegaria a que el vector
Y € [Y1, V1, Y1]] lo que supone una contradiccién con Jy (Y1, Y1,Y1). Por otro
lado Y3 ¢ C3(g) ya que si perteneciera la dnica posibilidad serfa [X,Y:] =
D3,Y; con D3, # 0, que junto con la sucesién anterior y Jy(Xo, X1, Y1) llevaria
a

[Xl, Yl] = D?1Y3

[Xl,Yz] = _D%1Y3

[X2, V1] = DS1Y3

De J,(X1,Y1,Ys) se tendria que

1 E A
(X3, [Y1, Y3]] = [Xq, E(AX3+E2X4)+(73—E§’2)X5] = D}[Ys, V3] = Dfngs
de donde se deduciria que [X7, X3] C< X5 >. Por otro lado de Jy4(X;, Y2, Y3)
se tendria que X, € [X1, X3| llegdndose a contradiccién, por lo que D3; = 0.

Asi, con todo lo anterior, y si se toma gg el dlgebra de Lie filiforme Ly,
se obtiene la siguiente familia de superalgebras de Lie filiformes con nilindice
maximal, n, paran = 5y m = 3y de base adaptada { Xy, X1, ..., X4, Y1, Y2, Y3},

([ X0, Xi] = Xina 1<i<3
[Xo0,Y;] = Yju 1<j<2
Vi, Vi] = AX: + BoXo + BsXa + EuXs  A#0

! Y, Y] = L0Xs + EoXs + Es Xy)

Y1, V3] = 5(AXs + ExXy)
Y2, Y] = 3(AX3 + ExXy)
| [Y2,Y5] = §(AXy)
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Del mismo modo con gy = Ls se obtiene la siguiente familia de superalgebras
de Lie filiformes con nilindice maximal para n = 6 y m = 3, de base adaptada
{X07 Xl, e 7X5a Yia Y27 Y%},

( [Xo, Xi] = Xins 1<i<4
[XO’YJ']=YJ'+1 1<j<2
[Y1,Y1] = AX1 + By Xo + E3 X3 + Eg Xy + Es X A#0
[V, Ya] = L(AX; + B> X3 + B3 Xy + EuXs)

[Y1,Y3] = §(AX3 + B2 Xy) + (52 — E3)) X5

[Y2, Vo] = 3(AX3 + E2 Xy) + E5, X5

[, Y3] = §(AXy + ExX5)
[¥3, V3] = £ X5

Sin > 7 Entonces cualquier superalgebra de Lie filiforme de base adaptada
{Xo, ..., Xn-1, Y1, Y2, Y3} tiene la siguiente sucesién central descendente

(9) =< X9,..., Xu1>0<Y5,Y; >
C2(g) =<X3,...,Xn_1>@<YE‘}>

() =<X4.., Xp1>0<0>

(g) =<Xs5,...,Xn-1>0<0>

C"2(g) =<Xp,1>0<0>
C"1(g) =<0>

teniendo por tanto nilindice n — 1. En efecto, X; ¢ [¥1,Y1] ya que si
X1 € [Y1,Y;] de los Jacobis y siguiendo un razonamiento andlogo al del
apartado anterior se llegaria a que X5 € [Y3,Y3)], lo que seria contradicto-
rio con J,;(Xo, Y3, Y3). Ademds, del hecho de que X; ¢ [Y1, Y1] se sigue que
X, ¢ Im(adYs,adY3) y que X5 ¢ Im(adY3,adY;) confirmando la sucesién
central y el nilindice anteriores.

Con esto queda cerrado el caso m = 3.
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| Caso m=4|

Todos los casos n < 4 ya han sido estudiados, luego resta estudiar n > 5
que se subdividird en los casos que a continuacién se detallan.

Sin=5

Se considera la superilgebra de Lie filiforme g = go @ g, de base adaptada
{Xo,...,X4,Y1,...,Ya} y de productos no nulos

[ [Xo, Xi]=Xi11 1<i<3
Xo,Yi]=Yin 1Z:<3
(X1, Xo] = - X3
X1, X3) = -X,4

) [XI,YZ] =-Y;

X2, V1] = Y3
Y1, Y] =X,
[Y1,Y] = 3X>
[Y1,Ys] = 5 X3

\ [Y1,Ys] = 5X4

se observa que go es isomorfa a L4 sin mas que considerar el siguiente cambio
de base para go
{ Xy =-Xo
X =X+ Xy

Es una simple comprobacién el hecho de que efectivamente gy @ g; sea una
S.A.L., filiforme lo es por construccién, y de nilindice 7 (= n + m — 2).

Sin=6 Se considera la S.A.L. filiforme g = go ® gide base adaptada
{Xo,...,X5,Y1,...,Ys} y de productos no nulos
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[ [Xo, Xi] =Xipan 1<i<4
[Xo,Yi]=Yisn 1<4<3
[X1, Xa] = ~ X3
[X1, X3] = — X4
(X2, X3] = — X5
[X1,Ys] = -V
[(X1,Y3] = -V,

{ X, 1] =Y3
[X3, 1] = Y4
[V, 1] =X,

Y1, Ys] = 5Xo
[V1,Y3) = 5X5
[V, Ya] = 3X4
[Yz,YZ] = %Xs
[Y3,Y3] = —%X5

\

se observa que go tras el siguiente cambio de base

X6=—X0
X{ :X0+X1

quedaria
[Xo, Xi] = Xiy1 1<i<4
(X1, X4] = = X5
[X2, X3] = X5

que es el dlgebra de Lie filiforme Q5 (siguiendo la notacién de [26]). Es una
simple comprobacién el hecho de que efectivamente go @ g; sea una S.A.L.,
filiforme lo es por construccién, y de nilindice 8 (= n +m — 2).

Si7<n <8 Se estudiard, por simplicidad y analogia, sélo el caso n = 8,
para obtener de éste el caso n = 7 s6lo hay que sustituir el vector X7 por el
vector nulo, el resto se mantiene. Luego sea g = go @ g1 una S.A.L. filiforme
de base adaptada {Xp, X1,..., X7, Y1,..., Ya} ([Xo, Xi] = Xiy1, 1 <1 <6y
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Xy, Y: 11, 1 < j < 3). Sise sustituye la constante de estructura E}
J Y; 11
por)\yElpora, para 2 <1 < 7 queda

[}/1, Yl] = )\Xl + O.’2X2 + O£3X3 + C¥4X4 + a5X5 + OésXﬁ + C¥7X7

Si se sustituyen las constantes de estructura E%, por §; para 4 < i < 7,
y mediante Jacobis se obtienen los siguientes productos donde ya han sido
sustituidas por cero las constantes nulas

(1, Y2] = 20X + 0 X3 + a3 Xy + 0u X5 + 05 X6 + a6 X7)
[Y1,V3) = 2 X3+ (%2 - sﬂ)X + (% = Bs) Xs + (5 — B6) X6 + (F — Br) X7
[V1,Ys) = 2X4 + 3{(0s — 22) X5 + (a3 — 365) X6 + (04 — 366) X7]
[Y2, Ya] = —X3 + 32X, + ﬁsXs + B X6 + Br X7
{ Y2, V3] = —[3'\X + 3—O‘ZX5 + Bs X6 + Bs X7]
Y2, Y] = 5 X5 + 2[( 222) X + (a3 — 365) X7]
V3, V3] = 2 X5+ 5 (% o) X + (485 — a3) X]
[Ys,Ya] = 20X6 + (%2 %Z)X7
¥4, Yi] = 5 Xz

\

Al igual que ocurria para m =3y 5 < n < 6, si A =0 se obtendria nilindice
n — 1. Sin embargo, para X # 0 se obtiene nilindice 8 (= n) ya que se tiene

Cl(g) =<X1,...,X7>@<1/2,Y;3,Y21>
C%g) =<Xy,.., X7 >0 <Y, Y, >
C3g) =< X3,...,X7>0<Y; >
C*(9)

=<X4,...,X7>€B<0>

C'(g) =<Xr>®<0>
C¥(g) =<0>

Asi, con todo lo anterior, y si se toma go = Lg, se obtiene la siguiente familia
de S.A.L. filiformes con nilindice maximal, en este caso n, paran = 7y
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m = 4 y de base adaptada {Xo,...,Xs, Y1,...,Ya},

([ Xo, Xi] = X1, 1<i<5
[Xo, Y;] = Y, 1<j<3
[le, le] = )\Xl + a2X2 + 013X3 + 014X4 + OA5X5 + asX(:,, A 7é 0

V1, Ya] = $(AX: 4+ 02 X3 + 03Xy + g Xs + a5 Xs)

[Y1,Y3] = $ X3+ (% - 3—%)X + (% - B5)Xs + (5 — B6) X
{ V1, Ya] = 2 Xa + (02 — 52) X5 + (03 — 385) Xe]

Yo, Yo] = 8X; + 32X, + 55X5 + B6 X6

[Ya, Y3] = [ BX,+ §‘%Xs + B5Xs]

[Y2aY:1] = 20X5 + 2( 10 )X6

[Y3,Y5] = %Xs + %(6—‘;2‘ — )X

| V3, Ya) = £ X6

Del mismo modo con go = L; se obtiene la siguiente familia de S.A.L. fi-
liformes con nilindice maximal para n = 8 y m = 4 y de base adaptada
{X07X17 e ’X7a le? Y?a }/37 Y:;},

( [XOaX]: i+1 ]-SZSG
(X0, Yj] = Yj4, 1<5<3
[le, Yi] = )\X1 + OQXQ + 013X3 + OZ4X4 + C¥5X5 + OZsXG + O£7X7, A 76 0

[Y1,Y2] = 2(AX2 4+ e X3 + 05 X4 + 04 X5 + a5 X5 + 06.X7)

[Y1,Ys] = 3 X5+ (% - M)X + (% - B5)Xs + (% — Bo) Xo + (3 — Br) Xz
[Y1,Yy] = 2 X4+ 3{(c2 — 322) X5 + (a3 — 365) X6 + (s — 356) X7]
[Y2,Yo] = —X3 + 32X, + 55X5 + B6 X6 + B X7

[Y2,Ys] = (83X, + 22 X; + Bs X + BeX]

[Ya, Ya] = X5 + 3{(c2 — 232) X + (o3 — 385) X7]

[¥3,Y3] = "\—Xs +5 {(6-%2 042)X6 + (485 — a3) X7]

[Ys, Ya] = 56X + (52 — %)Xz

L [}/4)}/4] - %X7

Sin>9 Setienen superdlgebras de Lie filiformes de base adaptada { X, X,
., Xn1,Y1,Y3,Y3,Y,}. Se prueba que X; ¢ Cl(g), ya que si X; € C'(g) la
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tinica posibilidad es E}, # 0 y en tal caso mediante los Jacobis se prueba
que EJ, # 0 llegando a contradiccién con Jy(Xo, Y, Ya). Del mismo modo se
prueba que X, ¢ Im(adY3, adYs, adY},) ya que si por ejemplo X, € Im(adYy)
se llega en cualquier caso a que existe un vector Xy € [Y4,Ys) con k <n —2
lo que es una contradiccién con Jo(Xo,Ys,Ys). Asi también se prueba que
X3 ¢ Im(adYs,adYy) y que Xy ¢ Im(adYs).

Con todo lo anterior se tiene la siguiente sucesién central descendente

Clg) =<Xo.., Xn1>®<Ys,Y;,Y,>
C¥g) =<Xs.., Xn1>®<Y3,Y;>
C¥g) =<X4. ., Xp1>®<Y;>
C*(g)

=< X5,..., Xp1 >0 <0>

C"2%g) =<Xp1>B<0>
C"(g) =<0>

con lo que queda probado este caso.
Con todo lo anterior se concluye la demostracion del teorema. O

Se observa que gracias al teorema anterior quedan totalmente determina-
dos los nilindices maximales de la familia ™™™ para m < 4. Resta estudiar
todos los casos m > 5.

Teorema 3.3.13 Sea F"*™™, la familia de superdlgebras de Lie filiformes, y
sea f(n,m) = f(n,m)|zn+m la funcion que da el nilindice mazrimal para cada
par de dimensiones (n,m). Entonces se tiene lo siguiente para dimensién
m > 5.
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(n=1 — f(lm)=m ( caso trivial )
2<n<4 — f(n,m)=m+n—-2 (n+m-—2)
m par g m<n<m+2 — fln,m)=m+n-2 (n+m-—2)
n>2m+1 — f(n,m)=n-1 (n—1)
.
(n=1 — f(l,m)=m ( caso trivial )
n=2 — f(2,m)=m+1 (n+m—1)
m impar | n=3 — f(3,m)=m+1 (n+m—2)

m<n<m+1 — f(n,m)=m+n—-2 (n+m-—2)

n>2m+1 — f(n,m)=n-1 (n—1)

Nota 3.3.9 Se observa que sélo queda por determinar la funcién f(n, m)|znim
en los siguientes casos: si m es par parancon 5 < n < m — 1y con
m+3 < n < 2m; si mes impar para n con 4 < n < m—1Yy con
m+2<n<2m.

Demostracién del teorema: Gracias a los resultados anteriores para de-
mostrar el teorema hay que distinguir sélo los casos que a continuacién se

estudian

Casos (n = m, m par) y (n = m, m impar).

En ambos casos se considera la S.A.L. filiforme g = go®g;, con dim(go) =
=ny dim(g,) = m, de base adaptada {Xo, X1, ..., Xm-1,Y1,-.., Y} y de
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productos no nulos

(([Xo, Xi] =Xy 1<i<m—2
(Xo,Yj] =Y 1<j<m-1
[X1, Xk] = —Xey1 2<k<m—2

{ XuY]=-Yy 2<Zi<m-1
(X, Y1) =Y 2<l<m-1
[5/17}/'1]:)(1
V1, Y] =1X, 2<li<m-1

\

se observa que go tras un cambio de base, similar a uno ya utilizado en
ocasiones anteriores
{m=%

X{=X0+X1

queda
{ [Xo0, Xs] =Xiy1 1<i<m—2

que es el dlgebra de Lie filiforme L,,_; (siguiendo la notacién de [26]). Es una
simple comprobacién el hecho de que efectivamente go @ g; sea una S.A.L.,
filiforme lo es por construccién, y de nilindice n +m — 2.

Casos (n =m + 1, m par) y (n =m + 1, m impar).

En ambos casos se considera la S.A.L. filiforme g = go®g;, con dim(go) =
= n y dim(g,) = m, de base adaptada {Xo, X1, ..., Xm, Y1,...,Yn} y de
productos no nulos

([ [Xo, Xi] = Xina 1<i<m-—1
[Xo,Y;] =Y, 1<j<m-1
(X1, Xp) = —Xpy1 2<k<m—1

{ XuY|=-Y4 2Z01<m-1
[Xl)}/l]':y;-{-l QSZSm—l
Y1, Y1) = Xy

V1,Y,] = 3 X, 2<r<m
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se observa que gy tras el mismo cambio de base que en el caso anterior es el
algebra de Lie filiforme L., (siguiendo la notacién de [26]). Es una simple
comprobacién el hecho de que efectivamente go @ g1 sea una S.A.L., filiforme
lo es por construccion, y de nilindice n +m — 2.

Caso (n = m + 2, m par).

En el caso que nos ocupa, se va a considerar la S.A.L. filiforme g = go® g1,
con dim(gy) = n y dim(g;) = m, con base adaptada {Xo, X1,... , Xmt1,
Y1,..., Y} y de productos no nulos

( [Xo, Xi] = Xina 1<i<m
[XO,Y}]=Y]-+1 1<j<m-—1
(X1, Xk] = =Xk 2<k<m-1
(X, Xmr1-i] = (1) Xy 2<i< B

¢ XYl ==Y 2<j<m-1
[XjaYl] =Yjn ?

[Yl’Yl] = X1
Y1, Yi] = 53Xk 2<k<m
\ (Y3, Yinso—i] = (_1)1%Xm+1 2<1< m‘;—l

se observa que g tras el siguiente cambio de base

Xo=—Xo
X1 =Xo+ X,
queda
{ [Xo, Xi] = Xina 1<i<m
[Xi, X;] = (-1)'Xmmp1 i<j,i+j=m+1

que es el dlgebra de Lie filiforme Q11 (siguiendo la notacién de [26]). Es una
simple comprobacién el hecho de que efectivamente go @ g1 sea una S.A.L.,
filiforme lo es por construccién, y de nilindice 2m (= n + m — 2).

Casos (n > 2m + 1, m par) y (n > 2m + 1, m impar).

En ambos casos se tienen S.A.L. filiformes g = go @ g1 de base adaptada
(X0, Xomy - s X1, iy oo, Yo
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Una vez probado el hecho de que X; ¢ Im(adY;,...adY,)con1<i<m
se sigue que g tiene la siguiente sucesién central descendente

Cl(g) :<X2)"')X2m7---,Xn—1>®<Yv2,...,Ym>
C2(g) =<X3a"',X2m7---7Xn—1>@<Yv3,...,Ym>

C™Ug) =< Xpm,- s Xomyeo oy X1 >0 <Y >
C™(g) =<Xmsty s Xomy.o -, Xno1 >B<0>

C"2(g) =<Xp1>d<0>
Cl(g) =<0>

de donde se llega a que g tiene nilindice n — 1. Luego falta probar que
efectivamente X; ¢ Im(adY;,...adY,,) con 1 < i < m. Primero se probard
el siguiente resultado:

Si X;ely,Y;
l Z_}[_J >.7% } > X2m+l_i_j S [Yma Ym]

Se prueba por induccidn:

e Si X; € [Y;,Y]], entonces X;;; va a pertenecer a algin producto de
la forma [Y;,Y;] con | + k = i+ j + 1 considerando simplemente el Jacobi
Jg (X07 Y;l’ Y})

e Repitiendo el paso anterior para X1 € [V}, Y] se obtiene que X;;; va
a pertenecer a algin producto de la forma [Y,,Y;] con r +s =14+ 35+ 2.

Asi por induccién se llega a que Xi4om—i—j) € [Ym, Ym), ya que éste es el
tinico producto [Y,, Y] con p+ ¢ =i+ j+ (2m — i — j). Queda por tanto
probado el resultado.

A continuacién se prueba que X; ¢ Im(adY},...adYy,) con 1 < i < m por
reduccién al absurdo, ya que si ocurre lo contrario se tendra en particular
las hipédtesis del resultado anterior obteniéndose, por tanto, que existe un
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vector Xy € [Ym,Ym] con k& < 2m — 1, lo que estd en contradiccién con
Jo(Xo, Yo, Yin).

Con esto queda probado el teorema. 0O

3.4 Aplicacion al caso general

Se ha estudiado hasta ahora la funcién f(n,m) restringida a la variedad de
las superalgebras de Lie filiformes, obteniendo que su méximo n +m —1 sélo
se alcanza para n = 2 y m impar, y en una dnica superalgebra de Lie para
cada m impar, salvo isomorfismos, designada por K>™. A lo largo de esta
seccién se considerard la funcién f sin atender a ninguna restriccién sobre su
dominio, esto es, se considerara actuando sobre toda la variedad de S.A.L.
nilpotentes y se intentars encontrar la funcién f(2,m) para m impar.

En lo que sigue (salvo que se diga lo contrario) se supondrd n = 2. Se
estudiarén, en primer lugar, dimensiones concretas de m (m =1y m = 3),
para posteriormente estudiar el caso m impar.

341 Cason=2ym=1.

Teorema 3.4.1 (de clasificacién). Sea g cualquier superdlgebra de Lie tal
que g € N2t Entonces es isomorfa a una de las dos superdlgebras de lie
siguientes, no isomorfas entre si, dadas en una base adaptada {Xo, X1,Y’}
por

—por1 = 2 ®C (S.A.L. abeliana)

—K2’1 : [Y', Y] = X1
donde se suponen nulos el resto de los productos y s es el dlgebra de Lie
abeliana de dimension 2.

Corolario 3.4.2 f(2,1)=2(=n+m-—1).
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Teorema 3.4.3 (de estructura). N?! es irreducible, siendo su inica com-

— 2
ponente O(K?%1).” Ademds, para n = 2 y m = 1 es cierta la conjetura
MPEm C Frmooesto es, M2 FAL

Demostracién de los teoremas 3.4.1 y 3.4.3. Sea g € N?'!, luego
g = go D g1, dim(go) = 2 y dim(g;) = 1, y de base homogénea {Xo, X1,Y}
(es trivial comprobar que, en este caso, toda base homogénea es también
adaptada).

Al ser g nilpotente y de dimensién 2, se sigue que g, es el dlgebra de Lie
abeliana de dimensién 2, g, ([Xo, X1] = 0). Como g; es go—modulo se tiene,
en este caso, que [Xo,Y] = [X1,Y] = 0. Se sigue, por tanto, que el tnico
producto que puede ser no nulo es [Y,Y], distinguiéndose dos casos:

a). Si [Y,Y] =0, se tiene un caso degenerado ya que g es la superdlgebra
de Lie abeliana pz4; (siguiendo la notacién de la seccién 1.6.4) que en realidad
es el algebra de Lie pgy1 = pe @ C suma directa del algebra de Lie abeliana
de dimensién dos con €. En este caso dim(C'(ua41)) = 0, esto es, pgtq tiene
nilindice 1 (= n+m — 2).

b). Si [V, Y] = ¥(X,, X1) con ¥ # 0. En este caso todas la superalgebras
de Lie son isomorfas a K*!. En efecto, mediante el cambio de base dado
por X| = ¥(X,, X;) todas las S.A.L. anteriores serdn isomorfas a aquella de
tinico producto no nulo [Y,Y] = X; y de nilindice 2 (= n + m — 1), que no
es més que la superdlgebra de Lie K21

En definitiva, se observa que f(2,1) = 2 (= n+ m — 1), y que salvo
isomorfismo, sélo hay dos superalgebras de Lie distintas: us, y K?! (serdn
no isomorfas ya que por ejemplo tienen nilindice distinto). Ambas son S.A.L.
filiformes (ya que la condicién de filiformes se convierte en trivial),

F2L _ pr2H
S6lo K%' tiene nilindice maximal, esto es
M2+1 — O(K2’1)

luego O(K?!) sera abierto para la topologia de Zariski, y su clausura de
Zariski (que coincide con una componente irreducible de A?*1), coincide con
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todo el espacio N2+,
O—(K—:*—’l)z = N?H

De donde se sigue que N2*! es irreducible. O

Nota 3.4.1 Segtn lo visto en la seccién 1.6.4, la S.A.L. abeliana (algebra de

Lie) por1 € O(K?1) (clausura euclidea), de donde se sigue que en este caso
coinciden las clausuras para las dos topologias

OK™)” = O(K2Y) = N2

342 Cason=2ym=23.

Al aumentar la dimensién de m crece de forma exponencial la complejidad
en la clasificacién de las S.A.L. nilpotentes para n = 2.

Teorema 3.4.4 (de clasificacién). Sea g = go ® g1 cualquier superdlgebra
de Lie g € N3, Entonces, o bien es filiforme, o bien es isomorfa a una de

las superdlgebras de lie siguientes, no isomorfas entre si, dadas en una base
adapta’da’ {X07 Xl) Yl, Y27 }/3} por

—lgrs = pa ®C? (S.A.L. abeliana)

—B [V, V;] = b, X + bl X1,  {b, b}

i3 zj}ij CcC (g1, go — mddulo trivial)

Elbfj #0
—L,®C?: [Xo, Y] =Ys (Ly, A.L. filiforme)
Xo, V1] =Y, )
—ut (~ s @, C3 ={ %o, A.L. metabeliana
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[Xo, 1] =Y

(X, Y] = Y. (A.L. de Heisenberg)
1, f2f =

s (=18, = {

[X07}/1]
[, V1] =

(Caso escindido, N€T€ & C)

1
{Yh }/2] _XO

[Xo,Y1] =
Y1, Y4] =
[Y3,Y3] =

[Xo, Y1) =
[X1,Y3] = —Ys
-1 =9 [V, Y] =X,
X0)1/1]
{ Y1,Y;3) =
6 __ [X09}/1] =Y;
““ ‘{ Y, Ya] = X

Nota 3.4.2 Las superdlgebras de Lie g4 3, B3, Ly ®C?, ul, H, se conside-
raran degeneradas ya que no son propiamente superalgebras de Lie, sino,
mads bien, casos degenerados de éstas.

Asi, poys = pe ® C* y Ly ® C? son algebras de Lie, suma directa de
un &lgebra de Lie (la primera de dimensién 2 y la segunda de dimensién 3)
con una potencia de C. B%3 se corresponde con la estructura de g; como
go—modulo trivial, esto es, el producto “.” que dota a g; de estructura de
go—modulo es idénticamente nulo ([X;, Y;] = 0), quedando cémo tinicos pro-
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ductos no nulos los de la forma [Y;,Y;], que no son més que la imagen de la
aplicacién bilineal y simétrica B (ver definicién 1.2.2). Por dltimo, u', Hs
se corresponden con dlgebras de Lie de la forma pe ®, C? (suma semidirecta
del A.L. abeliana py con C?), ambas son dlgebras de Lie metabelianas: pt de
invariante de Goze (2,2,1) y el dlgebra de Heisenberg de dimensién 5, Hs, de
invariante de Goze (2,1,1,1). Todas son claramente no isomorfas entre si.

Nota 3.4.3 Sélo existen cuatro S.A.L. no degeneradas, no escindidas, y no
isomorfas entre si en la variedad N2t3 — F2+3, que son p' con 3 <7 < 6.

Demostracién del teorema: Es claro que las superélgebras del enunciado
del teorema son S.A.L. nilpotentes del tipo A3 y no son isomorfas entre
si. En efecto, cualquier caso degenerado: pgis, B>3, Ly @ C?, u' y s es
no isomorfo a cualquier caso no degenerado p‘ para 2 < i < 6. Los casos
degenerados son no isomorfos entre si gracias a la nota 3.4.2, y de los casos
no degenerados la S.A.L. u? es claramente no isomorfa al resto ya que es la
tinica escindida. Para ver que 3, p#, u® y p® son no isomorfas véase la tabla
siguiente.

nilindice dim(Centy(g1)) dim[Centy (go), Centg, (go)]

T E = T
'

NN W
w NN
O =

Luego resta ver que las S.A.L. del enunciado son todas las que se obtienen
en este caso. Por tanto, sea g = go @ g1 € N'2*3, por el teorema 3.2.2 existe
una base homogénea de g, asociada a su graduacién, tal que

[Xo, Y1] = ;Y2 + (1 — 61)P1(Y3)

[Xo,Y3] = 0,73



84 3. Superdlgebras de Lie de nilindice maximal

con 8,6, € {0,1}, de donde se sigue que hay 6 posibilidades:
(1). [Xo,¥i] = 0y [Xo, 3] = 0.

(3). [Xo,Y1] = Y3 y [Xo, Ya] = 0 (previo cambio de escala Y3 = ¥(Y3)
con ¥, # 0).

(4). [Xo, V1] = Y3 y [Xo, Y2] = V3 (previo cambio de escala Y, = ¥(Y3) e
}/'3’ = \1’1(}/3), con ‘I’l ?é 0)

Se observa que el dltimo caso corresponde con las S.A.L. filiformes ya
que en este caso g; seria go—mddulo filiforme. Luego resta estudiar los cinco
primeros casos. Es trivial comprobar que siempre se puede tomar X, como
vector caracteristico de toda la superdlgebra de Lie, de donde se sigue, en par-
ticular, que si [Xy, Y;] = Y; entonces se verifica que [X1,Y;] = ¥(Y}, Yjq1,...)
e Y;_1 ¢ [X1,Y;]. Asi, queda

(1. X0, Y] =0y [X1,Y]=0,1<j7<2

(4) [X(),}/l] = }/3a [XO,}/2] = 1/23’ [Xla}/l] = D%l% y [Xl)}/ﬂ = D%Q}/Z%

A todos los casos anteriores habra que adjuntar los productos de la forma

[Y;,Y;] = Ej Xo+ E}; X, con 1 <4 < j < 3 (el resto se obtiene por simetria)
e imponer que sean efectivamente superalgebras de Lie (nilpotentes ya salen
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automéaticamente). Se irdn obteniendo todas las superdlgebras y familias de
superdlgebras del enunciado del teorema y, posteriormente, se probard que
son dos a dos no isomorfas.

(1). En este caso habra que distinguir dos subcasos: si Ef] =0Vi,7k,
que dara lugar a la superdlgebra de Lie abeliana pg,3, 6 si EIEfj # 0 que dara
lugar a B%3.

(2). Es facil probar (mediante el cambio de base X{ = X; — D},X,) que
no hay pérdida de generalidad en suponer D3, = 0, luego queda

[Xo,Ys] = Y3
YV, Y] = E}Xo+ ELX; 1<i<j<3

e De J,(Xo, Y1, Y2) se sigue que [Y7,Y;3] =0, esto es, Ef; = Ej3 = 0.
e De J,(Xo, Vs, Ys) se sigue que [Y2, Y3] =0, esto es, E9y = Ej; = 0.
e De J,(Xo, Ys, Y3) se sigue que [Y3,Y3] =0, esto es, Eg; = E33 = 0.
e De J,(Y1,Y1,Ys) se sigue que EY; = 0.

e De J,(Y1,Ys,Y,) se sigue que EY, = 0.

e De J,(Y2,Ys,Y,) se sigue que EJ, = 0.

El resto de los jacobis se verifican trivialmente, luego queda

[XO)Y72] =YE3
Y, V] =ELX, 1<i<j<?2

sin ninguna restriccién sobre las constantes de estructura Ei;, El, y Ej,.
Habra que distinguir dos casos:

(2.1). E}J =0conl<i<j<2, que dard lugar a la superdlgebra de
tinico producto no nulo [Xy, ¥5] = Y3, que coincide con el dlgebra de Lie L,
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suma directa con C2, o bien,

(2.2). 3Ej; # 0 para algin par i,j con 1 < ¢ < j < 2. En tal caso
renombraremos los Y; mediante el cambio de base

Y/ =Y,
Yi=Y
Yi="
quedando
[Xo, V1] = Y2
Y1, V1] = a X,
[Yl,Y:’i] = BXy

[¥s,Y3] = vX1 (@, 8,7) #(0,0,0)
donde, por comodidad, se han llamado a las nuevas constantes de estructura
por a, By 7.

No habri pérdida de generalidad en suponer que a # 0, ya que si a = 0;
o bien B # 0, en cuyo caso bastarfa tomar el cambio de base Y] = Y; +aY3

2
con a no nulo y a # —— para obtener una nueva constante de estructura

o' # 0 (se entiende que si y = 0 la segunda restriccién para a no apareceria),
o bien 8 =0y v # 0, en tal caso bastaria tomar cualquier cambio de base
de la forma Y/ = Y} + aY3 con a # 0 para obtener, al igual que antes, una
nueva constante de estructura o’ # 0.

Mediante el cambio de escala X; = aX; se consigue oo = 1 dando lugar a
la familia biparamétrica

[Xo, V1] = Y3
[Yl,Yﬂ =X
[Y1,Y3] = BXy
[Y3,Y§] =vX1

con {8,7} C C. Distinguiéndose a continuacién 4 subcasos:

(2.2.1). Si B =+ = 0. En tal caso la familia anterior queda en la S.A.L.
12, caso escindido.
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(2.2.2). Si 8 =0y v # 0. Mediante el cambio de escala dado por

Y] = '%Y;; se obtiene la S.A.L. p*.

(2.2.3). Si 8 # 0y v =0. Mediante el cambio de base dado por

Y =Y - &Y
v{ = 3%

se obtiene la S.A.L. u°.

(2.2.4). Si B #0y v # 0. Mediante el cambio de base dado por

Y/ =Y, - 1Y;
Y= %

se obtiene la S.A.L. u8 en el caso que v = (2, en caso contrario (y # %)
queda la familia paramétrica

[XOa Yl] - }/2
[Y'thl] = Ole
D/;.’),Yé] = Xl

con o # 0, que tras el cambio de escala Y/ = %Yl se tranforma en u*.

(3). Es facil probar (mediante el cambio de base X{ = X; — D3, X;) que
no hay pérdida de generalidad en suponer D3, = 0, luego queda

[-)(an'l]:}/3
[V, Y] = E}Xo+ ELX; 1<i<j<3

e De J,(X,, Y1, Y1) se sigue que [Y3,Y3] =0, esto es, Ef; = Ej; = 0.
e De J,(Xo, Y1, Y3) se sigue que [Y3,Y3] =0, esto es, E9; = Ej3 = 0.
e De J,(Xo,Y1,Y3) se sigue que [Y3,Y3] =0, esto es, Eg; = Ej; = 0.

e De J,(Y1,Y1,Y1) se sigue que EY; = 0.

,

B
e
yom
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e De J,(Y1,Y1,Y3) se sigue que EY, = 0.
e De J,(Y1,Y3,Y3) se sigue que EJ, = 0.

El resto de los jacobis se verifican trivialmente, luego queda

[Xo, 1] = Y3
Y, Y;]=E;X; 1<i<j<2

sin ninguna restriccién sobre las constantes de estructura El,, El, y El,.
Este caso es completamente andlogo al anterior, se distinguen dos casos:

(3.1). E}] =0conl <1< j <2, que darad lugar a la superdlgebra de
tinico producto no nulo [Xy, ;] = Y3, que coincide con el dlgebra de Lie Ly
suma directa con C2, o bien,

(3.2). 3E}; # 0 para algin par i,j con 1 < i < j < 2. En tal caso
renombraremos los Y; mediante el cambio de base

Y/ =Y
;=Y
Y=Y,
quedando
[X07)/1] - 1/2
[KaYi] = G5)(1
[}/layé] = IB‘X].

[Y:.%}/?:] = 7X1 (a7ﬁ77) ?é (OaO’ 0)

que ya obtenfamos en el caso (2.2) y, segin lo visto, se obtienen las su-
perélgebras de Lie p2, pu*, p° y pb.

(4). En este caso se tiene
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( [(Xo, W] =13
[Xo,Yﬂ =Y
¢ X, Y1) =D}Ys
[X1,Y2] = D}, Y3

(Yl = BjXo+ BjXy 1<i<j<3

e De J,(Xy, Y1, Y1) se sigue que [Y3,Y3] =0, esto es, E); = E}; = 0.

e De J,(Xo,Y1,Y,) se sigue que [Y3,Y3] =0, esto es, E9; = Ej3 = 0.

e De J,(Xy, Y1, Y3) se sigue que [Y3,Y3] =0, esto es, Ef; = Ej; = 0.

o A partir de J,(V;, Y3, Y1), Jy(Y1, Y1, Y3), Jo(Y1, Y2, Ya) ¥ de Jy(Y2, V2, Y2)
se obtienen las siguientes restricciones para las constantes de estructura

0 = Ej+ E111D?1 (3.3)
0 = E), +E}, D} +2(E}, + E;,D}y) 3.4)
0 = ES,+ Ep,D} +2(E), + EjpDiy) 3.5)
0 = E+ E;Di, 3.6)

El resto de los jacobis se verifican trivialmente.

De (3.3) y (3.6) se despejan las constantes de estructura Ef} y Ej,,
llaméndolas por comodidad 3; y f; respectivamente. Sustituyendo los valo-
res que se acaban de obtener para EY; y E3, en las ecuaciones (3.4) y (3.5) se
obtienen dos nuevas ecuaciones y, se tomaréa, por simplicidad, una cualquiera

de ellas y su diferencia. Con todo esto, queda

( [Xo, 1] =Y3

[Xo, Y2] = Y3

[Xl,Yﬂ =01Y3

¢ [X1, Vo] = Y

Y1, 1] = Bi(an Xo — X1)
[Y1,Y2] = B3 Xo + Bs X1

[ [¥2,Y5] = Ba(ae Xo — X1)

Bi(og — ) +2B3 +2B401 =0
(@1 — o) (B + P2 +2B4) =0
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donde se han llamado a las constantes de estructura D3,, D3, F},, El,, EY,
y E112’ respeCtivamente7 por oy, G, _'/Bla _/327 B3 y :84-

Se distinguen, a continuacién, tres casos:

(4.1). B; =0con 1 <i< 4. En este caso mediante el cambio de base

X{ = X1 - OZQXO
Y=Y, Y,

y renombrando a (a; — az) por « se obtiene

[XOa}/l] = Y'3
{Xhl/l] = aYE‘I
{Xlal/j?] = _aYE‘}

Se distinguen a continuacién dos casos; si & = 0 se obtiene L, & C?y,si
o # 0 mediante el cambio de base X] = X; — aX seguido del cambio de

1
escala X = —&-X 1 se llega al algebra de Heisenberg H,.

(4.2). 3B; # O para algin 4, con 1 < 7 < 4,y oy = a = a. En
este caso las restricciones se reducen a 83 = —f40; quedando la familia de
superalgebras de la siguiente forma

(X, V1] =13
[Xo,Y2] =Y;
[X1,Y1] = al;
{ [X1,Y2] =aYs
[¥1,Y1] = Bi(aXo — Xh) (B1, B2, Ba) # (0,0,0)
[Y1,Ys] = —Ba(aXo — X1)
[ [¥2,Y5] = Ba(aXp — X1)
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mediante el cambio de base X] = aXy, — Xj, se tiene que

([ Xo, V1] =13
[XOa )/2] - Yé
g Y,Y]=58X (B1, B2, Ba) # (0,0,0)
[lea Y’Z] - _184X1
( [V2, Y2 = B X
No habrs pérdida de generalidad en suponer que (> # 0, ya que si §2 = 0;
bastaria tomar cualquier cambio de base Yy = Y, + a Y; tal que
l1+a l1+a
a ¢ {0,-1, —%} para obtener una nueva constante de estructura 3 # 0 (se

. . 2 , . .
entiende que si f; = 0 el valor % no apareceria en el conjunto anterior).
1

Mediante el cambio de escala X| = B, X; se tiene B, = 1. Mediante el
cambio de base Y] = Y] — Ys, y renombrando adecuadamente los vectores Y;
y los paramétros (3, y B se obtiene la familia biparamétrica del caso (2.2)
que da lugar a u?, pt, p® y ub.

(4.3). 3B; # 0 para algin 7, con 1 < i < 4,y a; # o2. En este caso las
ecuaciones de la familia quedan

Bu = —%(51 +62) AN Bz= %(0251 + a152)

llegando a la familia

( [X07}/1] = }/3
[X(),Y'Q] = )/3
[Xl,Yl] =a1Y3

{ [XI,Y'?] = a2Y23
[Yl,Yl] = ,31(041X0 - Xl)

[Y1,Y2) = %(ﬁ1a2 + a182) Xo — %(51 + B2) X1
L [¥2,Y5] = Bo(aeXo — X1)
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con ay # oy y (B1,82) # (0,0). Mediante el cambio de base X| = Xy — X
y renombrando o — a; por a queda

( [XO, Yl] =Y;
[Xo,Yo] = Y3
[X1, V1] = oY3
| Y1) = Bi(-aXo+ X))
Y3, 3] = 5 ((~a) X + (61 + B) Xa)
| %, Y] = By

con a # 0y (B1,52) # (0,0). Siempre se puede suponer o = 1 gracias al

cambio de escala
X(I) = OZXO
Y = aYs

Mediante el cambio de base X = — Xy + X; se llega a
( [Xo,Yo] = -V

[Xlayl] = }/3
{ [Yla}/l] = /BIXO

Y3, ¥5] = 5 (82X + BX1)
2% = By

con (B, B2) # (0,0). Se distinguen a continuacién 2 subcasos:

(4.3.1). Si B, = 0. En tal caso f; # 0 y mediante el cambio de escala
Y! = £Y;, 1 <4 < 3, seguido del cambio de base

4 2
/=Y,
;="
Y{ =Y,

se llega a la superalgebra u3.
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(4.3.2). Si B; # 0. Mediante el cambio de escala Y; = ﬁYi, 1<7<3,

y renombrando a % por [, se obtiene

(([Xo,Y2] =-Y;
[XlaY'l] = }/3
{ [1/17Y—1] = XO

Y1, %3] = 5(62X + X)
(Y2, V2] = o Xy

Si B = 0 sin més que considerar el cambio de base

{ Xi=X1
X1 =Xo
se obtiene la S.A.L. p?. Si B, # 0 mediante el cambio de escala
Xy = B3 Xo
X1 =p6Xy
Y] =1
Y; =Y,
Yy = B3Y;
seguido del cambio de base
Xi=Xo— X1
Y=Y -Y
se llega nuevamente a la superdlgebra u? sin més que considerar el cambio
Y=Y,
Y, =Y,
Y] =%

(5). En este caso se tiene que
[X07 Yl] = }/2
X1, ¥i] = D} Y, + DiYa
[V, V] = EX Xo+ E; X, 1<i<j<3

= RIBLOTECY

N
'/.

o
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e De J,(Xo, Y1,Y1) se sigue que [V1, Y] = 0, esto es, Ef, = Ej, = 0.
e De J,(Xo,Y1,Y2) se sigue que [Y3,Y2] = 0, esto es, E9, = EJ, = 0.
e De J,(Xo,Y1,Ys) se sigue que [Y3,Y3] = 0, esto es, E9; = Ej3 = 0.
o A partir de J,(X1,Y1, Y1), J,(X1, Y1, Y3), Jy(Y1, Y1, Y1), Jo(Y1,Y1,Y3) ¥y

de J,(Y1,Y3,Y3) se obtienen las siguientes ecuaciones para las constantes de
estructura

0 = EjDy (3.7)
0 = EjDi (3.8)
0 Eg DYy (3.9)
0 ELD} (3.10)
0 = E%+E}D} (3.11)
0 = ELD} (3.12)
0 = E)\+ELD} (3.13)
0 ES; + E3, D} (3.14)

El resto de los jacobis se verifican trivialmente. Se distinguen dos casos:

(5.1). D}, # 0. De las ecuaciones anteriores se deduce que E}; = 0 para
todos los valores posibles de i, j, k. Mediante el cambio de base

X=X - D%lXO
Y:%’ = D%1Y3

se llega al dlgebra de Lie pl.

(5.2). D3, = 0. Sélo quedan las ecuaciones (3.11), (3.13), y (3.14), de
donde se despejan las constantes de estructura EY, EY; y EY; en funcién del
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resto. Asi mismo, se denotard por « = —E},, 8= —E}; y v = —Ej3, luego

( [Xo, 1] =Y
[Xl,Yl] = D%1Y2
¢ [, Y] = (D} Xo — Xi)
[Yl, Yé] = ﬁ(D%XO - Xl)
( [¥3,Y3] = ’Y(D%1X0 - X1)

Mediante el cambio de base X! = D% Xy — X se tiene

[Xo, V1] = Y2

V1, V1] = aX;
[Yl,Y:*.] =BXy
[¥3, V3] = vX1

Distinguiéndose dos casos, si (a,8,7) = (0,0,0) se obtiene L, & C? y, si
(o, B,7) # (0,0,0) se llega a la misma familia que para el caso (2.2).

Con esto queda probado el teorema. 0
Corolario 3.4.5 f(2,3)=4(=n+m-1)

Teorema 3.4.6 (de estructura). Paran =2 y m =3 es cierta la conje-
tura M™™ C Fr™esto es, M ¢ F2H3. Ademds M?H3 = O(K??).

Demostracién: Se sigue del teorema de clasificacién, donde se observa que
cualquier g € N?*t3 — F2+3 tiene nilindice < 3, junto con el hecho de que
el nilindice méximal para la familia F2*3 sea 4 = (n + m — 1) (teorema de
existencia) y que ademés la tinica superalgebra con este nilindice sea O(K?*?)
(teorema de unicidad). O

Se deja para un estudio posterior el cdlculo de las componentes irreduci-
bles de la variedad N2+3.
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3.4.3 Cason=2ymimpar.

Para el caso n = 2 y m impar se va a generalizar lo obtenido para las
dimensiones m = 1 y m = 3, obteniéndose el mismo valor de la funcién f
que para el caso filiforme, f(2,m) =m+1 (=n+m — 1) y la veracidad de
la conjetura M?2t™ C F?*™, En este caso no se clasifican las S.A.L. debido
a la gran complejidad del problema.

Lema 3.4.7 f(2,m) =m+ 1, con m impar.

Demostracién: Se va a demostrar el lema por reduccién al absurdo, supo-
niendo que f(2,m) = m+ 2, (el méximo posible) y llegando a contradiccién.
Como ya se sabe que K*™ € N?*™ tiene nilindice m + 1, se seguiria el
resultado.

Sea g € N2I™ de base {Xo, X1,Y4,..., Ym} con

n

{ [Xo, Yj] = 6;Yj41 + (1 = 6;)¥;(Yjsa, ..., Yim) 1<j<m—1
[XO,Ym] =0 61;,(5]' € {0, 1}

Por tener nilindice n 4+ m se tiene que
Clg) =< X0, X1 > < Ya,..., Y >

con dim(C*(g)/C**(g)) =1, 0<i<n+m—1. Alser go abeliana es admi-
sible cualquier cambio de base de la forma X} = Xy + X1, de donde se sigue
que siempre se podra considerar X, vector caracteristico, luego [Xo, Y1] = 5.
Para C%(g) habra que considerar dos casos:

Caso a. Si C%(g) =< X1 > @ < Ya,...,Y,, >, la dnica posibilidad para X
es el producto [Y1,Y1] = aXy + bX;, con a # 0 y para X; ha de verificarse
que

= (.7’ k) # (1’ 1)/{Y3"Yk] =X
De Jy(Y1,Y1, Y1) se tiene que

0= [[leay'l]ay'l] = a[X07Yi] + b[Xlayi] = [Xh}/l] = )\Y27 )‘ 7é 0
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De J,(Y1,Y},Y)) se tiene que
(Y1, (%5, Yill + [V, [Y2, Y]] + [V [Ya, Ya]] = O
como el primer sumando vale —\Y;, forzosamente tiene que aparecer Yz en
alguno de los otros dos sumandos , es decir, hadeser j =16 k=1.
Por ejemplo, para j =1 (el caso k = 1 es andlogo) queda
2[¥1, [V, Ya]] + (Y%, [Y1, V1)) = 0

es decir,
—-2)\Y'2 + [Yk, CLX() + le] =0

por lo que ha de ser k = 1, lo que es una contradiccién.

Caso b. Si C?(g) =< Xo > ® < Ya,..., Y, >, se tiene que [V},Y)] = aX;+
+bX, con a # 0, y para X, ha de verificarse

Como [V, [¥), Yil] + [Yi, [V, Y;]] + [V, [¥i, Y]] = 0 con [¥3, [¥, Yall = Y2,
tiene que aparecer Y3 en alguno de los otros dos sumandos, es decir, ha de
ser j=106k=1.

Por ejemplo para j = 1 queda

2[v1, (Y1, Yil] + [Y4, [Y2, V1] = 0

es decir,
—2Y, + [Yi,aXo + 0X1] =0

y, de nuevo, ha de ser k = 1, lo que es una contradiccion.

Con esto se concluye la demostracién del lema. 0

Teorema 3.4.8 (de estructura).Para n = 2 y m impar es cierta la con-
jetura M™™ C Frtm esto es, M?t™ C F*™. Ademds se cumple

ME™ = O(K>™) = p(ay, . .. ,aﬂi—_1)

%

7

-

=
<
oY)
X
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donde p(as,...,am-1) viene dada por los productos

[Xo, Y] = Yin 1<i<m-1
[Y;a Ym-{—l—z’] = (—1)i+1X1 1< <L —m;'—l
Vi, Yapod] = (=1)*lop Xy 1<i<k1<k<mt

-1
conakeCpara1§k§m2 .

Nota 3.4.4 Gracias al teorema anterior queda totalmente determinada la
variedad algebraica M2™™ para m impar, confirméndose como abierto no sélo
de la variedad algebraica de todas las S.A.L. nilpotentes A2*™, sino también
como abierto de F?*™ para la topologia de Zariski inducida (recuérdese que
(o, ..., an-1) dentro de F>*™ estd definida por E}.#0).

Demostraciéon del teorema: Gracias al lema 3.4.7, junto al teorema de
nilindice maximal y al de unicidad vistos en la seccién anterior, falta ver
que cualquier g € N2t™ — F2+m tiene nilindice < m (=n+m —2). Enla
demostracién no se impondré ninguna restriccién sobre m, luego serd valida
tanto para el caso m par como para m impar. El resultado seguird de im-
poner dim(C!(g)) = m (condicién necesaria para alcanzar nilindice m + 1).
Mediante un razonamiento andlogo al seguido en lema 3.4.7 se tiene que
dim(C*(g)o) < 2) que implica dim(C'(g);) =m — 1.

En estas condiciones se va a probar que la S.A.L. g es un caso degenerado
([Y;, Y;] = 0 Vi,j), es decir, es en realidad un dlgebra de Lie que nunca
da nilindice maximal. Para m = 3 sélo hay un algebra de este tipo y se
corresponde con p!l.

Por tanto, sea g € N?*™ — F2*™m con dim(C'(g)) = m y m > 5, se
verd que g tiene nilindice < m (= n + m — 2) (es trivial ver que siempre
puede considerarse X, vector caracteristico de la S.A.L.). En este caso g
tiene invariante de Goze (1,1 | m—p1,p2,...,pr) CON Y . D; =M, Mm—p; >
p2 > ... > p, y con algin p; no nulo.

Al ser X, vector caracteristico, en la demostracién que sigue no habrd
pérdida de generalidad en suponer que g tiene los siguientes productos con
Xo
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( [XOal/}l]:Y}1+l 1§Jl§m—P1—1
[Xo, Yin-pi+72] = Yimprso1 1<jz<p2—1
4 [XO, Ym—:D1+;D2+]'3] = Ym—p1+p2+j3+1 1<j3<ps— 1

\ [XO, Ym—P1+P2+...+pr—1+jr] = Ym—p1+p2+---+pr-1+jr+1 1 < Jr < Dr — 1

Ya se sabe que dim(C'(g)o) < 2, pero en particular se puede probar
que X, no aparece en la derivada, esto es, E?j = 0 para todos los 7,7 con
1 < i < j < m (el resto se obtiene por simetria). Este hecho seguira de
que se puede suponer que el tinico producto en el que aparece Y3 es [Xo, Y1]
(va que si ocurriera [X1,Y;] = MYz + ¥(Y3,...,Yy,) con A # 0, mediante el
cambio de base X! = X; — AX, se conseguiria A = 0) .

Se va a probar entonces la nulidad de las constantes de estructura an-
teriormente mencionadas por reduccién al absurdo. Luego, supéngase que
existen 4, j con 1 <1 < j < m tales que EY; # 0.

e De Jy(V3,Y;,Y;) se tiene que [Yy, [¥;, Vj]] + [¥5, [V, Yi]] + [¥, [¥;, Y]] = O
con Y € [V1,[Y;, Y]], de donde se sigue que tiene que aparecer Yz en alguno
de los otros dos sumandos, es decir, hadeseri =16 j =1.

Por ejemplo, si i = 1 (el caso j = 1 es andlogo) queda
2(vy, [V, Vil + [Y5, [, Y]] = 0

con lo que Y; tiene que aparecer en [Y;, [¥1, Y1]], de donde se sigue que j = 1.
Asi, la tnica posibilidad para X es [V, 1], es decir, EY; # 0.

e De J, (Y1, Y1, Y1) sesigue que Y; € [Y7, [¥7, Yi]] = Olo que es, evidentemente,
una contradiccion.

Asi, se tiene que E?j =0 para todos los 7,j con 1 <7 < 7 < m.
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Si se quiere que la S.A.L. tenga nilindice m +1 (= m +n — 1), se tendra
como condicién necesaria que dim(C'(g)) = m, en particular

Cl(g)o =< X; >
Cl(g)l =<Y5,Y;...,Yn >

De donde se sigue que tienen que existir ¢, j tales que E}J #0,conl <<
j < my que los (r — 1) vectores que no aparecen en Im(adXy), que son

{Ym—pl-l-l’ Ym—-P1+p2+1a Ym—p1+p2+p3+la SRR Ym—p1+p2+...+pr_1l7 }

tienen que aparecer en la Im(adX;). Més concretamente, para estos (r — 1)
vectores s6lo hay (r — 1) posibilidades:

[Xh }/1]
[X1, Yo py41]

[X]_7 Ym—p1+p2+---+Pr—2+1}

En efecto, ya que si uno cualquiera de los vectores anteriores, por ejemplo
Yin—pi+1, (con cualquier otro todo se haria andlogo) perteneciese a un corchete
de la forma [X;,Y}41] donde [Xo,Y;] = Yji1 (es decir, el vector Yy, €
Im(adX,)) de J4(Xo, X1,Y;) se tendria que

0= [[X07X1]7Yj] = [Y}-i-laXl] - [[leYJ'LXO]

lo que implica que Y;,—p,+1 € Im(adX,) llegando claramente a contradiccién.

En particular, por nilpotencia, el vector Y,,_,, 1 s6lo puede pertenecer al
primer corchete, es decir, la tnica posibilidad para el vector Y,,_, +1 es
Yin—p+1 € [X1,Y1]. Se vera, a continuacién, que de este hecho se deduce que
E}] = 0 para todo 4,5 con 1 < ¢ < j < m (el resto serian tambien nulos por
simetria).

Siguiendo un razonamiento andlogo al utilizado para las constantes de
estructura E?j, se probaran la nulidad de las constantes E}] por reduccién al
absurdo. Luego, supongamos que existen %, 7 tales que E}J #0,conl <1<
Jjs<m.
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o De J,(Y1,Y;,Y)) se tiene que [Yy, [¥;, Y]] + [¥, (Y1, Yil] + [¥5, [¥3, Y1]] = O
con Yo _p, 11 € [Y1,[Y;, Y]], de donde se sigue que tiene que aparecer Yp,—p, 11
en alguno de los otros dos sumandos, es decir, hadeseri=16j = 1.

Por ejemplo, si i = 1 (el caso j = 1 es andlogo) queda
2[Y, [11, YJ]] + [Y], [Yla Yl]] =0

y, al igual que antes, Y;,_p, 1 tiene que aparecer en [Yj, [Y1,Y1]] de donde
se sigue que j = 1. Asi, la tnica posibilidad para X; es [Y1,Y)], es decir,
Bl £0.

e De J,(Y1,Y1, Y1) se sigue que Yo p 41 € [Y1,[Y1, Y1]] = 0 lo que es, eviden-
temente, una contradiccidn.

Asi, se tiene que B = Ej; = 0 para cualquiera que sean 1, j, tales que
1 < i < j < < m, llegando por tanto a una S.A.L. escindida ya que realmente
es un algebra de Lie y nunca dar4 nilindice maximal (es facil comprobar que
dim(C**'(g)/Ci(g) > 2, al menos para i = 1,2, de donde se seguirfa que el
nilindice es < m — 1(=n + m — 3)).

Con esto se concluye la demostracién del teorema. O

3.4.4 Cason=3ym impar.

En este caso se encontrara una superalgebra de Lie no filiforme, en particular
de invariante de Goze (1,1,1| m) que alcanza el nilindice maximal de las
filiformes para este caso. Como consecuencia, sigue que en este caso no se
verifica la conjetura: M™t™ C Frtm,

Teorema 3.4.9 La conjetura:
Mt c Frm

no es cierta, al menos para n = 3 y m tmpar.
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Demostracién: Basta con tener en cuenta la siguiente superalgebra, cuya
ley viene expresada, en una cierta base adaptada {Xo, X1, X2, Y1,..., Y},
por

[X07Yi]:Y2+l’ 1SZ§m—-1

[V}, Yoes] = (1) (X1 — kXp), 1< <k, 1<k<

con invariante de Goze (1,1,1] m) y con nilindice m + 1 (= n +m — 2) que
es el nilindice maximal de la variedad F3*™ con m impar. =

3.4.5 Cotas inferiores de f(n,m).

En las secciones anteriores se ha determinado la funcién nilindice maximal
restringida a las S.A.L. filiformes, f(n,m)|zs4m, para casi todas las posi-
bilidades de n y m. Los valores obtenidos de la funcién constituyen cotas
inferiores de f(n,m) = f(n,m)|yn+m, muy cercanas al valor de la funcién,
siendo incluso una conjetura el hecho de que

f(n, m)lj:n+m = f(n, m) |A/’n+m

Lema 3.4.10 Si el par (n,m) se encuentra en uno de los siguientes casos

]

)
i)
)

3, m impar
4, m par
4, m =25

A

117

S 33

se verifica que el nilindice mazimal f(n,m) > n+m — 2.
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Lema 3.4.11
(n=1 — f(1,1) >2 ( caso trivial )
=11 n=2 — f(2,1)=2 (=n+m-1)

n>3 — f(n,1)>n—-1 (>n+m-2)

(n=1 — f(1,2) > 2 ( caso trivial )
=21 2<n<4 — f(n,2)>n (>n+m—2)
n>5 — f(,2)>n-1 (=n+m-23)

(n=1 — f(1,3) >3 ( caso trivial )

n=2 — f(2,3) =4 (=n+m—1)

m=3 3<n<4 —fm,3)>n+1 (>Zn+m-2)

5<n<6 — f(n,3)>n (>n+m—3)

n>T — f(n,3)>n—-1 (>n+m—4)
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n=1 — f(1,4) > 4 ( caso trivial )

2<n<4 —f(n,4)>n+2 (>Sn+m-2)

<n< —
=44 5<n<6 — f(n,4)>n+2 (Sn+m-2)
7<n<8 — f(n,4)>n (>n+m-—4)
n>9 — f(n,4)>n—-1 (Zn+m-—25)

Lema 3.4.12 Se tiene lo siguiente para cada dimension m > 5.

(n=1 — f(1,m)>m ( caso trivial )
2<n<4 — f(n,m)>m+n—-2 (>n+m-2)
m par 4 m<n<m+2 — fln,m)>m+n—-2 (>Zn+m-—2)
n>2m+1 — f(n,m) >n—-1 (>n—-1)
\
(n=1 — f(1,m)>m ( caso trivial )
n=2 — f(2,m)=m+1 (=n+m-1)
m impar 4 n=3 — f3,m)>m+1 (>n+m-2)

m<n<m+1l — f(n,m)>m+n—-2 (>n+m-2)

n>2m+1 — f(n,m)>n—-1 (>n-1)

Demostracién de los lemas 3.4.10, 3.4.10 y 3.4.10: es una consecuencia
de lo visto en secciones anteriores. O



Capitulo 4

Superalgebra de derivaciones y
aplicaciones

Se aborda en esta seccién el estudio de algunas propiedades geométricas de la
familia de S.A.L. K%>™ con m impar, familia de una gran importancia como
ya se ha visto en capitulos anteriores. Se va a proceder a encontrar una base
y la dimensién del primer espacio de cohomologfa y la dimensién del espacio
de cobordes pares de grado 2 y del espacio de las érbitas. Este estudio se
har via la determinacién de la superalgebra de derivaciones correspondiente

D(K*™) = Dy(K*™) @ D, (K>™)

donde Dy(K?™) son las derivaciones pares y D;(K?™) las derivaciones im-
pares o antiderivaciones de la superalgebra K>™, para cada m impar.

4.1 Derivaciones

e Se recuerda que las derivaciones pares son aplicaciones lineales f de K 2m
en K™ compatibles con la Z,—graduacién, esto es, de grado O:

f(KP™ c K™ vy  f(KP™ C K7™

105
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que, ademads, verifican la siguiente condicién
FIX,Y) =[f(X),Y]+[X, f(Y)] VXY e K>

e Por otro lado, las derivaciones impares son aplicaciones lineales f de
K?%™ en K*™ de grado 1

FIEE™ Cc KP™ y  f(KP™) C Ko™
que, ademaés, verifican

F([ X1, X)) = [f(X1), Xa] + [ X4, f(X2)] si X1, X0 € Ky
(X)) = [f(X), Y]+ X1, (V)] si Xy € Ko™, Vi€ K™

F(V, %)) = [F(V), %3] - [Ya, (V)] si Vi, Ya € K27

Para el cdlculo efectivo tanto de las derivaciones pares como de las im-
pares, se generaliza un método ya utilizado para las algebras de Lie (para
més detalles ver [16], [27]) que consiste en encontrar una graduacién de cada
S.A.L. K*™ y calcular las derivaciones homogéneas asociadas a la graduacion,
ya que éstas generan toda la superdlgebra de derivaciones.

En todo lo que sigue se considera la familia de S.A.L. K>™ con m impar,
m > 3, de base adaptada {X,, X1,Y1,...,Yn} y de productos no nulos

[Xo, Y] =Yip 1<i<m-1

K2,m
m+1

[V, Y1) = (-1)7F1X; 1<i<

La graduacién asociada a K™ es la que sigue
K =<Xg>80<0>0<Yp,>®<Yp 1 >® <1 >0< X, >

es decir,
m+1

K»™ = @ Yi

i=—1
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donde
g-1 = <Xy>
9o = <0>
9 = <Ypp> 1<:1<m
Imt1 = < X1 >

Para calcular el espacio de derivaciones pares (respectivamente, las impares),
Do(K?™) (resp. Dy(K>™)), se tendra en cuenta que si d € Do(K>™) (resp.
d € D1 (K*™)), entonces

d=>_d;

jeZ
donde d; € Do(K>™) (resp. d; € Di(K*™)) y dj(gi) C i+, siendo g = 0
para k < —1 6 k > m+1. En otras palabras, cada d; pertenece al subespacio
de las derivaciones homogéneas pares (resp. impares) de orden j.

Como dpio(g-1) C gm+1 Y d—m—2(gm+1) C g—1, tanto si son pares como

impares, se deduce que d; =0 para j > m+2y j < —m— 2y, por tanto, se
m+2

cumple que d = Z d;.

Jj=—m—2

Se expresard cada d; par (andlogo impar), —-m — 2 < j < m + 2, como
una combinacién lineal de un cierto conjunto, B;, -m —2 < j <m+ 2, de
derivaciones linealmente independientes de K?™, cumpliéndose que

m+2

U =

j=—m-—-2
es una base de Dy(K>™) (resp. de D;(K*™)) con lo que, evidentemente,

m+2
dim(Do(K*™) = Y dim < B; >

j=-m-2

En los célculos se tendrs en cuenta que los ideales de la sucesién central
descendente, C}(K?™) = CH(K?™), @ C*(K*™);, 0 < i < m + 1, son carac-
teristicos, es decir estables para cualquier derivacién. En particular, si d; es
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una derivacién par verifica que

d; (C'(K*™)o) € CH(E>™)o y dj(C (K>™)1) C CHE*™),  0<i<m+1
mientras que, si d; es una derivacién impar, se tiene que

d;(C'(K»™)o) C CI(K>™)1 y dj(C'(K*™)1) CC'(K*™)o,  0<i<m+1

Se recuerda que los endomorfismos de la forma adX con X un elemento
homogéneo de la superélgebra son siempre derivaciones, si X es de grado 0
adX es una derivacién par y si X es de grado 1 adX es una derivacién impar.

Nota 4.1.1 Es trivial probar que los endomorfismos de K>™ denotados me-
diante 3, 3, t1, t3, 5, . .., tm-2, y definidos por

t3(Xo) = Xo, t3(X1)=(m—-1)X1, t§Yi)) =G ~-1)Y;, 2<i<m
t5(X1) =2X;, ((Y;) =Y, 1<i<m

t1(Xo) = Xy

t(Y:) =Yigk, 1<i<m-—k, conkimpary3<k<m-—2

son derivaciones pares de K™,

Nota 4.1.2 adX, es una derivacién par de K™ (adX; es la derivacién nula)
y adYy, adYs, ..., adY,, son derivaciones impares de K™,

En el siguiente teorema se prueba que las derivaciones de las notas 4.1.1
y 4.1.2 constituyen una base de D(K*™).

Teorema 4.1.1 Con la notaciones de la nota 4.1.1, se tiene que,
{Cl,dXQ, t(l), t%, tl, t3, t5, ey tm_2, ale, ade, ey ade}

constituyen una base de D(K>™) = Dy(K*™) & D1(K>™), con {adXy, t3,
t2, 1, ta, ts,- .- ,tm—2} una base de Do(K>™) y {adY,adYs, ..., adYy} una
base de D1 (K*™).
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Nota 4.1.3 Todas las derivaciones impares son “interiores”.

Demostracién del teorema: Se va a probar que los endomorfismos citados
constituyen una base de los espacios de derivaciones correspondientes, por lo
que se calculardn por separado Do(K?™) y D1 (K>™).

m+2
Do(K?™). Si d € Do(K?™), entonces d = Z dj, con cada d; una deri-
j=—-m-2
vacién homogénea par de grado j.

Como los ideales de la sucesién central descendente

C%g) =< X0, X1 >®<Y,Ys,..., Y >
Cl(g) =< X1 >0<Ys..., Y >
C%(g) =<X;>0<VYs....Y, >

C™lg) =<X;>8<Y,>
C™(g) =<X1>0<0>
C™tl(g) =<0>

son caracteristicos, resultan ser nulas las derivaciones d;, 1 < j < m — L.
También son nulas las derivaciones d,,, y d,,+1 pues no contienen derivaciones
pares.

* Calculo de dp

Como dy(g;) C g; Vi, se puede suponer que

Xo — a()XO
do : X — a1 X1

Al exigir que dy sea derivacién par, se obtiene que
e De do([Xo, Yi]) = [do(Xo), Yi] + [Xo, do(Y:)], para 1 < i < m — 1, se tiene

que og + Bi = Biy1, 1 <4 < m — 1. Mediante un proceso de induccién finita
se tiene que §; = (1 — 1)ag + f1 para 2 < i < m.
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o De do([Y1, Y]) = [do(Y1), Yon] + [Y1, do(Y:n)] se tiene que oy = By + Bm que
junto con el punto anterior llevan a oy = (m — 1) + 204.

e De do([Yz, Yin-1]) = [do(Y2), Yin-1] + [Y2,do(Ym-1)] se tiene que oy = St
+Bm_1 pero al sustituir S, y Bn-1 se obtiene la misma relacién que en el
punto anterior.

En consecuencia, se verifica que

X() — O[()Xo

X1 —_— [(m — 1)(10 + 2,31}X1

i — p/in

Y; —_— [(i—l)ao—i-,@’l]Y}, 2 S 7 _<_m

No hay més restricciones sobre los pardmetros y, por tanto, se pueden tomar
como pardmetros libres ap y B;. Una base de < By > vendra dada por

{t5, 13}
* Calculo de d,,,,2

Ahora se ha de verificar que
Amy2(Xo) = X1

sin niguna restriccién sobre g y, por tanto, una base de < By,12 > puede
ser {t1}.

* Cdalculo de d_;
Como d_1(g;) C gi—1 Vi, se puede suponer que
da(Yi) =Y, 1<i<m-—1

e De d_([Xo, Yi]) = [d-1(X0), Yi] + [Xo, d—1(Y7)] para 1 < i < m — 2 se tiene
que o = o; = 441, 1 <1 <m - 2.

En consecuencia, se verifica que

d_1(Y) =Y, 1<i<m-—1
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No hay més restricciones sobre el pardmetro « y, por tanto, se puede tomar
como base de < B_; > a {adX,}.

* Calculode d_, kpary2<k<m-1

En estos casos se puede suponer que
d_x(Y;) =aYiyx, 1<i<m-—k
conkpary2<k<m-1.

o De d_;([ Xy, Yi]) = [d-x(Xo), Yi] + [Xo,d—x(Y;)] para 1 <i <m —k —1se
tiene que of = o = 41, 1 <1 <m—k— 1.

e De d_i([Y1, Yin—i]) = [d-x(Y1), Yin—i] + [Y1,d—x(Yim—k)] se tiene que 0 =
= o*[Y141, Vi) + &% X1 y al ser 1+ k y m — k impares se llega a 0 = 20k X4
de donde se sigue que of =0 k, pary 2 < k < m — 1, y por tanto todas las
derivaciones homogéneas pares de la forma d_; con k pary 2 <k <m—1
son nulas.

* Calculo de d_, k impary 3 <k <m —2.
En estos casos se puede suponer que
d_e(Yi) =aYiyx, 1<i<m-—k

con kimpary 3 <k <m-—2.

e De d_;([X,o,Y:]) = [d-x(X0), Yi] + [Xo,d-x(Y;)] para 1 <i<m —k —1se
tiene que o = oy = 4, 1 <1 <m—k—1.

o De d_i([Y1, Yini]) = [d=x(Y1), Yin—i] + [Y1,d—x(Ym—i)] se tiene que 0 =
= o*[Y14k, Ym—k] + @F X pero en este caso 1+ k y m — k son pares de donde
se llega a 0 = (—a* + oF) X lo que se verifica trivialmente.

En consecuencia, se tiene que

dx(Ys)=a"Y1, 1<i<m—k
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para cada k impar con 3 < k < m — 2. No hay més restricciones sobre cada
parametro o y, por tanto, se pueden tomar como una base de cada < B_ >
a {tr}, k impary 3<k <m—2.

* Se observa que d_,, y d_,,_1 son nulas ya que no contienen derivaciones
pares. Asi d_,,_, también es nula, pues verifica d_,,_2(X;) = aXy pero
de d_,,_2([Y1,Y]) se deduce que @ = 0 y, por tanto, también es nula la
derivacién d_,,_».

m+2
Dy (K?*™). Si d € D;(K?*™), entonces d = Z d;, donde cada d; es una
j=—m-2
derivacién homogénea impar de grado j.

Como los ideales de la sucesién central descendente

Cog) =<Xo,X1>0<V,Ys...,Yn>
Cllg) =<X1>06<Ys...,Yn>
C2(g) =<X1>0<Ys...,Y,>

Cmlg) =<X1>®<Y,>
C™"(g) =<X;i>06<0>
Cm™tl(g) =<0>

son caracteristicos, resultan ser nulas las derivaciones d;, —-m < 7 < —1.
También son nulas las derivaciones d,;,;2 ¥ d—m—2 pues no contienen deri-
vaciones impares. De todas las derivaciones de la forma d; con j < 0 sélo
resta ver d_,,_1, pero esta derivacién viene dada por d_,,—1(Y1) = aXp ¥
de 0 = d_,,—1([Y1,Y3]) = [aXo, Y2] = aYs se sigue que oo = 0 y, por tanto,
también es nula la derivacién d_,,_;. Se observa que para el caso m =1 la
aplicacién d_»(Y;) = aXj si es derivacién, ya que en este caso es el Unico
caso en el que el vector Xy es central (esta derivacién se notard por h).

También es nula la derivacién d,,.1, ya que viene dada por la relacién
dm+1(Xo) = aY pero de dp11([Xo, Yin]) = Xy se sigue que tanto el pardmetro
a como la derivacion son nulas.

* Calculo de d;
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Se puede suponer que d;(Y;) = aX;. No hay restricciones sobre el
pardmetro o y, por tanto, se pueden tomar como una base de < B; > a
{adY,}.

m—1

* Célculo de dy;, 1 <k <

En estos casos se puede suponer que

X0 — akYm+2—2k
d2k-:

m—1

Yo — BFXy conl<k<

e De dox([Xo, Yor_1]) = [dox(Xo), Yob—1] + [Xo, dox(Yor—1)] para 1 < k <

< — = se tiene que B*X; = o*[Yinyo_ok, Yor_1] donde m+2 — 2k y 2k — 1

-1
son impares, luego se llega a ¥ =of, 1 < k < m 5

No hay més restricciones sobre los pardmetros y, por tanto, se pueden

tomar como una base de cada < By, > a {adYpi1-2k}, 1 <k <

m—1

* Cdlculo de do;41, 1 <k <

En estos casos se puede suponer que

Xo — oV

d2k+1 . m — 1

Yor1 — B5X, conl<k<

o De dory1([Xo, Yar]) = [dar+1(Xo), Yor] + [Xo, dor41(Y2x)] para 1 < k <
m-

se tiene que B¥X; = oF[Yy11-2k, Yo] donde m + 1 — 2k y 2k son

-1
pares, luego se llega a B¥F = —a*, 1 <k < m2 .

No hay m4s restricciones sobre los pardmetros y, por tanto, se pueden
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m—1

tomar como una base de cada < Bygy1 > a {adYm—ok}, 1 <k <

Con esto se concluye la demostracién del teorema. O

Teorema 4.1.2 Con la notaciones de la nota 4.1.1 para el caso m = 1,
se tiene que, {t},t%,t1,adY1, h} constituyen una base de la superdigebra de
derivaciones D(K?»') = Do(K?') @ D1(K>'), con {t}, t3, t1} una base de
Do(K?') y {adY1, h} una base de Dy (K>*); siendo la aplicacion lineal h la
definida mediante h(Y;) = Xo.

Demostracién: La demostracién de este teorema es totalmente andloga a
la del teorema anterior, incorporando la derivacién h que aparece en este caso
como base de las derivaciones homogéneas impares de grado —2 = —m — 1.

O

4.2 Cohomologia

Corolario 4.2.1 Para m impar y m > 3 se verifica que
dim(B'(K*™ K*™) =m+ 1,

dim(H (K?™, K>™)) = T—;Lﬁ

Demostracidon: Se obtienen estos dos resultados trivialmente, sin més que
tener en cuenta, al ser adX; = 0, que

dim(BY{(K%™ K>™)) = dim(A[(K2™)) + dim(A[(K?™)) =
= dim < adXy > +dim < adYi,...,adY,, >
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y que al ser todas las derivaciones impares interiores se tiene que el espacio
cociente Zi(K*™, K»™)/B}(K*™, K*™) es la clase nula, de donde se sigue
que

dim(HY(K*™ K*>™)) = dim(H}(K?>™, K*™)) =
_m+95 _

= dim(Do(K>™)) — dim(A[(K;™)) = —— 1

a

Nota 4.2.1 Obsérvese que, en realidad, se podria dar facilmente la des-
cripcién de H'(K?™, K*™) = H}(K*>™, K*>™) & H{(K*™, K*™) ya que al
ser el subespacio impar Hi(K?™, K»™) de dimensién nula se tiene que el pri-
mer espacio de cohomologia coincide con el subespacio par Hj (K*™, K*™)
y, en el caso par, se obtiene la identidad con el espacio cociente

Hy (K™, K*™) = Do(K>™) [ A[(Kg™)

Corolario 4.2.2 Para m impar y m > 3 se verifica que

dim(O(K*>™)) = dim(B(K*™, K*™)) = m? + _?3—2_m

Demostracién: Basta recordar que se cumple que

dim(O(K*™) = 2* 4+ m? = dim(Dy(K*")

Corolario 4.2.3 Para m =1 se verifica que
dim(BY(K*', K*')) =1,

dim(H'(K*', K*')) = 4
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Demostracién: Se obtienen estos dos resultados trivialmente, sin més que
tener en cuenta, al ser adXy = adX; = 0, que

dim(BY (K>, K21)) = dim(A[(K2")) + dim(A[(K})) =
=0+dim<adY; >=1

y en el primer espacio de cohomologia se tiene que
dim(HY(K*', K%')) = dim(H}(K?!, K*)) + dim(H{ (K*', K*1)) =
= dim(Do(K>')) — dim(A[(K"))+

+dim(Dy (K1) — dim(A[(K>Y)) =
=3-0+2-1=4

O
Corolario 4.2.4 Para m =1 se verifica que
dim(O(K*')) = dim(B(K*', K*')) = 2
Demostracion: Es andloga a la del caso m > 3. O

4.3 Sobre las componentes de la variedad N'**™
con m impar

Como ya se ha visto a lo largo de los capitulos anteriores la superédlgebra
de Lie K*™ que se obtiene para cada m impar es una S.A.L. de nilindice
maximal, K™ € M*™ y gse verifica que O(K 2’m)z es una componente
irreducible de N2*™. Del mismo modo, pero por otra razén completamente
distinta, todas las dlgebras que aparecen en la seccién 3.3.3, simplemente
por el hecho de ser S.A.L. filiformes y al ser F**™ un abierto de N"™*™,
verifican que la clausura de Zariski de sus respectivas drbitas constituyen
una componente irreducible de la correspondiente variedad N™t™.

En particular, para n = 2 y m impar, se tiene que
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Teorema 4.3.1 La variedad N?*™, con m > 3 y m impar, tiene una com-
m

ponente irreducible de dimensién mayor o igual a m* + —_2—

Demostracién: Basta con tener en cuenta como componente irreducible
———Z . : .
O(K?m)" y gracias al corolario 4.2.2 se sigue el teorema. 0

Teorema 4.3.2 La variedad Nt es irreducible, siendo su tnica compo-
S YETTREC . .. .
nente O(K?') ", de dimension mayor o igual a 2.

Demostracién: Se sigue del teorema 3.4.3 (de estrutura) y del corolario
4.2.4.

Nota 4.3.1 Se deja para un posterior estudio el cdlculo de la dimensién de
las 6rbitas, via la determinacién del 4lgebra de derivaciones, de cada una de
las S.A.L. filiformes g que aparece en la seccién 3.3.3. Se obtendr4, en tal

. . . ., . . AT
caso , una cota inferior de la dimensién de la componente irreducible O(g)
de la variedad N™*™ que corresponda en cada caso.



Capitulo 5

Superalgebras de Heisenberg

Hasta ahora se han estudiado las S.A.L. de nilindice alto, es decir, las “me-
nos” nilpotentes de todas. A partir de este momento el estudio se centra en
las S.A.L. “m&s” nilpotentes de todas, es decir, en las de nilindice 2, que es
el menor posible.

Por tanto, se aborda en este capitulo el estudio de las superdlgebras de
Lie 2—nilpotentes, g = go ® g, tal que C%(g)o = C?(g)1 =

En la teorfa de 4lgebras de Lie se encuentran las dlgebras de Lie de Hei-
senberg H,, en cada dimensién impar 2r + 1, como las tinicas algebras de
Lie 2—nilpotentes con centro unidimensional. Ademds, juegan un papel re-
levante no sélo dentro de la teoria de Lie sino dentro de otros campos como
la fisica cudntica.

En este capitulo se busca la generalizacién de las dlgebras de Lie de Hei-
senberg a la teoria de las superalgebras de Lie, definiéndose las superalgebras
de Lie de Heisenberg (S.A.H.) como las superédlgebras de Lie con parte par
el dlgebra de Lie de Heisenberg.

De todas las S.A.H. definidas de esta forma destacan las 2—nilpotentes, y
dentro de éstas las de centro unidimensional, ya que éstas ultimas constituyen

119
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el verdadero “calco” algebraico y geométrico del dlgebra de Lie H, en la teoria
de las superdlgebras de Lie.

En este capitulo se dan las familias de todas las S.A.H. con dimensién
de la parte par 2r + 1, r natural cualquiera, y dimensién de la parte im-
par menor o igual a 3. De éstas se clasificaran, determindndolas completa-
mente, las S.A.H. 2—nilpotentes y, como casos particulares, las que ademas
tienen centro unidimensional. También se clasificardn totalmente las de in-

variante de Goze minimal (2,1,...,1] 1,1,1) y las de invariante de Goze
maximal (2,1,...,1| 3) y se estudiard el caso restante de invariante de Goze
(2,1,...,1] 2,1).

En estas clasificaciones se pondra de manifiesto la complejidad que su-
pone, en muchos casos, encontrar isomorfismos de S.A.L. cuando se trabaja
en dimensién genérica. Es por ello que en algunos casos se utiliza el apoyo
del paquete de célculo simbélico Mathematica4.0.

A continuacién, tras dar la definicién de S.A.H., se comenzard probando
los teoremas que dardn la existencia de bases adaptadas para las S.A.H.,
esenciales para poder realizar un estudio de las mismas.

Definicién 5.0.1 Sea g una superdlgebra de Lie, (g = go ® g1), § €s una
superdlgebra de Lie de Heisenberg (S.A.H.) si go = H,, donde H, es el
dlgebra de Lie de Heisenberg de dimension 2r +1 y ley

[Xoi, Xait1] = Xor, 0<i<r-1

en una cierta base denotada por {Xo, X1,...,Xor}-

5.1 Base adaptada para SAH con dim(g;) < 3

En esta seccién se estudiara la existencia de bases adaptadas para las su-
peralgebras de Lie de Heisenberg con dimensién de la parte impar menor o
igual a tres, [19].



5.1. Base adaptada para SAH con dim(g;) < 3 121

Nota 5.1.1 En el caso dim(g;) = 1 se obtiene una base adaptada de g,
{X07 Xla T X?Ta )/1} tal que

{ [Xoi, Xoig1] = Xor, 0<i<7—1

Teorema 5.1.1 Si g = go D g1 es una superdlgebra de Lie de Heisenberg
con dim(gy) = 2r + 1 y dim(g1) = 2, entonces ezriste una base adaptada
de g, {Xo, X1,- - -, Xor, Y1, Y2}, con {Xo, X1,..., Xor} base adaptada de go €
{V1,Y2} una base de g, tal que

{ [Xai, Xoit1] = Xor, 0<i<r—-1
[XOaYI] = 6}/2’ €€ {07 1}

Demostracién: Sea g = go @ g1 una S.A.H., entonces g, es el dlgebra de
Heisenberg de dimensién 2r + 1, luego existird una base adaptada de go.
Sea, por tanto, {Xp, X1,...,Xo-} una base adaptada de go, que verifica lo
siguiente

[Xoi, Xoit]| = Xgp, 0<i<r—1

Ademés, se tiene que g; es un go-médulo con go un dlgebra de Lie nil-
potente y, de acuerdo con el teorema de Engel, existe una fibraciéon de g;
(tomando g; como espacio vectorial), V3, tal que

Vo=0CViCVy dim (Vi/Vi-1) =1, 'y [g0,Vi]CVic1, 1<9<2

Sean {Y,} e {Y1,Y,}, respectivamente, la base de los espacios vectoriales V;
y V4. Por tanto, se tiene que

[XuY?] = 07

Asi, se pueden considerar dos casos:

a) Si para todo 4, 0 < i < 2r, es D% = 0, entonces, se obtiene la base
adaptada del teorema para € = 0.
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b) Si existe 3, 0 < i < 2r, tal que D} # 0, se puede suponer que D3, # 0.
En otro caso, si existe i, 1 <4 < 2r — 1, con D3 # 0 (si ¢ = 2r de
J4(Xo, X1,Y1) se llega a contradiccién), haciendo un simple cambio de
base se obtiene D3, # 0.

Finalmente, se obtiene la base adaptada del teorema para € = 1, previo
cambio de escala. 0

Teorema 5.1.2 Si g = gy & g1 es una superdlgebra de Lie de Heisenberg
con dim(go) = 2r + 1 y dim(g,) = 3, entonces eziste una base adaptada de
g, {Xo, X1, ..., X2, Y1, Y2, Y3}, con {Xo, X1,..., X2} base adaptada de go e
{Y1,Y, Y3} una base de g1, tal que
[X2i, Xoip1] = Xor, 0ZLi<7r—1
(*) 4 Xo, V1] =eaYs
(X0, Y2] = €16,Y3, €1, € € {0,1}

[Xoi, Xoip1] = Xor, 0<i<r-1
(**) [X()a Yi] = 1/3
[XO,)/:?] = }/3

Demostracién: Sea {Xy, X1,..., X} base adaptada de go e {Y1,Y2, Y5}
una base de g;. Analogamente al caso dim(g;) = 2 y usando el hecho de
que [Xor,Y;] € < Yijo,...,Yn >=< Y3 > (de J4(Xo, X1,Y;) e induccién
finita en 7), se obtiene una base {Xy, ..., Xa, Y1, Y5, Y3} tal que

[Xai, Xair1] = Xor, 0<i<r-1

[Xj,Yl] = DJZ',1YZ + D}Q",1Y3 0<j<2r-1

[Xar, Y1] = D3, Y3

[Xjayz]zD?gY:i 0<;j<2r—-1

En este punto se van a considerar diferentes casos dependiendo de la

nulidad de las constantes de estructura.

Caso 1: D}, = 0 para todo j, 0 < j < 2r — 1. De Jy(Xo, X1, Y1) se tiene
que Dj ; = 0.
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1.1. D}, =0 paratodo j, 0 < j < 2r — 1.

1.1.1.

1.1.2.

D?,=0,0<j<2r—1. Entonces g; es un go-médulo trivial, es
decir, en términos de la definicién 1.2.2, el producto que nos da la
actuacién de go sobre g; “.”: go X g1 — g1 es idénticamente nulo.
Se obtiene de este modo la base (x) con €; = €2 = 0.

Existe j, 0 < j < 2r —1, tal que D]2-,1 # 0. En este caso es posible
obtener la base () con ¢, = 1, e = 0 (mediante un cambio de
base sencillo y un cambio de escala).

1.2. Existe j, 0 < j < 2r — 1, tal que D3, #0.

1.2.1.

1.2.2.

D/%,1 = 0 para todo k, 0 < k < 2r — 1, se trataria del caso 1.1.2.
(por un simple cambio de base).

Existe k, 0 < k < 2r — 1, tal que D, # 0 (k puede ser igual o
distinto de j). Mediante el cambio de base Y; = D} |Y> + D} Y3y
renombrando de forma adecuada los vectores X;, 0 <2 < 2r — 1,
se obtiene la misma base del caso 1.1.2.

Caso 2: Existe j, 0 < j < 2r — 1, tal que D3, # 0.

2.1. D?',1 = 0 para todo j, 0 < j < 2r — 1, entonces de J,(Xo, X1,Y7) se
llega a que D3.; = 0. Mediante el cambio de base dado por Y] = Y5,

T

Y; = Yi, mediante un sencillo cambio de escala y renombrando de
forma adecuada los vectores X;, 0 < i < 2r — 1, se obtiene que

[(Xo, V1] =Y3
[XO’ Y2] = D3,2Y3

Un sencillo cambio de escala permite obtener la base (xx).

2.2. Existe j, 0 < j < 2r — 1, tal que D3, #0
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2.2.1. Existe ¢, 0 <1< 2r —1 tal que D?,Q #0y Df,l # 0, por un cierto
cambio de base se obtiene que

[X07Y1] = }/2
{ [Xo,Y2] = Y3

que corresponde a la base (x) con €; = € = 1. En este caso g; se
llama gg—moddulo filiforme.

2.2.2. Existe (j,k) € {(26,2 +1),(2 + 1,2))}, 0 < ¢ < r — 1, con
D}, # 0y Di, # 0, mediante un cambio de base de la forma

X3, = Xoi + AXoiy1 con A € C, junto con otros simples cambios
de base se llega al caso anterior.

2.2.3. En cualquier otro caso, o bien se puede obtener la base (xx), o
bien se llega a que

[Xo, V1] =Y
[XOa YZ] =0
que es la base (¥) con ¢, =1y e; =0. 0

5.2 Tratamiento Computacional

El problema de la clasificacién salvo isomorfismo de la familia de S.A.L. consi-
derada se reduce a encontrar las constantes de estructura de las superdlgebras
no isomorfas entre si. Puesto que las constantes de estructura dependen de
la base, es conveniente encontrar una base en la cual exista el mayor nimero
posible de constantes igual a cero. Se puede considerar las bases encontradas
en el teorema 5.1.1.

En primer lugar, para la clasificacién de las superdlgebras de Heisenberg
es necesario calcular todas las identidades de Jacobi graduadas. Es aqui
donde se usa el programa que a continuacién se detalla, elaborado con el
paquete de célculo simbélico Mathematica4.0, (para ver otras aplicaciones
del Mathematica consultar [18]).
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El programa se puede separar en tres partes:

1. Se introducen algunas condiciones sobre g, es decir, go es un algebra
de Lie y g1 es un go-médulo. (como ejemplo, se hace para dimensién de la
parte par cinco y dimensién de la parte impar dos).

rl = 2;

dim = 2 r1 + 1;

diml = 2;

basemu0 = Table[x[i], {i, 0, dim}];
basemul = Table[y[jl, {j, 1, diml}];

dfi_, j_1 := Subscript([D, i, jl;
eli_, j_, k.1 := Superscript[Subscriptle, i, j1, kl;

(*mu0, \’{a}lgebra de Lie *)

mu0 [0, x_]
muO[x_, 0]
muO[x_, x_] 0
muO[x_, y_] := Simplify[-muOly, x]] /; OrderedQ[{y, x}1;
-1
-1

0,
0;

2

muO[x_ + y_, z = Simplify[mu0[x, z] + muOly, zl1;
mulOfz_, x_ +y = Simplify[mu0[z, x] + muO[z, yll;
muO[x_, a_ y_] := a muO[x, yl;

muOla_ x_, y_] := a muO[x, yl;

(*mul*)

mul[0, x_] := 0;

mull[x_, 0] := 0;
mul[x_, y_] := Simplify[mully, x]] /; OrderedQ[{y, x}];
mullx_ + y_, z_] Simplify[mul[x, z] + mully, z]];

muilz_, x_ + y_.] := Simplify[mull[z, x] + mui[z, yl];
mullx_, a_ y_] := a mul[x, yl;
mulfa_ x_, y_] := a mul[x, yl;
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(*mu2*)

mu2[0, x_] := 0;

mu2[x_, 0] := 0;

mu2[x_, y_] := Simplify[-mu2[y, x]] /; OrderedQ[{y, x}];
mu2[x_ + y_, z_] := Simplify[mu2[x, z] + mu2[y, zl];
mu2[z_, x_ + y_] := Simplify[mu2[z, x] + mu2(z, yll;
mu2[x_, a_ y_] := a mu2[x, yl;

mu2la_ x_, y_] := a mu2[x, yl;

2. Se introduce la expresién de los productos de las posibles superdlgebras
(como ejemplo se tomaré la ley de una superdlgebra con dimension de parte
impar dos; modificando las expresiones de los productos se hace para di-
mensién de la parte impar tres). En este estudio adn no se sabe si la ley
corresponde o no a una superalgebra de Lie.

(*La familia H_r*)

For[i = 0, i <= 11 - 1, i++,
muO[x[2i], x[2i + 1]] = x[2r1]];

muO(x[i_], x[j_1] := 0;

(xel resto de productos corchetes*)

For[i = 0, i <= 2r1 - 1, i++,
mu2(x[i], y[11] = d[i, 1] y[2]];

If[i > 2r1 - 1, mu2[x[i]l, y[1]1] = 0];

For[i = 0, i <= 2rl1, i++,
mu2[x[i], y[2]1] = 0];

For[i = 1, i <= diml, i++,

For[j = 1, j <= diml, j++,
muily[il, y[j1] =\sum_{k=0}"{k=2r}e[i, j, k] x[k111;
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3. Se calculan las identidades de Jacobi graduadas y se obtienen restricciones
entre las constantes de estructura.

(*Identidad de Jacobi graduadax)

jacO[i_Integer, j_Integer, k_Integer] := Collectl
muO[x[i], muO[x[j], x[k]1]] + muO[x[j], muO[x[k], x[i]l]
muO [x[k], muO[x[i], x[j]1]1], basemuO];

4+

jaci[i_Integer, j_Integer, k_Integer] := Collectl[
mu2(y[i], muily(j], y[k11] + mu2[y[j]l, muily[k], y[il]]
mu2[y[k], muily[i], y[jl]], basemuil];

+

jac2[i_Integer, j_Integer, k_Integer] := Collectl
mu2[x[i], mu2[x[j], y[k]1]1] - mu2[muo[x[il, x[j1], y[kI]
mu2[x[j], mu2[x[i], y[k]]], basemul];

jac3[i_Integer, j_Integer, k_Integer] := Collectl
muO [x[i], mui(y[j], yxk11] - muilmu2(x[il, y[jl1], ylkl]
mul[y[j], mu2(x[i], y[k]1], basemuO];

Jacobimu0 := Module[{i, j, k},
For[i = 0, i <= dim - 3, i++,
For[j = i+ 1, j <=dim - 2, j++,
For[k = j + 1, k <= dim - 1, k++,

If[jacoli, j, k] == 0,
Print["JAC-0(", i, j, k")->", jacoli, j, k11, {2,
Print["JAC-0(", i, j, k")->", jacO[i, j, k1111111;

Jacobimul := Module[{i, j, k},
For[i = 1, i <= diml, i++,
For[j = 1, j <= diml, j++,
Forlk = 1, k <= diml, k++,
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If[jaci[i, j, k]l == 0
Print["JAC-1(", i, j, k")->", jacil[i, j, k11, {2},
Print["JAC-1(", i, j, k")->", jaclli, j, k111111];

JacobimuOmu2 := Module[{i, j, kI,
For[i = 0, i <= dim - 2, i++,
For[j i+1, j<=dim - 1, j++,
Forlk = 1, k <= diml, k++,

If[jac2[i, j, k] == 0,
Print["JAC-2(", i, j, k")->", jac2[i, j, k11, {3,
Print["JAC-2(", i, j, k")->", jac2[i, j, k111111]1;

JacobimuOmuimu2 := Module[{i, j, kI,
For[i = 0, i <= dim - 1, i++,
For[j = 1, j <= diml, j++,
Forlk = 1, k <= diml, k++,

If[jac3[i, j, k] ==
Print["JAC-3(", i, j, k")->", jac3[i, j, k11, {3,
Print["JAC-3(", i, j, k")->", jac3[i, j, k111111;

lista0 = Select([
Flatten[Table[
Coefficient[jacO[i, j, k], basemuO],
{i, 0, dim - 3}, {j, 1 + 1, dim - 2},
{k, j + 1, dim - 1}]], ! NumberQ[#] &I;

listal = Select[
Flatten[Tablel
Coefficient[jaci[i, j, k], basemul],
{i, 1, dim1}, {j, 1, diml},
{k,1, dim1}]], ! NumberQ[#] &];

lista2 = Select[
Flatten[Table[
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Coefficient[jac2[i, j, k], basemul],
{i, 0, dim - 2}, {j, i + 1,dim - 1},
{k, 1, dim1}]], ! NumberQ[#] &J;

lista3 = Select[
Flatten[Table[
Coefficient[jac3[i, j, k], basemuOl],
{i, 0, dim - 1}, {j, 1,dim1},
{k, 1, dim1}]], ! NumberQ[#] &];

lista = Join[lista0, listal, lista2, lista3];

ecuaciones =Map[(#== 0) &, lista]

Nota 5.2.1 Este programa permite obtener las relaciones entre las cons-
tantes de estructura para dimensiones concretas. Por induccién se pueden
calcular las relaciones para superdlgebras de Lie en dimensién arbitraria.

Con ayuda del programa se obtiene la clasificacién para dimensiones con-
cretas. Luego, se inducen las expresiones para el caso general y, finalmente,
se prueba el resultado general.

5.3 Clasificacion de H,® < Y; >

En esta seccién se presenta la clasificacién de las superalgebras de Lie de Hei-
senberg con dimensién de la parte par arbitraria 27 + 1, r natural cualquiera,
y dimensién de la parte impar uno.

Teorema 5.3.1 Si g es una S.A.H. no degenerada, con dimension de la
parte par arbitraria 2r + 1 y dimensién de la parte tmpar uno, entonces es
isomorfa a la superdlgebra que se denota g y que se expresa, en una cierta
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base adaptada {Xo, X1, ..., Xor, Y1}, por

1 { [Xoi, Xoit1] =Xor 0<i<r—1
[K,Yi] = XZ'r

Demostracién: Se ha probado la existencia de una base adaptada para g,
{XO, Xl, e ,XQT, Yi}, tal que

[Xoi, Xoit1] = Xor, 0<i<r-1

Ademads, [go, Y1] = 0 y como Jy(X;,Y1,Y1) = 0 para todo ¢, 0 < ¢ < 2r,
se tiene que [Y7,Y1] C Z(go). De aqui que la familia a clasificar sea:

{ [Xoi, Xoiv1] =Xor 0<i<r—1
[Y1,Y1] = B X,,

obteniéndose el dlgebra de Lie de Heisenberg H, si E? = 0 (caso degenerado)
y la S.A.L. (no escindida) g' si EZ # 0. 0

5.4 Clasificacion de H,® < Y7,Ys >

En esta seccién se presenta la clasificacién de las superdlgebras de Lie de
Heisenberg con dimensién de la parte par arbitraria 2r + 1 y dimensién de
la parte impar dos.

Teorema 5.4.1 Si g es una S.A.H. no degenerada, con dimensién de la
parte par arbitraria 2r + 1 y dimension de la parte impar dos, entonces es
isomorfa a una de las superdlgebras denotadas por g & C, g2, g2 vy g2, dos
a dos no isomorfas, cuyas leyes pueden ser expresadas en una cierta base
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adaptada, {Xo, X1, ..., Xor, Y1, Y2}, por

g oC: g1 :

{ [Xai, Xoir1] = Xor 0<i<r—1 { [Xai, Xoit1] = Xor 0<0<r—1
[}/17 }/1] = Xor D/la Y'2] = Xor
9% : g3

[Xoi, Xoi1] = Xor 00 <r—1 [ Xai, Xais] = Xor 00571

[Xo, V1] = Y2 [Xo, 1] =Y,
[V, V1] = X [V, 1] = 2X;
| T [Yi, 3] = Xa

Demostracién: Es evidente que g ©C, g2, g2 y g3 son S.A.L. con parte par
el dlgebra de Heisenberg, de dimensién 2r + 1, y parte impar de dimensién
dos. Que son no isomorfas dos a dos sigue de la tabla siguiente junto con el
hecho de que g! & € no es isomorfa al resto por ser la Unica escindida.

Superdlgebras  dim(Z(g))  dim(C'(g))

g 1
o3 2
g3 1

Resta ver que, efectivamente, las cuatro S.A.H. anteriores son todas las
que se obtienen en este caso. Asi, del teorema 5.1.1, se pueden considerar
dos casos.

Caso 1: ¢e=0.

En este caso, se tiene que [go, Y1] = 0 (g1 es un go-mddulo trivial).
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Es facil ver que [Y;,Y;] C Z(go). En efecto, pues en caso contrario,
si existe k tal que X; € [V;,Y]], 0 < k < 2r — 1, de Jy(V;, Y}, Xi41) ©
Jy(Yi,Y;, Xk—1), dependiendo de si & es par o impar, se obtiene que X5, = 0,
lo que es una contradiccién.

Por tanto, la familia de leyes a clasificar queda

[Xas, Xoig1] = Xop, 0<3<7r—1
[¥1,Y1] = Eff Xor
[Yl, Yz] = E%er
Y2, Yo] = EZ5 X

Siempre se puede suponer que E% = 0. En efecto,

e Si E# =0, se hace el cambio Y] = Y3, ¥, =Y.

e Si EZ =0, se hace el cambio Y] =Y, Y, =cY; + Y5, con

_ —Ef +/(EY)? - BHES
Ef

Asi, se obtiene la familia

[X2i7X2i+1] =Xy, 0<1<r-1
[Yi’ Yi] = E%IX%
[}/17}/2] = E%X?r

e Si E% = 0, entonces se verifica que EZ # 0 ya que en caso contrario se
tendria un dlgebra de Lie (caso degenerado). Se obtiene en este caso la
superalgebra g' ®C que constituye en esta dimensién un caso escindido.

1 EZx

e Si EZ # 0, se hace el cambio de base Y{ = E%ng ~3E)

2}/2’}/212Y2

y se obtiene g2
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Caso 2: e = 1.

e De J,(Xo,Y1,Y1) se tiene que
[Y1,Ys] C Im ad(Xo) =< Xor >
e De J,(Xo, Y1,Y?) se tiene que
[¥2,Y2] =0

Entonces, la familia de leyes a clasificar resulta
([ Xoi, Xoig1] = Xor, 0<i<7r—1
[Xo, V1] = Y2
[Xi, V1] = D} Y5, 1<i<2r-1

2r
¥, 1] = 3 B X

k

=0
[ Y1, Y3] = Ef5 Xor

A continuacién se calculan las identidades de Jacobi graduadas.

e De J,y(Y1,Y7, Y1) se obtiene que

2r—1
E} + Z Elei,l =0

k=1
e De Jy(X5,Y1,Y1), con 0 <4 < r—1, se obtiene que
Eft' =2D% F%, 1<i<r-1
El, =2F%, 1=20
e De Jy(X2i41,Y1,Y7), con 0 <7 <7 — 1, se obtiene que
EYf = _2Dgi+1,1E%57 0<i<r-—1

Se puede suponer que D%i+1,1 =0, 0 <7< r—1. En efecto, ya que para
cada 4, con 1 < i < — 1, tal que D3;; # 0 el siguiente cambio de base

1
Xéi =@X2i

! — N2 2 X
Xoi1=D3; 1 Xoi1 — Djiq 1. Xo
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permite suponer que D, =0y D3, = 1. Si D, ; = 0 se hace el siguiente
cambio de base
{ Xoi =—Xoit1
Xoip1=Xai

y se consigue, nuevamente, D3, , = 0. Para el caso 4 = 0 se puede suponer
D2, = 0, haciendo el cambio dado por
1n="Y

X} = X,
X=X - D% X,

Entonces, por las restricciones, se tiene que E#% =0, 0 <¢<r—1, con
lo que la familia queda

([ X2, X2i41] = Xor, 0<i<r-—1
[Xo, V1] =Y,
[XZi,Yi] :D%UY% 1 SZST'—I

r—1
[V1,Yi] = 2E; (Xl +3 Dgi,IXZi-H) + B Xor

=1

\ [Yi, }/2] = E125X27‘

2.1. D3;, =0, para todo i, 1 <i <r—1. Resulta

[ X2, Xoit1] = Xor, 0<i<r—-1
[Xo, V1] =Y,

[Y1, V1] = 2E35 X, + Ef1 X,

D/b }/2] = E%QXZ’I‘

2.1.1. E% =0, la familia de leyes queda

[Xaiy Xoiy1] = Xory, 0<i<r—1
[XOa }/1] = 1/2
[Yla Yl] = Elz{XZr

y se obtiene g2 al ser E? # 0, ya que si no se tendria un élgebra
de Lie.
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2.1.2. E% # 0, haciendo el cambio de base dado por
1 E2r
Y= ——Yi- —_Y,

VEE  2V(ER)
1
Ys
VE%

Y] =

se obtiene g3.

2.2. Existei, 1 < i < r—1, tal que D2 5.1 7 0. Por simetria se puede suponer
que D2, #0, ademas se puede suponer que D3 5, = 1 por el cambio

de escala ]
Xh=—=-X
D ;
El cambio de base dado por
r—1
Xé = X3 + Z Dgi,1X2i+1
=2

permite suponer que D%i ;=0para2<i<r—1
Entonces, se tiene que E2Z+1 = 0 para todo i, 2 <1 < r —1 (por las
restricciones), ahora la famlha es

{XQuX21+1] = Xor, 0<i<r—1
[Xo, Y1] =

[Xo, Y] =

[YI Yl] - 2E%5(X1 + X3) + E11X2r

[Y1, Vo] = Ef5 Xo,.

Asi, el siguiente cambio de base reduce este caso al anterior.

X=X+ X,
X = —Xo+ X

Con esto se concluye la demostracion del teorema. 0
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5.5 Clasificaciéon de H,® < Y1,Ys, Y; >

En esta seccién se aborda el problema de la clasificacién de las S.A.H. con
dimensién de la parte par 2r + 1 y dimensién de la parte impar igual a 3. De
éstas se clasificaran las de invariante de Goze minimal (2,1,...,1| 1,1,1) y
maximal (2,1,...,1| 3); de las de invariante de Goze (2,1,...,1| 2,1) se da
la familia genérica y la lista de las 2—nilpotentes (lista que se clasificard en
la siguiente seccién).

Gracias a la demostracién del teorema 5.1.2 el problema de la clasifi-
cacién de las S.A.H. con dimensién de la parte impar 3 se reduce al estudio
de tres casos y cuatro subfamilias como sigue. A partir de este momento
todas las S.A.H. que se consideren se supondrin en una cierta base adap-
tada {Xo, X1,...,Xor—1, Xor, Y1, Y5, Y3} con X, vector caracteristico de la
superdlgebra.

Es claro que las superalgebras que se obtengan de casos distintos son no
isomorfas entre si por tener distinto invariante de Goze.

Caso 1. Invariante de Goze (2,1,...,1]| 1,1,1)

( [X21,7X2z+1]:X27‘, OSZST_I
X, ¥ =0, 0<i<2r, 1<j<3

A Z EXe, 1<4,5 <3,05,5) # (3,3)
\ [YE&aY:%] E33X2r

Caso 2. Invariante de Goze (2,1,...,1| 2,1)

2.1. Con base adaptada [X,,Y1] = Y2 y [Xo, Y2] = 0.
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([ Xai, Xoit1] = Xor, 0<i<r-1
(X0, Y1) =Y,
[X0,Y5] =0
[X;, V1] =DV, + D3,Y;, 1<j<2r-1
[
[

XZT) 1] Dzr 1Y25
X;,Ya] = DﬂYs, 1<j<or-1

v, Y] = Z £ Xk, 1<4,5<3,(6,5) # (3,3)

\ [YE’H YZ’)] = E3gX2T'

sujeta a las restricciones

.D D+12-—0 1<J<2T—'2

D2D32=0 1<j<2r-1
D’D 12=0 2<5j<2r—-1

2.2. Con base adaptada [X,,Y)] = Y3 y [Xo, Y2] = V3.

[ [Xoi, Xoiv1] = Xory, 0<0<r—1

[XOaYI] = Y;S
[X07}/2] == Y
[XJ?K] Yé, 1<53<2r

\ [X;, Ye] = ﬂYa, 1<j<2r—1

¥, Y;] = Z KXk, 1<4,5<3,(5,9) # (3,3)

[}37 YZ&] E33X2r
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Caso 3. Invariante de Goze (2,1,...,1| 3)

[ [ X9, Xoit1] = Xop, 0<i<r-1
[X07}/1] = 1/2
[X07Y'2] = YE‘]

[X;, V1] =D3Y,+ D} Y3, 1<j<2r—1
! [Xor, Yi] = D3, Vs
[X;,Ya] = D?,QY:% 1<53<2r-1

2

k=0
\ [Y%?Y?’] = EggX?T"

Notacién. A las superdlgebras que se obtengan del caso 1 se las notard

como g, »; a las del caso 2 mediante 9?2,1.), con 1 <7 < 10, y mediante ﬁ?z’,‘,"l’f),

_37 o _37 9 —3, 1 . )y

9(2?12), 9?2’13), g(zf"lf), 9(2(,)[15) y 9?2’16), a las del caso 3 por 9?3,1.), i > 1. En
particular sélo existe una superalgebra no degenerada ni escindida en el caso
1 luego, por simplicidad, se notard a 9?1,1) simplemente por g3.

5.5.1 Invariante de Goze minimal (2,1,...,1]| 1,1,1)

Teorema 5.5.1 Si g es una S.A.H. no degenerada, con dimension de la
parte par arbitraria 2r + 1, dimension de la parte impar tres y de invariante
de Goze (2,1,...,1| 1,1,1), entonces es isomorfa a una de las siguientes tres

superdlgebras, dos a dos no isomorfas, cuyas leyes pueden ser expresadas en
una cierta base adaptada {Xo, X1, . .., Xor—1, Xop, Y1, Y2, Y3}, por

gel?: g2aC:

{ [Xoi, Xoin1] = Xor 0<i<r—1 { [Xoi, Xoir1] = Xor 0<i<r—-1
Y1, V1] = Xor [Y1, Y2 = Xofr

g1 :

[X2i, Xoit1] = Xop 0<i<r—1
[}/17}/1] = X21‘
D/ZaYZS] - X2r



5.5. Clasificacion de H,® < Y1,Ys, Y3 > 139

Demostracién: Es claro que las superalgebras anteriores son S.A.H. no
degeneradas, con dimensién de la parte par arbitraria 2r 4 1, dimensién de
la parte impar tres y de invariante de Goze (2,1,...,1| 1,1,1). Ademds,
son no isomorfas entre sf; las escindidas g' ® C* y g? @ C son claramente no
isomorfas y sélo hay una no escindida g3. Resta probar que, efectivamente,
las tres superalgebras anteriores son todas las que se tienen en este caso.

Se considera, por tanto, la siguiente familia de S.A.L.

([ Xai, Xoit1] = Xor, 0<i<r—1
[X;,Y;] =0, 0<i<2r,1<5<3
2r
4 .. ..
V,Y)) =Y EEXy, 1<i,5<3,(,4) #(3,3)
k=0
\ [YZ’nYEi] :E§§X2T

o De J,(Xo, Y;,Y;), 05k <r—1,1<14,j <3, se sigue que

2r

[ Xk, Y Ei; X)) =0

=0
de donde se tiene que
EF* =0,0<k<r-1,1<4,j<3

e De Jy(Xok41,Y5,Y;), 0<k <r—1, 1<4,5 <3, se sigue que

2r

[Xoki1, 3 ELX] =0

=0

de donde se tiene que

E}=0,0<k<r-1,1<4j<3

Por tanto, queda la familia de leyes

[Xai, Xoiy1] = X, 0<i<r—1
[V;,Yj] = B Xy, 1<4,j<3

ademas, siempre se puede suponer que E2} = 0. En efecto
b 33 )
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e Si EZ = 0, basta efectuar el cambio Yy = Y3, YJ =Y.

e Si E2 # 0, basta efectuar el cambio Y] = Y;, Y3 = cY5 + Y5, siendo ¢
solucién de la ecuacién E2rc? + 2EZc + EZ = 0.

También se puede suponer que E2 = 0. En efecto,

o Si EZ =0, basta efectuar el cambio Y] = Y5, Y; =Y;.

e Si B # 0, basta efectuar el cambio Y] =Y;, Y] = cY¥; + Y3, siendo ¢
solucién de la ecuacién EZc? + 2E%c+ E2 = 0.

Por tanto, se tiene la familia de leyes
[Xai, Xgi41] = Xor, 0<i<r—1
[lea Yi] = E%{XZT
[leal/Z] = E%gXQT
[Y1,Y3] = B} Xa,
[Y2, Ya] = EZ5 X,

Anjlogamente, se puede suponer que E7 = 0. En efecto,

e Si E% =0, basta efectuar el cambio Y] =Y;, ¥, = Y3, Y5 =Y,.
o Si EZ #0:
— Si E% # 0, efectuando el cambio dado por Y} = Y; — %Yg— %1@,
se verifica que [Y{, Y] = [Y],Y3] =0

— Si EZ = 0, efectuando el cambio dado por Y3 = Y3 — %Yg, se

verifica que [Y{, Y] =0

resultando la familia de leyes

[Xoi, Xoiv1] = Xop, 0<0<r—1
[}/17 )/1] = E12{X21‘
[V1,Ys] = EZ Xo,
[}/27 YES] - E%gX%‘
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Caso 1: E2 = 0, en este caso la familia resulta

[Xai, Xoit1] = Xor, 0<i<r—1
[Yl, 1/1] = E%{X%
[}/17 l/2] = E%gXZT

e Si EZ = 0, entonces EZ # 0 (ya que en caso contrario se tendria un
4lgebra de Lie) obteniéndose la superdlgebra g' @ C? que, a su vez,
constituye un caso escindido.

e Si EZ # 0, se puede suponer que E?7 = 0, efectuando el cambio de
2r
base dado por Y{ =Y; — %IQZYQ, obteniéndose nuevamente una S.A.L.
escindida, g2 & C.

Caso 2: EZ # 0, ahora se puede suponer que E} = 0, efectuando el cambio
27

de base dado por Y/ =Y; — %&%Y},, quedando
23

[Xai, Xoi1] = Xor, 0<i<Tr—1
[Y1, 1] = Ef X
[Y—% Y?o] = E%§X21"
Ahora bien, si E¥ = 0 se obtiene g? ® C mediante el cambio de base
dado por Y{ = Y,, Y/ = Y3, Y{ = Y;. En el caso que EZ # 0, se obtiene g}
mediante un sencillo cambio de escala .

Con esto se concluye la demostracién del teorema. O

5.5.2 Invariante de Goze (2,1,...,1] 2,1)

En este caso se tienen dos subfamilias de S.A.L., una con base adaptada
[Xo,Y1] = Yo, [Xo,Y2] = 0y otra con [Xo,Y2] = V3, [Xo,Y2] = V3. La
primera se clasificard en su totalidad obteniéndose 10 S.A.H. no escindidas y
no degeneradas, 9?271.) para 1 < 7 < 10; de la segunda subfamilia se obtendra
la familia genérica y se dar4 la lista (lista que serd clasificada en la siguiente
secci6n ) de todas las de nilindice 2.
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Teorema 5.5.2 Si g es una S.A.H. no degenerada, con dimensién de la
parte par arbitraria 2r+1, dimensién de la parte impar tres, de invariante de
Goze (2,1,...,1| 2,1) y tal que admite una base adaptada {Xo, X1, ..., Xor—1,
Xor, Y1,Y2, Y3} con [Xo, Y] = Y2 y [Xo, Y2] = 0, entonces es isomorfa a una
de las siguientes superdlgebras, dos a dos no isomorfas, cuyas leyes pueden

ser expresadas mediante

g ®C: gieC:
[Xai, Xoiz1] = Xor 0<i< 71 [ Xai, Xaiva] = Xor
— [XOa }/1] = }/2
[XO) Yl] - Y'Z
[le Y'l] =X, [}/17}/1] =2X,
’ " [Yi,I/Z] = X27‘
9) B2
[Xai, Xoip1] = Xor 0<i<r—1 [X2i, Xoiy1] = Xop
[Xo,Y1] =Y, [Xo,Y1] =Y,
[leyi] :YE?; [X3a}/1] :}/3
[K)Yi] = X?T [}/17}/1] = XQT
823) : 2 :
( [Xgi, Xois1] = Xop  0<i<r—1
X, Zil] ? == [Xa2i, Xoiy1] = Xor
— [13) 1] — 12
[X37Y1] - }/3
S [X31 }/1] = }/3
Y1, V1] = X1 — 2X,
1 [Yl,Yl} = —2X,
[Y1,Y3] = 3.Xor Y1, Ys] = X
| [1/1,}/3] :X27< 1,143 2r
8(25) ° B20) :
[Xoi, Xoit1] = Xor 0<i<r -1 [Xai, Xoiv1] = Xor
[X07 Yi] = Y'Z [X07 }/1] = }/2
[K,K] :Xl [Y'hl/l]:Xl
[Yl’}/Z] = %X2r [Y’hYé] = %X2r

[}/17 3/3] = X2’r‘ [}/37}/3] = X?T

0<:1<r—-1
0<i<r—1
0<i<r-1
0<i<r—-1
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0 :

[Xoi, Xoiy1] = Xor 0K <r—1

[Xo, V1] =Y,

[lea Y'I] = X27'

[Y1,Y3] = X3

[}/27 )/;3] = X2r
8(29) :

[Xoi, Xoit1] = Xor 0<i<r—1
[X07Y'1] = }/2

[}/17 }/3] = Xl
[¥2, V3] = Xor
Demostracion:

B2) :

[Xoi, Xoit1] =Xor 0<i<r—1
[XO,Yi] = }/2
[YI)}%] = XZT

9?2,10) :

[Xoi, Xoit1] = Xor 0<i<r—1
[X07 Y—1] — 1/2
[YB’YE”] = X2r

Es claro que las superalgebras anteriores son, efectivamente, S.A.H. no
degeneradas, con dimensién de la parte par arbitraria 2r + 1, dimensién de la
parte impar tres, de invariante de Goze (2,1,...,1| 2,1) y expresadas en una

cierta base adaptada {Xo, X1, . .
y [X07 }/2] = 0.

. 7X2T—1a XZT; }/17 }/2, Y3} tal que [XO, Yv]-] = )/2

Ademés, las superalgebras anteriores son dos a dos no isomorfas entre
s{. Para ello basta tener en cuenta que las superalgebras g% ), 80,7 ¥ 8(2,9)
son no isomorfas mediante cambios de base genéricos y observar la tabla que
sigue a continuacién, donde C denota al operador centralizador.
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dim(2(g)) dim(C'(g)) dim(Cy(g1)) dim[Cqs(Cyo(81)): Coo(Cao(91))]

21) 3 3 2r+1 1
o) 3 3 2r+1 0
9?2’3) 1 4 - -
9?2’4) 2 4 2r -
9?2’5) 1 3 2r+1 -
9?2,6) 1 3 or -
82.7) 1 3 2r -
o) 2 2 2r-+1 i
82.0) 1 3 2r -
9?2,10) 2 2 2r+2 -

Por tanto, resta ver, para concluir la demostracién del teorema, que las
superdlgebras anteriores son, efectivamente, todas las que se obtienen en este
€aso.

Asi, se considera la siguiente familia de S.A.L.

([ Xos, X2it1] = Xor, 0<i<r—-1
[XO’}/I] = }/2
{XO) }/2] =0

X, ¥i] = DL, Y, + D3,Ys, 1<j<2r—1
< [X27'7 }/1] = Dgnl%

[X;, Ya] = D3,Ys, 1<j<or-1
2r

V;,Y;] = E5 X, 1<4,5<3,(5,5) # (3,3)
=0

k=
| [¥3, 3] = 35X,
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sujeta a las restricciones

DJ?JD;{?:O 1<j<2r—1
Se puede suponer que DJQ-,1 =0, 1 <j <2r—1,sin mas que efectuar el
cambio de base dado por

r—1 r—1
X{=-D} Xo+X1 =Y D}y X+ Y D3 1 Xoknt
Xj=—Dj; Xo + X; 2sysar-d

La familia queda de leyes queda

([ Xai, Xoix1] = Xpp, 0<i<r—1

[X07Y1] = Y'2

[X()a}/Z] =0

[Xjayi]:Dgs‘,lna 1 S]S2T—1

[X2T7Y1] = ‘D:Z)’r,lyé

[Xj,y2]=D5",2Y§, 1 S]S2r—1
2r

Vi, Vi)=Y EEXy, 1<4,5<3,(,5) #(3,3)
k=0
\ [YZ’nYS] = E§§X2r

N

e De J,(Xo, X1,Y1) se tiene que
D2r1 = -Dj},
e De J,(Xo, X;,Y1), 2 < j < 2r —1, se tiene que
Di,=0, 2<j<2r—1

e De J,(X,,Y1,Y7) se tiene que

[}/1) }/2] E11X27‘
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e De J,(Xo,Y1,Y>) se tiene que
[¥2,Y2] =0
e De J,(Xo, Y1,Y3) se tiene que
(Y2, Ys] = Eig X
e De J,(X2i, Xoi1+1,Y1), 1 <9 < 2r — 1, se tiene que

Dgr,l =0

Teniendo esto en cuenta, la familia queda reducida a

([ Xai, Xoip1] = Xor, 0<2<7 -1
[X07Y1] = Y2
[XO,}/Z] =0

V3, 1] = ZE
[K,YQ] _E111X2r

Y1, Ys] = ZE

[Y2aY23] E13X2r
| [V3, V3] = B35 Xor

A continuacién, se calculan el resto de relaciones.

e De J,(X1,Y1,Y1) se tiene que

D} EY, =0, 0<k<2r—1
Bfy + 2D} B =0

e De J,(X1,Y1,Ys) se tiene que

E13 + D%1E33 =0
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e De J,(X5,Y1,Y1), 1 <i <r—1, se tiene que

Dgz’,lE{ca =0, 0<k<2r-1
Eftt —2D3 Ef=0 1<i<r—1

e De J,(X5;,Y1,Y3), 1 <i<r—1,se tiene que
E}t' - D3 E3% =0, 1<i<r-—1
e De J,(X2i4+1,Y1,Y1), 1 < i <r—1, se tiene que
D31, Ef =0, 0<k<2r-1
{ E% +2D%, B =0 1<i<r-—1
e De J,(X9i41,Y1,Y3), 1 <i < r—1, se tiene que
Ef+ Dy B3 =0, 1<i<r—1

e De J,(Y1,Y1,Y1) se tiene que

Efl =0

2r—1

E :Dl%,lEfl =0
k=1

e De J,(Y1,Y1,Y3) se tiene que

E)% =0

2r—1

Z D2,1E{03 =0
k=1

Del resto de las super-relaciones no se obtiene nada.
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Manipulando las restricciones anteriores, la familia queda

([ Xai;, Xoiv1] = Xor, 0<1<r—-1
[X07Y1] = 1/2
[X;, 1] =2D?illé, 1<j<2r
.

V1, Yi) = Y BN Xy + B X

k=1
[YiaY2] = %E111X2r
[Y1,Ys] = Ej3 X1 + Ef Xor
Y2, Ys] = B3 X,
[YE’»; Y?)] = E32§X27'

con las restricciones

2r—1

Z E{chI%,l =0

k=1

B} +2D5;,, B =0, 1<i<r-—1

EXtt —2D3  E% =0, 1<i<r-1

D3, E% =0, 1<j<2r—1

D?’IE{%: , 1<j<2r—-1,1<k<2r-1

3 2r . N3 2r
D1,1E33 - D1,1E13 =0

Siempre se puede suponer que Dg’i’l =0,1<:<r—1y, por tanto, que
EX*™ =0 con 1< j<r—1. En efecto,

e Paracadak, 1 <k <r—1talque D, # 0 se hace el cambio

! —N3 3
Xok —D2k+1,1X2k - D2k,1X2k+1

! —_
Xokr1= Xok+1

D11
e Paracadak, 1 <k <r—1talque D3, =0 se hace el cambio

{ Xop =—Xokn
X§k+1:X2k
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La familia de leyes se reduce ahora a

([ X2, Xoig1] = Xor, 0<i<r-1
[X07 Yl] = YVZ
[X2j41, 1] = ng+1,1y3a 0<j<r-1
r—1
) Y1, Yl] = Eth - 2E%§ Z ng+1,1X2k + E12;X2r
k=1

Y1, Y] = 5B Koy

[¥1,Y3] = Ef3 X1 + B X,
[1/'27 Yé] = E]?ZTI‘X?T

[ [3,Ys] = B Xor

con las restricciones

D?1E111 = D%1E12§ =
D3 11E1 =0, 0<j<r-1
D311 B35 =0, 0<j<r-1

Caso 1: El, =0, resulta la familia de leyes

([ Xa2i, Xoit1] = Xor, 0<i1<r-1
[X07 Y'l] = Y—2
[X2j+1, Y1) = D311 Y5, 0<j<r-1
r—1
. [Yl, Yl] = E111X1 - 2E12?T, Zng+1,1X2k + E%{X%

k=1
Dfla Yv?] = %ElllXZT
[V1,Y3] = B X,
\ [YE% Yé] = E??:T;XZT

con las restricciones

DzﬁE%g = D%lE%l =0
ng+1,1E§§ =0, 0<j<r—-1
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1.1. E}; =0, en tal caso queda

[ [ Xai, Xoiv1] = Xor, 0<i<r—-1
Xo, V1] =Y,
[Xaj+1, Y1) = D2]+1 1Y 0<j<r-1

V1, V1] = —2B}; ZD2k+1 1 Xok + Ef Xor
[YL Yé] E13X2r

| [V3,Y3] = EZ X,

con las restricciones

D} EY =0

D} 1B =0, 0<j<r—1

1.1.1. E# =0, queda

([ Xai, Xoig1) = Xor, 0<i<r-1
[XO, Yl] =Y
[Xoj41, V1] = D2J+1 1Y 0<j<r-1

Vi,Yi] = —2B7 ZDM 1 Xok + EY Xor

\ [YI,YE] E13X2r
con la restriccion
D%lEfg =0
1.1.1.1. E% =0, en tal caso se tiene que
[XQiaX2i+1] = Xor, 0<i<r-1
[XO) }/1]
[X2]+1a }/1] 2]+1 1}/3a 0 S ] S r—1
[Y1,Y1] = B X
Se observa que E? # 0, ya que en caso contrario se tendria

un algebra de Lie Mediante un sencillo cambio de escala se
consigue E¥ =

o Si D2J = =0, 0 < j <r—1, se obtiene la superdlgebra
escindida g2 & C.

eSidke{0,...,r—1} / D3, , # 0, se pueden considerar
dos subcasos:
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1.1.1.2.

— Si D}, = 0, se puede suponer que D3, # 0y el cambio de
escala dado por Xj = D}, X,, X} = 5rX; permite suponer
’ 3,1

que Dg”l = 1, mientras que el cambio de base dado por:

r—1

X;=Xo + Z ng+1,1X2k
k=2
Xéj+1 = X2j+1 - ng+1’1X3 2<j<r-1

permite suponer que ng+1,1 =0 paratodoj, 2<j<r-—1,
obteniéndose la superalgebra 9?2’2).

— Si D3, # 0 el cambio de escala dado por Y = D3, Y; permite
suponer que D3, = 1, obteniéndose la superilgebra 9?2’1) en
el caso en que D3, = 0 para todo i > 1; y en el caso
que exista i > 1 tal que D3, +11 7 0, por simetria se puede
suponer D3 | # 0y haciendo el mismo razonamiento anterior,
se obtiene la S.A.L. de ley

[Xoi, Xoiv1] = Xopy, 0501

[Xo, V1] =1
[Xlayvl] = YE&
[X3,Y1] - Y?i
[}/layi] - X2r

si se hace ahora el cambio de base dado por X = X, + Xy,
X3 = X3 — X}, se obtiene nuevamente la superalgebra 9?2,1)-

E% # 0, en este caso se tiene que D}, = 0. El cambio de

base dado por Y] =Y; — %Yg permite suponer que E% = 0,
13

obteniéndose

([ Xas, Xoit1] = Xor, 0<i<r-—1
[X07 )/1] = Y'Z
[X2j41, V1] = D311 Y3, 0<j<r-1
r—1
[}/17 Yi] = _2E12§ Z ng—}—l,lXZk
k=1
\ [Yvhyz"] = E%:;X%
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e Si ngﬂ,l =0, 1 <j <r—1, previo cambio de escala se
obtiene 9?2,3)

eSidke{l,...,r—1} / D}, , # 0, por simetria se puede
suponer que D3, # 0 y, entonces, efectuando el cambio de
base dado por

( r—1
_ 3
Xy = ZD2k+1,1X2k
k——l‘l
X;= 5%
X4 = 5= Xai 2<i<r—1

Xoip1 = “D§i+1,1X3 + D§,1X2i+1a 2<i<r-1
Xér = E%§X2T

\

se tiene la superdlgebra 9?2,4)

1.1.2. EZ # 0, en este caso se tiene que D3, , =0,0<j <r—1, de

donde se llega a

[ X2, Xoiy1] = Xor, 0<i<r—1
[Xo, V1] =Y

Y1, V1] = Ef} Xy,

[}/—17}/3] = E%gXZ’I‘

[Ya, Ys] = E35 Xo,

Ahora se puede suponer que EZ = 0y E3 = 1, sin més que
efectuar el cambio de base dado por Y] = Y] +aYs, Y = E‘%Yg,
con a raiz del polinomio EZC? + 2E%C + E# = 0. Si E% =0
se obtiene la superalgebra 9?2,10) y si E# # 0, previo cambio de
escala, se obtiene

[Xoi, Xoiz1] = Xor, 0K <7~ 1

[X07 Yi] = l/'2
[}/17 }/3] = X21‘
[}/3, 1/3] - XZT

que tras realizar el cambio de base dado por Y] = Y; — Y3 se
transforma nuevamente en g?, ;).
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1.2. E} #0, en este caso se tiene que D? | = 0 y la familia de leyes queda

([ Xa2i, Xoi1] = Xor, 0<i<r—1
[X07 }/1] = Y2
[X2j+1, Y1) = D31, Y5, 1<j<r-1
r—1
¢ 1, Y] = B} X, — 2E; 2 D311 X2k + B Xop

k=1
{}/17}/2] = %E111X2r
[Y1,Ys] = EF Xor
[ [V3,Y3] = E{ X,

con Dy, E3% =0, 1<j<r—1

1.2.1. D3, = 0 para todo j. El cambio de base dado por
X] = X1 + P X,
Y/ = Y;, 1<i<3
\/Eh -

permite suponer que E# = 0y E}; = 1. La familia a clasificar es

ahora
([ Xos, Xoiz1] = Xor, 0<0<7 =1
[X01Y1] - 1/2
Y1, V1] = Xu

e

[V1,Ys] = 5 Xor

Y1, Ys] = B35 X

L [Y3, Ys] = B3 X

1.2.1.1. EZ = 0, en este caso si EZf = 0, mediante un sencillo

cambio de escala, se obtiene la superdlgebra escindida g3 ® C y si
E# # 0, previo cambio de escala, se tiene g 5.

1.2.1.2. E% # 0. Siempre se puede suponer que Eff = 0y
EZ =1, mediante el cambio de base dado por

2r2

X{ _g_‘X2r
Y =Y —ﬁﬂ
Y] = LY,

VE}
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obteniéndose 9?2,6).

1.2.2. Existe D§;,,, # 0 con 1 < j < r —1, esto implica que E3f = 0.
Por simetria se puede suponer Dg’,l # 0.
1.2.2.1. EZ =0, resulta la familia de leyes

([ [Xai, Xoig1] = Xor, 0<i<r-1
{Xo, Yﬂ =Y,

[Xs3,Y1] = D3| Y3

[X2j41, V1] = D3;11,Y5, 2<j<r-1
[Y1,Y1] = Eqy X1 + Ef{ Xor

| N, Ys] = 1B X

S

Mediante el cambio de base dado por

[ X{=X:+ %‘?er
11
r—1
X3 = D§,1X2 + Z ng+1,1X2k
k=2
Xéj='51§,:X2j QSjST—l
Xojr1 = D3 Xajs1 — D31, Xs 2<j<r—1
- _1Y. <j
SVt tsiss

se obtiene la ley

[Xoi, Xoir1] = Xop, 0<i<r—1

[X07}/1] = Yr2
(X5, V1] =Ys
[}/la}/l] = Xl

[}/1’ }/2] = %XQT

que se puede ver que es isomorfa a la ley de la superalgebra 9?2,4)
sin méas que hacer el cambio de base dado por
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X = Xs
X =-X;
Xé - —X1
X5 =Xo
Y] =v2Y;

1.2.2.2. E% # 0, la familia de leyes se reduce a

([ Xai, Xoiy1] = Xor, 0<i1<r—-1
[XOa Yi] = Y'Z
[X3,Y1] = D}, Vs
[X2541, V1] = D311 Y5, 2<j<r-1
r—1
Y1, Yi] = By X — 2E% ZngH,lX?k + E12{X2r
k=1
[Yh}/?] = %E111X27‘
\ [K’Yé] = E113X2r

con D3 B}, Eff #0.

Mediante el cambio de base dado por

( r-1 E?r
—_ 3 11
Xé - Z D2k+1,1X2k - 2_E‘%-§X2r
k=1
Xé = EI§I-X3
< Xéjz'ﬁl’gl'xy 2<j53<r—-1
Xéj-!—l = D§1X2j+1 - ng+1,1X3 2< ] <r- 1
1 _ _1 vy <<
\ Yz \/E—%Yz 1<:<3

se llega a la siguiente familia
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( [X2i7X2i+1] = X2ra 0<1<r—-1
[XO, Yl] = }/2
[X3a }/1] = Y:'s,

Vi, Y1) = BL X1 — 2X;
Y1, Ys] = LB}, Xar
| [V, Ya] = Xo

con Ei, #0.

Un sencillo cambio de escala permite obtener 9?2,3).

Caso 2: El; # 0, en este caso se tiene que D3, , = 0,0 <j <r—1
Efectuando el cambio de base dado por

X{ = E113X1 -+ E%gXQT
Xér = E12§X2T

se tiene la familia

([ Xai, Xoip1] = Xor, 0<i<r-1
[X07}/1] = Y’Z

(Y3, Yi] = BL X, + B X

S [Yl,Y2] = %E111X2r

[Yl,Y:’»] =X

[}/27}/;3] = X2T

\ [Y?i’YE‘}] = E§§X2r

Siempre se puede suponer que E}; = 0, sin més que efectuar el cambio
de base dado por X} = X; — 1EL E% X, Y{ =Y, — 1E}, Y3, resultando la
familia de leyes
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([ Xoi, Xoiy1] = Xop, 0<i<r—1
[XO) Y1] - Y'2
< V1, Y1] = B} Xor
Y1, Y3] = X
[Y27 }/3] = X2r
\ [}/37 Yé] = E??SXZT

finalmente, el cambio de base dado por YJ = Y3 — %E§§Y2 permite suponer
que E% = 0, que determina las superalgebras g, 4) ¥ gfy 7) segln sea EZ =
6 B #0.

Con esto se concluye la demostracién del teorema. O

Lema 5.5.3 Si g es una S.A.H. no degenerada, con dimension de la parte
par arbitraria 2r + 1, dimensidn de la parte impar tres, de invariante de
Goze (2,1,...,1|2,1) y tal que admite una base adaptada {Xo, X1, .., Xor,
Yy, Ya, Y3} con [Xo, Y1) = Y3 y [Xo, Y2] = Y3, entonces pertenece a la familia
siguiente de superdlgebras dada por

([ Xasi, Xoit1] = Xor, 0<i<r-1

X2a Yol = E:YE% €€ {0, 1}

£

5 EL X3+ E% Xy,

1
V1, Ya] = =5 DL B Xo + Epp X +

1

1
(¥a, Yo) = DYy (B} — 251 Xo + (~Bly +2B}) X + 26(~ 3 Bl + Ebp) Xs + Ef Xar

E111X2r

1
| Y2, Y3] = (—§E111 + E1y) Xy
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Demostracién: En este caso ya se ha visto que se tiene la siguiente familia
de leyes de superdlgebras

([ Xai, Xoiv1] = Xor,
(Xo,Y1]|=Y;
[X07}/2] = YE‘}

[XJ?YI] = D?,lyi’n
) X, Yo = D},Ys,
2r

k=0

\ [YE’H Y:'f] = E§§X2r

0<s<r-1

1<j<2r
1<j<2r—1

v, Y;] =Y EEXy, 1<4,5<3,(i,4) # (3,3)

con ciertas restricciones. Siguiendo un razonamiento andlogo al caso anterior
se obtiene la familia genérica de superdlgebras del enunciado donde ya han
sido sustituidas las restricciones que se obtienen de las super-relaciones de

Jacobi.

d

Lema 5.5.4 Sig pertenece a la familia genérica de S.A.H. del lema anterior
y tiene nilindice 2, entonces es isomorfa a una de las siguientes superdlgebras,
o pertenece a alguna de las familias paramétricas de superdlgebras siguientes

_37a’ﬁ .
82,11)

[X()?}/l] = Y3
[X07Y2] = Yv3
\ [leyé] = Y3
[Y'thl] = XZT

[Y'b Y?] = O[X27"
. [}/’27 }/2] = /BXQM

([ Xai, Xoi1] = Xor 0<i< 7 -1

aeC
BeC

.

=3,

82,12) °

([ Xai, Xoig1] = Xor 0<i<r—1

[Xﬂayvl] = YE’)
[X07Yé] = }/3
[X17§/2] = }/E‘l
[Y1,Yo] = X,

\ [1/2, YZ] = aX?T’ aeC
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3?2,13) :

[Xoi, Xoip1] = Xop 0<i<r—1

[Xo, V1] =73
[Xo,Y2] =Y;3
[(X1,Y2] =Y;
[Y2, Ya] = Xop
Bioas) °
([ X2, Xoip1] = Xor 0<i<7—1
[Xo0, V1] =Y3
< [Xo, Yo] = Y3
[X27 }/2] = Yr’.’»
(Y1, Ys] = Xor
\ (Y2, Y2] = Xy, aeC

ﬁ?é?ff) :

([ Xoi, Xoit1) = Xor
[Xo,Y1] = Y3
[Xo,Y2] = Y3

 [Xp,Yo] =13
[Y1, V1] = Xor

[}/17 }/2] - aXZT,

\ [}/27 }/2] = /8X27‘7
5?2,16) :
[X2i, Xoip1] = Xor
[Xo, V1] =73
[X07 Y2] = }/‘é
[X27 Y2] = YE%
[Y2, Y3] = Xo,

0<i<r-1
aeC
BeC
0<i<r—-1

Demostracién: Se distinguen cuatro casos en la familia genérica del lema

anterior

( e=0 (Casol)
D}, =0

e=1 (Caso 2)
<
e=0 (Caso 3)
Di; #0
| e=1 (Caso4)

En el caso 1, sin més que hacer el cambio de base dado por Y]/ =Y, - Y,
y renombrando adecuadamente los vectores Y;

Y =Y,
Y=Y,

Yi="
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se obtiene una familia de superalgebras comprendida en las de base adaptada
[Xo,Y1] = Y2 v [Xo,Y2] = 0, que ya han sido clasificadas en el teorema
anterior.

El caso 4 se reduce al caso 3 sin mds que considerar el cambio de base
dado por
X(’) = D?2X0 - X3
Xy =D3,X, - X,
Xéz = D?ZXQZ', 2 < i <r
Y= D%zyzi

Luego restan estudiar los casos 2 y 3.
Caso 2. D3, =0, =1.

Si se distinguen las siguientes posibilidades para las constantes de estruc-
tura El,, E},, E#, E% y mediante sencillos cambios de base se obtienen las

familias de S.A.L. ﬁ?é‘j‘l’f) y ﬁ?é‘,lls)’ y la S.A.L. 5?2,16).

( EZ=0=EZ #0 Bis
E% =0

E% #0 =g,
B}, = Ej, =01 7 S

_37 3
| Bl #0= 55310
Es una simple comprobacién el hecho de que las superalgebras anteriores

tengan nilindice 2 y que cualquier otra posibilidad para las constantes de
estructura dan siempre superalgebras de nilindice 3.

Caso 3. D}, #0,e =0.
Si se distinguen las siguientes posibilidades para las constantes de estruc-

tura Ei,, El,, E#, E% y mediante sencillos cambios de base se obtienen las
familias de S.A.L. Goyrh) ¥ Boprzyr ¥ 18 SAL. Ty 1a)-
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Ef; =0= E%g #0 5?2,13)
B =0
=3,
B, = Ej; =05 Ef #0= 8(2,12)

"3, >
| BE #0 =51
Es una simple comprobacién el hecho de que las superdlgebras anteriores

tengan nilindice 2 y que cualquier otra posibilidad para las constantes de
estructura dan siempre superalgebras de nilindice 4. O

5.5.3 Invariante de Goze maximal (2,1,...,1| 3)

Teorema 5.5.5 Si g es una S.A.H. no degenerada, con dimension de la
parte par arbitraria 2r + 1, dimensidn de la parte impar tres y de inva-
riante de Goze (2,1,...,1| 3), entonces es isomorfa a una de las siguientes
superdlgebras, dos a dos no isomorfas, cuyas leyes pueden ser erpresadas
mediante

8(s,) : 932 :

[X% X2i+1] =Xy, 0<1<r—-1 ( [X2i7X2i+1] = X9, 0<i<r—-1
[XO:K] = Yv2 , - [X07Y'1] - Y2
[Xo, Vo] = Y3 ] KoYzl =Y
[Xlalfl] :YE’, [Xh}/l] =}/3
[Ylﬁyl] = Xop [YlaYI] :{(1
\ [Yia YVZ] = §X2r
9?3,3) : 9?3’4) :
[Xai, Xoit1] = Xop, 0<i<r—1 ([ Xai, Xoit] = Xop, 0<i< 1
[X07 Yl] = Y'Q , - [XOa le] = }/—2
[X()’ }/2] =73 ¢ [XO,YZ] =Y;
[X37 Yl] = Y3 [X37}/1] =Y3
[Y—1 le] = X2 [}/1,}/1] = X1
, ' \ [Yh}/?] = %XZT




162 5. Superalgebras de Heisenberg

9?3’5) : 9?3,6) .
([ Xoi, Xoiy1] = Xor, 0<3<r—1
X0, V1| =Y; -
{XO Yl} = Y2 [Xai, Xoir1) = Xop, 0<i<r—1
0,12 ~ 31 [XO,K]:E
$ [X37Y1] - —'2‘YE3
[Yl Yl] = Xy [XO’YZ] =Y;
[)/1: YE’.] = er [YL Yi] = X2r
\ [Y27Y'2] = _'X21‘
8 : 5

([ Xoi, Xoig1] = X, 0<i<r =1
[X2i7X2i+1] - X2T> 0 S 1 S r—1 [X07}/1] = Y'2

[Xo,Yl] =Y, [Xo,Yz] =Y;
[Xo, Y] = Y3 ¢ MYl=X
[Y1,Y1] = X, Y1, Yo] = 1 X,
[¥1,Ya] = £ Xa, Y1, V3] = Xo,

| [V, Ya] = — X

9(39) °

[Xoi, Xoit1] = Xop, 0 <r—1

[Xo, V1] = Y2
[Xo,Y2] =Y
[Y71,Ys] = Xor
[Y2,Ys] = —Xor

Demostracion: Es claro que las S.A.L. anteriores son, efectivamente, S.A.H.
no degeneradas, con dimensién de la parte par arbitraria 2r 4+ 1, dimensién
de la parte impar tres y de invariante de Goze (2,1,...,1| 3). Ademds, son,
dos a dos, no isomorfas entre si, para ello basta observar la tabla siguiente
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dim(Z(g)) dim(C'(g)) dim(Cy(g1)) dim[Cyo(Cao(81));Cao(Coo(81))]

83.1) 2 3 2r+1 1
oy 2 4 or 1
ohy 2 3 2r+1 0
T 2 4 o 0
o) 1 3 21-1 -
oy 2 3 2r+2 -
9?377) 2 4 2r+1 -
B 1 4 o -
93.0) 1 3 2r -

Resta ver, entonces, que las superdlgebras 9?3,1.) para 1 < i < 9 son todas
las que se obtienen verificando las hipdtesis del teorema.

Como ya se ha visto, en este caso se tiene la siguiente familia de S.A.L.

([ X, Xoiv1] = Xor, 0<:<r—-1
[Xo,Y1] =Y
[-X();Yv?] = Y'3

(X, Vi =D2,Yy+ D3,Y;, 1<j<2r—1
[X27‘7}/1] = Dgr,ly3)

[X;, Ya] = D3,Y5, 1<j<2r—1
2r
v, Y] =Y Ef X, 1<4,§ <3,(5,5) # (3,3)

k=0
\ [Y;i’Y?»] = EggX?T
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Siempre se puede suponer que D;’?,2 =0, 1<j<2r—1, sin mis que
efectuar el cambio de base dado por

r—1 r—1
X{ = —D%2X0 + X — E ng+1,2X2k + E :ng,2X2k+1
k=1 k=1
Xj = —DjsXo+ X; 2sysar-l

Ademis, se debe verificar que
e De J,(Xo, X1, Y1) se tiene que
D%1 = Dgr,l
e De J,(Xo, X;,Y1), 2 < j <2r —1, se tiene que

D} =0, 2<j<2r-1

Por tanto, se tiene la familia de leyes

[ [Xai, Xoita] = Xor, 0<i<r-1
[X07 }/1] = Yv?
[Xo, Y] =73
X1, V1] = D2,Ys + D3 Y,
[X27', Yi] = D%lY?:
2r
V;,Yj] =Y Ef Xy, 1<4,5<3,(i,4) # (3,3)
k=0
\ [YE% YE%] = Egngr

Por otro lado y usando las super-relaciones de Jacobi, se tiene que

e De J,(Xo,Y1,Y1) se tiene que

1
[}/17 }/2] = —2_E%1X2r
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e De J,(Xo, Y2, Y3) se tiene que
%5, Y] = 5B X
e De J,(Xy, Y, Y3) se tiene que
[¥s,Y3] =0
e De J,(Xo,Y1,Y2) se tiene que
(Y2, Y2] = —[1, V3]

e De J,(X,, Y1, Y3) se tiene que

1
[XO, [Y17Y3]] = §E%2X2r

Usando adecuadamente esas relaciones, se obtiene que EL, = 0y, puesto
que [Y, 3] = —[¥1, Y3], también se tiene que Ef; = 0. La familia, por tanto,
queda reducida a

([ Xoi, Xoiy1]) = Xor, 0<i<r—-1
[X07Y1] = Y—2
[XOaY'Z] = Y
(X1, Y] = D%1Y2 + D}, Y3
[X;, V1] = D2,Ys3, 1<j<2r-1

[X27‘7 1/1] DII}/3

{ 1) = ZEHXk
¥, Y] = LEL X,

(Y3, Ys] = B, Xo + Z Ef3 Xy

k=2
2r

%2, ¥5] =~y Xo ~ 3 B X
\ k=2
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A continuacién, aplicamos las super-relaciones de Jacobi

e De J,(X1,Y1,Y)1) se tiene que

E?l + D%1E%1 + 2D%1E%§ =0

e De J,(X1,Y1,Y2) se tiene que
D% E¥ =0, ke{0,2,3,...,2r}
e De J,(X1,Y1,Ys) se tiene que
E% =0
e De J,(X;,Y1,Y1), 2 < j < 2r — 1, se tiene que

D?,1E{63=0, 2<k<2r-—1
Bt - 2D}, B =0 j=2
Ef + 2Dgi+1,1E%§ =0 j=2+1

e De J,(X;,Y1,Y3), 2 < j < 2r — 1, se tiene que
EF, =0, 2<k<2r-1

e De J;(Xai, Xoiy1, Y1), 1 £ <7 —1, se tiene que

D%1 =0
e De J,(Y1,Y1,Y7) se tiene que
2r—1
Z Dg,lEfl =0
k=1

Del resto de las super-relaciones no se obtiene nada.
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Ha resultado la familia de leyes

([ X2, Xoit1] = Xor, 0<i<r—1
[X07Y1] = }/2
X0, Y] =Y;
[X;, Y] = D?,Ys3, 1<5j<2r-1

2r
Vi,Yi] = > Eh X,
k=1

[Yl) }/2] - %ElllX?r
[V1,Y3] = Ef Xor
\ [}/%)/2] = —E12§X2T

sujeta a las siguientes restricciones
( D%lEfg =0
EX™ —2D3 Ef% =0, 1<i<r-—1

2r—1

Z Dz,lEﬁ =0

\ k=1

Caso D3, =0

En este caso se puede suponer que ng =0,1<?:<r—-1y, como
consecuencia, que E5i' = 0. En efecto,

e Para cada k, tal que D3, +11 7 0, se hace el cambio de base dado por
oh :ng+1,1X2k - ng,1X2k+1

! —
K=z Xeks1
2k+1,1

e Para cada k, tal que D, , , = 0, se hace el cambio de base dado por

! —
{ o =—Xokt1
! —
X2k+1_X2k
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Con esto, la familia anterior queda reducida a

([ X, Xoi1] = Xor, 0<i<r-—1
[Xo, V1] = Yo
[X07Y'2] = Y;S
[X2iy1, Y1) = D§i+1,1Y3, 1<i1<r—-1

[¥i, Vi) = BL X, + B X, + BAX, + ...+ B Xar
[}/17Y2] = %E111X21"
[Y1,Ys] = B X

\ [}/2>}/2] = _E%§X2r

sujeta a la restriccién Eft +2D3;,, B% =0,1<i<r—1.

Caso 1: E% = 0. En este caso se tiene que E% =0,1<i<r -1

Queda la familia

([ X2, Xoiy1) = Xor, 0<:i<r—-1
[X07Y1] = Y'Z
[X07Y'2] - 1/3

(X211, Y1] = D§;111Y3, 1<y7<r—-1
[V1,Y1] = E{ Xi + BY{ Xo,
\ [Yl’ YQ} = %E111X2r

1.1. D3;, =0, 1 <i<r~1,lafamilia se reduce a

[Xai, Xoit1]) = Xor, 0<i<r~1
[XOa 1/1] - Y'Z
[X07YvZ] = Y%

[V, Yi] = B}, X + B Xy,
[V1,Y2] = 3B}, Xop
1.1.1. E], = 0. En este caso siempre se tiene que EZ +£ 0 (ya que en

caso contrario se tendria un caso degenerado, un algebra de Lie)
obteniéndose, previo cambio de escala, la S.A.L. 9?3’6).

1.1.2. E}; # 0. En este caso, haciendo el cambio de base dado por
X{ = Ellle + E%{XQT
Xék+1 = E111X2k+17 1<k<r-1
Xér = E111X21"
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1.2.

se puede suponer que F2 = 0 y se obtiene 9?3’7).

Existe 7, 1 <4 <7 —1 tal que D};,,, # 0. En este caso, siempre se
puede suponer que D} ; # 0 (en caso contrario se harfa un intercambio
de vectores). El cambio de base dado por

Xj =X

permite suponer que D3, = 1, mientras que los cambios de bases dados

por
r—1

X;=Xo+ Z ng+1,1X2k
k=2
X§j+1 = Xogjt1 — D%j+1,1X3
con2 < j <r—1ytalque D3, # 0, permiten suponer que D3, ; =
= 0 para todo 2 < j < r — 1. Por tanto, la familia se reduce a

([ Xa2i, Xoit1] = Xor, 0<i<r—-1
[XO,Yi] = Y—2
[XO’Y'Z] = Yé
[X3) Yi] = YE’)
[Y1, V1] = EL, X1 + B X,
| [11,Ys] = $EL X,

1.2.1. E}, = 0. En este caso siempre se tiene que E?] # 0 (ya que en

caso contrario se tendria un caso degenerado, un algebra de Lie)
obteniéndose, previo cambio de escala, la S.A.L. 9?3 3)-

1.2.2. E}; #0, en este caso el cambio de base dado por

X{ = B}, X1 + E}{ Xor,
k4l = El Xok41, 1<k<r-1
Xér = E111X2r :

permite suponer que Ef] = 0y se obtiene gf; 4.
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Caso 2: E% # 0. La familia que resulta ahora es

([ Xai, Xai41] = Xor, 0<i<r-—1
[X071/1] = }/2
[X07}/2] = YEﬂ ”i
) [X2i+1,Y1]=—2£~E1§§Y§., 1<i<r-1

[V1,Yi]= EL X1 + E3 Xo + EZ Xy + ...+ EZ X,
[Y1,Ys] = 3B Xor
[)/1, Yi.i] = Eng%

| [Y2,Y2] = —Ef X,

2.1. El, = 0.

2.1.1. E% =0 para todo 4, 1 <7 <7 — 1. Resulta la familia

([ Xoi, Xoiy1) = Xor, 0507 -1
[XO,Y1] =Y,

[XO)Y'Z] = YE’)

[}/11 Yi] = E12{‘X2r

[}/1, YZ”] = E%CZ,.XZT

| [¥2,Y2] = =B} X,

Se puede suponer que E?7 = 0 pues, caso contrario, se haria el
2r

cambio de base dado por Y/ =Y; — %}#Yg
13

Se obtiene, previo cambio de escala, la superalgebra 9?3,9).

2.1.2. Existe i, con 1 <i < r—1 tal que EZ% # 0, se puede suponer que
E2 es distinto de cero. En este caso, el cambio de base dado por

[ Xo= ‘\/“}E?EXO

Xi = VER X,

X, =FE4Xo+ EZ Xy + ...+ EX Xy,

X3 = §1§X3

Xéizgngzi 2<i<r-1
Xpip1 = —Ef X3 + E} Xoia 2<i<r-1
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permite obtener la superdlgebra 9?3’5).

2.2. El, #0.

2.2.1. E% = ( para todo ¢, 1 <1 <r — 1. Resulta la familia de leyes

[ [Xai, Xois1] = Xor, 0<i<r—1
[X07 }/1] = }/2

[XO) }/2] = }/3

¢ M) =EL X

[}/la Y'2] = %E111X2r

[K,%] = E12§X21‘

\ [}/27}/2] = _E%:;XZT

con E}, E% # 0. El cambio de escala dado por

E%XO
—’r&Xl

E2r

}/'ll_ 13Y

permite obtener g?3 8)"

2.2.2. Existe 7, con 1 <4 < 7 —1 tal que EZ% # 0, se puede suponer que
E? es distinto de cero. En este caso, el cambio de base dado por

4

/ E}
E2r
= —’r&X1
Xé o (BL X + Bh Xa+ ... + B Xor)
| xy— & x,
Xzi—gngz 2<i<r—1
Xpiy1 = —EfXs + E} Xoin1 2<i<r—-1

/E21'
! 13
W= h

\

seguido de otros sencillos cambios de base, llevan a la superdlgebra
3

9(3.5)-



172 5. Superdlgebras de Heisenberg

Caso D3, # 0

En este caso, se tiene que EZ, = 0, y por tanto la familia a clasificar viene
dada por

([ Xoi, Xoig1] = Xop, 0<i<r-1
[XO,}/l] - Y2
) [XO,Y2] =Y;
[X;, Y] = D2,Ys3, 1<j<2r—-1
[V1,Y1] = E}; X1 + Ef{ Xor
L [Y17}/2] = %E111X27'

con D3, # 0.

Siempre se puede suponer que Dg‘i,l =0, 1 <i<r—1. En efecto,

e Para cada k, tal que D}, ;| # 0, se hace el cambio de base dado por

! —N3 3
X2lc "‘D2k1+1,1X2k - D2k,1X2k+1

! —
X2Ic+1_ X2k+1

ng+1,1
e Para cada k, tal que D3, +1,1 = 0, se hace el cambio de base dado por

{ Xék =—Xok+1
X§k+1:X2k

Ademss, el cambio de base dado por

( r—1
Xj =D} Xo+ Y D3y Xa
i=1
_ 1
¢ Xi=prXa

=1 . < i< p_

. X£j+1 = D?1X2j+1 - D§j+1,1X1 1<j<r-1

permite suponer que D3, ., =0,1<j<r-1.
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Caso 1: El, = 0. En este caso siempre se tiene que E? # 0 (ya que en
caso contrario se tendrfa un caso degenerado, un 4lgebra de Lie). Mediante
el cambio de escala dado por

X=X
N
Y= LY
SV

se obtiene la superalgebra gf; ).

Caso 2: El, # 0. En este caso siempre se puede suponer E?] = 0 gracias al

cambio de base dado por

X{ - ?\/.L——EXI

E2r
V/i=——3_YV, — ——1
1=
VEL /DY Bl EL /DL

obteniéndose la superalgebra 9?3’2).

Y,

Con esto se concluye la demostracion del teorema. 0

5.6 S.A.L. 2—nilpotentes

En esta seccién se van a clasificar todas las superdlgebras de Heisenberg
2—nilpotentes con dimensién de la parte par arbitraria 2r + 1 y dimension
de la parte impar menor o igual a 3. Dentro de las anteriores se explicitaran
las que ademads tengan centro unidimensional.

Se observa que los casos g = go @ g1 de dimensién de la parte impar
dim(g;1) € {1,2} ya han sido estudiados en las secciones 5.3 y 5.4.
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Teorema 5.6.1 Si g es una S.A.H. 2—nilpotente, no degenerada, con di-
mension de la parte par arbitraria 2r + 1 y dimension de la parte impar me-
nor o igual a tres, entonces es isomorfa a una de las siguientes superdlgebras,
dos a dos no isomorfas, cuyas leyes pueden ser expresadas en una cierta base
adaptada por

e Sidim(gy) =1:g', con

1{ [Xoi, Xoip1] = Xop 0<i<r—1
[Y'hY'l] =X2r
e Sidim(g) =2:9' ®©C, g} y g3, con

2 2

g1 95 :
[Xoi, Xoiv1] = Xor 0<i<r—1 [Xoi, Xait] = Xop 0sisr—1
{ [Y i/]:X - [XOaYl]:Y2
1,42 2r [Yi,}/i] =X27-

o Sidim(g)=3: g'®C? gl®©C, gC, 8 ygh,
con i € {1,2,8,10,11,12,13,14}, donde

B) :

[X2i X2i+1] — -X27' 0<i<r-—1 [X2i7X2i+1] = X27‘ 0 S 1 S r—1

Y1, Yi] = X Yo ] = 12

[Y Y]=X2 [Xl,}/l]:%

273 " [}/1) Yi] - X27‘
B2 : Oas) :

[Xoi, Xoig1] = Xor 050 <7 ~1
[Xo, V1] =Y,
[X3,Y1]=Y;
[Y1,Y1] = Xor

[Xai, Xoiy1] = Xor 0<i<r—1
[X07Y1] = Y—2
[Y’la}/?;] = XQT
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9?2,10) :

[Xoi, Xoir1] = Xor 0<i<r—1

[X()) Yi] = Y2
[Y3, Y3] = Xor
9?2,12) :

[Xoi, Xoip1] = Xor 0<i<r—1
[X07Y1] = 1/23

[X07Y2] = YEZ
[Xh}/:?] = 1/3
[K,Y%] = X21‘
8(2,14)
[X2i, Xoip1] = Xor 0<i<r—1
[X07}/1] = Y3
[-XO)}/Z] = }/3
[X2)Y2] - Y
[)/1,}/2] = X2T

9?2,11) :
[X2iaX2i+1] =X 0<i<r—-1
{XOa Yi]
[X07 Y'Z]
[X1, Vo] =
[ le] X2r
9?2,13) :
[Xoiy Xoig1] = Xor 0<i<r—1
[X07 }/1] =Y,
[X07 Y'2] = YE}
[X2) 1/2] = YE«)
[Yi’ le] = X27‘

Nota 5.6.1 Se observa que las superalgebras anteriores 9?2,1.), 11 <1 < 14,

se corresponden con
3
92,11

8(212)
9?2,13)

9?2,14)

—3,0,0
82,11)

~3,0
9(2,12)

=300

9(2,14)

—=3,0
8(2,15)
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Demostracién del teorema: Los casos dim(g;) =1y dim(g;) = 2 es una
simple comprobacién del nilindice en las S.A.L. obtenidas en las clasificacio-
nes correspondientes, ver secciones 5.3 y 5.4.

Para el caso dim(g;) = 3, es una simple comprobacién el hecho de las
S.A.L. del enunciado son, efectivamente, S.A.H. 2—nilpotentes, no degenera-
das, con dimensién de la parte par arbitraria 2r + 1 y dimensién de la parte
impar tres. Que son dos a dos no isomorfas sigue de la tabla siguiente, donde

* denota a [Cgo (Cgo (91))7 Coo (Cgo (91))] .

dim(Z(g)) dim(C(@)) dim(Cylg)) dim(Coo(0r)) dim(+)

o) 3 3 or-+1 i 1
o) 3 3 or-+1 i 0
828) 2 2 2r+1 2r -
8{2,10) 2 2 2r+2 - -
) 2 2 2r-+1 2r-1 1
8,12) 2 2 2r - 1
hs) 2 2 2r+1 2r-1 0
9?2,1 n 2 2 2r - 0

Resta ver, por tanto, que las superdlgebras anteriores son todas las que
se obtienen en este caso. Se observa que sélo las superdlgebras de Lie de Hei-
senberg con invariante de Goze (2,1,...,1/1,1,1) 0 (2,1,...,1] 2,1) pueden
tener nilindice 2. Es fécil ver, por la estructura de las mismas, que las dlgebras
con invariante de Goze (2,1,...,1| 3) tienen nilindice mayor o igual a 3.

Por otro lado, la dnica S.A.L. no escindida y de invariante de Goze
(2,1,...,1] 1,1,1) es g3 que tiene nilindice 2. Mientras que con invariante de
Goze (2,1,...,1] 2,1) y nilindice 2, no escindidas, quedan las superdlgebras
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3a = —3, =3, =3
9(2 1)’ 9(2 2) 9(2 8) 9(2 10) junto con 9(2 11) 9(2 12) 9(2 13)> g(2a14)a g(2a15) Y 8(2,16)
alguna de estas dltimas son incluso familias paramétricas o biparamétricas

de superélgebras.

Asi con todo esto, para concluir la demostracmn del teorema resta ver
que cualquier superalgebra del tipo g(é ff §(2 12)) g(2 13)) g(2 1 4), 9(2 15) 6 g(z 16>

es isomorfa a una del conjunto {9(2’11), 9(2,12), 8{2,13)" 9?2’14)}
Resta estudiar, por tanto, seis casos

Caso 1: g € 9(2 11) Se observa que 9(2 11) 9?2,11), luego faltan por estudiar
los siguientes subcasos

1.1. g € §?2a1(1])’ a # 0. En este caso, g viene dada por la familia unipa-
ramétrica

([ Xas, Xaip1] = Xor 0<i<r—1
[X()a Yi] - 1/3

4 [X()’Y?] = Y;}
[Xl) Yv?] = Y'3
[Yla Yi] = Xz,.

\ [YhYZ]:aer a#0

este caso se estudiard dentro del subcaso 1.2.3.

1.2. g € 9(2 11), con o # 0. Entonces g viene dada por la familia bipa-
ramétrica siguiente

([ Xoi, Xoig1]) = Xor 0<i<r—1

[X07}/1] = Y?,
[XO)Y’Z] = YE‘]
S [X17Y2] = YE‘B
[Y1, V1] = Xor

[Y'].,}/Z] :'a-XQT a;é()
| Y2, Yol =Xy, B#D

la familia anterior de superalgebras se divide en tres subfamilias, ﬁ?zﬂ 11,17

_3a,3 —3,a,A .
O3112) Y B(5.11,3) COmO sigue.

S\..
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1.2.1. g € ﬁ‘z’z‘? 11,1)» entonces pertenecerd a la siguiente familia unipa-
ramétrica
([ Xoi, Xoiy1] =Xor 0<i<r—1
[Xo, Yi] = Ya
[Xo, Y] = Y:
{ [XuYal =Y
[V, Y1] = Xy,
[Y1,Ys] = v/BXor B#0
\ [)/2) )/2] = /3X2T
obtenida de 9?20‘1”13), con o3 # 0, mediante la relacién a = /3. En
esta ocasién se observa que cualquier superédlgebra de la familia
anterior, obtenida al fijar un valor del parametro S distinto de
cero, es isomorfa a 9?2,11). En efecto, ya que de 9?2,11) mediante el
cambio de base dado por
Xop=Xo— \/BX 1
=B+ Y2
con f cualquiera distinto de cero, se llega a la S.A.L. de la familia
5?5?11,1) para el valor tomado de 5.
1.2.2. g € ﬁ?é,ﬂu,z)’ entonces pertenecerd a la siguiente familia unipa-

ramétrica

( [X2zaX21+1] = X2r 0<1<r—-1
[Xo,Y1] =
{X07}/2]
¢ [X,Ye] =
[Y,Y1] = X2r
[}/layé] = —\/BX% IB 7é 0
\ [Y27Yé] - /3X2r

obtenida de g?zal’f), con o3 # 0, mediante la relacién @ = —+/B. En

esta ocasién se observa que cualquier superalgebra de la familia
anterior, obtenida al fijar un valor del parametro 8 distinto de
cero, es isomorfa a 9?2,11). En efecto, ya que de 9?2,11) mediante el
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1.2.3.

cambio de base dado por

Xo=—Xo — VBX1

X{_—‘—Xl
Y =-Y;
Y =VBi-Y;

con B cualquiera distinto de cero, se llega a la S.A.L. de la familia
ﬁ?fn,z) para el valor tomado de 5.

—3,a,\ [ o e e
g € g(z’,al’l 3 entonces pertenecerd a la siguiente familia bipa-

ramétrica

([ Xai, Xoi1]) = Xor 0<i<r-1
[Xo, Y1] = Y3
[Xo, Y2l = Y3
{ X1, Y] =Y;
(Y1, V1] = Xor
[Ylyyv2] = aXy a?'éo
| 1 Y5] = (@) + N Xar A £0

obtenida de 'g‘?fl’f), con aff # 0, mediante la relacién (a)? # B,

adem4s se ha suprimido la restriccién A # —((a)?) para que en-
globe asi a la familia de superalgebras ﬁ?fl’?), con a # 0, del caso

1.1.

En esta ocasién se observa que cualquier superalgebra de la familia
anterior, obtenida al fijar un par de valores («, A) ambos distintos
de cero, es isomorfa a la superdlgebra de la familia 5350{%, con
B # 0, correspondiente al valor del paramétro § = A. n efecto,
ya que de cada superélgebra de la familia ﬁ?é?if) obtenida al fijar

un valor de 8 # 0, mediante el cambio de base dado por

X(,) :X() —CYXl

Y)=a¥1 +Y,

con o cualquiera distinto de cero, se llega a la S.A.L. de la familia

ﬁ?ﬁ?f;\,s) para A = 3 y para el valor tomado de o en el cambio de

base.
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Como ya se verd en el caso que sigue, cualquier superalgebra de

3,0,8

la familia g, 1), con B # 0, es a su vez isomorfa a 9?2’12), de

—=3,a,2

donde se sigue que cualquier superalgebra de la subfamilia 92,11,3)
es isomorfa a gf, ;-

1.3. g € ﬁ?éoﬁ), con B # 0. Entonces g viene dada por la familia unipa-
ramétrica siguiente

[ [Xoi, Xoiy1] =Xor 0<i<r—1
[Xo, V1] =Y
< [Xo,Ys] =Y
[XI,Y'2] = Y3
Y1, V1] = Xor
| Y2, Yo] = B Xy, B#0

se observa que cualquier superélgebra de la familia anterior, obtenida
al fijar un valor del pardmetro § distinto de cero, tras realizar el cambio
de base dado por

¢

\

X} = —2iv/BX,

X! = Xo— (iW/B+1)X;

X35 = 2iv/BXo; 1<j<r
Y = iVi(B)iYy + Vi(B) 1Y,

Y] = —ivi(B)iYi + Vi(B)"iYz

Yy = —2iVi(B)iYs

para el valor fijado de f, es isomorfa a 9?2’12).

Caso 2: g € ﬁ?ﬁ‘,"w).

Se observa que ﬁ?é(,)u) = 9?2,12), luego falta por estudiar

sélo el caso g € 5?5?12)’ con a # 0.



5.6. S.A.L. 2—nilpotentes

181

En este caso, g viene dada por la familia uniparamétrica siguiente

[X(), Yi] - YE%
[X07 }/2]
[X1,Ys] =
[}/1 ] X2r

L [¥2, Y2] = Xy,

([ X2, Xoiz1] = Xor 0<i<7—1

a#0

en esta ocasién se observa que cualquier superdlgebra de la familia anterior,
obtenida al fijar un valor del pardmetro « distinto de cero, es isomorfa a
9?2’12). En efecto, ya que de 9?2’12), mediante el cambio de base dado por

l1<j<r

( X6=X0+(1—OZ)X1
X! =2X;
Yi =21
Yi=a¥1+ Y,

(| Y5 =21}

con o cualquiera distinto de cero, se llega a la S.A.L. de la familia ‘g’?é""m) para

el valor tomado de a.

Caso 3: g = 5?2,13), entonces viene dada por los productos

[Xai, Xoit1] = Xop

[XO>Y1] = }/3
[XO,Y'2] = YE}
[X17Y'2] =Y,
[}/27 }/2] = X2r

y tras el cambio de base dado por

(X} = X,
X{zX()—X]_

< Xéj=—X2j
Y] = iY
Yy =Yy

| V) =15

0<i1<r-1
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se obtiene la superdlgebra 9?2’11).

Caso 4: g € 9?2“1’4‘9 Se observa que 5?2013) = 9(2 13)> luego faltan por estudiar

los siguientes subcasos

4.1. g € ﬁ?;‘li), o # 0. En este caso, g viene dada por la familia unipa-
ramétrica

( [X2zaX21+l] =X 0<i<r—1
[Xo, V1] =

< [X(); }/2]
[XZa Y2]
[}/17 Yi] - X2r

\ [Y1=Y2]:05X2r a#0

este caso se estudiard dentro del subcaso 4.2.3.
4.2. g € ﬁ?;‘l’f), con aff # 0. Entonces g viene dada por la familia bipa-

ramétrica siguiente

([ X2, Xoiy1] =Xor 0<i<r—1

[X07Y1] =Y

[Xo, Y2] = Y3
< [X2a Yv?] = Y;i

V1, Yi] = X,

[YhY'Z] :aX2r a7é0
| [Y2,Y2] = B8Xor B #0

la familia anterior de superalgebras se divide en tres subfamilias, ﬁ?f 14,1)7

_3’,3 —3,&,)\ R
8(5,149) ¥ B(3,14,3) COMO sigue.

4.2.1. g € ﬁ?éﬂm 1) entonces pertenecerda a la siguiente familia unipa-
ramétrica
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4.2.2.

([ Xai, Xoit1] = Xor 0<i<r—1

[X07 Yl] = Y&
[XOa Y—2] = Yé
{ [Xz,Y2] =Y;
[}/17le] = X27”

[Y'l,)@] = \/BXZI‘ IB # 0
L [¥2, V3] = X,

obtenida de 'g'?fff), con af # 0, mediante la relacién o = v/B. En

esta ocasién se observa que cualquier superdlgebra de la familia
anterior, obtenida al fijar un valor del pardmetro § distinto de
cero, es isomorfa a 9?2,13). En efecto, ya que de 9?2’13) mediante el
cambio de base dado por

X6=X0—\/BX2
X, = X3+ vBXy
Y, =1+ Y,

con A cualquiera distinto de cero, se llega a la S.A.L. de la familia
ﬁ?f 14,1) Para el valor tomado de 5.

g € ﬁ?f 14,)» entonces pertenecerd a la siguiente familia unipa-
ramétrica

( [X2iaX2i+1] =X, 0<i<r—1

[XO)YVI] = YE’)
[X07Y2] = Yé
{ [Xo,Y2] =Y3
V1, Y] = X,

[Y'h]/?] = _\/BXZT IB ;é 0
L [Ya, Yo = BXor

obtenida de ﬁ?é""l’f), con aff # 0, por la relacién a = —/B. En
esta ocasién se observa que cualquier superalgebra de la familia
anterior, obtenida al fijar un valor del pardmetro 3 distinto de
cero, es isomorfa a 9?2,13). En efecto, ya que de 9?2,13) mediante el



184 5. Superdlgebras de Heisenberg
cambio de base dado por
X =-X1
Xy =X+ (2+VB) X
Y, = Y,
Y, =VBYi +Y,
con 3 cualquiera distinto de cero, se llega a la S.A.L. de la familia
=3,8
9(5,14,2) Para el valor tomado de .
4.2.3. g € ﬁ?ﬁiﬁ), entonces pertenecerd a la siguiente familia bipa-

ramétrica

([ X2, Xoi1] = Xop 0<i<r—-1
[XOa}/i] = }/3
[XO,Y2] =Y;
9 [X27YZ] =Y;
[5/1’}/1] = X27‘
[Y1,Y5] = aXor a#0
[ [¥2,Y2] = ((@)? + M) Xor A#0

obtenida de ﬁ?é?‘l’f), con afi # 0, mediante la relacién (a)? # 8,

ademads se ha suprimido la restriccién A # —((a)?) para que en-
globe asi a la familia de superalgebras del caso 4.1.

En esta ocasién se observa que cualquier superélgebra de la familia

anterior, obtenida al fijar un par de valores (o, \) ambos distintos
de cero, es isomorfa a la superalgebra de la familia ﬁ?é?ﬁ), con
B # 0, correspondiente al valor del paramétro § = A. En efecto,
ya que de cada superalgebra de la familia fé?iﬁ) obtenida al fijar

un valor de 8 # 0, mediante el cambio de base dado por

X5 = Xo — aXs
X§:X3+GX1
Y)=aY1+ Y,

con « cualquiera distinto de cero, se llega a la S.A.L. de la familia

ﬁ?éal’;\’s) para A = (3 y para el valor tomado de a en el cambio de

base.
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Como ya se

verd en el caso que sigue, cualquier superdlgebra de

la familia E‘Z‘é?ﬁ), con § # 0, es a su vez isomorfa a 9?2,14), de

=3,a,A

donde se sigue que cualquier superélgebra de la subfamilia 9(5,14,3)

es isomorfa a g, 14)-

=3,0,8

4.3. g € gy 14y, COD B # 0. Entonces g viene dada por la familia unipa-
ramétrica siguiente

7N

[ [ X2, Xoir1] = Xor 0<i<r—1

[X07Y1] - Y.:S
[X(),)/Z] = Yt’i
[X27 }/2] = }/3
[V, Yi] = X

\ [YvZaY:?]:/BX?r /8760

se observa que cualquier superalgebra de la familia anterior, obtenida
al fijar un valor del pardmetro 3 distinto de cero, tras realizar el cambio

de base dado por

[ Xp = —2iv/BX;

1 _ (WB+1)
2i/B X

) X=X,
Y= ¥+ ——¥,
TV Vet
V2 V28
Yy = —iv/2Y;

\

se obtiene la superalgebra g?z 14)-
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Caso 5: g € ﬁ?éf'w). Se observa que 5?5?15) = 9?2,14), luego falta por estudiar
sélo el caso g € 3?5?15)7 con a # 0.

En este caso, g viene dada por la familia uniparamétrica siguiente

[ [Xai, Xoiv1] = Xor 0<i<r—1
[Xo,Y1] =Y3
¢ [XO, Y§] = )/3
[X2a YZ] = YE‘I
(Y1, Ys] = Xor
\ [}/2,Y2]:CYX2T a7é0

en esta ocasién se observa que cualquier superalgebra de la familia anterior,
obtenida al fijar un valor del pardmetro o distinto de cero, es isomorfa a
9?2,1 5+ En efecto, ya que de 9?2,14), mediante el cambio de base dado por

[ X} =Xo+ (3—2a)Xs
X=X
Xé:4X2

1 (3 — 2a)

) X§=ZX3———4—————X1
Y{ = 2V;
Y2’:aYl+%Yz

| ¥ =2

con « cualquiera distinto de cero, se llega a la S.A.L. de la familia ﬁ?é""ls) para
el valor tomado de a.

Caso 6: g = 5?2’16), entonces viene dada por los productos

[Xoi, Xoit1] = Xor 0<i<r—1

[X07Y1] - YE&
[X07)/2] - Y’3
(X2, Y] =Y3
[
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y tras el cambio de base dado por

(X! = X,

X' =X+ X;
] X=X~ X,
Xé':—X3
Y=Y

| Y=Y,

se obtiene la superalgebra g, ;5.

Con esto se concluye la demostracién del teorema. O

Nota 5.6.2 Se observa que la condicién de 2—nilpotencia para una S.A.L.
g es equivalente a que C!'(g) C Z(g) (donde Z(g) denota el centro de la
superalgebra g). Por tanto, las superdlgebras obtenidas en el teorema anterior
son todas las S.A.H. g con C!(g) C Z(g), en particular las no escindidas son
las que verifican C!(g) = Z(g) y las escindidas C'(g) C Z(g).

Se recuerda, dentro de las dlgebras de Lie, que las dlgebras de Heisenberg
son las tnicas 4lgebras de Lie, salvo isomorfismo, que verifican C'(g) = Z(g)
y dim(Z(g)) = L.

Luego, parece légico determinar primero las S.A.H. con C'(g) = Z(g) ¥
dim(Z(g)) = 1, para después probar que son las iinicas superdlgebras de Lie,
salvo isomorfismo, que verifican C'(g) = Z(g) y dim(Z(g)) = 1.

Teorema 5.6.2

Sig=go® g es una S.A.H. no degenerada, con dim(g1) < 3 y, tal que
Z(g) = C'(g) y dim(Z(g)) = 1, entonces es isomorfa a g* (si dim(g;) = 1)
0ag? (sidim(g)=2)o0ag (sidim(g)=3).

E k
\'= BIBLIOTECA =
3 <

&
= ‘0\?*

(A

A
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g':

[Xoi, Xoir1] = Xor 0<i<r—1
Dflv }/1] = X27'

3

g
[Xoi, Xoiv1] = Xor 0<i<r—1
[}/171/1] = XZ'I‘
[Y2, V3] = Xor

g

{ [X2i,X2i+1] =X, 0<i<r-—1
[1/17)/2] :X2r

Demostracién: Basta con tener en cuenta el teorema anterior y el hecho
de que la condicién Z(g) = C'(g) es equivalente a 2—nilpotente no escindida.

Lo que sigue es una comprobacion.

Teorema 5.6.3

O

Sig=go® g es una S.A.L no degenerada, con dim(g:) < 3 y, tal que
Z(g) = C'(g) y dim(Z(g)) = 1, entonces es isomorfa a g* (si dim(g1) = 1)
0 ag? (sidim(g))=2)o0agl (sidim(g)=3).

g':

{ [Xoi, Xoi41] = Xor 0<i<r—1
[Y’la}/l] - X27‘

gl :
[Xoi, Xoit1] = Xor
[Y1,Y1] = Xo,
[}/27 }/ES] = XZT

0<i<r—-1

91

2

{ [Xoi, Xoiy1] = Xor 0<i<r—1
[Y'17Y'2] :XZT
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Demostracién: Con las condiciones del teorema la dnica posibilidad para
C'(g), C'(g) = C'(9)o®C" (9)1,esC(g) =< Z > D < 0>y < Z >= Z(g), ya
que si se tuviera C!(g) =< 0 > @ < Z > se tendria que todos los productos
de la forma [Y;, Y]] serian nulos, de donde siempre se tendria un algebra de
Lie (caso degenerado).

Se observa que que al ser C1(g); =< 0 >, g; es el gp—mddulo trivial, es
decir, todos los productos de la forma [Xj;, Y] son nulos, asi la superdlgebra
tendria invariante de Goze (...| 1,1,1,...,1).

Con todo lo anterior los tnicos productos no nulos para la superalgebra

serian
[Xi,Xj]':EijZ 0<i<j<n-1

[¥;,Y]]=6;Z 1<i<j<m
con &5, 6;; € {0,1}.

Si todos los €;; o todos los d;; fueran nulos se tendrian casos degenerados,
luego 361;]' ?é 0 y 3611 75 0.

Se prueba a continuacién por reduccién al absurdo que go es un algebra
de Lie con C'(go) = Z(go) y dim(Z(go)) = 1. Para ello se supone que 31X €
€ Z(go) tal que X ¢ C'(go) =< Z >, de donde se tiene que [X, X;] = 0 Vi,
pero también se tiene [X,Y;] = 0 Vj de donde se sigue dim(Z(g)) > 2,
llegdndose por tanto a contradiccion.

Se acaba de probar que go es isomorfa al dlgebra de Lie de Heisenberg
‘H,, luego g, por tanto, es una superdlgebra de Lie de Heisenberg S.A.H. con
Cl(g) = Z(g) y dim(Z(g)) = 1, esto junto con el teorema anterior prueba el
resultado. 0



Problemas abiertos

Entre otros, se pueden proponer los siguientes problemas abiertos:

e Siguiendo un razonamiento andlogo al ya utilizado paran =2y m = 3,
obtener clasificaciones de superélgebras de Lie en dimensiones concre-
tas.

e Determinar completamente la funcién nilindice maximal f(n,m) para
todos los posibles valores de n y m.

e El cdlculo de la dimensién de las 6rbitas, via la determinacién del
dlgebra de derivaciones, de cada una de las S.A.L. filiformes g que
aparece en la seccién 3.3.3. Obteniéndose, en tal caso , una cota infe-

Z .
rior de la dimensién de la componente irreducible O(g)  de la variedad
N™™ que corresponda en cada caso.

e Completar la clasificacién de las superdlgebras de Lie de Heisenberg
con dimension de la parte impar igual a 3. Para ello basta con finalizar
la clasificacién de las de invariante de Goze (2,1,...,1] 2,1)

¢ Implementar nuevos métodos [18] para el célculo de la superalgebra de
derivaciones.

e Probar o refutar, al igual que se ha hecho en esta memoria para la
conjetura M"T™ C F"t™ para el resto de conjeturas presentas ya en
la introduccién:

191
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Conjetura 1: g € N™*™ de invariante de Goze (py, D2, - - -, Pk| 41,92, - - -» Q1)
entonces su nilindice serd < p; + ¢;.

Conjetura 2: f(n,m)|zuim = f(1,M)|prnim

Conjetura 3: g = g5z &® gy € M"™™ = gj filiforme.
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