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MAR PORTUGUES

O mar salgado, quanto do teu sal

Séo lagrimas de Portugal!

Por te cruzarmos, quantas mées choraram,
Quantos filhos em véo rezaram!

Quantas noivas ficaram por casar

Para que fosses nosso, 6 mar!

Valeu a pena? Tudo vale a pena

Se a alma néo é pequena.

Quem quer passar além do Bojador
Tem que passar além da dor.

Deus ao mar o perigo e o abismo deu,
Mas foi nele que espelhou o céu.

Fernando Pessoa, in Mensagem (1934)






Resumen

La Geometria Computacional posee un vasto campo de aplicaciones
en las areas de las Ciencias de Informacion Geografica, Electronica y
Computacién, entre muchas otras. En estos campos, los problemas de
etiquetado de mapas, trazados de circuitos integrados o creacion de dia-
gramas de flujos y organigramas son ejemplos particulares de proble-
mas cuyas instancias son en muchos casos reducibles al problema de
satisfacibilidad proposicional (SAT). Es decir, su resolucion puede ser
conseguida a partir de la resolucién de determinadas instancias de SAT.
SAT es un problema NP-completo muy estudiado, fundamental en
Ciencias de la Computacion. A pesar de su intratabilidad, se conocen va-
rias (sub)clases del problema que son resolubles en tiempo polinomial.
En el presente trabajo presentamos una nueva clase de satisfacibilidad
polinomial: PURL (PropUnit Removable Literal). La cual es, en cierto
sentido, una superclase respecto a las clases de satisfacibilidad polino-
miales identificadas como bien conocidas en el trabajo de Franco y van
Gelder sobre este tipo de clases [FG03]. A partir de esta nueva clase se
define una jerarquia de clases de satisfacibilidad, PURL C 2PURL C --- C
kPURL, en la linea de los trabajos sobre jerarquias de Gallo y Scutella.
PURL se define a partir del concepto de literal p-eliminable. Median-
te este concepto se pueden simplificar las clausulas de una férmula pro-
posicional. Dado que la formula simplificada y la original son légica-
mente equivalentes, el procedimiento de identificaciéon y exclusion de
literales eliminables puede ser adoptado como preprocesamiento para
cualquier instancia de SAT. Como los literales p-eliminables son recono-
cibles en tiempo lineal, el preprocesamiento opera en tiempo polinomial.
Con una codificacién adecuada mediante variables l6gicas de Boole,
se reducen las instancias del problema UC-4P de etiquetado de puntos
alineados con etiquetas cuadradas a SAT obteniéndose la clase UC-4P-
SAT, subclase de PURL. Por otro lado, reduciendo las instancias del pro-
blema EOSC de emparejamiento ortogonal simple en el cilindro se ob-
tiene la clase de satisfacibilidad EOSC-SAT, subclase de 2PURL. Ademas
del interés especifico de estos problemas, la técnica utilizada puede ser
adoptada para la resolucion en tiempo polinomial de otros problemas.
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Las principales contribuciones del presente trabajo son, entre otras,
la definicion de una nueva clase de satisfacibilidad polinomial y la apli-
cacién del concepto de literal p-eliminable a la resolucién de problemas
practicos. La clase PURL contiene propiamente a todas las clases polino-
miales bien conocidas. La metodologia desarrollada a partir del concepto
del literal p-eliminable para la resolucion de las instancias de PURL, (y,
por tanto, del problema de satisfacibilidad proposicional de las instan-
cias de todas estas clases) constituye un abordaje unificador.

En el presente trabajo también se muestra que el algoritmo de reco-
nocimiento y eliminacién de literales p-eliminables puede ser utilizado
eficientemente en la resolucién de algunas instancias del problema ge-
neral de satisfacibilidad proposicional.

Para concluir, en la parte final de la memoria se utiliza el concepto
de literal p-eliminable para la resolucién de dos problemas geométricos
irresueltos hasta ahora. La misma metodologia puede aplicarse en la
resolucion de problemas similares, de naturaleza geométrica o no.



Resumo

A Geometria Computacional possui um vasto campo de aplicagdes
nas areas das Ciéncias da Informacéo Geografica, Electronica e Compu-
tacdo, entre muitas outras. Nestes dominios, problemas de etiquetado
de mapas, tracados de circuitos integrados ou criacéo de diagramas de
fluxos e organogramas constituem exemplos particulares de problemas
cujas instancias sdo redutiveis ao problema da satisfacdo proposicional
(SAT). Pelo que a sua resolucéo pode ser conseguida a partir da resolu-
cdo de determinadas instancias de SAT.

SAT é um bem conhecido problema NP-completo, fundamental nas
Ciéncias da Computacdo. Apesar da sua intratabilidade, sdo conheci-
das diversas (sub)classes resoliiveis em tempo polinomial. No presente
trabalho apresenta-se uma nova classe de satisfacdo polinomial: PURL
(PropUnit Removable Literal). A qual, em certo sentido, constitui uma
superclasse relativamente as classes de satisfacdo polinomial identifi-
cadas no trabalho de Franco e van Gelder como bem conhecidas [FGO3].
A partir desta nova classe define-se uma hierarquia de classes de sa-
tisfacdo, PURL C 2PURL C --- C kPURL, na linha dos trabalhos sobre
hierarquias de Gallo e Scutella.

PURL é definida a partir do conceito de literal p-eliminavel, pelo qual
as clausulas de uma férmula proposicional se podem simplificar. Dado
que a formula simplificada e a original sdo logicamente equivalentes,
o procedimento de identificacio e excluséo de literais p-eliminaveis po-
dera ser adoptado como metodologia de pré-processamento para qual-
quer instancia de SAT. Como os literais p-eliminaveis sdo reconheciveis
em tempo linear, este pré-processamento é efectuado em tempo polino-
mial.

Para uma adequada codificacdo com recurso a variaveis légicas boo-
leanas, reduzindo as instancias do problema de etiquetado de pontos ali-
nhados com etiquetas quadradas a instancias de SAT, obtém-se a classe
UC-4P-SAT, subclasse de PURL. Por outro lado, reduzindo as instéancias
do problema de emparelhamento ortogonal simples no cilindro obtém-
se a classe de satisfacdo proposicional EOSC-SAT, subclasse de 2PURL.
Para além do interesse especifico destes problemas, a técnica utilizada
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podera ser adoptada na resolucdo em tempo polinomial de outros pro-
blemas.

Como principais contributos do presente trabalho salientam-se, en-
tre outros, a definicdo da nova classe de satisfacédo polinomial e a aplica-
cdo do conceito de literal p-eliminavel na resolucdo de problemas prati-
cos. PURL, contém propriamente cada uma das classes polinomiais bem
conhecidas. Pelo que a metodologia desenvolvida a partir do conceito de
literal p-eliminavel (para resolucéo das instancias de PURL, e portanto
do problema da satisfacdo proposicional das instancias de todas estas
classes) constitui uma abordagem unificadora.

No presente trabalho, mostra-se ainda que o algoritmo de reconhe-
cimento e exclusdo de literais p-eliminaveis pode ser utilizado eficien-
temente na resolucéo de algumas instancias do problema da satisfacéo
proposicional.

A concluir, na parte final do presente trabalho utiliza-se o conceito
de literal p-eliminavel para a resolucéo de dois problemas geométricos
que estavam por resolver. Esta mesma metodologia podera ser aplicada
na resolucéo de problemas similares, de natureza geométrica ou néo.
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Introduccion

El problema de SATISFACIBILIDAD PROPOSICIONAL (SAT) es un pro-
blema NP-completo. De hecho, es el primer problema NP-completo co-
nocido [co071], extremadamente relevante por su interés teérico en el
campo de la complejidad computacional y por sus multiples y diversas
aplicaciones practicas.

De la extensa bibliografia sobre aplicaciones de SAT podemos extraer
algunos ejemplos de aplicaciones: sintesis l6gica [BVM84, GP95], colo-
cacién y encaminamiento de circuitos electréonicos [dev89, WR97], test
de circuitos [lar92, SBV96], planeamiento [CB94, FG90], telecomuni-
caciones [WR96], matematica discreta [gel02, SK99], robética [CD86],
procesamiento de texto [HGW93], juegos sudoku [LO06, ari05] y arqui-
tectura de computadores [RB83]. La profundizacién del conocimiento
del problema de la SATISFACIBILIDAD PROPOSICIONAL y el desarrollo e
implementacion de algoritmos eficientes para su resolucion constituyen
dos vertientes interdependientes sobre las cuales se desenvuelve, en la
actualidad, la mayor parte del trabajo de investigacién en SAT.

El problema de la SATISFACIBILIDAD PROPOSICIONAL ha mereci-
do un continuo y creciente interés por parte de la comunidad cientifica
como facilmente se reconoce por la cantidad y calidad de los eventos so-
bre el tema. Son excelentes ejemplos de esta afirmacion la International
Conference on Theory and Applications of Satisfiability Testing, con edi-
ciones anuales desde el afio 2000, cuya décima edicién transcurrié entre
el 28 y el 31 de Mayo de 2007 en Lisboa? y las distintas competiciones
internacionales entre varios tipos de algoritmos para la resolucién de
instancias de SAT (International SAT Competitions?).

La comunidad de investigadores en SAT tiene presencia viva a través
de Internet, especialmente en las paginas del sitio SATLive*, con cerca

http://sat07.ecs.soton.ac.uk
3http ://www.satcompetition.org/
‘http://www.satlive.org/
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de 400 personas registradas y en los sitios SAT-Ex®, SATLIB®, SAT4J" y
JSATS, que son de gran utilidad para los interesados en este problema
que pretendan desarrollar investigacion sobre SAT y sus aplicaciones.
SATlive estda mantenido por Daniel le Berre y contiene enlaces actuali-
zados a articulos y programas enviados por sus miembros y una seccién
para el anuncio de conferencias sobre el tema. SAT-Ex se creé con el
objetivo de recoger y divulgar informacion sobre experiencias en la reso-
lucion de problemas de satisfacibilidad proposicional. SATLIB cumple
un papel de divulgacion de benchmarks e solver releases. SAT4dJ es una
libreria de programas y rutinas desarrolladas en el lenguaje Java orien-
tados al problema de satisfacibilidad proposicional. JSAT es una revista
peer reviewed, donde se encuentran articulos relacionados con sat.

A pesar de las capacidades reveladas por algunos algoritmos para la
resolucion de SAT, consiguiendo la resolucién eficiente de instancias con
centenas de millar de variables y millones de clausulas, no se conoce
ningun algoritmo polinomial que resuelva SAT. Ni se espera, en gene-
ral, que tal algoritmo exista. Esta es la conviccion de gran parte de la
comunidad cientifica que conjetura que P # NP. Sin embargo, la relacién
entre estas dos clases de problemas, P (easy to find) y NP (easy to check),
formalizadas independientemente por Leonid Levin y Stephen Cook en
1971 [co071], continta siendo un problema abierto. A titulo de curiosi-
dad referiremos que el Clay Mathematics Institute ofreci6 en Mayo de
2000 un premio de un millén de délares americanos por la resolucién
de cada uno de siete (mas) importantes problemas en el campo de la
Matematica que han resistido a sucesivos intentos de resolucién y que
constituyen un desafio para el nuevo milenio: entre estos siete proble-
mas se encuentra dilucidar si P es igual o si esta estrictamente incluido
en NP. Esto es una muestra de la importancia atribuida al tema de la
complejidad computacional, tema al que SAT va inexorablemente aso-
ciado.

Independientemente de esta importante cuestion acerca de la com-
plejidad de SAT, existen algunas clases de satisfacibilidad proposicio-
nal cuyas instancias son resolubles por algoritmos polinomiales. 2SAT
es un ejemplo paradigmatico de este tipo de clase, cuyas instancias es-
tan formadas por clausulas con dos literales. En la bibliografia sobre
SAT pueden encontrarse otras clases de satisfacibilidad polinomiales,
habiendo sido referenciadas las mas importantes por Franco y Gelder
en su articulo A perspective on certain polynomial-time solvable clases
of satisfiability [FGO03], el cual es una referencia inevitable en el pre-

5www.lri.fr/~simon/satex/satex.php3

Shttp://www.satlib.org/

A satisfiability library for Java, http: //www.sat4j.org/

8Journal on satisfiability, boolean modelling and computations, http://www. jsat .
org/
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sente trabajo, debido a que el resultado principal de éste es presentar
una nueva clase de satisfacibilidad polinomial, PURL (PropUnit Remo-
vable Literal). Esta nueva clase contiene propiamente a todas las clases
polinomiales que Franco y Gelder designaron como bien conocidas (well-
known) [FGO03].

En el presente trabajo definimos y usamos el concepto de literal eli-
minable y de algunos de sus casos particulares para resolucion de cier-
tos problemas geométricos. A partir de este concepto se define también
una nueva clase de satisfacibilidad polinomial PURL (PropUnit Remo-
vable Literal). Un literal eliminable en una clausula puede ser excluido
obteniéndose una férmula proposicional l6gicamente equivalente a la
inicial. Pero, para una féormula proposicional 3SAT, determinar si cada
uno de los literales de una de sus clausulas es eliminable equivale a
determinar su no satisfacibilidad. Por lo tanto, si 3SAT es un problema
intratable también lo es el problema de identificar literales eliminables.

La definicion de PURL se basa en el concepto de literal p-eliminable
que es un caso particular de literal eliminable. Por lo tanto, un literal
p-eliminable en una clausula también puede ser eliminado obteniéndo-
se una formula proposicional légicamente equivalente a la inicial. Pero,
al contrario del que ocurre con los literales eliminables en general, la
identificacién y exclusién de literales p-eliminables se puede hacer en
tiempo polinomial por el algoritmo ELIMINALITERALES. Si existe una
clausula con todos sus literales p-eliminables, la férmula devuelta por
este algoritmo contiene la clausula nula, por lo que que ni la férmu-
la simplificada ni la original son satisfacibles. Para una instancia SAT
arbitraria, ELIMINALITERALES es un algoritmo incompleto, i.e., si la
férmula proposicional simplificada contiene la clausula nula, sabemos
que la formula original no es satisfacible pero en el caso contrario, nada
se puede deducir.

En el presente trabajo se prueba que existen clases de satisfacibi-
lidad (con un interés practico para la resolucion de determinados pro-
blemas) en las que sus instancias son satisfacibles si y solamente si la
formula retornada por el algoritmo ELIMINALITERALES no contiene a
la clausula nula. Estas formulas son subclases de PURL.

Es sabido que, en el ambito de la SATISFACIBILIDAD PROPOSICIO-
NAL se pretende decidir si una dada férmula proposicional es satisfaci-
ble y, en su caso, encontrar soluciones o probar que dichas soluciones no
existen y, por lo tanto, que la dicha férmula no es satisfacible (que es
normalmente la parte mas dificil del problema SAT). Los conceptos de
literal eliminable y p-eliminable, explorando la existencia de bloqueos a
la satisfacibilidad de las instancias, permiten el estudio y la resolucion
de uno de los aspectos criticos de SAT. Ademas de otras, la clase PURL
contiene las instancias que contienen alguna clausula con todos sus lite-
rales p-eliminables. Por lo tanto, la no satisfacibilidad de estas formulas
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proposicionales del problema de SATISFACIBILIDAD puede ser determi-
nada por algoritmos polinomiales. Queda por determinar en el presente
trabajo un método genérico de reconocimiento de las instancias de esta
nueva clase (PURL), de un modo similar a lo que ocurre con otra clase po-
linomial SLUR (Single Lookahead Unit Resolution), la cual probaremos
que es una subclase propia de PURL, y para la que tampoco se conoce
ningan algoritmo que permita el reconocimiento de sus instancias en
tiempo polinomial.

Un intento de desarrollar un método para la resolucién de instancias
del problema de satisfacibilidad proposicional sin necesidad del recono-
cimiento previo nos lleva al algoritmo SOLELIMLIT. Este es un algo-
ritmo polinomial, incompleto, cuyas respuestas posibles son los mensa-
jes satisfacible, no satisfacible o desisto. En el primer caso el algorit-
mo retorna también una atribucién de verdad que satisface la férmula
proposicional de entrada. En el presente trabajo presentamos algunos
resultados mostrando que el referido algoritmo puede ser utilizado pa-
ra resolver instancias arbitrarias del problema de SATISFACIBILIDAD,
independientemente de su pertenencia a PURL.

A partir de la clase de satisfacibilidad polinomial PURL se define una
jerarquia de clases: PURL C 2PURL C --- C kPURL, siguiendo la linea de
otras jerarquias anteriormente construidas [GS88, DE92, pre96].

El origen de los resultados que mostraremos en el presente texto
son los trabajos de investigacion desarrollados por el autor en el Ambito
del programa de doctorado en Matematica Discreta de la Universidad
de Sevilla con el objetivo de resolver los problemas de emparejamiento
ortogonal simple en el cilindro (EOSC) y en el toro (EOST).

Un dibujo ortogonal se define de la siguiente manera [BET99]:
Cada vértice esta representado por una caja en el espacio R" con la-
dos paralelos a los ejes coordenados y cada arista por una secuencia de
segmentos conectando las cajas correspondientes a sus extremos. Cada
segmento tiene que ser paralelo a uno de los ejes coordenados. El punto
donde una arista cambia de direccién se llama codo. Si un dibujo orto-
gonal no contiene codos se llama rectilineo.

La Figura 1 muestra un ejemplo de un dibujo ortogonal donde las ca-
jas rectangulares han sido ya substituidas por los simbolos adecuados
a la aplicacién practica. El objetivo principal de los dibujos ortogonales
de grafos es obtener dibujos buenos. Este calificativo no esta definido,
a menos que fijemos unos criterios para ello, como el tamafo de la ma-
1la, el numero de codos, el numero de cruces o el tamario de los vértices.
Estos cuatro elementos, junto con el espacio en el que consideremos la
representacion, conducen a diferentes problemas sobre dibujos ortogo-
nales.

En general, en los tipos de representaciones ortogonales considera-
dos en la literatura, cada vértice esta asociado a un punto del espacio,
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aunque también podemos encontrar trabajos con cajas representando
los vértices [EG94, bie95]. Nuestro trabajo utiliza el primer punto de
vista.

Una aproximacion al disefio VLSI (Very Large Scale Integration) de
circuitos mediante trazados ortogonales consiste en considerar el circui-
to a disefiar como un conjunto de pares de vértices que deben unirse
mediante aristas, con similares restricciones al problema general del
trazado ortogonal de grafos, i.e., es conveniente minimizar el numero de
codos y el numero de cruces.

En este sentido se plantea el problema EMPAREJAMIENTO ORTOGO-
NAL SIMPLES PLANO (EOSP), en el cual parejas de puntos en el plano
deben unirse mediante trazados ortogonales con un tnico codo sin que
éstos se crucen.

gt ol oy ¢4 + 4]
Hl 4

Figura 1: Conexiones ortogonales en un circuito VLSI.

— >

El problema de EMPAREJAMIENTO ORTOGONAL SIMPLE EN EL
PLANO (Single Bend Wiring) fue estudiado y resuelto por Raghavan,
Cohoon y Sahni [RCS86]. Si se codifican los dos posibles caminos pa-
ra unir cada par de puntos de una entrada del problema mediante una
variable booleana, cada instancia del problema geométrico se reduce en
tiempo polinomial a una instancia del problema de SATISFACIBILIDAD
cuyas clausulas tienen, como méaximo, dos literales (2SAT). Dado que las
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instancias de la clase 2SAT pueden ser resueltas en tiempo polinomial,
el problema de decisién sobre la existencia (0 no) de un emparejamiento
ortogonal simple sin que dos trazados se crucen puede ser resuelto tam-
bién en tiempo polinomial. Para las instancias con respuesta negativa,
determinar el mayor nimero de pares de puntos para los cuales existe
un emparejamiento ortogonal sin cruces es un problema NP-duro.

La imposibilidad de consentir cruces entre dos lineas de un circui-
to integrado lleva a la construccion de asas en ésta (v. Figura 2). Ello
nos muestra que, en general, el modelado de un circuito no se hace so-
bre el plano, sino otra superficie. Es decir, el recurso a otras superficies
surge como una extension natural para el estudio de los problemas de
emparejamiento ortogonal.

Figura 2: Esquema de una asa en un circuito integrado.

En este sentido, si consideramos un conjunto de pares de puntos,
Garrido, Marquez, Morgana y Portillo demostraron que el problema de
determinar el menor nimero g, tal que exista una superficie de género
g sobre la que podamos encontrar un emparejamiento ortogonal simple
sin cruces para los puntos dados (EOS) es un problema NP-duro.

Una superficie es orientable de género g si es homeomorfa a una
esfera con g asas.

Respecto al problema de decisién, dado un conjunto de pares de pun-
tos y una superficie orientable S, de género g, determinar si en S, exis-
te un emparejamiento ortogonal simple sin cruces es un problema NP-
completo [GMMO02]. Qued6 como problema abierto establecer la com-
plejidad de cada problema de emparejamiento ortogonal en superficies
particulares.

Ademas del plano, el cilindro, la esfera y el toro son las superficies
orientables mas simples sobre las que se puede plantear el problema de
emparejamiento ortogonal simple. Hay diferencias notables entre estas
superficies: para unir un par de puntos con un trazado ortogonal con un
codo en el plano existen dos posibilidades, en el cilindro existen cuatro y
ocho en la esfera y en el toro. En el presente trabajo consideramos tnica-
mente las superficies cilindro y toro. Las distintas posibilidades para el
trazado de una arista ortogonal entre dos vértices en cada una de estas
superficies se puede codificar utilizando dos o tres variables booleanas,
respectivamente, y asi reducir instancias del problema de EMPAREJA-
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MIENTO ORTOGONAL SIMPLE EN EL CILINDRO (EOSC) y del problema
de EMPAREJAMIENTO ORTOGONAL SIMPLE EN EN EL TORO (EOST) a
formulas proposicionales. Dicha reduccién se puede hacer en tiempo
polinomial respecto al nimero de pares de puntos a unir. Se obtienen
de este modo dos clases de satisfacibilidad proposicional, EOSC-SAT y
EOST-SAT, que son subclases de 3SAT y 4SAT, respectivamente. Recuér-
dese que 3SAT y 4SAT son clases de satisfacibilidad NP-completas cuyas
formulas estan formadas por clausulas con 3 o 4 literales por clausula,
respectivamente.

Admitiendo que NP+#P, y como el problema general de empareja-
miento ortogonal simple es NP-completo [GMMO02] y el problema de em-
parejamiento ortogonal simple en el plano es polinomial [RCS86], EOSC
es considerado un problema de frontera, en el sentido de que no se cono-
cia si pertenecia a P o a NP-P. Una de las contribuciones en la presente
memoria es la resolucion de este problema geométrico. En el Capitu-
lo 4 del presente trabajo, mostramos que EOSC-SAT es una subclase de
2PURL, por lo que el problema EOSC puede ser resuelto en tiempo poli-
nomial.
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Figura 3: Extracto de un mapa de carreteras de Portugal (Via Michelin).

En la elaboracion de mapas en cartografia, ademas de la represen-
tacién de entidades del espacio fisico (o politico) por medio de elementos
graficos simbdlicos, es necesario, incluso imprescindible, el posiciona-
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miento de texto informativo: toponimos, identificacién de una carretera,
rio, lago, bosque, etc (v. Figura 3). Escoger el tamano del texto y el tipo
de fuente a utilizar para asegurar la legibilidad y realzar los distintos
elementos del mapa y posicionar los rétulos en el mapa evitando ambi-
giiedades son algunos de las decisiones que un cartégrafo precisa tomar
durante la larga y compleja tarea de etiquetar un mapa. Uno de los pri-
meros textos en el que se establecen criterios y una metodologia para la
insercién de texto en un mapa fue elaborado y publicado por el Service
Géographique de I’Armée (Paris, 1934) [sgl34]. Posteriormente, en 1975,
Imhof presenté un conjunto de criterios, fundamentalmente estéticos,
en un trabajo que incluye un amplio conjunto de ejemplos con buenas y
malas soluciones en la colocacién de etiquetas en un mapa [imh75].

Con el desarrollo y la utilizaciéon de procesos automaticos en la pro-
duccién de cartografia digital, con amplia aplicaciéon en Sistemas de In-
formacion Geografica (SIG), surge la necesidad de algoritmos eficientes
para la insercién de etiquetas. El interés de la comunidad cientifica por
este problema concreto es evidente dado el nimero de trabajos produci-
dos anualmente sobre el tema? (v. Figura 4) [WS96].

La Computational Geometry Impact Task Force reconoce también la
importancia del tema en su informe de 1999 [CET99]. En éste se senala
a los SIG como una de las diez areas de investigacion mas importantes
en el campo de la Geometria Computacional, identificando el etiquetado
de mapas como uno de los problemas mas importantes a resolver.
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Figura 4: Distribucién del nimero de publicaciones sobre el problema
de etiquetado a lo largo del tiempo.

http://illwww.iti.uni-karlsruhe.de/map-labeling/bibliography/
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Es obvio que el problema de colocacion de texto junto a objetos en
una representacion grafica tiene otras aplicaciones ademas de la carto-
grafia. En general, dado un conjunto de objetos en una representacién
grafica y para cada uno de ellos una etiqueta (que puede ser de texto,
pero no necesariamente), resolver el problema de etiquetado consiste en
encontrar una posiciéon para cada etiqueta, préxima al objeto correspon-
diente sin que haya solapamiento entre etiquetas. Debido a la dificultad
del estudio de problema general se consideran diversos casos particula-
res. Estos se clasifican de acuerdo a distintos criterios como por ejemplo:
segun el tipo de los objetos a etiquetar (puntos, segmentos, areas, con-
juntos de puntos, etc), segin las caracteristicas de las etiquetas (forma,
tamarno, area, etc) o segun el posicionamiento de las etiquetas respecto
a los objetos a etiquetar.

En el Capitulo 3 de la presente memoria estudiamos el problema
de etiquetado de un conjunto de puntos, alineados segtun una recta de
pendiente unitaria. Las etiquetas se representan por cuadrados con los
lados paralelos a los ejes coordenados, que se posicionaran en una de las
cuatro posiciones con uno de sus vértices coincidentes con el correspon-
diente punto a etiquetar (UC-4P). Este problema de etiquetado es idén-
tico al estudiado por Reyes [rey02] difiriendo apenas en la forma de las
etiquetas. En este trabajo, considerando las etiquetas representadas por
rectangulos, el referido autor presenta un algoritmo pseudo-polinomial
que resuelve el problema en funcién del nimero de distintos tamanos de
las etiquetas. Es decir, el algoritmo es polinomial si el nimero de distin-
tos tamanos de las etiquetas esta acotado. En el caso particular de que
las etiquetas tuvieran todas tamanos distintos el algoritmo propuesto
necesita tiempo exponencial para su ejecucién. Para el estudio del pro-
blema de decision, relativo a la existencia de solucién del problema UC-
4P, las cuatro posibles posiciones de cada etiqueta son codificadas por
un par de variables booleanas por lo que las instancias de este problema
se pueden reducir a instancias de SAT (4SAT mas propiamente).

En el presente trabajo se ha estudiado y resuelto el problema de
etiquetado UC-4P, presentado en el Capitulo 3. En este Capitulo, de-
mostramos que la clase de satisfacibilidad UC-4P-SAT es subclase de la
nueva clase polinomial PURL y que, por lo tanto, el problema de decision
puede ser resuelto en tiempo polinomial.

La presente memoria esta formada por cinco capitulos. Se comien-
za presentando un extenso conjunto de conceptos previos necesarios:
complejidad computacional, problema de satisfacibilidad proposicional
y clases polinomiales de satisfacibilidad, superficies, emparejamientos
ortogonales y problemas de etiquetado. Desde una perspectiva mera-
mente introductoria, pero indispensable para la presentacion posterior
de cada uno de los diversos temas tratados. En el Capitulo 2 se defi-
ne el concepto de literal p-eliminable y se caracteriza la nueva clase
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de satisfacibilidad proposicional resoluble en tiempo polinomial, PURL.
Comparandola con las clases de satisfacciéon polinomial resolubles en
tiempo polinomial més conocidas constatamos que PURL las contiene a
todas. Se desarrollan distintos algoritmos polinomiales de complejidad
creciente y se define la jerarquia de clases polinomiales, PURL C 2PURL
C --- C kPURL.

En los dos capitulos siguientes presentamos la resolucion de dos pro-
blemas que estaban abiertos, ambos de naturaleza geométrica. Las ins-
tancias de cada un de los problemas se reducen al problema de SATISFA-
CIBILIDAD PROPOSICIONAL demostrandose que las respectivas clases
de satisfacibilidad son subclases de alguna de las clases polinomiales
de la nueva jerarquia. En particular, en el Capitulo 3 mostramos que
UC-4P-SAT es una subclase de PURL y, en el Capitulo 4, que EOSC-SAT
es una subclase de 2PURL. En la demostracion de los resultados se usa
también el concepto de grafo de interacciones que, traduciendo algunas
de las estructuras geométricas de los problemas, contribuye a su reso-
lucién.

Ademas de los resultados presentados en esta memoria, puede en-
contrarse una implementacion del algoritmo ELIMINALITERALES en el
Proyecto de Fin de Carrera (master thesis) de Gutiérrez [gut07]. Otras
implementaciones de algunos de los algoritmos presentados en esta me-
moria, implementados en delphi y en python, se pueden encontrar en
http://w3.ualg.pt/~jirodrig/phd.thesis/.

Para finalizar se muestran algunas de las principales conclusiones y
perspectivas de trabajos futuros. Trabajos en la linea de los resultados
obtenidos y, principalmente, en lo mucho que queda por hacer, bien en
problemas conocidos que quedan sin resolver, bien en nuevas cuestiones
y problemas que ahora aparecen referidos a PURL y a las prometedoras
aplicaciones del concepto de literal p-eliminable.
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cApituLo |

Preliminares

En este capitulo presentaremos las definiciones y conceptos previos
que se utilizaran a lo largo del presente trabajo. Fijaremos también las
notaciones a utilizar.

Los temas y problemas abordados estan intimamente ligados a las
disciplinas de Algoritmica, Légica Computacional, Teoria de Grafos y
Geometria Computacional. Las técnicas de resolucion de los problemas
abordados tienen aplicacién directa en problemas de Geometria Compu-
tacional.

Aunque intentemos definir los conceptos mas elementales a utilizar
posteriormente, es imposible en esta introduccion tener la pretension de
presentar todo el edificio matematico necesario para su completa funda-
mentacién, ni siquiera la de esbozarlo. Por eso, para el lector menos
familiarizado con estas materias podra ser 1til la consulta de algunas
obras obras basicas fundamentales.

Entre ellas podemos destacar el libro de Aho, Hopcroft y Ullman
[AHU74] en el dominio de la Algoritmica y la imprescindible obra de
Garey y Johnson [GJ79] sobre Complejidad Computacional. En el campo
de las aplicaciones de la Algoritmica a la Teoria de Grafos pueden ser
consultadas las obras de Nishizeki y Chiba [NC88], y la de Chartrand y
Lesniak [CL86].

En el campo de la Teoria de Grafos son ya consideradas obras cla-
sicas de referencia los libros de Harary [har72] y de Bollobas [bol79].
Las obras de introduccién a la Légica Matematica son numerosas y fa-
ciles de encontrar. Por su proximidad a la Teoria de la Computacién,
el manual de Boolos y Jeffrey [BJ74] es una buena opcién, incluso te-
niendo en consideracién alguna desactualizacién eventual. En el estu-
dio de la relacién de los problemas de Satisfacibilidad con la Teoria de

1
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la Complejidad Computacional, el articulo de Cook [co071] sigue siendo
el trabajo de referencia. También sobre Satisfacibilidad, los articulos de
Hayes [hay97] o de Schaefer [sch78] son buenas referencias de consulta
asi como el articulo de Franco y van Gelder [FGO03] sobre clases de satis-
facibilidad resolubles en tiempo polinomial. La obra de Raffalli [raf95]
constituye una buena introduccion a los algoritmos utilizados en Laogi-
ca Computacional. En el dominio de los problemas de Satisfacibilidad,
los libros de Biere [BHMO09], de Sais [sai08] y de Herbstritt [her09] son
también obras actuales con un gran interés.

Como a lo largo de este trabajo tratamos problemas de inmersién or-
togonal de grafos y, por tanto, de su representacién grafica, es necesario
referirnos aqui también a los trabajos de White [whi73], Liu [1iu95] asi
como al libro de Battista, Eades, Tamassia y Tollis [BET99].

Otra disciplina en el campo de los trabajos desarrollados es la Geo-
metria Computacional. Como obras de referencia podemos citar los li-
bros de Preparata y Shamos [PS85], de O’'Rourke [oro94] o de Berg, van
Kreveld, Overmars y Schwarzkopf [BKOO0O] asi como el interesante li-
bro de Grima y Marquez [GMO01] sobre Geometria Computacional en
superficies.

1.1. Teoria de Grafos

En general, se utilizara la notacion clasica de la Teoria de Grafos,
como por ejemplo la adoptada en los libros de Harary [har72] y Bollo-
bas [bol79]. Cuando eso no fuese posible se mencionara explicitamente.

§ 1.1.1. Nociones basicas y definiciones.— Un grafo simple (no di-
rigido) esta definido por un par de conjuntos, G = (V, A), donde los ele-
mentos de V = {vy,...,v,} son denominados vértices y los elementos de
A, pares no ordenados de vértices, se denominan aristas. Si |V| = n, el
grafo se dice que es de orden n. Dos vértices, v;,v; € V se llaman ad-
yacentes si la arista {v;,v;} € A. Dos aristas son incidentes si tienen un
vértice en comun. Adicionalmente, consideramos que si a € A, entonces
a = {v;,v;}, con v; # v;, es decir, en un grafo consideramos que no hay
aristas de un vértice a si mismo. Por brevedad, denominaremos grafos
a los grafos simples siempre que no haya posibilidad de confusién.

Se denomina grado o valencia de un vértice, J(v), al nimero de vérti-
ces adyacentes a v, 0 equivalentemente, al nimero de aristas incidentes
en v. Un grafo en el cual todos sus vértices tienen la misma valencia, &,
se llama k—regular. Si fuese de orden n y (n — 1)—regular se denomina
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completo y se denota por K,,. La Figura 1.1 presenta una representacion
grafica de dos grafos completos, uno de orden 3 y otro de orden 5.

Figura 1.1: Grafos completos K3 y K5 y bipartito completo K3 3.

Un grafo se llama bipartito si existe una particion del conjunto de
los vértices V = V1 U Vs, (V1 NV, = () de modo que, para cualquier arista,
{vi,v;} € A, v; € Vi yv; € V3 o viceversa.

Dados dos vértices v;,v; de un grafo G, un camino en G es una
lista ordenada de vértices P = {v;, w1, - ,wy,v;}, de modo que cada
vértice es adyacente al anterior y al siguiente. Un camino se deno-
mina simple si no se repiten vértices. Si existe un camino entre dos
vértices, entonces también existe un camino simple entre esos mismos
dos vértices. De modo equivalente, un camino puede ser definido por
una secuencia ordenada de aristas formadas por vértices consecutivos,
{{wvi, w1}, {wr, wa}, ..., {wk,v;}}. Se denomina longitud de un camino al
numero de aristas que lo componen. En el ejemplo anterior, la longitud
de P esigual a k+1; 1o que corresponde al namero de vértices de la lista
ordenada (k + 2) menos uno. Un camino comenzando y terminando en el
mismo vértice se denomina circuito. El circuito se denomina ciclo si ese
es el Unico vértice repetido.

Un grafo no vacio, GG, se llama conexo si para cualesquiera dos vér-
tices de G, existe un camino entre ellos. Podemos definir una relacién
R entre los vértices de G del siguiente modo: vRw si existe un camino
entre vy w. R es una relacién de equivalencia, pues es facil concluir que
es reflexiva, simétrica y transitiva. Llamaremos componentes conexas
del grafo GG a las clases de equivalencia del conjunto G/R.

Se dice que G' = (V',A") es un subgrafo de GsiV' C Vy A C A.
Dado un subconjunto de vértices W C V, se llama subgrafo inducido,
G (W), al subgrafo de G tal que el conjunto de los vértices de G(W) es W
y las aristas de G(1W) son las aristas de G cuyos vértices pertenecen a
w.

Un vértice v es denominado vértice de corte si el nimero de compo-
nentes conexas del subgrafo inducido G(V — {v}) aumenta con respecto
a G. Un grafo sin vértices de corte se denomina 2-conexo.
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§ 1.1.2. Grafo cordal o triangular.— A continuacién presentamos la
definicién y una caracterizacion de los grafos triangulares. Este tipo de
grafos tiene un interés especial en el estudio del problema EOSC que
investigaremos en el Capitulo 4.

Dado un grafo y un ciclo C, una arista {v;, v;} se llama cuerda si los
vértices v;,v; € C pero no son consecutivos. Un grafo se llama cordal o
triangular si todos los ciclos de longitud superior a tres contienen una
cuerda.

)/ s %

Figura 1.2: Grafo triangular.

Para un vértice v € V, el conjunto de los vértices adyacentes a v se
llama se llama entorno de v y se denota por N(v) = {w € V : {v,w} € A}.
Un vértice v € V se dice simplicial si el subgrafo inducido G (N (v) U {v})
es un grafo completo. Los grafos triangulares pueden ser caracterizados
a partir de los vértices simpliciales. Si G es un grafo triangular, pero no
completo, entonces contiene al menos dos vértices simpliciales no adya-
centes [dir61]. Siendo G un grafo triangular y v; un vértice simplicial,
el subgrafo inducido G (V — {v}) es también un grafo triangular. Pro-
cediendo de igual modo con los sucesivos subgrafos, eliminando en cada
paso un vértice simplicial del subgrafo obtenido se llega a una secuen-
cia de vértices {v;,...,v;, }, llamada secuencia de eliminacion perfecta.
G es un grafo triangular si y sélo si admite una ordenacién de elimina-
cion perfecta para sus vértices [FG65].

La Figura 1.2 muestra un ejemplo de grafo triangular, en el cual
{v4,v1,v2,v6,v3,v5} es una secuencia eliminacién perfecta.

Resultados sobre grafos triangulares pueden ser encontrados en di-
versos trabajos recientes: [HHMO04, SS03, CIR03].
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1.2. Complejidad computacional

§ 1.2.1. Problemas, algoritmos y complejidad.— En Ciencias de la
Computacién, un problema se caracteriza mediante un par formado por
un conjunto de datos o parametros, a los que llamamos entrada, y por
una pregunta acerca de una propiedad o caracteristica sobre los datos
de la entrada. Un algoritmo es un método de obtencién de la respuesta
a la pregunta formulada.

Un poco a semejanza de las clasificaciones que se dan en los juegos y
puzzles relacionandolos con las edades de los nifios como indicador del
grado de dificultad, los algoritmos son clasificados respecto a su nivel de
complejidad. La complejidad de un algoritmo corresponde a una medida
de la dificultad de su ejecucion.

El estudio de la complejidad se puede hacer mediante distintos as-
pectos que expresan la cantidad de un determinado recurso requerido
por el algoritmo. En el caso de algoritmos que deben ser ejecutados en
un computador, el estudio de la complejidad se centra principalmente
en el tiempo, cantidad de memoria o namero de procesadores. En este
trabajo consideraremos tan sélo el estudio de la complejidad de los al-
goritmos computacionales desde la perspectiva del tiempo que tarda su
gjecucion. Para una aproximacion al estudio de la complejidad espacial,
la cantidad de recursos de memoria requeridos por un algoritmo, el li-
bro de Garey y Johnson [GJ79] y el trabajo de Meyer y Shamos [MS77],
constituyen un buen punto de partida.

Para el estudio de la complejidad temporal, consideraremos el mo-
delo computacional presentado y seguido en el libro de Garey y John-
son [GJ79] y la notacion adoptada en esta obra asi como en los trabajos
de Knuth [knu76] y de Cook [co071]. De un modo general, estas refe-
rencias constituyen también una buena introduccion a la Teoria de la
Complejidad Computacional.

El tiempo utilizado por un computador depende, fundamentalmente,
de sus propias caracteristicas técnicas, del tamarnio de la entrada y del
algoritmo implementado. Para que la medida sea independiente de la
implementacién, en Ciencias de la Computacion esa medida es cuanti-
ficada por el nimero de operaciones activas en funcién del tamaio de la
entrada n y se representa por f(n).

Para su representacion adoptaremos la notacion asintética introdu-
cida en 1894 por Bachmann [bac94] y popularizada desde su incorpora-
cion sistematica por Knuth [knu76]. Todos los andlisis se refieren a la
complejidad computacional correspondiente al peor caso que puede pre-
sentarse. Se denota O(g(n)) el conjunto de todas las funciones f(n) tales
que existen una constante positiva C' y un nimero natural ng de forma
que |f(n)| < Cg(n) para todo n > ny.
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Por ejemplo, tomemos un problema que tenga como entrada un con-
junto de n numeros enteros y como pregunta ;Cual es el menor entre
ellos? Un algoritmo que tome cada uno de los valores de la entrada y
los compare con todos los restantes tendra f(n) = n(n — 1) operaciones.
En realidad, cada comparacion es precedida por una operaciéon de lec-
tura, pero, como veremos mas adelante, la complejidad no se altera por
el hecho de que cada operacion activa esté constituida por %k operacio-
nes, siempre que k no dependa de n. En este ejemplo, diremos que el
algoritmo tiene complejidad de orden n cuadrado y la denotamos O(n?).

Si consideramos un problema con la misma pregunta, pero en el
en que las entradas estén constituidas por secuencias crecientemente
(resp. decrecientemente) ordenadas de n nimeros enteros, el menor en-
tero puede ser identificado tomando simplemente el primer (resp. el ul-
timo) elemento de la secuencia. Independientemente de la dimensién de
la entrada, la respuesta se obtiene en tiempo constante. Diremos enton-
ces que la complejidad de este algoritmo es O(1).

Un algoritmo se llama polinomial si su complejidad temporal es
O(n?), para algin p € N (independiente de n), y exponencial en los res-
tantes casos. En particular, un algoritmo se dice cuadrdtico si p = 2,
lineal si p = 1 o que corre en tiempo constante si p = 0. Esta distin-
cién asume particular significado para entradas con elevados valores
de n, como se puede observar en el Cuadro 1.1. Este cuadro presenta
los tiempos de ejecucion en segundos, para distintos valores de n y di-
ferentes complejidades en un computador que efectie 2%° operaciones
activas por segundo. Los datos del cuadro permiten estudiar la varia-
cion del tiempo de procesamiento segin el tamaio de las entradas (n)
y la complejidad (n, n?, n3, n®, 2" y 3"). Se puede comprobar que los
algoritmos polinomiales presentan un tiempo de procesamiento razona-
ble, mientras que los exponenciales apenas permiten la resolucién (en
tiempo 1til) de problemas pequeiios.

Cuadro 1.1: Tiempos de computacion.

n
f(n) 10 30 50 100 500 1000
n 10 ps 29 pus 48 s 95 us 477 ps 954 s
n? 0.1ms | 0.9ms 2.4ms 9.5 ms 0.2 1.0s
n® 1.0 ms 25.7ms 119.2 ms 1.0s 2.0s 15.9s
n® 95.4 ms 23.2 s 5.0m 2.6 h 11.5mm | 30.7 aa
2m 1.0ms | 17.1m 34.0aa | 3.8-10"sc| ——— | ————
3" 0.1s | 75.8mm | 22-108sc | — — —— —_———.— | ===

(%) s—segundo, 1us = 10765, 1lms = 10735, m—minuto, h—hora, d—dia, mm —més, aa—ano, sc—siglo
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Por el modo en que se definen, tienen la misma complejidad, por
n -log(n)

100
operaciones activas. El Cuadro 1.2 permite comprobar que los algorit-

mos polinomiales aunque contengan una constante de multiplicacién
grande, siguen siendo preferibles a los exponenciales.

ejemplo O(n - log(n)), un algoritmo que ejecute 100n - log(n) o

Cuadro 1.2: Tiempos de computacion.

n
f(n) 10 [ 100 [ 500 1000
1000n 9.5 ms 95.4 ms 476.8 ms | 953.7ms
1000nlogn || 31.7ms 633.6 ms 4.3 s 9.5s
1000n° 1.0s 15.9m 1.4 dd 11.0 dd
P 1.0ms | 3.8-10"sc | ——— | ————

(*) s—segundo, 1us = 10_65, 1ms = 10_35, m —minuto, h—hora, d—dia, mm—més, aa—afo, sc—siglo

La evolucion tecnolégica permite la produccion de computadores ca-
da vez mas rapidos. El Cuadro 1.3 presenta el tamaio de la mayor en-
trada para la cual la solucion del problema es obtenida en una hora de
procesamiento, para diferentes complejidades y diferentes computado-
res. La segunda columna indica la dimensién de la mayor entrada para
la cual la solucién se obtiene en una hora de procesamiento para un
cierto computador. La tercera y cuarta columnas representan la dimen-
sion de la maxima entrada resoluble en una hora de procesamiento por
otros dos computadores, uno cien y el otro mil veces mas rapido, respec-
tivamente, que el correspondiente a la segunda columna. El aumento de
la velocidad del computador tiene un efecto practicamente nulo en los
algoritmos de complejidad exponencial.

Cuadro 1.3: Tamarfio maximo del problema resoluble en una hora.

computador computador
tiempo || computador 100 veces 1000 veces
mas rapido mas rapido
n N 1 100V 1 1000.V- 1
n? Ny 10Ny 31.6Ny
n3 Ns 4.64N3 10N3
n’ Ny 2.5Ny 3.98 Ny
2m N5 Ns+7 N5 + 10
3™ Ng Ng + 4 Ng+6
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Los ejemplos presentados indican algunas de las razones por las cua-
les los algoritmos polinomiales son preferibles a los exponenciales. La
distincién entre estos dos grupos de algoritmos data de 1964, de Ed-
monds [edm65] y Cobman [cob64]. En particular, Edmond clasificaba los
algoritmos polinomiales como buenos algoritmos y conjeturaba la exis-
tencia de problemas que no pudieran ser resueltos por tales algoritmos.

En esta linea de clasificacién, un problema esta bien resuelto si se
conoce un algoritmo polinomial que lo resuelva. Un problema para el
cual no sea conocido ningun algoritmo polinomial que lo resuelva y que
por su dificultad se considere que es posible que tal algoritmo no exista
es, de algiin modo, un problema intratable.

Aunque el concepto de problema intratable sea impreciso, constituye
la motivacién para las definiciones de problemas NP, NP-completos e
NP-duros a las que nos referiremos posteriormente.

§ 1.2.2. Clases de complejidad: P y NP.— Un problema se llama
de decision si el espacio de soluciones contiene dos tnicos valores si y
no. Siendo II uno de estos problemas, denotamos por Dy el conjunto de
sus entradas y por Yy, el subconjunto de sus entradas con respuesta
afirmativa.

Este tipo de problemas tiene especial interés pues cualquier proble-
ma puede ser reducido a un problema de decision. Por otro lado, la com-
plejidad de los diversos problemas de decisién puede ser comparada,
conduciendo a la definicidon de las clases de complejidad. Las mas habi-
tuales son las clases P y NP: Polinomial y No determinista Polinomial,
respectivamente.

A la clase P pertenecen todos los problemas de decisién que pue-
den ser resueltos por un algoritmo determinista de complejidad polino-
mial. Informalmente, un algoritmo se llama determinista si para cada
entrada del problema proporciona una solucién. Para una instancia par-
ticular del problema, la secuencia de estados y el resultado de salida
son siempre los mismos. En el ambito de las ciencias de computacion,
un algoritmo determinista es un algoritmo computacional que tiene un
comportamiento previsto, en que cada cambio de estado de los datos es
unico.

Las definiciones formales de algoritmo, de algoritmo determinista y
de la clase P, adoptadas en nuestro trabajo, son las basadas en el modelo
computacional inducido por las maquinas de Turing deterministas y se
pueden encontrar en el livro de Garey y Johnson [GJ79].

Para definir la otra de las clases referidas, NP, precisamos introducir
el concepto de algoritmo no determinista. Estos algoritmos funcionan en
dos etapas, la de conjetura (guess) y la de verificacion (check). En la eta-
pa de conjetura se produce una estructura relacionada con la solucién
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para la cual se comprueba en la fase de verificacion si corresponde a
una respuesta afirmativa. Un algoritmo no determinista se denomina
polinomial si la etapa de verificacion puede ser realizada en tiempo po-
linomial. Asi, un problema de decisién pertenece a la clase NP si puede
ser resuelto por un algoritmo no determinista polinomial.

Si IT es un problema en P entonces existe un algoritmo polinomial
que lo resuelve y, por lo tanto, existe también un algoritmo no determi-
nista polinomial que lo resuelve. Como consecuencia, IT estd en NP. Es
decir, P C NP. Esta por demostrar si P # NP, aunque se conjetura que
si.

Bajo la definicion de NP, si admitimos que P # NP, los problemas de
decisién que pertenezcan a NP—P son problemas intratables.

Dados dos problemas de decisién, II; y Ily, se dice que f : D, —
Dr1, es una transformacién o reduccién polinomial del problema II; al
problema II,, (II; o IIy), si existe un algoritmo determinista polino-
mial que haga la transformacion de las entradas del problema II; en
el problema II; en tiempo polinomial, de modo que, para cada entrada
I € Dr,, I tiene respuesta afirmativa (I € Yi,) si y sélo si f(I) tie-
ne también respuesta afirmativa (f(/) € Yi,). En estas condiciones, si
existe un algoritmo polinomial que resuelva el problema II; también re-
suelve el problema II;. De igual modo, si IT; es un problema intratable,
IT, también lo es.

El problema de decision II es NP-completo si IT es NP y para cual-
quier problema II', NP, existe una reduccién polinomial del problema I’
a II. Con esta construccion, si existe un algoritmo polinomial que resuel-
va un problema NP-completo entonces todos los problemas NP pueden
ser resueltos en tiempo polinomial. Por otro lado, si alguno es intrata-
ble, todos son intratables. Admitiendo que P#NP, la Figura 1.3 presenta
una version del mundo NP.

NP

NP-completo

<D

Figura 1.3: Una versiéon del mundo de la complejidad computacional.
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Hemos visto, por tanto, que un problema IT es NP-completo si verifica
las siguientes propiedades:

e Il es NP;
e Para cualquier problema NP, IT, entonces IT" o II.

Teorema 1.1 (Teorema de Cook [coo71]). El problema de Satisfacibili-
dad es un problema NP-completo.

Por tanto, si P#ANP, los problemas de decision intratables (problemas
en NP-P) son problemas NP-completos y son al menos tan dificiles de
resolver como el problema de Satisfacibilidad. Para demostrar que un
dado problema IT es NP-completo, se puede seguir el siguiente procedi-
miento, equivalente a la definicién:

1. Demostrar que II pertenece a la clase NP.

2. Seleccionar un problema conocido, 7', NP-completo.
3. Construir una transformacién, f, de 7 a .

4. Probar que f es una transformacion polinomial.

§ 1.2.3. Problemas NP-duros.— Hasta ahora nuestro estudio se ha
centrado en la clase de problemas NP, sin embargo pueden existir pro-
blemas fuera de esta clase que sean tan duros como los NP-completos.
A ellos dedicamos el concepto de problema NP-duro.

Asi, diremos que un problema es NP-duro si todos lo problemas
en NP son reducibles a él en tiempo polinomial y diremos que es NP-
completo si es NP-duro y esta en NP.

De forma equivalente a la definicién anterior, un problema 2 es un
problema NP-duro si existe un problema II, NP-completo, reducible a
2 en tiempo polinomial (Il 7 ). Por lo tanto, si existe un algoritmo
determinista polinomial que resuelva algin problema NP-duro entonces
habria algoritmos deterministas polinomiales para todos los problemas
en NP y, en consecuencia se tendria que P=NP.

1.3. Problema de satisfacibilidad

Sea V,, = {v1,...,v,} un conjunto de n variables logicas. A cada va-
riable v; le corresponden dos literales, v; y v;. El primero se denomina
literal afirmado y el segundo, literal negado. El conjunto de literales so-
bre las variables se denota L, = {v1,71,v2,73,...,0,,0,}. En general,
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siempre que no se exprese lo contrario, los elementos de un subconjunto
de literales de L,, seran representados como [y, ls,...,[;, sin que el indice
i de literal I/; tenga ninguna correspondencia con el literal v; o 7;. Cada
literal /; podra representar un literal afirmado o negado, vx 0 T y en

este caso, [; representara su complementario, 7y o v, respectivamente.

Identificaremos siempre [; = [;. Para referir que un literal correspon-
de a una variable determinada, se utilizara el simbolo v} para designar

especificamente uno de los literales, v; o 7;, sobre la variable v;.
Una cldusula C corresponde a un subconjunto de literales de L, y

por convencion se denotara C' = [ly,...,[;], representando la disyuncién
de sus literales. A veces también se representa como I; V iy V --- V .
Una secuencia de clausulas, 7 = {C4,...,C,,}, se llama formula pro-

posicional en forma normal conjuntiva o CNF-férmula y representa
la conjuncion de las clausulas. A veces también se representa como
CiNCo A-++ N Cp,. En general se supone que una formula proposicional
no contiene clausulas repetidas, pues, en caso contrario, estas podrian
ser eliminadas en tiempo polinomial. Dado que las susodichas clausulas
pueden ser ordenadas lexicograficamente en tiempo O(m - log(m)), pa-
ra eliminar las repetidas seria suficiente comparar cada cldusula con la
consecutiva eliminandola si fuese igual.

Se denomina tamafo de una formula a |F| = >, |C;|, donde |C}|
designa el ndamero de literales de la clausula. Cuando cada clausula
tiene exactamente k literales, | F| = km.

Se representa por var(F) al conjunto de las variables booleanas pa-
ra las cuales alguno de sus literales ocurre en una clausula. Se tiene
naturalmente que var(F) C V,,.

Una atribucién de valores de verdad sobre el conjunto de literales,
Ly, es una funcion ¢t : L C L, — {0,1}, tal que t(v) = 1 si y sélo si
t(v) = 0, para cada literal v € L (v = v). Los valores del conjunto {0,1}
corresponden a los valores légicos falso o verdadero, FoV.Si L ¢ L,, la
atribucién de valores de verdad ¢ se llama parcial. Abreviaremos como
atribucién de verdad o simplemente atribucién o valoracion a la atribu-
cién de valores de verdad. La representaremos como un subconjunto de
literales 7, todos con valor 1, es decir, un literal v € 7 siy sélo si ¢t(v) = 1.

Para una atribucién de verdad 7, una clausula asume valor verda-
dero, C;(7) = 1, si alguno de los literales de C; es verdadero para la
atribucion 7 (C; N 7 # (). En caso contrario la clausula asume valor fal-
s0. Una CNF-férmula F tiene valor verdadero para la atribucién 7, (la
atribucion 7 satisface F) cuando todas las clausulas de F son verdade-
ras para la susodicha atribucién y, en ese caso, denotamos F(7) = 1. En
caso contrario, si existe una clausula falsa, se dice que la férmula es fal-
sa y denotamos F(7) = 0. Una atribucién 7 satisfaciendo F se denomina
un modelo de F.
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Para una atribucién de verdad, se dice que una variable booleana v
es verdadera (o que toma el valor logico verdadero) si el literal afirmado
correspondiente es verdadero. Se dice que la variable v es falsa si el
literal negado correspondiente es verdadero. En cualquier de los casos
se dice que la variable v esta atribuida.

Dos formulas proposicionales sobre el mismo conjunto de variables
se dice que son [dgicamente equivalentes si, para cada atribucién de ver-
dad ambas tienen el mismo valor (ambas son verdaderas o ambas fal-
sas). Se dice que dos formulas son equisatisfacibles si ambas son satis-
facibles o ambas son no satisfacibles.

Una clausula vacia (sin literales) se representa por el simbolo O y
es falsa para cualquier atribuciéon de verdad. Una férmula vacia, sin
clausulas, es verdadera para cualquier atribucion de verdad.

Con estas definiciones previas, el problema de SATISFACIBILIDAD
PROPOSICIONAL se puede enunciar de la siguiente forma:

SATISFACIBILIDAD (SAT) [co071]
Entrada: una CNF-formula proposicional F.

Pregunta: ;Existe una atribucion de valores de verdad que satisfaga
F?

El problema de SATISFACIBILIDAD tiene una importancia central en
el dominio de la légica computacional pues fue el primer problema NP-
completo conocido. Mas atun, todos los problemas de decisién de la clase
NP se pueden reducir en tiempo polinomial al problema SAT.

Introduciendo ciertas restricciones al problema SAT se pueden obte-
ner subclases de satisfacibilidad en la clase P.

kESAT constituye un caso particular de clases de SATISFACIBILIDAD
en el cual cada clausula contiene, como mucho, % literales. Las subcla-
ses 2SAT y 3SAT constituyen ejemplos paradigmaticos en el estudio de
la complejidad. El problema de satisfacibilidad proposicional de las ins-
tancias 2SAT es resoluble en tiempo polinomial [EIS76] y el de las ins-
tancias 3SAT es un problema NP-completo [coo71].

2-SATISFACIBILIDAD (2SAT)

Entrada: Una CNF-formula proposicional 7 = {C1,Cs,...,Cy,} con
|ICi| =2,i=1,...,m.

Pregunta: ;Existe una atribucién de verdad que satisfaga 7?

3-SATISFACIBILIDAD (3SAT)

Entrada: Una CNF-formula proposicional 7 = {Cy,Cs,...,Cy,} con
|ICi| =3,i=1,...,m.

Pregunta: ;Existe una atribucién de verdad que satisfaga F?
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Las subclases de satisfacibilidad son llamadas clases de satisfacibili-
dad y las subclases resolubles por algoritmos deterministas polinomia-
les reciben el nombre de clases de satisfacibilidad polinomiales.

El problema de la SATISFACIBILIDAD de las instancias 3SAT es un
problema NP-completo [coo71]. Por lo tanto no se conoce ningin algorit-
mo determinista polinomial que lo resuelva. Diremos entonces que esta
es una clase de satisfaccion NP-completa.

1.4. Supefrficies

Uno de los problemas que estudiaremos en el presente trabajo es el
de emparejamiento ortogonal en superficies y, en particular, en el cilin-
dro. A ese efecto, necesitamos fijar algunos conceptos generales sobre
superficies. Supondremos conocidos los conceptos topolégicos elementa-
les y definiremos una superficie cerrada S como un espacio topolégico
compacto de Hausdorff, conexo por arcos y localmente homeomorfa a un
disco. Notese que esta definicion excluye el plano y el cilindro, por tra-
tarse de espacios no cerrados. Sin embargo, resulta también interesante
estudiar trazados ortogonales en estas dos superficies.

Una superficie cerrada puede construirse a partir de un poligono
orientado con un nimero par de lados (poligono fundamental de la su-
perficie), identificando sus lados dos a dos. Como ejemplo consideremos
los cuadrados orientados de la Figura 1.4. En cada uno de ello, si hace-
mos coincidir los lados A con A y B con B de modo que la orientaciéon de
las flechas coincida se obtienen cuatro superficies elementales: la esfera
(a), el plano proyectivo (b), el toro (c) y la botella de Klein (d).

(a) (b) (c) ()

Figura 1.4: Poligono fundamental de la esfera (a), del plano proyectivo
(b), del toro (c) y de la botella de Klein (d).

Considerando dos superficies, M y N, recortando en cada una de
ellas un disco y uniéndolas por las fronteras de los respectivos recortes
se obtiene una nueva superficie, designada como suma conexa de las dos
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primeras, M#N. La Figura 1.5 ilustra la suma conexa del doble toro (.S5)
con el toro (S7). La superficie asi obtenida es el triple toro (S3).

# =
S> S;

S
Figura 1.5: Suma conexa del doble toro con el toro.

De acuerdo al Teorema de clasificacion de las superficies cerradas,
cualquier superficie es homeomorfa a una superficie miembro de una de
las siguientes clases [FF67]:

1. esfera;
2. suma conexa de g toros, con g > 1;
3. suma conexa de k planos proyectivos, con k > 1.

Existen dos tipos de superficies cerradas, las orientables y las no
orientables. De entre las clases anteriores, las dos primeras estan for-
madas por superficies orientables. La esfera se denota por Sy, el toro por
S1y la suma conexa de g toros por S,. El valor de g se denomina género
de la superficie.

§ 1.4.1. Representacion ortogonal estandar de superficies.—

Toro

Como vimos anteriormente, el toro es una superficie orientable de
género 1. Puede ser obtenida por la rotacién de una circunferencia, Q,
de radio r, alrededor de una recta cualquier de su plano, situada a una
distancia d > r del centro de (). Las circunferencias definidas por ca-
da uno de los puntos de ) durante la rotacién son llamadas paralelos
y las circunferencias correspondientes a () en cada una de las posicio-
nes durante la rotacion en torno de la recta, son llamadas meridianos.
Paralelos y meridianos constituyen un sistema ortogonal de lineas coor-
denadas (v. Figura 1.6).

Cortando el toro por un meridiano y por un paralelo obtenemos una
representacion en la cual los bordes superior y inferior estan identifi-
cados, al igual que el izquierdo y el derecho (v. Figura 1.7). En virtud
del homeomorfismo existente entre los puntos del toro y los del rectan-
gulo obtenido y por ser una representacion del toro sobre el plano, esta
construccion recibe la designacion de toro plano.
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Figura 1.6: Sistema de lineas coordenadas ortogonales en el toro.

En esta representacion, las lineas coordenadas son representadas
por segmentos paralelos a los lados del toro plano.

Figura 1.7: Construccion del toro plano.

Superficies orientables de género g > 2

El toro plano es una representacion plana de una superficie cerrada
de género g = 1, Cobos (1995) obtiene la representacion ortogonal estan-
dar de todas las superficies de género g > 2. El método es el siguiente: si
recortamos en el toro plano una ventana, o sea, un rectangulo de lados
paralelos a los lados del toro plano, y en ese rectangulo identificamos el
lado superior con el inferior y el izquierdo con el derecho, se obtiene una
superficie plana homeomorfa al doble toro. La Figura 1.8 explica este
proceso: en la izquierda vemos el doble toro y a la derecha su represen-
tacion ortogonal estandar.
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Figura 1.8: Doble toro (izquierda) y la correspondiente representacién
ortogonal estandar O, (derecha).

Abriendo g—1 ventanas en la representacion ortogonal del toro plano
se obtiene una representacioén plana homeomorfa a una superficie cerra-
da orientable de género g (v. Figura 1.9).

Figura 1.9: Representacion ortogonal estandar de una superficie de gé-
nero g, Oy.

Teorema 1.2. [cob95] Toda superficie cerrada orientable y conexa es ho-
meomorfa a una de las superficies estandar O,4, g > 0.

Cilindro

No siendo una superficie cerrada, el cilindro carece de una referencia
especifica. Esta superficie, orientable y no limitada, se obtiene geomé-
tricamente por la rotacién de una recta, r en torno de una otra paralela
a una distancia d > 0. Podemos obtener un sistema de representacién
del cilindro (analogo al obtenido en el toro), efectuando un corte de esta
superficie por una generatriz (meridiano). De esta forma tenemos una
banda infinita en el plano con dos lados identificados, como se muestra
en la Figura 1.10.

Las rectas correspondientes a r en cada una de las posiciones duran-
te la rotacion, son denominadas meridianos y las circunferencias descri-
tas por cada uno de sus puntos, P € r, paralelos. Meridianos y paralelos
del cilindro constituyen un sistema de lineas coordenadas ortogonales.
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Figura 1.10: Construccién del cilindro plano.

1.5. Emparejamientos orfogonales

§ 1.5.1. Inmersion de grafos en superficies.— Definimos en la Sec-
cién 1.1 un grafo como un objeto meramente combinatorio. Sin embargo,
con frecuencia es necesario recurrir a su representacion topolégica, i.e.,
dibujarlo sobre diversas superficies. En cada una de las representacio-
nes, las aristas pueden ser representadas por diferentes tipos de lineas.
En el presente trabajo tienen particular interés las representaciones de
las aristas por secuencias de segmentos rectilineos ortogonales entre si.

Numerosas aplicaciones requieren la representacién de grafos en
distintas superficies: en el plano, en el cilindro, en superficies orien-
tables de género g e incluso en superficies no orientables. Es objetivo
de esta seccion fijar los conceptos de base sobre la inmersiéon de grafos
en superficies particulares, especialmente en el plano, en el cilindro y
en el toro. Son de especial interés las definiciones y resultados relacio-
nados con los problemas de emparejamiento ortogonal. Se recomienda
al lector interesado la consulta de otras obras sobre el tema, como por
ejemplo la excelente introduccion incluida en la tesis de doctorado de
Portillo [por02]. Es casi obligatoria también la consulta del trabajo de
Cobos [cob95].

Se dice que un grafo admite una inmersién en una superficie .S, si
es posible dibujarlo sobre esa superficie representando los vértices por
puntos y las aristas por curvas de Jordan de modo que dos aristas no
se intersequen en puntos de la superficie que no sean vértices. Consi-
derando un grafo G como un espacio topolégico con la estructura de un
complejo 1-dimensional, una inmersion de G en una superficie S puede
ser considerada como una aplicacién continua ¢ : G — S, cuya imagen
es homeomorfa a G mediante ¢.

Un grafo G = (V, A) se llama plano si admite una inmersién en el
plano. Para la caracterizacién de grafos planos se recorda el notable
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Teorema de Kuratowski:

Teorema 1.3. [kur30] Un grafo es plano si y sélo si no contiene ningtin
subgrafo homeomorfo a Ks ni a Ks 3.

Si G no admite una inmersion en el plano pero la admite en el cilin-
dro, se denomina por grafo cilindrico. Si no admite una inmersién en el
cilindro pero la admite en el toro, se llama grafo torico.

§ 1.5.2. Emparejamientos ortogonales.— Segun Battista et al.
(1999) una representacién ortogonal de un grafo G = (V, A) en R? es
un dibujo en el cual los vértices estan representados por puntos y cada
arista por una secuencia de segmentos. Cada segmento es paralelo a uno
de los ejes coordenados y el punto donde la arista cambia de direccion
es llamado codo [BET99].

Con el fin de fijar la notacién, denominaremos arista ortogonal al
trazado ortogonal de una arista en las condiciones anteriores.

En la Figura 1.11 se presenta un ejemplo con tres pares de puntos
en el plano y, para cada par, un arista ortogonal minimizando el nimero
total de codos. Obsérvese que las aristas no se cruzan. La arista orto-
gonal que une el par w; = (a1, b1) no tiene codos, la arista que une el
par we = (ag,by) tiene un codo y la arista que une los puntos del par
ws = (as, bg), dos codos.

s b

\ * A
b,

| I b, \

L B

Figura 1.11: Emparejamiento ortogonal plano.

Como se observé anteriormente, una aproximacién al disefio VLSI
(Very Large Scale Integration) de circuitos integrados mediante traza-
dos ortogonales consiste en considerar el circuito a disefiar como un con-
junto de pares de vértices que deben unirse mediante aristas, con simi-
lares restricciones que en el problema general del trazado ortogonal de
grafos, i.e., es conveniente minimizar el nimero de codos y el nimero de
cruces.

En este sentido se plantea el problema EMPAREJAMIENTO ORTO-
GONAL SIMPLE PLANO, en el cual parejas de puntos en el plano deben
unirse mediante aristas ortogonales con un unico codo sin que éstas se
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crucen. A una arista ortogonal con, a lo sumo, un codo llamaremos arista
ortogonal simple.

Para cada par de puntos (en el plano) existen dos aristas ortogonales
simple, excepto cuando z, = 3 0 ¥, = ¥, caso en el que existe una tnica
arista ortogonal simple, en este caso sin codos.

Se denomina problema de emparejamiento ortogonal simple plano
(E0SP) al siguiente problema de decision:

EMPAREJAMIENTO ORTOGONAL SIMPLE PLANO (EOSP)

Entrada: Un conjunto de pares de puntos en el plano, W =
{wi,wa, ..., w,}.

Pregunta: ;Existe un emparejamiento ortogonal simple para W? (i.e.,
;Existe una eleccion de aristas ortogonales simples, una por cada par,
w;, sin que dos aristas se crucen?)

Este problema, denominado originalmente en inglés Single Bend Wi-
ring (SBW), fue estudiado y resuelto por Raghavan et al [RCS86]. Estos
autores presentaron un algoritmo que permite obtener la respuesta al
problema en tiempo polinomial, O(n?). Si no existen pares de puntos con
la misma abscisa o ordenada, para cada par de puntos existen exacta-
mente dos aristas ortogonales simple. Codificindolas mediante una va-
riable légica para cada par de puntos, las entradas del problema EOSP
se reducen a entradas del problema 2SAT en tiempo cuadratico. Dado
que 2SAT es resoluble en tiempo lineal respecto al nimero de clausulas
de la formula proposicional [val00], la complejidad cuadratica resulta
de la reduccién del problema EOSP al problema 2SAT.

Adaptando el algoritmo desarrollado por Imai y Asano para resolver
un problema de interseccion de rectangulos [IA86] es posible resolver el
problema EOSP en tiempo O(nlog(n)).

Para una entrada del problema EOSP con respuesta negativa, deter-
minar el maximo subconjunto de pares de puntos para los cuales existe
un conjunto de aristas ortogonales simple sin intersecciones, es un pro-
blema de optimizacién NP-duro. Es también NP-duro el problema de
determinar el nimero minimo de capas (layers) necesarias para que to-
dos los pares de puntos puedan ser unidos por aristas ortogonales sin
que dos aristas en una misma capa se crucen [RCS86].

El problema EOSP y otros similares tienen una clara aplicacién al
disefio de circuitos. La necesidad de evitar cruces entre las lineas de
un circuito obliga frecuentemente a la existencia de asas, que se sue-
len realizar atravesando la placa légica (v. Figura 2). Considerando que
esta solucién no tiene representaciéon en el plano, Garrido, Marquéz,
Morgana y Portillo [GMMO02], estudiaron la generalizacion natural del
problema de emparejamiento simple plano a otras superficies.
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Para la representacion ortogonal de grafos en superficies, en la defi-
nicién anterior, en lugar de un sistema de ejes precisamos considerar un
sistema ortogonal de lineas coordenadas. Como por ejemplo el sistema
de referencia formado por el conjunto de los meridianos y los paralelos
de una esfera.

Entonces una representaciéon ortogonal de un grafo G = (V, A) en
una superficie S sobre la cual esté definido un sistema ortogonal de li-
neas coordenadas es un dibujo en el cual los vértices estan representa-
dos por puntos y cada arista por una secuencia de segmentos consecu-
tivos. Cada segmento corresponde a un arco de una linea coordenada.
Con esta generalizacion todas las definiciones anteriores se mantienen
con las debidas adaptaciones.

A

<
<

Figura 1.12: Trazado ortogonal del grafo bipartito completo K33 en el
toro, con aristas ortogonales simple (con un codo) y su re-
presentacion ortogonal plana.

La Figura 1.12 presenta un trazado ortogonal del grafo bipartito K33 3
en el toro. Cada arista ortogonal simple esta constituida por un arco de
meridiano y un arco de paralelo. Obsérvese que en la representacién
plana del toro los meridianos se representan mediante segmentos verti-
cales (paralelos al eje de las 1’s) y los paralelos por segmentos horizon-
tales (paralelos al eje de las 2’s).

En este sentido se plantea el problema EMPAREJAMIENTO ORTOGO-
NAL SIMPLE sobre una superficie no plana, en la cual parejas de puntos
deben unirse mediante aristas ortogonales con un tnico codo sin que
éstas se crucen.

Problema que se formaliza a continuacion:

EMPAREJAMIENTO ORTOGONAL SIMPLE en superficies (EOS) [GMMO02]
Entrada: Una superficie S (de género g) y un conjunto de pares de pun-
tos I en la superficie.

Pregunta: ;Existe un emparejamiento ortogonal simple para W en S?
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Imponiendo, como condicién adicional, que para cada par de pun-
tos sean admisibles a lo mas r aristas ortogonales simples (previamente
identificadas), obtenemos una coleccién de subproblemas que denomi-
naremos r-EMPAREJAMIENTO ORTOGONAL SIMPLE (rEOS).

Cuando r < 2, el problema puede ser resuelto en tiempo polinomial.
En cambio, para r > 3 se tiene que, al igual que el problema general
EOS, los problemas rEOS son NP-completos [GMMO02].

Los resultados citados en los parrafos anteriores fueron estableci-
dos todos recurriendo al problema de la satisfacibilidad. Por ejemplo,
cada una de las instancias del problema 2EOS puede ser reducida a una
instancia del problema 2SAT en tiempo cuadratico respecto al nimero
de pares de puntos. Entonces, el problema 2E0S puede ser resuelto en
tiempo polinomial.

Las maultiples variantes del problema EOS considerando superficies
particulares permanecian abiertas. Especialmente los problemas de em-
parejamiento ortogonal simple en el cilindro y en el toro, a los que nos
referiremos méas pormenorizadamente en las siguientes paginas.

§ 1.5.3. Emparejamientos ortogonales en el cilindro y en el to-
ro.— dJunto con el plano, la esfera, el cilindro y el toro son las superfi-
cies matematicas mas simples. En el estudio que sigue consideraremos
las dos ultimas: el cilindro y el toro. Una de las razones para considerar
los problemas de emparejamiento en cada una de estas superficies pro-
viene del hecho de que el problema EOSP tiene respuesta negativa en
multiples situaciones, incluso en entradas con apenas dos pares de pun-
tos. Otra de las razones es el hecho de ser el problema EOS NP-completo.

La Figura 1.13 ilustra algunos ejemplos de entradas resolubles en
una superficie pero no en otras. En el centro de la figura, el empareja-
miento ortogonal simple es posible en el cilindro pero no en el plano y a
la derecha, vemos un conjunto de pares de puntos cuyo emparejamiento
ortogonal simple es posible en el toro pero no en el cilindro.

T J.JA

» I
»

Figura 1.13: Izquierda: emparejamiento posible en el plano. Centro: em-
parejamiento posible en el cilindro pero no en el plano. De-
recha: emparejamiento posible en el toro pero no en el ci-
lindro.
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En este sentido, el problema cilindrico constituye una generalizacion
del problema plano y el problema térico, una generalizacién del proble-
ma cilindrico.

EMPAREJAMIENTO ORTOGONAL SIMPLE EN EL CILINDRO
(EOSC) [por02]

Entrada: Un conjunto de pares de puntos sobre el cilindro.

Pregunta: ;Existe un emparejamiento ortogonal simple para este
conjunto?

EMPAREJAMIENTO ORTOGONAL SIMPLE EN EL TORO (EOST) [por02]
Entrada: Un conjunto de distintos pares de puntos sobre el toro.
Pregunta: ;Existe un emparejamiento ortogonal simple para este con-
junto?

Tanto en una superficie genérica como en el toro, para cada par
de puntos existen ocho posibles aristas ortogonales para unirlos. Porti-
llo [por02] codificé las aristas utilizando tres variables légicas, (p, m, h).
En la representacion plana de la superficie, tomando en cada par el pun-
to de mayor ordenada, h = 1 si el segmento que incide en el punto es
horizontal (arco de paralelo), m = 1 si la arista ortogonal corta el me-
ridiano exterior de la representacién plana y p = 1 si la arista corta el
paralelo exterior. En la Figura 1.14 estan representados las ocho aristas
posibles y sus correspondientes codificaciones.
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Figura 1.14: Aristas ortogonales simples uniendo un par de puntos en
el toro.

S

En el caso particular de un par de puntos en el cilindro, existen cua-
tro aristas ortogonales posibles que corresponden a las dibujadas en la
primera linea de la Figura 1.14, p = 0. En este caso seran suficientes
dos variables logicas (m,h). En el caso del plano, cada par de puntos



1.5. Emparejamientos ortogonales 23

admite dos aristas ortogonales, (0,0,0) y (0,0, 1), por lo que es suficiente
una unica variable légica (h).

En el estudio de los problemas de emparejamiento ortogonal simple
en el cilindro y en el toro asumiremos, sin perdida de generalidad, que
los (dos) puntos de cada par estan en meridianos y paralelos distintos.
Por lo tanto, en la representacion ortogonal estandar de estas dos super-
ficies un par de puntos nunca estan ambos en la misma recta horizontal
o vertical. La presente simplificacion tiene como tnico objetivo facilitar
la exposiciéon que sigue.

Con el objetivo de reducir cada instancia del problema EOSC al pro-
blema de satisfacibilidad booleana, Portillo [por02] estudi6 las 72 dis-
tintas posiciones posibles para cada dos pares de puntos y identificé 12
férmulas proposicionales elementales, mostradas en el Cuadro 1.4.

Cuadro 1.4: Férmulas proposicionales elementales en el problema EOSC

(i<j).
Fij
I {}
11 {lm;]}
111 {[hi, m5], [hi, my]}
v {[Pi, mj), [hs, 5]}
v {[m;]}
VI {[hs, 73], [y, 75}
VII {[hi, 73], [hy, my]}
VIII {{hi, mi], [hy, /5] }
X {[hi, mi, by, [h, W5, hy], Tha, 5, hyl, [hi, my, byl }
X A{lhi,mi, byl [hi, T, byl [hi,my, byl (R T, Byl
XU {[hs,mi, byl [ 725, ), (e, 77, Byl ey g, byl }
XIT  {[hi, mi, by, Thi, 5, hyl, [hi, myg, ), [ha, g, T}

Considerando el ejemplo de la Figura 1.15, las aristas ortogonales
que no se cruzan corresponden a las soluciones de la siguiente ecuacién
logica:

(hi/\mi/\hj /\W]) V

i/\mi/\hj/\mj):o.

<
S
>
3 >
>
o
gty
3 <
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Figura 1.15: Instancia del problema EOSC con 2 pares de puntos.

Negando ambos miembros y utilizando las leyes de De Morgan se
obtiene la ecuacion,

(hi V' VR NV omg) A (ki Vg V) A (R Vg VRV mg) A
(hi VI V hy) A (hi Vg V hy Vg ) = 1,

equivalente a
(hi V h; NV m) A (b Vg V Rg) A (b Vg V b)) A (i V by Vmg) = 1.

Por lo que, en forma normal conjuntiva, se tiene la siguiente formula
proposicional elemental (v. Ecuacion 1X, Cuadro 1.4),

Fi,j - {[hi’mhij7 m]]? [hhmi?hij]u [h’iaﬁi) hj]v [h’bvh’ij)mi]]}

Al efecto de la clasificacion de las ecuaciones en el Cuadro 1.4, las
entradas del problema se consideran ordenadas a partir de su represen-
tacién ortogonal estdndar. Especificamente, w; < w; (i < j) si la orde-
nada del punto superior del par w; es mayor que la ordenada del punto
superior del par w;.

De este modo, la formula proposicional en forma normal conjuntiva
F, respecto a la instancia del problema EOSC, se obtiene haciendo la
conjuncion de todas las formulas elementales obtenidas a partir de los
pares de puntos analizados dos a dos. Por lo tanto, es posible reducir
cualquiera de las instancias del problema EOSC al problema de satisfa-
cibilidad en tiempo cuadratico respecto al niumero de pares de puntos de
la entrada W, O(|W]?).

Complejidad que no se incrementa aunque sea necesario efectuar
una ordenacién previa de la entrada. Cuando el conjunto de entrada W
no esté ordenado segun este criterio, en una operaciéon de preprocesa-
miento, se puede ordenar sus puntos en tiempo O(nlog(n)).

Siguiendo la misma metodologia para el problema EOST, a cada par
de puntos de una entrada le corresponde una de las 21 férmulas propo-
sicionales que se presentan en el Cuadro 1.5.
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Cuadro 1.5: Férmulas proposicionales elementales en el problema EOST

(i < j).
Fij

1 {[pi, my]. [, b3}

2 {lpi, mj], [mi, ps]}

3 {lpi, m5], [mi, p;]}

4 {[pi, mj], [m, pjl}

5 {[pi. 5], [mi, by}

6 {[pi, mj], [mi, psl}

7 {[Rhi, mi, jl, [hi, ma, P51, [pi, iy, 5], [P, by, ] }
8 {[hi, 3, pj), [hi, 75, B5). [pis hj, 3], [P, by, )}
9 (i, 3, p5], (i 75, 551, [Dis gy mg), [Py by, myl )
10 {{hi, pis ), [his pis 5], ma, by, B3], (7, By, D7)}
11 [his pis my), (R, i 5], [ma, by, B3, [, by, 151}
12 {[hi, pi, 115, (i piy my), [, by, ). [, By, Py}
13 {{his pis 73], [has pis my), [mi, by, B3], [, hy, 71}
14 {[hi, i, my), (i, i, 5], [, by, ). [, By, Py}
15 {[hi, i, my), [ha, i, m53), [, by, ). [, by, iy}
16 {[hi, i, 5], (i, i, my), [, by, ). [, By, iy}
17 {[hi, i, 15, [ha, iy my), [ma, by, Bl [, by, 9y}
18  {[hi, hj, i, pj], [his hy,mi, ps), [ha, by, M, D), [hiy By, ma, Bj),

[h17 hjv W]? ZTZL [hz

sz] [h Fjamjapl] [hlvh]7mj7pl]}

19 {[h“h])m“p]] [h

?\ 3\ ?\
3
Z?

] [hl7hjaWZ7E])[hhh]uml)ZT]])
[hiy hj, myg, pil, [hi, By, mj7pl] [hi, hy, M, i), [ha, hy, T, pil}

20 {[hlah‘]7ml>pj] [h F]ij] [hi’hjamiJTj] [E,E,W,}TJ]
h;j

[hl7 h]aﬁjvﬁ]’ [hl’

05, i) [h@,hg,mj,pz] [hi, hyj, mj,pz]}
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Para posteriores referencias las férmulas del problema EOST se re-
fieren con caracteres arabigos y las del problema EOSC con caracteres
romanos.

Denotaremos EOSC-SAT y EOST-SAT a las clases de satisfacibilidad
constituidas por las formulas proposicionales que correspondan a al-
guna entrada del problema de emparejamiento correspondiente. Aten-
diendo a las expresiones de las formulas elementales correspondientes,
EOSC-SAT es una subclase propia de 3SAT y EOST-SAT es una subclase
propia de 4SAT.

Observamos anteriormente algunos aspectos de los problemas de
emparejamiento ortogonal simple en el toro y en el cilindro. De un modo
analogo se podria definir el mismo problema en la esfera. Sin embar-
go esta superficie presenta aspectos peculiares. Desde el punto de vista
topolégico, esta superficie es equivalente al plano, i.e., cualquier grafo
plano admite una inmersién en la esfera y viceversa. Por otro lado, para
conectar un par de puntos sobre la esfera, y a semejanza del toro, exis-
ten hasta ocho trazados ortogonales simples, constituidos por un arco
de meridiano y/o un arco de paralelo. Ain ma&s, para una entrada con
varios pares de puntos, si un par esta unido por un trazado que pasa
por los polos polos, para cada uno de los demas pares quedan (como en
el cilindro) cuatro posibilidades de trazado.

Otro aspecto que nos lleva a no considerar la esfera en el estudio
de emparejamientos ortogonales en superficies particulares, es el hecho
de la representacién ortogonal plana: en esta superficie los meridianos
y paralelos no se corresponden con segmentos de recta horizontales y
verticales, contrariamente a lo que ocurre en el cilindro y en el toro.
Sin embargo, la esfera puede y debe ser objeto de un estudio posterior,
complementario al presentado en este trabajo.

1.6. Problemas de etiquetado

La produccién automatica de cartografia constituye una de las im-
portantes funcionalidades de un Sistema de Informacion Geografica
(SIG). En cartografia, la utilizaciéon de texto junto a entidades grafi-
cas puntuales (p.e. indicando el nombre de ciudades), lineales (con la
identificacién de una autopista) o de area (con el nombre de un lago),
constituye uno de los elementos principales de un mapa. Llamamos eti-
quetar un mapa a la aplicacién de elementos de texto sobre un mapa.

La automatizacion de esta operaciéon ha sido considerada por la
Computational Geometry Task Force [cha96, CET99] (ACM) como una
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de las areas mas importantes de investigacion en el dominio de la Geo-
metria Computacional.

Los primeros pasos en este sentido aparecen en 1934, en Francia,
en un trabajo elaborado por el Service Géographique de ’Armée [sgl34].
Posteriormente, Imhof [imh75] identifica un conjunto de criterios que
se deben observar en la colocacién de las etiquetas en un mapa. Estos
criterios son fundamentalmente estéticos: el tamaio de las etiquetas de-
be permitir la legibilidad del texto, la localizacién debe ser tal que evite
ambigiiedades, etc. Para ilustrar estos objetivos, este autor presenta 100
ejemplos de buenas y malas decisiones de etiquetado.

En este sentido, considerando los diferentes criterios para una ade-
cuada localizacién de las etiquetas de un conjunto de entidades, las ope-
raciones de etiquetado de un mapa se pueden subdividir en tres clases
segun el elemento grafico representado:

1. etiquetar areas, tales como paises u océanos;

2. etiquetar lineas (segmentos) como, por ejemplo, rios o vias de co-
municacién

3. etiquetar puntos, tales como ciudades y puntos con cotas.

Independientemente de la naturaleza de cada entidad a etiquetar,
las etiquetas no deben sobreponerse unas a otras. Este es, con toda se-
guridad, el principal problema a resolver para la colocacién automatica
de etiquetas [CMS95]. Un algoritmo eficiente debe efectuar la colocacién
de las etiquetas para cada una de las tres clases sin superposicion.

Etiquetar un mapa requiere un cartégrafo para considerar los mu-
chos criterios en conflicto, tales como localizacién, orientacion, forma,
tamano y caracteristicas del texto, para cada una de las etiquetas a
colocar. Manualmente, es una tarea fastidiosa estimandose que ocupa
cerca de la mitad del tiempo necesario para la elaboracién de un mapa.

Mas aun, respecto al aspecto combinatorio entre las etiquetas,
Marks y Shieber [MS91], senalan otros aspectos a considerar en la apli-
cacion de etiquetas, especificamente:

e ¢l nivel de superposicion entre etiquetas y el modo como oculta o
obscurece las entidades graficas de un mapa;

e ¢l grado de claridad en el sentido de como las etiquetas estan aso-
ciadas a los elementos graficos correspondientes;

e las preferencias, a priori, de entre las posiciones posibles y teéri-
camente aceptables, para la colocacion de las etiquetas;

e el nimero de entidades graficas por etiquetar.
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Asumimos la legibilidad como prioridad sobre los aspectos estéticos,
particularmente en documentos y mapas técnicos en los cuales todas las
entidades tienen que ser etiquetadas.

Estas consideraciones conducen a la necesidad de encarar el proble-
ma de etiquetado de un modo mas generalizado, que excede el propésito
de esta nota introductoria. Una extensa y actualizada bibliografia sobre
el problema de etiquetado puede encontrarse en [WS96]. Su consulta
permite, ademas, evaluar el interés de la comunidad cientifica por este
tema.

Debido a la intratabilidad del problema y con el objetivo de su des-
composicién en casos particulares mas simples que permitiesen desa-
rrollar su estudio sistematicamente por trozos, se establece un criterio
de clasificacion basado en tres aspectos. Segin la naturaleza de las en-
tidades a etiquetar: puntos, lineas y areas; segun las caracteristicas de
las etiquetas a utilizar (forma, tamarfio,area, etc) y segun el posiciona-
miento de las etiquetas respecto a las entidades a etiquetar (fijas en un
punto, en posiciones contiguas, etc).

Con frecuencia, los elementos a etiquetar son puntos y las etiquetas
con la informacion, rectangulares con sus medidas previamente fijadas.
En estos problemas de etiquetado existen dos distintos modelos. Por un
lado tenemos el modelo introducido por Forman y Wagner [FW91], que
llamamos de etiquetas fijas, en el cual cada etiqueta puede ser colocada
en un determinado nimero de posiciones previamente determinadas.
Alternativamente, las etiquetas pueden colocarse en posiciones variable
contiguas al objeto etiquetable y se denominan etiquetas deslizantes.
En estas condiciones se pueden plantear principalmente dos preguntas.
De decision, que consiste en determinar si las etiquetas (rectangulos)
pueden ser colocadas sin que exista superposicion, y de optimizacion,
cuando el objetivo es posicionar las etiquetas en las mejores posiciones.

En el caso de las etiquetas en posiciones prefijadas, muchas veces se
pretende que la etiqueta esté posicionada de modo que el punto coincida
con uno de los cuatro vértices del rectangulo. Incluso con estas restric-
ciones el problema sigue siendo computacionalmente intratable. Con-
siderando un conjunto de puntos, y para cada punto una etiqueta de
tamarfio unitario, el problema de existencia de una solucién de modo que
un vértice de cada cuadrado coincida con el punto a etiquetar (y sus la-
dos sean paralelos a los ejes coordenados) es un problema de decisién
NP-completo [FWI1].

Con frecuencia, se dan situaciones practicas dénde los puntos a eti-
quetar se encuentran localizados sobre una recta. El mapa del metro de
Lisboa, en la Figura 1.16 ilustra uno de estos casos. Los puntos a eti-
quetar se encuentran alineados y las etiquetas inscritas en rectangulos
cuyos lados son horizontales y verticales.
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Figura 1.16: Mapa del metro de la ciudad de Lisboa.

El estudio de este problema especifico de etiquetar puntos sobre
una linea horizontal, vertical o oblicua, con etiquetas cuadradas o rec-
tangulares, en posicion fija o deslizantes, puede encontrarse en varios
trabajos, p.e., Chen, Lee y Liao (2005) [CLLO05], Chen [che03], Reyes
(2002) [rey02], Garrido et al. (2001) [GIMO1], Poon et al. (2001) [PSS01],
y Shin y Yang (2001) [SYO01].

P. Reyes, en su tesis de doctorado Problemas de Etiquetado: Com-
plejidad Computacional, estudia diversos problemas de etiquetado de
puntos alineados, en posicion fija, que se refieren en el Cuadro 1.6. En
el mismo trabajo demuestra que, para etiquetas en posicién fija, cuando
la recta de soporte de los puntos es horizontal o vertical el problema es
resoluble en tiempo polinomial (v. problema H-4P, Cuadro 1.6).

Cuando la recta esta en posicién oblicua (relativamente a los ejes
coordenados) la complejidad del problema depende del tipo de etique-
tas. Si las etiquetas son cuadradas o rectangulares, todas del mismo
tamafio, OC-4P y OR1-4P respectivamente, el problema es resoluble en
tiempo lineal respecto al nimero de puntos a etiquetar, O(n). El proble-
ma tiene también resolucion en tiempo lineal, O(n), si las etiquetas son
rectangulares con altura unitaria, O1R-4P (v. Cuadro 1.6).
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Cuadro 1.6: Problemas de decisién de etiquetado de puntos alineados
con etiquetas en posicién fija y su complejidad computacio-

nal.
Problema Posicion Tipo de Complejidad
de los puntos etiquetas computacional
H-4P linea rectangulos O(n)
horizontal arbitrarios
0C—4P linea cuadrados O(n)
oblicua iguales
OR(1)—4P linea rectangulos O(n)
oblicua iguales
OR(m)-4P linea rectangulos de m O(2™n)
oblicua tamarfios diferentes
O1R-4P linea rectangulos de O(n)
oblicua igual altura

Considerando el problema de etiquetar puntos alineados con etique-
tas rectangulares en cuatro posiciones posibles y suponiendo que exis-
ten m(< n) rectangulos de tamanos distintos, OR(m)-4P, este autor pro-
pone un algoritmo incremental que permite la resolucion de este proble-
ma en tiempo pseudopolinomial, O(2°"n), donde ¢ designa una constan-
te. Por lo tanto, si los rectangulos fueran todos de diferentes tamarnios,
(m = n), el algoritmo correria en tiempo exponencial.

En el caso que la recta de soporte tenga pendiente unitaria y las
etiquetas sean cuadradas (con distintos tamarfios), UC-4P, mostraremos
mas adelante que este problema de decisién, puede ser resuelto en tiem-
po polinomial. Para resolverlo consideraremos su reduccién al problema
de satisfacibilidad, mas propiamente al problema de satisfacibilidad de
la clase UC-4P-SAT, que constituye una clase de satisfacibilidad polino-
mial.

1.7. Clases de satisfacibilidad polinomiales (bien
conocidas)

El problema de la satisfacibilidad SAT es un problema NP-completo,
es mas, fue el primer problema NP-completo conocido. Por tanto, a me-
nos que P=NP, no existe ningin algoritmo polinomial que lo resuelva.

Sin embargo, mediante ciertas restricciones pueden obtenerse sub-
clases de formulas proposicionales para las cuales son conocidos algorit-
mos deterministas polinomiales que resuelven el problema de la satis-
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facibilidad de sus instancias. Estas subclases son designadas por clases
de satisfacibilidad polinomiales o, abreviadamente, clases polinomiales.
Por oposicién, las otras clases de satisfacibilidad para cuyas instancias
el problema de satisfacibilidad sea tan dificil como la resolucion del pro-
blema SAT, seran llamadas clases de satisfacibilidad NP-completas o,
abreviadamente, clases NP-completas. Las clases kSAT, con k > 3, cons-
tituyen ejemplos de clases de satisfacibilidad NP-completas.

Ademas de la clase 2SAT, cuyas férmulas estan constituidas por clau-
sulas con dos literales, existen otras clases polinomiales. En un traba-
jo relativamente reciente, Franco y Gelder (2003) [FG03] presentan un
estudio sobre el comportamiento de férmulas ASAT (k constante, inde-
pendiente del namero de clausulas), generadas aleatoriamente, con to-
das las clausulas conteniendo exactamente k literales, investigando la
probabilidad de que las férmulas generadas pertenezcan a alguna cla-
se polinomial conocida. Estos autores sugieren que la aproximacién al
problema desarrollada en este estudio debe constituirse en una linea de
orientacion para el estudio de nuevas clases de satisfacibilidad polino-
miales.

A este efecto consideran un conjunto de clases polinomiales, que de-
signan como bien conocidas: Horn, 2SAT, CC-balanced, renamable Horn,
extended Horn, SLUR y LinAut. Anadiremos a estas la clase matched for-
mulas, presentada por los mismos autores en el citado articulo.

Una breve referencia a otras clases polinomiales de satisfacibilidad
se hace al final de esta seccion.

Una férmula proposicional en forma normal conjuntiva se llama
Horn si cada una de las clausulas contiene, a lo maximo, un literal
afirmado. Se trata de una clase ampliamente estudiada, en parte por
su asociacion con la programacion légica [IM82, DG84, scu90]. Las ins-
tancias de esta clase pueden ser resueltas en tiempo lineal utilizando el
proceso de simplificacién conocido por resolucién unitaria [DP60]. Siem-
pre que exista una clausula unitaria, C' = [I], el literal de esa clausula es
declarado verdadero (atribuido con el valor 1), todas las clausulas que
lo contengan son eliminadas de la formula y el complementario del li-
teral, [, es eliminado de cada una de las cldusulas que lo contenga. La
iteracién de esta simplificacion es conocida como propagacién unitaria
y el correspondiente algoritmo se designa como PROPUNIT, que sera
presentado mas adelante.

Dada una férmula proposicional F, se llama matriz clausula-
variable a la matriz de m lineas y n columnas cuyas columnas se corres-
ponden con las variables de F (var(F)) y las lineas con las cldusulas de
la formula proposicional. Considerando una clausula C;, representada
por la linea ¢ de la matriz, la entrada M;; tiene el valor +1 si la cldu-
sula contiene el literal afirmado sobre la variable v; y —1 se contiene el
literal negado. Caso contrario, se tiene M;; = 0.
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Sea F una férmula proposicional y M su correspondiente matriz
clausula-variable . Si la formula proposicional correspondiente a la ma-
triz clausula-variable que se obtiene de M multiplicando un subconjun-
to de columnas por —1 es una férmula Horn, se dice entonces que F
es una férmula proposicional renamable Horn [asp80]. Estas férmulas
pueden ser reconocidas y resueltas en tiempo polinomial [val00].

Una férmula proposicional se denomina CC-balanced si para cual-
quier submatriz de M (matriz clausula-variable ) con exactamente dos
entradas no nulas por linea y por columna, la suma de las entradas
es un maultiplo de 4 [tru82, CGK94]. En este caso el problema de la
satisfacibilidad de la férmula proposicional se reduce al problema de
programacién lineal {z : Mz > 1 —n(M),0 < z < 1}, dénde n(M)
es el vector con m entradas corresponden al numero de literales nega-
dos en la correspondiente clausula. La satisfacibilidad de una férmula
CC-balanced puede ser determinada en tiempo polinomial recurriendo
a algoritmos polinomiales de programacion lineal [GPF97]. La matriz
clausula-variable de una férmula CC-balanced es una matriz equilibra-
da. Considerando que este tipo de matriz puede ser reconocida en tiem-
po polinomial [zamO05], el problema de reconocimiento de las férmulas
proposicionales CC-balanced puede ser resuelto en tiempo polinomial.

Una extensiéon de la clase Horn, designada por extended Horn, fue
propuesta por Chandru y Hooker [CH91] en un trabajo de investiga-
cién sobre las condiciones que deben darse para que las técnicas de pro-
gramacion lineal puedan ser utilizadas en la resolucién de instancias
de SAT. Una caracterizacién alternativa, a partir de grafos orientados,
puede encontrarse en [SAF95].

Chandru y Hooker demostraron que el algoritmo de propagacién uni-
taria puede ser utilizado en la resolucion de instancias de esta clase
y presentaron un método para determinar la solucién cuando no exis-
tan clausulas unitarias. Sin embargo, esta técnica depende del recono-
cimiento previo de las instancias, lo que constituye una dificultad pues
no es conocido ningun algoritmo polinomial que permita decidir si una
férmula proposicional dada pertenece o no a esta clase [SAF95].

Para resolver el problema de la satisfacibilidad de una férmula pro-
posicional de esta clase sin necesidad del reconocimiento previo, Schlipf
et al [SAF95] desarrollaron el algoritmo SLUR. Constatandose que el
mismo algoritmo permite resolver una amplia clase de férmulas pro-
posicionales, Franco y Gelder [FGO03] definen una clase que designaron
también por SLUR. La clase SLUR contiene algunas de las otras clases
de satisfacibilidad bien conocidas. En particular, contiene a las clases
Horn, renamable Horn, CC-balanced y extended Horn (v. Figura 1.17).

Consideremos M la matriz clausula-variable de una férmula propo-
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sicional y el sistema de inecuaciones siguiente:
Mz <221 —v(m),-1<z<1 (1.1)

donde v(m) designa el vector de dimensiéon m cuyas entradas corres-
ponden al numero de literales en cada una de las clausulas. Si la
desigualdad es verdadera para z = 1, la féormula se denomina ¢-
Horn [BHS94, BCH94, scu90].

Considerando la desigualdad anterior, Boros et al establecieron el si-
guiente criterio que permite clasificar la intratabilidad de algunas cla-
ses de férmulas proposicionales [BHS94, BCH94].

Teorema 1.4. Para cualquier constante ¢ > 0, la clase de formu-
las proposicionales que satisface el sistema de inecuaciones (1.1) con
z=1+ C'ZOTQ(”) puede ser resuelta en tiempo polinomial.

Para cualquier constante 3 < 1, la clase de formulas que satisface el

sistema (1.1) con z =1+ niﬁ es NP-completa.

Este resultado llevé a Gu, Purdom, Franco y Wah, en 1997,
a conjeturar la existencia de una superclase de satisfacibilidad po-
linomial [GPF97], conjetura reformulada por Granco y Gelder en
2003 [FGO3].

La clase de satisfacibilidad LinAut fue presentada por Kull-
mann [kul00], basandose en el concepto de asignaciones de autarquias
que, en cierto sentido, se relaciona con la existencia de particiones en
una férmula proposicional. Dada una féormula proposicional F, las au-
tarquias son atribuciones de verdad parciales satisfaciendo alguna for-
mula proposicional ' C F sin que las cldusulas de F—F sean afectadas
por la atribucién. En general, determinar una asignacion de autarquia
(si existe), es un problema NP-completo [kul00].

Una primera version de la descomposicion de una formula proposi-
cional cuando el ntcleo de la matriz clausula-variable es no nulo pue-
de ser encontrado en el trabajo de Maaren y Warners [WMO00Oa]. Kull-
mann [kul00] define el concepto de autarquia lineal, que generaliza el
anterior concepto de descomposicién y muestra que utilizando algorit-
mos de programacion lineal, es posible determinar una asignacién de
autarquia en tiempo polinomial.

Considerando una formula proposicional F, la correspondiente ma-
triz clausula-variable M admite una autarquia lineal x € Q" si

{szo 1.2)

X #0
Si existe una autarquia lineal, x € Q" también existe una asignacion

de autarquia, 7, tal que el literal afirmado v; € 7 si sgn(z;) =1y v; € 7
si sgn(xzj) = —1.
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Maaren [maa00] demostré que LinAut constituye una extension de
la clase g-Horn y que es incomparable con la clase SLUR.

La Figura 1.17 presenta las relaciones de inclusion entre las clases
de satisfacibilidad polinomiales bien conocidas, representando la inclu-
sion por el simbolo —. La clase SLUR contiene propiamente a las sub-
clases Horn, renamable Horn, extended Horn y CC-balanced y la clase
LinAut contiene a las clases Horn, g-Horn, 2SAT y matched formulas. Es
decir, SLUR y LinAut contienen entre ambas a todas las demas clases de
satisfacibilidad polinomiales bien conocidas.

CC-balanced

renamable HOrN e=——p SLUR

Horn extended Horn /
g-Horn \

2SAT =P [inAut

matched formulafs/v

Figura 1.17: Clases polinomiales bien conocidas y sus relaciones de in-
clusion.

En el presente trabajo presentaremos una nueva clase de satisfa-
cibilidad polinomial que contiene propiamente a las dos clases SLUR
y LinAut y, por consiguiente, a todas las demas clases de satisfacibi-
lidad polinomiales bien conocidas. Queda abierto el problema de si esta
nueva clase, que designaremos por PURL, en algun sentido, correspon-
de a la superclase de satisfacibilidad polinomial conjeturada por Gu,
Purdom, Franco y Wah [GPF97] y nuevamente sugerida por Franco y
Gelder [FGO3].

Mas alla de las clases de satisfacibilidad polinomiales bien conoci-
das, podemos encontrar algunas otras en la literatura especializada, la
mayor parte de las veces asociadas a problemas de decisién especificos.

Si bien es cierto que las instancias de algunos de los problemas po-
linomiales a los que nos hemos referido anteriormente, concretamente
EOSP y 2EOS pueden ser reducidas a instancias de la clase de satisfaci-
bilidad 2SAT, una de las clases de satisfacibilidad bien conocidas, no es
facil probar que esto sucede en otros casos, para otros problemas y otras
clases de satisfacibilidad polinomiales.

Veremos por ejemplo en este trabajo, que UC-4P-SAT constituye una
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subclase de 4SAT y EOSP una subclase de 3SAT, cuyas instancias no per-
tenecen a ninguna de las clases de satisfacibilidad polinomiales bien co-
nocidas, aunque ambos son problemas resolubles en tiempo polinomial.
Esta es una de las razones que nos lleva a formalizar la nueva clase de
satisfacibilidad polinomial PURL.

El SUDOKU es un popular rompecabezas que se volvié internacio-
nalmente conocido en 2005. Esta constituido por un conjunto de 9x9
células, formando 9 bloques de 3x3 células en cada bloc. Algunas de las
células contienen nimeros entre 1 y 9 en tanto que otras se encuentran
en blanco. Resolver un rompecabezas SUDOKU consiste en completar las
células en blanco con nimeros entre 1 y 9 de modo que cada linea, cada
columna y cada bloque (de 3x3 células) contenga todos los nimeros de
1 a 9. Ademas de esta caracterizacién, los rompecabezas publicados en
la literatura de entretenimiento poseen dos propiedades adicionales: (1)
cada rompecabezas tiene solucion tnica y (2) su resolucion puede ser
conseguida por inferencia directa sin necesidad de proceder por intento
y error para excluir posibles secuencias.

Lynce y Ouaknine [LO06] muestran dos formas para reducir las ins-
tancias del problema SUDOKU en las condiciones anteriores a instancias
SAT, designadas por codificacién minima y codificacion ampliada. La
primera esta formada por un minimo de clausulas que permite caracte-
rizar cada rompecabezas y la segunda codificacién incluye condiciones
redundantes respecto a la codificacion minima. Ademas de las clausu-
las unitarias, cada féormula contiene 8829 clausulas en la codificacién
minima y 11988, en la ampliada.

Considerando un conjunto de 24260 rompecabezas SUDOKU con ele-
vado grado de dificultad y utilizando exclusivamente esquemas de infe-
rencia, —propagacion unitaria (PropUnit) y propagacion unitaria com-
binada con failed literal rule (PropUnit+FLR)—, Lynce y Ouaknine com-
probaron que estos dos esquemas son maés eficientes para la codificacién
ampliada. PropUnit no resolvié ninguna férmula proposicional con la
codificacién minima y resolvié cerca del 1% de las formulas obtenidas
con la codificaciéon ampliada. Con el segundo esquema, PropUnit+FLR,
cerca de 47 % de las codificaciones minimas y 100 % de las codificaciones
ampliadas pudieron ser resueltos.

Estos resultados ilustran que la estrategia de reducciéon a instan-
cias SAT puede influir en la resolucién de los problemas mediante este
tipo de técnica. Ambas codificaciones fueron probadas con el algoritmo
ELIMINALITERALES(F) y ELIMINALITERALES(F, 2) y los resultados se
muestran al final del préximo capitulo, en la Seccién 2.5.

Para concluir observemos que el problema SUDOKU puede ser fa-
cilmente generalizado, considerando rompecabezas con n?xn? células y
que este problema es NP-completo [YS03]. Sin embargo, los rompecabe-
zas del problema SUDOKU generalizado que verifiquen las propiedades
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(1) y (2) antes referidas son resolubles en tiempo polinomial [LO06].

Se observé anteriormente que se conocen varias clases de satisfaci-
bilidad resolubles en tiempo polinomial, incluyendo las clases Horn y
2SAT. En el caso particular de estas dos, la resolucion de las respectivas
instancias puede ser efectuada en tiempo lineal respecto al tamaio de la
instancia utilizando el algoritmo de propagacion unitaria y consideran-
do algunas propiedades especificas. Para las instancias Horn, cada una
de las clausulas con dos o mas literales contiene un literal negado. Por
lo tanto, la atribucion de verdad conteniendo todos los literales negados
constituye un modelo para cualquier instancia Horn que no contenga
clausulas unitarias. Para una instancia 2SAT, la propagacién unitaria
de una cualquier instancia F con una atribuciéon de verdad parcial, 7,
(FU,7U) = PropUnit(F UU(T)), sigue siendo una instancia 2SAT. Se FU
no contiene la clausula nula, esta formula y la original son equisatisfa-
cibles.

Es conocida la existencia de formulas proposicionales que, aunque
no pertenecen a ninguna de las dos clases anteriores (Horn y 2SAT), to-
mando una atribucién de verdad 7, FU si es una instancia de Horn o
2SAT y por lo tanto resoluble en tiempo polinomial. Tomando esta idea
como punto de partida, Dalal y Etherington [DE92] definen una jerar-
quia de clases de satisfacibilidad Qy € Q; C --- C Q, C ... a partir de
las clases polinomiales 2SAT y Horn, que verifica las siguientes propie-
dades: Qy contiene a las clases polinomiales 2SAT y Horn y, para cada
clase 2,, las entradas pueden ser resueltas en tiempo O(mn"), déonde m
designa el namero de clausulas y n el nimero de variables de F.

Otras referencias sobre jerarquias de clases de satisfacibilidad pue-
den ser encontradas en los trabajos de Pretolani (1996) [pre96], y de
Gallo y Scutella (1988) [GS88].

§ 1.7.1. Otras clases de satisfacibilidad polinomiales.— Ademas
de las clases de satisfacibilidad polinomiales bien conocidas mostradas
en la Figura 1.17: Horn, renamable Horn, extended Horn, g-Horn, 2SAT,
CC-balanced, matched, SLUR y LinAut, hay otras referenciadas en la
bibliografia. De entre estas podemos destacar las clases QUAD [dal96],
CoE [WMO0Ob] y la clase que Benhamou [ben04] designé como S.

La clase de satisfacibilidad polinomial QUAD, esta formada por
las CNF-férmulas cuya satisfacibilidad puede ser resuelta en tiempo
O(n?k), dénde n corresponde al tamafio de la entrada y k el mayor niime-
ro de literales en una clausula. La idea base es substituir repetidamen-
te clausulas en la férmula por subcldusulas que pueden ser inferidas.
Una féormula pertenece a la clase QUAD si y sélo si durante este proce-
so se determina su satisfacibilidad o su no satisfacibilidad. Para inferir
subcldausulas y determinar la satisfacibilidad se utiliza un algoritmo li-
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neal llamado ROOT, que implementa propagaciéon unitaria. Dado que
para una clausula pueden ser inferidas varias subclausulas, este autor
adopta una ordenacién de las clausulas para determinar cudl de entre
las distintas clausulas debe substituir a la clausula original. QUAD de-
pende, por tanto, de la ordenaciéon adoptada. Las instancias de QUAD
pueden ser reconocidas en tiempo polinomial, O(n2k).

Aunque existen algunos parecidos entre QUAD y PURL, esta ultima
fue desarrollada independientemente de aquella (QUAD) y presenta va-
rias y notables diferencias. PURL contiene a todas las clases de satisfa-
cibilidad polinomiales bien conocidas en cuanto que QUAD no contiene
ni a g-Horn ni a renamable Horn como subclases [dal96]. Recordemos
que renamable Horn es subclase de SLUR y q-Horn de LinAut, por lo
que QUAD no contiene como subclase a ninguna de estas ultimas, SLUR
y LinAut.

CoE, cuyas instancias son conjunciones de equivalencias, es también
una clase de satisfacibilidad resoluble en tiempo polinomial [sch78]. Las
formulas CoE se conocen también como formulas XOR (OR exclusivo).
A pesar de ser resolubles en tiempo polinomial, para una instancia de
esta clase en forma normal conjuntiva, un algoritmo basado en reso-
lucién corre en tiempo exponencial [tse70]. En 2000, Warners y Maa-
reen [WMOOb] mostraron que una CNF-férmula doblemente equilibra-
da (doubly balanced formula) es equivalente a una formula CoE que se
puede resolver en tiempo polinomial. En el mismo trabajo, sus autores
resuelven el problema de reconocimiento de las instancias CoE en forma
normal conjuntiva.

En 2004, Benhamou [ben04] establece y desarrolla una relacion en-
tre el problema de SATISFACIBILIDAD PROPOSICIONAL (SAT) y los gra-
fos bipartitos. A partir de esta relacion, este autor presenta una clase
de satisfacibilidad resoluble en tiempo polinomial, que incluye la clase
r-r-SAT. Las instancias de r-s-SAT [tov84] son CNF-formulas cuyas ins-
tancias estan formadas por clausulas con r literales de modo que cada
variable aparece a lo maximo en s clausulas.

Queda como problema abierto establecer si existe alguna relacion
entre estas clases polinomiales.

1.8. Algoritmos polinomiales para problemas SAT

Dado que SAT es un problema NP-completo, sucede que no es conoci-
do ningun algoritmo determinista polinomial que lo resuelva (y que no
existe a menos que P=NP). En este contexto, la obtencion de algoritmos
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eficientes ha sido objetivo de muchos investigadores en este dominio.

Una de las primeras maquinas para la resolucion de un problema 16-
gico fue desarrollada por el 16gico y economista William Stanley Jevons
(1835-1882) que, en 1869, construyo el primer modelo de la Jevon’s Logic
Machine [jev90]. Este notable aparato fue el primero que permitia resol-
ver un problema l6gico mas rapidamente de lo que se podria resolver en
la época sin el uso de cualquier maquina. Jevons era un aficionado a
la l6gica booleana y su maquina era una mezcla de un abaco légico con
un piano (siendo incluso conocida como piano légico). Este artefacto, con
cerca de 1 metro de altura, consistia en un conjunto de teclas, palancasy
ruedas, unidas a letras que podian quedar visibles u ocultas. Cuando el
operador presionaba teclas representando operaciones légicas, la letra
apropiada aparecia revelando el resultado correcto!.

Sin embargo, es con el advenimiento del computador cuan-
do el tema adquiere amplio interés, especialmente en la década
de los 60 del siglo pasado. Algoritmos e implementaciones como
Davis—Putnam [DP60], DPLL [DLL62], diagramas binarios de deci-
sion [bry86], GSAT y WSAT [SLM92], Stalmarck [SS00], GRASP [SS96,
SS99], Chaff [MMZ01], SATO [ZS96, zha97] y Berkmin [GNO02] consti-
tuyen algunas de las metodologias de abordaje para la resolucion del
problema de satisfacibilidad.

A pesar de alguna desactualizacién (no en vano el trabajo tiene una
década en un campo de investigacién activo), Gu, Purdom, Franco y Wah
(1997) [GPF97] presenta un abordaje sistematico de los distintos tipos
de estrategias y algoritmos para el problema SAT. Este trabajo incluye
una seccion dedicada a las clases de satisfacibilidad polinomiales con
referencia a algunos algoritmos deterministas polinomiales para su re-
solucion.

Dedicamos la presente seccion a la presentacion de algoritmos de-
terministas polinomiales que permiten la resolucion de tres de las bien
conocidas clases polinomiales, 2SAT, SLUR y LinAut. La primera por el
interés que presenta en si misma y las otras dos por contener a todas
las demas clases polinomiales bien conocidas (v. Figura 1.17).

Directamente aplicados o bien desarrollados para la resoluciéon de
instancias de clases de satisfacibilidad polinomiales se pueden encon-
trar varios algoritmos y estrategias.

Para la clase 2SAT destacamos las aproximaciones al problema de
de Even, Itai y Shamir (1976) [EIS76], que involucra computacion pa-
ralela, las de Tarjan (1979) [APT79], Chandru et al. (1990) [CCH90] y
Pretolani [pre93], basados en distintas formas de grafos o hipergrafos,
y las de Dalal y Etherington (1992) [DE92] y Del Val (2000) [val00], que
exploran propiedades de clausulas y literales.

Thttp://www.rutherfordjournal.org/article010103.html
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El algoritmo SLUR (Single Lookahead Unit Resolution) fue desarro-
llado por Schlipf, Annexstein, Franco y Swaminathan (1995) con el ob-
jetivo de resolver las instancias de la clase extended Horn sin necesidad
de su reconocimiento previo, para lo cual no se conoce ningin algoritmo
polinomial [SAF95]. Este algoritmo vino a dar su nombre a la clase de
satisfacibilidad polinomial SLUR que contiene propiamente a las clases
Horn, renamable Horn, extended Horn y CC-Balanced [FG03]. Basada
en los conceptos de asignacién de autarquia y de autarquia lineal, la
clase LinAut asume especial interés pues no es comparable con la clase
SLUR [maa00] y entre ambas clases contienen todas a las demas clases
de satisfacibilidad polinomiales bien conocidas.

§ 1.8.1. Algoritmos para 2SAT.— La mayoria de los algoritmos uti-
lizados en la resolucion del problema 2SAT se basan en el concepto de
resolucion unitaria. Si existe una clausula unitaria, a su literal [ se le
atribuye el valor 1. Todas las clausulas que contengan este literal son
verdaderas y son eliminadas de la férmula proposicional. El literal com-
plementario [ se elimina de cada una de las clausulas que lo contenga.
El procedimiento se repite mientras exista alguna clausula unitaria. Si
durante el proceso el inico literal de una clausula unitaria fuese elimi-
nado, se obtiene una clausula nula que no es satisfacible por ninguna
atribucion de verdad y la formula proposicional no es satisfacible.

El algoritmo de propagaciéon unitaria, PROPUNIT que se presenta
a continuacién es una version adaptada de la propuesta por Dalal y
Etherington que admite una implementacion en tiempo lineal respecto
al tamario de la entrada, O(|F|) [DE92] (v. Algoritmo 1).

Algoritmo 1 PROPUNIT(F) (Propagacion Unitaria [DE92]).

Entrada: Formula proposicional F
Salida: Férmula proposicional F y una atribucién de verdad 7
T=10
while existan clausulas unitarias en 7 do
selecciona una cldusula unitaria C' = [[]
T=T1U{l}
5 F={CeF:1¢C}
F={C—l]:CecF}
if O € F then
F={0}
end if
10: end while
return (F,7)

Una implementacién mas eficiente suspende la operaciéon de sim-
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plificacién de las clausulas centrandose en la resolucion, operaciéon que
consiste en eliminar el complementario de un literal verdadero. En el
momento de eliminar un literal de una clausula, si esta contiene un li-
teral atribuido con el valor verdadero, entonces la clausula es eliminada
de la férmula; en caso contrario se efectia la resolucion. Una descrip-
cién detallada de esta implementacién puede consultarse en el trabajo
de Zhang y Stickel [ZS96].

Consideremos una formula proposicional 2SAT, F, sin clausulas uni-
tarias. Para un literal en una de sus clausulas, | € C, consideremos
(F',7) = PROPUNIT(F U {[l]}). Se verifica que F' & F, pues por lo
menos la cldusula C ha sido eliminada de la férmula inicial y F! no
contiene cldusulas unitarias. Si 7' no contiene la cldusula nula, F es
satisfacible si y sélo si F! es satisfacible, por lo que podemos repetir el
procedimiento. En el caso de que F! contenga la cldusula nula, se aplica
nuevamente el algoritmo de propagacion unitaria pero asumiendo que
el literal complementario [ es verdadero, (F2,7) = PROPUNIT(F U{[I]}).
La formula proposicional F no es satisfacible si y sélo si, en algin paso,
tanto F' como F? contienen la cldusula nula.

Para uno de los algoritmos mas eficientes para la resolucién de las
instancias de la clase 2SAT, recurriendo al algoritmo PROPUNIT, véase
el trabajo de Del Val (2000) [val00].

§ 1.8.2. Algoritmo para SLUR.— El algoritmo SLUR (v. Algoritmo 2),
que da el nombre a la clase homénima, fue desarrollado para la resolu-
cién de las entradas de una clase de satisfacibilidad que contenia (pro-
piamente) a las clases polinomiales extended Horn y CC-balanced. Uno
de los principales objetivos fue disefiar un algoritmo completo para las
férmulas de las clases referidas sin necesidad de identificar previamen-
te a que clase pertenecen cada una de las entradas. Esto es debido a que
no se conoce ningun algoritmo polinomial que efectie el reconocimiento
de las clausulas de la clase extended Horn.

El algoritmo se inicia ejecutando el algoritmo PROPUNIT y obtenien-
do asi una férmula sin clausulas unitarias. En el caso de que ésta con-
tenga la clausula nula, el algoritmo termina con el mensaje no satisfaci-
ble. Caso contrario, si la formula esta en SLUR, es satisfacible. En cada
iteracion, escogiendo arbitrariamente una variable v, la formula es re-
suelta con el literal afirmado, v, y con el literal negado, 7, utilizando el
algoritmo de propagaciéon unitaria. Si en ambas ramas se obtiene una
férmula con la clausula nula, el algoritmo termina con el mensaje desis-
to. En el caso de algun ramo falsifique la férmula, el algoritmo continta
con la formula obtenida en la otra rama. Si en ninguna de las ramas
la formula fuese falsificada, el algoritmo continua escogiendo arbitra-
riamente una de las ramas hasta que que no existan mas variables. De
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Algoritmo 2 SLUR(F) (Single Lookahead Unit Resolution [SAF95,
FGO03])).

Entrada: Férmula proposicional F
Salida: Asignacién de verdad 7 o una de las expresiones no satisfacible
o desisto
(F,7)=PROPUNIT(F)
if O € F then
return no satisfacible
else
5:  while F # () do
selecciona una variable v evar(F)
(F1, 7H)=PROPUNIT(F, {[v]})
(F2,72)=PROPUNIT(F, {[v]})
if 0 c FlyO e F? then
10: return desisto
else
if 0 ¢ F! then
(F,n=(F%,rUT?
else if O ¢ 72 then
15: (F,r)=(F,rurh
else
escoge arbitrariamente una de las dos opciones:
1. (F,n)=(F,rurh)
2. (F,n)=(F?,tut?
20: end if
end if
end while
end if
return 7

este modo, en cada paso, se amplia la atribucién de verdad, obteniéndo-
se un modelo para la formula proposicional.

El algoritmo SLUR se ejecuta en tiempo lineal si se sigue la modifica-
cién propuesta por Truemper (1998) [tru98], que consiste en efectuar la
propagacion unitaria para las dos ramas en simultaneo, abandonando
una de las ramas si la otra termina sin producir la clausula nula.

El problema del reconocimiento de las instancias de la clase SLUR es-
ta por resolver. Recuérdese que una instancia pertenece a la clase SLUR
si, para toda la secuencia de variables el algoritmo SLUR nunca termina
con el mensaje desisto.

Sin embargo, este algoritmo puede ser aplicado a cualquier formula
proposicional, independientemente de si pertenece o no a la clase. Asi, si
la respuesta devuelta es el mensaje no satisfacible la formula pertenece
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a SLUR y, si la respuesta es el mensaje desisto, la formula no pertenece
a SLUR. En caso contrario, la formula es satisfacible, pero no se sabe si
es 0 no una instancia de esta clase.

§ 1.8.3. Algoritmo para LinAut.— Dada una férmula proposicional
F y su matriz clausula-variable, M, se dice que F admite una autarquia
lineal x € Q" si

(1.3)
x #£ 0
Si existe una autarquia lineal, x € Q", existe también una asig-
nacién de autarquia T de modo que v; € 7 si sgn(z;) = 1y v; € 7 si
sgn(zj) = —1.
Para una clausula afectada por la atribuciéon 7 existe una variable
x; # 0 tal que que M; ; # 0. Como

ZMi,jxj == Z M@jl’j 2 0
J

Jsx;#0

{MXZO

no todos los sumandos pueden ser negativos. Por lo que, para algin
J, sgn(zj) = M;;, y por lo tanto, la clausula C; es verdadera para la
atribucién (parcial) 7.

Dado que todas las clausulas de F afectadas por la atribucién 7 son
verdaderas (para esta atribucion parcial), eliminandolas, se obtiene una
subférmula 7! C F, definida sobre las variables para las cuales x; = 0.
En estas condiciones, una autarquia lineal, induce una descomposicién
no trivial de la formula proposicional involucrada. Por otro lado, F es
satisfacible si y sélo si F! es satisfacible.

Utilizando algoritmos de programacién lineal es posible determinar
si existen o no autarquias lineales y calcularlas, en su caso.

Una férmula proposicional sin clausulas unitarias, F, se denomina
que pertenece a la clase de satisfacibilidad polinomial LinAut si aplican-
do sucesivamente la descomposicién inducida por las autarquias linea-
les, se obtiene o una subférmula vacia o una subférmula 2SAT. En el pri-
mer caso F es satisfacible y en el segundo no satisfacible [kul00, maa00].



CAPiTULO 2

PURL

En el capitulo anterior citamos algunas de las clases polinomiales
de satisfacibilidad conocidas. De hecho, se citaron las que Franco y Gel-
der designaron como bien conocidas (well-known). Entre éstas, debemos
destacar 2SAT, la paradigmatica clase polinomial de satisfacibilidad,
SLUR y LinAut. Estas dos ultimas, no comparables entre si, en conjunto
contienen todas las demas clases polinomiales de satisfacibilidad bien
conocidas (v. Figura 1.17). Las instancias 2SAT son facilmente reconoci-
bles, pues cada una de sus clausulas contiene como mucho dos literales.
El reconocimiento de las instancias LinAut se hace mediante un algo-
ritmo polinomial, a partir de las propiedades del espacio de soluciones.
Las instancias SLUR se caracterizan a partir del comportamiento de un
algoritmo con una componente no determinista y no se conoce ningin
algoritmo que en tiempo polinomial reconozca su pertenencia a SLUR.

Explorando la existencia de bloqueos locales en la satisfacibilidad de
algunas féormulas proposicionales y basandonos en el (nuevo) concepto
de literal eliminable, desarrollaremos una nueva clase de satisfacibili-
dad polinomial que designaremos por PURL (PropUnit Removable Li-
teral) y que presentaremos en este capitulo. Para la resolucién de sus
instancias se desarrolla el algoritmo ELIMINALITERALES, el cual per-
mite identificar y excluir cierto tipo de literales eliminables de cada una
de las clausulas en tiempo polinomial.

La identificacién de la clase PURL fue consecuencia de los trabajos
desarrollados para la resolucién del problema de emparejamiento orto-
gonal simple en el cilindro (EOSC) y en el toro (EOST). Reduciendo el
problema geométrico EOSC al problema de satisfacibilidad, se obtiene
una clase de férmulas proposicionales, EOSC-SAT, que constituye una
de las subclases de 2PURL.

43
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Intentando relacionar la nueva clase de satisfacibilidad que se pro-
pone con las clases conocidas anteriormente, se constata que cada una
de las clases polinomiales de satisfacibilidad bien conocidas son subcla-
ses de PURL. Queda abierto el problema de determinar si PURL podria
ser la superclase de satisfacibilidad polinomial conjeturada por Gu, Pur-
dom, Franco y Wah [GPF97] y por Franco y Gelder [FGO03].

2.1. Definiciones

§ 2.1.1. Literal eliminable.— Un literal, en una clausula de una f6r-
mula proposicional dada, es eliminable si puede ser excluido sin alterar
el espacio de soluciones de satisfacibilidad (modelos) de la formula. Pero
antes de precisar el concepto, comencemos por establecer algunas defi-
niciones previas necesarias.

Dada una férmula proposicional F, para cada clausula C' € F deno-
tamos 77(C) al conjunto de las atribuciones de verdad para las cuales
un literal de C tiene el valor verdadero y los restantes literales de C
tienen valor falso. Siendo [ un literal de la clausula C, 71 (I, C) designa
el subconjunto de las atribuciones de verdad de 7 (C) para las cuales el
literal [ es verdadero.

El conjunto 7i(l,C) constituye una variante de la definicién de 1-
vecindad de una atribucion de verdad propuesta por Goldberg [gol02,
gol05]. En estos trabajos, el autor desarrolla el concepto de subconjunto
de atribuciones estable (SAE) y un algoritmo no determinista polinomial
para determinar la existencia de un SAE. Para una férmula proposicio-
nal, la existencia de un SAE equivale a la no satisfacibilidad de esa
férmula.

Una féormula proposicional satisfacible, que no sea una tautologia,
admite como solucién una atribucion de verdad perteneciente a uno de
los conjuntos 7 (I, C), para una de sus clausulas, conforme se sigue del
siguiente resultado debido a Goldberg.

Teorema 2.1 ([gol02]). Sea F una formula proposicional satisfacible.
Si F no es una tautologia, entonces existe una cldusula C € F y una
atribucion de verdad T € T1 (1, C), para algin literal | € C, tal que F (1) =
1.

De ahora en adelante, y siempre que nada se refiera en contrario,
consideraremos que cada una de las formulas proposicionales en el texto
no constituye una tautologia.
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Dada una férmula proposicional F, si para un literal [ € C' ninguna
de las atribuciones del conjunto 7'(I, C) satisface F, entonces cualquier
modelo de F contiene algun literal de C distinto de /. Por tanto, para
este modelo la clausula C' — [I] es verdadera. Lo que motiva la siguiente
definicion de literal eliminable.

Definicion 2.1. Dada una férmula proposicional 7 y una de sus clau-
sulas C, diremos que el literal [ € C es eliminable si, para cualquiera de
las atribuciones de verdad 7 € T (I, C), F(7) = 0.

Excluyendo este literal de la correspondiente clausula, C, se obtiene
una nueva férmula proposicional, ' = (F — {C}) U {C'}, dénde C' =
C — [l]. De acuerdo al siguiente resultado, las férmulas proposicionales,
Fy F son légicamente equivalentes.

Teorema 2.2. Sean F una férmula proposicional, C € F una cldusula
y | € C un literal eliminable. Entonces F = (F — C) U ({C — [I]}) es
logicamente equivalente a F.

Demostracién. Dado que dos formulas son l6gicamente equivalentes si
tienen los mismos modelos, comencemos por suponer que 7 es un modelo
para la férmula simplificada, F (1) = 1. Como F y F coinciden en todas
las clausulas excepto en la cladusula C, F —C' = F — Cy C' C C, todas
las clausulas de F son satisfechas por la atribucién 7, F(7) = 1, por lo
que 7 es también un modelo de F.

Reciprocamente, supongamos que F(7) = 1y, por reduccién al ab-
surdo, que F (1) = 0. Entonces, todos los literales de la clausula C’ son
necesariamente falsos y [ € C es un literal verdadero para la atribucién
7. Por lo que 7 € T1(I,C) y F(7) = 1, lo que esta en contradiccién con la
hipétesis de que | € C sea un literal eliminable (I € C es eliminable si
para cualquiera asignaciéon 7 € T'(I,C), F(7) = 0). O

La relacion légicamente equivalente entre férmulas proposicionales
constituye una relacién de equivalencia pues es reflexiva, simétrica y
transitiva. Por lo que excluyendo cada uno de los literales eliminables
se obtiene una formula proposicional l6gicamente equivalente a la pri-
mera. En el caso de que F no sea satisfacible, todos los literales son
eliminables por lo que esta férmula proposicional es légicamente equi-
valente a la formula con la cldusula nula, 7 = {O}.

En el caso particular de la clase 2SAT, a partir de cualquiera
de los algoritmos deterministas polinomiales utilizados en su resolu-
cion [DE92, val00], para cada instancia es posible encontrar una férmu-
la proposicional légicamente equivalente en tiempo polinomial, detec-
tando y eliminando cada uno de los literales eliminables. Por lo tanto,
para una clausula [u,v] € F, el literal u es eliminable si y sélo si la
formula proposicional F U {[u], [7]} no es satisfacible.
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En cambio, para una formula proposicional 3SAT, determinar si cada
uno de los literales de sus clausulas es eliminable equivale a determinar
su no satisfacibilidad. Por lo que, como el problema de satisfacibilidad
de la clase 3SAT es intratable (i.e. estd en NP) entonces saber si una
clausula contiene literales eliminables es igualmente un problema in-
tratable.

Literal p-eliminable

Es un hecho conocido que la no satisfacibilidad de las férmulas pro-
posicionales puede ser obtenida, en algunos casos, a partir de procedi-
mientos de busqueda local. El concepto de literal p-eliminable, que se
define a continuacion, permite identificar algunas formas de literales
eliminables locales, en tiempo polinomial.

Considerando una clausula proposicional no nula C € F y uno de
sus literales | € C, denotamos C = Flip(C, 1) a la clausula que contiene
los mismos literales que C sustituyendo el literal [ por el negado . Por
ejemplo, siendo C = [I, z,y], Flip(C,1) = [I, z,y].

Teniendo presente que una clausula C es una consecuencia légica de
una férmula proposicional F (F = C) si todo modelo de F es también
un modelo de C, podemos enunciar el siguiente resultado:

Lema 2.3. Dada una formula proposicional F y un literal de una de sus
cldusulas, | € C, este literal es eliminable si y solo si Flip(C,l) es una
consecuencia légica de F.

Demostracion. Si suponemos que | € C es un literal eliminable enton-
ces, por definicion, F(7) = 0, para cualquier atribucion = € T3 (l,C). Si
7! es un modelo para F, entonces F(7!) = 1y, en particular, C(7!) = 1.
Por tanto, existe un literal u € C — [I] verdadero para la atribucién 7'y,
por lo tanto, como u € Flip(C,1), Flip(C,1)(7!) = 1, por lo que la clausula
Cy = Flip(C,1) es una consecuencia légica de F.

A la inversa, si admitimos que C; = Flip(C,l) es una consecuencia
légica de F. Sea 7 € Ti(l,C) una atribucién de verdad. Por lo tanto,
| € 7y por cada literal u € C' — [I], su complementario pertenece a 7
(C —[l] € 7). Pero en estas condiciones, la clausula Flip(C,!l) es falsa
para la atribucion 7 y, como Flip(C,[) es una consecuencia légica de F,
F(r) = 0. Lo que permite concluir que el literal I € C es un literal

eliminable. O

Para facilitar la notacién, denotaremos C al conjunto formado por
los complementarios de los literales de C. Por ejemplo, para la clausula
C = [z,y,w] se tiene C = {7, 7y, w}.

Para una clausula C' € F, si la clausula Flip(C,l) es una conse-
cuencia légica de F, entonces cualquier atribucién de verdad 7 que
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contenga el conjunto de literales Flip(C,[) falsifica la férmula F, i.e.
F(7) = 0. Por lo que, si la propagacion unitaria de la atribucién de ver-
dad 7 = Flip(C,l) falsifica F, la clausula Flip(C,!) es una consecuencia
légica de F y, usando el lema anterior, [ € C es un literal eliminable.

A modo de ejemplo consideremos la formula proposicional, en la cual
las variables (y sus correspondientes literales) son representadas por
los respectivos indices, como es tradicional en la literatura. La negacién
del literal es representada por el signo menos (—).

F= {[1,2,—4],[-1,2,4],[2, -3, —4],[-2,3, —4],
[1,2,6],[-1,2,—6],[2, =5, —6], [-2, 5, —6], (2.1)
[3,4,6],[-3,4, —6], [4,5, —6], [~4, —5, —6]}

Considerando la clausula [1,2, —4] € F, se comprueba facilmente que
la atribucién de verdad obtenida por propagaciéon unitaria de la atribu-
cion (parcial) Flip([1,2,—4],—4) = {—4,—1,—2} falsifica la formula F.
Por lo tanto, el literal —4 € [1,2, —4] es eliminable. Lo que implica que la
clausula [1,2, —4] puede ser substituida por la clausula [1, 2], obtenién-
dose asi una férmula proposicional l6gicamente equivalente.

Repitiendo el procedimiento para cada una de las cldusulas y litera-
les sucesivos de F se obtiene la férmula F¥, 16gicamente equivalente a
F.

FE = {[1,2],[2,4],]2,-3],[-2,3, —4],
[1,2],[2,—6],[2,—6],[5, —6], (2.2)
[3,4,6],[—3,—6], [5, —6], [—4, —6]}

Es evidente que no todos los literales eliminables pueden ser identifi-
cados segun el proceso ilustrado por el ejemplo anterior, el cual presenta
como una de sus ventajas principales la simplicidad. I.e., la sistemati-
ca aplicacién de este proceso constituye un procedimiento incompleto
para la determinacién de los literales eliminables. Los literales elimi-
nables que puedan ser determinados por este proceso son denominados
literales p-eliminables y su identificaciéon puede ser realizada en tiempo
polinomial utilizando propagacion unitaria.

Por compatibilidad con las entradas del algoritmo de propagacion
unitaria, definimos el operador U/ aplicado a un conjunto de literales o
a una atribucién de verdad de forma que devuelve una férmula propo-
sicional con todas las clausulas unitarias conteniendo cada una de ellas
uno de los literales de la referida atribucién. Por ejemplo U({l1,l5}) =
{[l1], [I2]}. Usando este operador podemos definir formalmente el concep-
to de literal p-eliminable:

Definicidon 2.2. Sea F una férmula proposicional y C' una de sus clausu-
las. El literal | € C se llama p-eliminable si el algoritmo de propagacion
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unitaria aplicado a FUU(Flip(C,1)) devuelve una férmula proposicional
que contiene la clausula nula.

Es una afirmacién obvia que un literal p-eliminable es eliminable,
por lo que que excluyendo cada uno de los literales p-eliminables de las
respectivas clausulas se obtiene una férmula proposicional 16gicamen-
te equivalente. Dado que, con la implementacién de Dalal y Ethering-
ton [DE92], el algoritmo PROPUNIT corre en tiempo lineal respecto al
tamario de la férmula | 7|, para una clausula dada es posible determinar
si un de sus literales es p-eliminable en tiempo lineal O(|F|) y eliminar-
lo en tiempo constante.

Consideremos otro ejemplo, la siguiente férmula proposicional:

f — {[lla l2]7 [127 l37 14]7 [127E7 l4]a [ZQa 1375}3 [l2agya]}

El literal I3 € [l2,13,14] es p-eliminable (en F) y excluyéndolo se obtiene
la formula proposicional l6gicamente equivalente

]:/ = {[lla 12]7 [l27 l4]7 [127E7 14]7 [l27 13,@, [l27E7 H]}

Fijémonos que el literal I; € [l;,l3] que no era p-eliminable en F
es ahora p-eliminable en F . Literales en estas condiciones son deno-
minados literales p-eliminables ocultos. Para detectar y excluir literales
p-eliminables (incluyendo los que llamamos p-eliminables ocultos) se ha
elaborado el algoritmo ELIMINALITERALES(F) (v. Algoritmo 3).

Algoritmo 3 ELIMINALITERALES(F)

Entrada: Formula proposicional F (sin clausula nula)
Salida: Férmula sin literales p-eliminables, F
repeat
remlit free = true
for all C € 7 do
forall/ € C do
5: (F',7") = PROPUNIT(F UU(Flip(C,1)))
if 0 € 7 then
F=(F-{C}HU{C —1l]}), remlitfree = false
end if
if 0 € 7 then
10: F={0O}
end if
end for
end for
until 7 = {0} OR remilit free = true
15: return (F)
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La busqueda de literales eliminables se hace de una forma se-
cuencial para cada una de las clausulas C1,Cy,---,C,, de F. En ca-
da clausula, se determina la propagacién unitaria de cada atribucién
Flip(C;,l;;) en F para cada literal /;; € C;. Si l;; es un literal p-
eliminable, se actualiza la clausula eliminandolo (C; = C; — [I; j]). Na-
turalmente, esto implica una actualizacion de la férmula proposicional,
ie. F = (F - {CHUUC ]},

El algoritmo finaliza cuando se obtiene una clausula nula o una
formula proposicional légicamente equivalente a F sin literales p-
eliminables.

Si consideramos que el algoritmo de propagaciéon unitaria PROPU-
NIT se ejecuta en tiempo lineal respecto al tamario de la formula propo-
sicional, O(|F|), se tiene que en el caso de que no exista ningun literal
p-eliminable el algoritmo corre en tiempo cuadratico O(|.F|?). El peor ca-
S0 es que se elimine un dnico literal en cada iteracion sobre las clausulas
y literales de F y entonces, el algoritmo tiene complejidad O(|.F|?).

Lema 2.4. Para una CNF-formula proposicional F, el algoritmo
ELIMINALITERALES(F) corre en tiempo cubico relativamente al tamanio
de la férmula, O(|F|?), en peor caso.

El algoritmo ELIMINALITERALES(F) es sensible a las entradas pues
la ordenacién de los literales y clausulas de una férmula proposicional
puede influenciar el resultado. Para ilustrar esta afirmacién considere-
mos la férmula proposicional:

f:{[1,2,3],[2,4],[3,1],[1,5],[5,5]} (2.3)

Como se comprueba facilmente, los literales 1 € [1,2,3] y 2 € [1,2,3]
son ambos p-eliminables en F. Sin embargo, dependiendo del orden de
eliminacién, podemos obtener dos férmulas proposicionales distintas F!
o F2:
Fl= {[2,3], [274]7 [371]7 [175
F = {[173]’ [274]7 [371]7 [175]>

b
[

Cada una de las férmulas, F' y F2, es l6gicamente equivalente a F
y, por lo tanto, légicamente equivalente a la otra. Esta situacion solo
puede ocurrir se existe una clausula con dos literales p-eliminables. El
siguiente resultado muestra que un literal [ € C p-eliminable en F es
también p-eliminable en las férmulas F' obtenidas de F excluyendo
sucesivamente literales p-eliminables de otras clausulas, siempre que
la clausula C no sea modificada.

I (2.4a)
. (2.4b)

2.5
2,5

9

Lema 2.5. Consideremos una cldusula C € F y sea F¥ una formu-
la légicamente equivalente a F obtenida por exclusion de literales p-
eliminables. Si la misma cldusula pertenece también a FZ, C € FF,y
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[ € C es un literal p-eliminable en F, entonces | es también p-eliminable
en FE.

Demostracién. Sea t° = Flip(C, 1) y consideremos la propagacién unita-
ria de esta atribucién de verdad en F y en F¥, (F!,71) = PROPUNIT(FU
U®) y (F2,72) = PROPUNIT(FF ul(70)), respectivamente.

Para que algtn literal sea afadido a la asignacién 7°, por propaga-
cién unitaria de U (7°), es condicién necesaria y suficiente que exista
una clausula D € F y un literal © € D tal que el complementario de
cada uno de los literales de D — [u] pertenezca a 7°, i.e., D — [u] C 7°.
Sea 70! = 7% U {u}. Entonces, designando por D a la cldusula de F¥
correspondiente a D, D' c D. Por lo tanto, como D' — [u] C 7°, o bien
sucede que v € D'y en la propagacién de F¥ UU(r0) y 702 = 70 U {u}
o bien que u ¢ D'y, en este caso, el literal [ € C' es p-eliminable en F~.
Supongamos que este ultimo caso no ocurre.

Repitiendo el argumento anterior, siempre que se afiade un literal a
la asignacién 7%!, lo mismo literal de afiade a 792, por tanto %! c 702,

Como, en algun paso, existe una cldusula £ € F con todos sus li-
terales falsos para la asignacién 79!, para la cldusula E' € FE, co-
rrespondiente a F se verifica la inclusién E' c E y, por lo tanto,
E' c E c 7% ¢ 792 ¢ 72. Se concluye, por tanto, que el literal I € C es
p-eliminable en F¥. O

El algoritmo ELIMINALITERALES(F) presentado es susceptible de
incorporar algunas mejoras de eficiencia. En particular, antes de iniciar
el procedimiento para detectar literales p-eliminables y siempre que por
eliminacion de literales se obtenga una clausula unitaria, el algoritmo
de propagacién unitaria puede ser invocado para simplificacién de la for-
mula. Cada vez que el algoritmo de propagacién unitaria es ejecutado
(en la linea 5), si la férmula retornada F no contiene la clausula nula y
F  Flas férmulas F y F son equisatisfacibles, por lo que el procesa-
miento puede proseguir con la férmula proposicional F . Naturalmente
que el resultado obtenido, (F ')E es una férmula equisatisfacible con la
instancia de entrada.

Sin embargo, la ganancia principal consiste en que, para una misma
clausula C y un literal [ € C, se evita ejecutar repetidas veces el algo-
ritmo de propagacion unitaria. Estudiaremos méas detenidamente esta
mejora en la Seccién 2.7, al final del presente capitulo, dénde presenta-
remos una algoritmo que permite, en muchos casos, detectar y eliminar
literales p-eliminables en tiempo cuadratico.

§ 2.1.2. PURL, una nueva clase de satisfacibilidad polinomial .—
A partir del concepto de literal p-eliminable definimos a continuacion
una nueva clase de satisfacibilidad polinomial que designamos por PURL
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(PropUnit Removable Literal). Su definicion se hace en términos de un
algoritmo polinomial incompleto que permite determinar la no satisfa-
cibilidad. En general, determinar si una instancia pertenece a PURL o
no es un problema abierto.

Como se ha referido anteriormente, se conocen varias clases de sa-
tisfacibilidad resolubles por algoritmos deterministas polinomiales. Al-
gunas de estas clases se caracterizan a partir de ciertas propiedades o
caracteristicas sintacticas de sus clausulas, e.g. 2SAT y Horn; otras a
partir de propiedades del correspondiente espacio de soluciones, LinAut
y otras mediante el comportamiento de un algoritmo, SLUR.

En este sentido, la definicién que se propone para la clase de satis-
facibilidad PURL es diferente, pues su caracterizacion se hace a partir
a partir de sus subclases (propias) y del algoritmo polinomial ELIMI-
NALITERALES(F) que permite la identificacion y exclusion de literales
p-eliminables de la formula proposicional.

Definicion 2.3. Sea ) una clase de formulas proposicionales. 2 es una
subclase de PURL si y sélo si para cada formula proposicional F € 2, no
satisfacible, 7 = ELIMINALITERALES(F) contiene la cldusula nula,
para cualquiera ordenacién de sus clausulas y literales.

Como primera consecuencia de la definicién tenemos que si 2 es una
subclase de PURL, entonces cualquier instancia F de {2 tal que su formu-
la l6gicamente equivalente sin literales p-eliminables (%) no contenga
la clausula nula es satisfacible.

Para comprender mejor la definicién de la clase PURL, merece la
pena destacar que ésta surge en un determinado contexto, que es la
necesidad de obtener un instrumento para la resolucién de problemas
geométricos, especificamente el problema de emparejamiento ortogonal
en el cilindro, el cual estudiaremos posteriormente con mas detalle. La
estrategia adoptada para la resolucién de este tipo de problemas geo-
métricos pasa por reducir sus entradas al problema de satisfacibilidad y
demostrar que, para el algoritmo ELIMINALITERALES(F), la familia de
formulas proposicionales, que representa a las entradas del problema
geométrico, posee la propiedad referida en la definicién, constituyendo,
por tanto, una subclase de PURL.

La clase de férmulas proposicionales UC-4P-SAT, asociada al proble-
ma de etiquetado de puntos alineados UC-4P, constituye un ejemplo de
una subclase de PURL (v. Capitulo 3). Y la clase de férmulas EOSC-SAT,
asociada al problema de EMPAREJAMIENTO ORTOGONAL SIMPLE EN EL
CILINDRO, una subclase de 2PURL, clase que sera definida posterior-
mente en el Capitulo 4.

Si comparamos la clase PURL, ahora propuesta, con las otras clases
de satisfacibilidad polinomiales bien conocidas concluiremos mas ade-
lante en este mismo capitulo que cada una de ellas constituye una sub-
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clase de PURL. Por lo tanto, esta nueva clase es una extensiéon de las
clases de satisfacibilidad polinomiales bien conocidas.

Considerando la definicién de PURL, cada una de sus instancias pue-
de ser resuelta por un algoritmo polinomial de deteccion y exclusion de
literales p-eliminables, por lo que podemos enunciar el siguiente resul-
tado:

Teorema 2.6. PURL es una clase de satisfacibilidad polinomial.

Demostracién. Sea F una instancia de PURL. Entonces, por definicion,
F es una instancia de una subclase 2 de PURL (v. Definiciéon 2.3). Con-
sideremos en seguida la férmula proposicional F¥, légicamente equiva-
lente a F, devuelta por el algoritmo polinomial ELIMINALITERALES(F)
(v. Lema 2.4). Como F € Q, si F no es satisfacible, entonces FZ contiene
la clausula nula, independientemente de la ordenacién de la ordenacion
de sus clausulas e literales (v. Definicién 2.3). Por lo tanto, la satisfaci-
bilidad de F es determinada en tiempo polinomial. O

22. __ PurLYylas clases de satisfacibilidad
polinomiales bien conocidas

En la seccién anterior definimos la nueva clase de satisfacibilidad
PURL, cuyas instancias pueden ser resueltas en tiempo polinomial. Al
tratarse de una clase nueva, es importante estudiar su relacién con
otras clases polinomiales conocidas. A este efecto, consideraremos las
clases que Franco y van Gelder (2003) designaron como bien conoci-
das, las cuales estan mostradas en la Figura 1.17. Recordemos que,
conforme a lo indicado en esta figura, SLUR y LinAut constituyen dos
clases incomparables que, en conjunto, contienen a todas las demaés
[FGO03, maa00].

En la presente seccién mostraremos que tanto SLUR como LinAut
son subclases de PURL. Como consecuencia de este hecho, y atendiendo
a que estas dos clases contienen todas a las demas, podemos concluir
que PURL constituye una extension que contiene a todas a las clases po-
linomiales bien conocidas (v. Figura 2.1), planteandose de modo natural
la cuestion de saber si corresponde a la superclase polinomial conjetu-
rada por Gu, Purdom, Franco y Wah [GPF97].

Como resultado auxiliar y debido al interés que posee la demostra-
cion del resultado, probaremos que 2SAT es una subclase de PURL antes
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Figura 2.1: Clases polinomiales bien conocidas y su relacion de inclusién
con PURL.

de comprobar que tanto SLUR como LinAut son subclases propias de
PURL.

2SAT es subclase de PURL

Sea F una instancia 2SAT y F” = ELIMINALITERALES(F) una for-
mula légicamente equivalente sin literales p-eliminables. Si O € FF,
sabemos que F no es satisfacible. Reciprocamente, si suponemos que
F no es satisfacible, mostraremos a continuacién que O € F¥, lo que
nos permite concluir, de acuerdo a la Definicién 2.3, que 2SAT es una
subclase de PURL.

Para empezar, obtengamos el siguiente resultado previo:

Lema 2.7. Sean F una féormula proposicional 2SAT y C una suya
cldusula. Para cada literal | € C, la propagacién unitaria (F',7) =
PROPUNIT(F U {[l]}) devuelve una formula proposicional que contiene
la cldusula nula, O € F! o una subférmula propia, F' C F.

Demostracion. Una clausula con dos literales al ser modificada se con-
vierte necesariamente o en una cldusula unitaria o en una clausula nu-
la. Como la férmula devuelta por el algoritmo de propagacién unitaria
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no contiene cldusulas unitarias y la cldusula C no pertenece a F', se da
una de las dos condiciones, 0 € F' o F! C F. O

En las condiciones del resultado anterior, si O ¢ F', las férmulas
proposicionales F y F! son equisatisfacibles, i.e. la condicién F = F! es
una tautologia.

Considerando una instancia 2SAT no satisfacible F, existe una sub-
férmula, F° C F, no satisfacible minimal respecto al nimero de clau-
sulas. Por lo tanto, para cualquiera de sus clausulas, C € F° (no nula),
todos sus literales son p-eliminables. Siendo (F!,7) = PROPUNIT(F" U
U(Flip(C,1))), se tiene por el resultado anterior (v. Lema 2.7) que O €
F'. En el caso contrario, ' C F° seria satisfacible, pues cualquier sub-
férmula propia de 7V es satisfacible, por hipétesis. Excluyendo el literal
[ € C, C—|[l] es una clausula unitaria, por lo que la propagacién unitaria
de la formula proposicional obtenida substituyendo la clatisula C' por la
clausula C' — [I] no seria satisfacible. Por lo tanto, el unico literal C' — [/]
es también p-eliminable. Se deduce de esto el siguiente teorema:

Teorema 2.8. 2SAT es una subclase de PURL.

Sea F una instancia SAT. Considerando la formula légicamente equi-
valente FF sin literales p-eliminables devuelta por el algoritmo ELIMI-
NALITERALES, sabemos que si esta férmula contiene la clausula nula, la
féormula original no es satisfacible. Por otro lado, segun el Teorema 2.8,
una instancia 2SAT F¥ sin literales p-eliminables es satisfacible. Este
hecho permite definir la siguiente clase de satisfacibilidad proposicional
®,, subclase de PURL.

Definicién 2.4. Sea F wuna férmula proposicional y FF =
ELIMINALITERALES(F). Si, para cualquiera ordenacién de las cldusu-
las y literales de F, FF es

1. una instancia 2SAT o

2. una instancia kSAT para la que existe una clausula C' y un literal
I € C tal que PROPUNIT(FF UU(Flip(C,1))) es una instancia 2SAT,

diremos que F es una instancia de la clase de satisfacibilidad proposi-
cional ®,.

Noétese que la formula proposicional {0} es una instancia 2SAT pues
el nimero de literales en cada clausula es inferior a 3.

Lema 2.9. La clase de satisfacibilidad ®, es una subclase de PURL.

Demostracién. Sea F una instancia de ®,. Entonces, para cualquie-
ra ordenacién de cldusulas y literales de F, la férmula FF =
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ELIMINALITERALES(F) es una instancia en las condiciones (1) o (2) de
la Definicion 2.4.

F no es satisfacible si y sélo si ¥ contiene la clausula nula. Si no
fuera asi F¥ contendria una subférmula 2SAT no satisfacible, sin lite-
rales p-eliminables y sin la clausula nula. Lo que contradiria el Teore-
ma 2.8 O

Segun la Definicion 2.4, la féormula proposicional (2.1) es una instan-
cia de ®,, y por lo tanto de PURL (v. la correspondiente férmula propo-
sicional sin literales p-eliminables (2.2), que en este caso no depende de
la ordenacion de sus clausulas y literales).

§ 2.2.1. SLUR es subclase de PURL.— Recordemos que una férmula
proposicional pertenece a la clase SLUR si para cualquiera secuencia de
variables el algoritmo SLUR (v. Algoritmo 2) no finaliza con el mensaje
desisto.

Consideremos una instancia 7 de SLUR. F no es satisfacible si y
solo si en la linea 1 del algoritmo SLUR (v. Algoritmo 2) la férmula
(F',7) = PROPUNIT(F) contiene la clausula nula. O sea, la entrada
contiene una clausula unitaria cuyo unico literal es p-eliminable. Por
tanto, F no es satisfacible si y sélo si 7¥ = ELIMINALITERALES(F)
contiene la clausula nula, por lo que:

Teorema 2.10. SLUR es una subclase propia de la clase polinomial
PURL.

Para completar el resultado anterior, probaremos que la clase SLUR
esta propiamente contenida en PURL. Para ello consideremos considere-
mos la siguiente formula proposicional 3SAT:

F= {[1,2,-4],[- 124],[2, -3, —4],[-2,3,—4],
[1,2,6],[-1,2,—6],[2,5,—6],[—2,—5,—6],
[17278] [ ]7[27 7 ] [ 2777 _8]7
[1,2,-10], [ 1,2,10], [2, —-10],[-2,9,-10],
[3,4,6],[-3,4,—6],[4,—5, 6] [—4,5, —6], 2.5)
[3,4, 8],[—3,4, 8] ,[4, -7, 8] [—4,7,-8],
[3,4,10],[-3,4,—-10],[4,9,—10], [-4, -9, —10],
,6,—8],[— 568],[6,7 8] [-6,—-7,-8],
]

[5,6
[5,6,—10],[-5,6,10],[6, —-10],[-6,9,—10],
7,8, 10],[—7,8,— 0],[8, —9,— 0],[-8,9,—10]}
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Obsérvese que en la linea 8 del algoritmo SLUR (v. Algoritmo 2) se
efectia una eleccién arbitraria para cada variable v, tomando la f6rmu-
la proposicional resuelta con cada uno de los dos literales v y ©. Ob-
sérvese también que una féormula proposicional pertenece a la clase de
satisfacibilidad polinomial SLUR si para todas las posibles secuencias de
variables, el algoritmo no devuelve desisto como respuesta.

Si comenzamos por la variable vy en la formula (2.5), representa-
da por su respectivo indice, la propagacién unitaria de cada una de las
atribuciones {10} y {—10} no produce la clausula nula. Sin embargo,
en la eleccion arbitraria (v. linea 8 del Algoritmo 2) tomando la férmu-
la proposicional obtenida por propagacién unitaria del literal afirmado,
el algoritmo finaliza con el mensaje desisto. Por lo tanto, esta férmula
proposicional no es una instancia de SLUR.

Excluyendo los literales p-eliminables en la formula (2.5) con el algo-
ritmo ELIMINALITERIAS se obtiene la siguiente férmula proposicional:

FE={[2], (3] (6], [-5], 8], [7], [-10]}. (2.6)

Resultado que no depende de la ordenacién de las cldusulas y de los
literales de F porque cada clausula C' € F tiene un literal p-eliminable
(en F), como minimo.

Por lo que F es una instancia de ®5 y, por consiguiente, de PURL.
Esto demuestra que la clase polinomial SLUR es una subclase propia de
PURL.

§ 2.2.2. LinAut es subclase de PURL.— De forma similar a como he-
mos hecho anteriormente, mostraremos que una instancia de LinAut no
es satisfacible si y solo si la formula derivada sin literales p-eliminables
contiene la clausula nula. Por lo tanto es suficiente mostrar que si F
no es satisfacible entonces 7 = ELIMINALITERALES(F) contiene la
clausula nula.

Si consideramos F una férmula proposicional perteneciente a la cla-
se LinAut, existe una autarquia lineal x € Q™ y una atribucién parcial
7 asociada de modo que, si C € F es una clausula conteniendo alguna
variable atribuida entonces C(7) = 1. En estas condiciones, denotando
por F ={CeF:C(r) =1}, F C FyF —F estambién una instancia
de LinAut.

Denotemos F; = F — F . La subférmula F; C F es también una
instancia de LinAut, por lo que existe una atribucion de verdad satisfa-
ciendo todas las clausulas de ' C F; sin que ninguna de las clausulas
de F, — F" sea afectada por la atribucién de verdad, i.e., las cldusulas de
F1 —F" no contienen ningun literal de la referida atribucién ni ninguno
de sus complementarios. Denotemos 7, = F; — F . F» esté contenido
en F7 y es una instancia LinAut. Repitiendo la construccion un nimero
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finito de veces (puesto que el nimero de clausulas y literales es finito)
se obtiene una secuencia de subférmulas

Fr.CFp1C---CF1 CF.

La formula 7, es una férmula vacia o una instancia 2SAT no satisfa-
cible. En el primer caso F es una formula satisfacible y, en el segundo,
una férmula no satisfacible.

Recuérdese que, dada una férmula proposicional F y la correspon-
diente matriz clausula-variable, M, ésta admite una autarquia lineal
x € Q" si

{ Mx>0 @.7)

x#0

Cuando existe una autarquia lineal, x € Q", existe también una asig-
nacion de autarquia, 7, de modo que v; € 7 si sgn(x;) = 1yv; € 7
se sgn(z;) = —1. Una autarquia lineal puede determinarse en tiempo
polinomial utilizando un algoritmo de programacién lineal [kul00].

Teorema 2.11. LinAut es una subclase propia de la clase de satisfacibi-
lidad polinomial PURL.

Demostracion. Sea F una instancia de LinAut no satisfacible. Por la
observacion anterior, esta instancia contiene una subférmula 2SAT no
satisfacible por lo que la formula proposicional l6gicamente equivalen-
te sin literales p-eliminables, ¥ = ELIMINALITERALES(F) contiene la
clausula nula. Reciprocamente, si 7 = ELIMINALITERALES(F) con-
tiene la clausula nula, F no es satisfacible. Por lo tanto una instancia
LinAut no es satisfacible si y solo si la férmula equivalente sin literales
p-eliminables contiene la clausula nula. En estas condiciones, de acuer-
do con la Definicién 2.3, LinAut es subclase de PURL. Para demostrar
que las dos clases son distintas y que, por tanto, la inclusién es estricta
véase el ejemplo a continuacion. O

Consideremos nuevamente la férmula proposicional F en (2.5):

F= {[1,2,-4],]-1,2,4],[2,-3,-4],[-2,3,-4],
[1,2,6],[~1,2,—6],[2,5,—6], [-2, —5, —6],
(1,2,8],[-1,2,—8],[2,—7,—8],[~2,7, —8],
[1,2,-10],[~1,2,10],[2, -9, —10] , [-2,9, —10] ,
[3,4,6],[—3,4,—6],[4,—5,—6] , [—4,5, —6],
3,4,8],[~3,4,—8],[4, -7, 8], [—4,7, —8],
[3,4,10],[—3,4,—10], [4,9, —10] , [-4, -9, —10] ,
[5,6,—8],[-5,6,8],[6,7,—8] , [~6, —7, —8],
[5,6,—10],[5,6,10] , [6, —9, —10] , [-6,9, —10] ,
[7,8,10],[-7,8,—10], [8, =9, —10] , [-8,9, —10]}
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Por definicion, es condicion necesaria para que una férmula pro-
posicional sea una instancia de LinAut que la correspondiente matriz
clausula-variable satisfaga la ecuacién (2.7), i.e, que exista x # 0 € Q™
tal que Mx > 0. Sin embargo, para la férmula proposicional F y su
correspondiente matriz clausula-variable M (2.8), la ecuacién Mx > 0
tiene solucion tnica con todos los valores de z; nulos, por lo que F no es
una instancia de la clase polinomial LinAut.

r 1 1 0 -1 0 0 0 0 0 0
-1 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 -1 -1 0 0 0 0 0 0
0 -1 1 -1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
-1 1 0 0 0 -1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 -1 0 0 0 0
0 -1 0 0 -1 —1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
-1 1 0 0 0 0 0 —1 0 0
0 1 0 0 0 0 —1 -1 0 0
0 -1 0 0 0 0 1 -1 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 -1
-1 1 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0 -1 -1
0 -1 0 0 0 0 0 0 1 -1
0 0 1 1 0 1 0 0 0 0
0 0 —1 1 0 —1 0 0 0 0
0 0 0 1 -1 -1 0 0 0 0
M= 0 0 0 —1 1 —1 0 0 0 0 @.8)
0 0 1 1 0 0 0 1 0 0
0 0 -1 1 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 1 0 0 -1 -1 0 0
0 0 0 -1 0 0 1 -1 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 1
0 0 -1 1 0 0 0 0 0 -1
0 0 0 1 0 0 0 0 1 -1
0 0 0 -1 0 0 0 0 -1 -1
0 0 0 0 1 1 0 -1 0 0
0 0 0 0 -1 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1 -1 0 0
0 0 0 0 0 -1 -1 -1 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 -1
0 0 0 0 -1 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 -1 -1
0 0 0 0 0 —1 0 0 1 —1
0 0 0 0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 0 0 -1 1 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 1 -1 —1
L O 0 0 0 0 0 0 -1 1 —1

Para probar esto, basta combinar las inecuaciones correspondientes
a las lineas 3 y 4 de la matriz M, de lo que resulta que —z4 > 0. De
la combinacién de las lineas 17 y 18, se tiene x4 > 0. Por tanto, nece-
sariamente, v4 = 0. Analogamente, de las lineas 7, 8, 29 y 30, g = 0.
Considerando las lineas 11, 12, y 38, se obtiene xg = 0. Con las lineas
17 — 18,19 — 20, y 23 — 24 resulta que z3 = x5 = 7 = 0. Con las inecua-
ciones 33 y 34 se deduce que z19 = 0 y de las 39 y 40, x9 = 0. Usando las
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lineas 11 y 12, x5 = 0y, finalmente, por las inecuaciones 1y 2, 1 = 0.
Se concluye por tanto que el sistema (2.7) no tiene solucién no trivial
(solucién no nula), como habiamos previsto.
Considerando el dltimo par de resultados se puede enunciar el si-
guiente teorema:

Teorema 2.12. PURL es una superclase para las clases de satisfacibili-
dad polinomiales bien conocidas.

Demeostracién. Las clases polinomiales SLUR y LinAut son distintas pe-
ro, en conjunto, contienen todas las demaés clases polinomiales bien co-
nocidas [maa00, FG03] (v. Figura 1.17). Como, de acuerdo con los teore-
mas 2.10y 2.11, cada una de estas es subclase de PURL, por lo tanto cada
una de las clases polinomiales bien conocidas es subclase de PURL. [

23.  Buscando modelos en instancias PURL.
(El algoritmo SOLVELIMLIT.)

Una de las preguntas que debemos hacernos respecto a una clase de
satisfacibilidad es el reconocimiento de sus instancias. Existen clases
para las cuales esta cuestion tiene respuesta simple, e.g. 2SAT y Horn.
En otros casos, la respuestas es menos obvia, pero el reconocimiento
puede ser realizado mediante algoritmos polinomiales, e.g. q-Horn y Li-
nAut. Finalmente, para otras clases no se conocen algoritmos que, en
tiempo polinomial, permitan decidir si una férmula proposicional es o
no una instancia de una clase determinada de satisfacibilidad polino-
mial, e.g. extended Horn y SLUR.

Atn no se conoce ningun algoritmo polinomial que permita determi-
nar si una instancia arbitraria del problema de satisfacibilidad es o no
una instancia de PURL. Este aspecto merecera desarrollar una linea de
investigacion en el futuro, pues este reconocimiento es importante para
la resolucién del problema de satisfacibilidad de sus instancias cuan-
do nos basamos en los algoritmos de deteccién y exclusion de literales
p-eliminables.

Como fue dicho anteriormente, si el algoritmo ELIMINALITERA-
LES(F) devuelve una férmula proposicional conteniendo la cldusula nu-
la, sabemos que no es satisfacible. Si la formula légicamente equivalente
sin literales p-eliminables obtenida no contiene la clausula nula, no pue-
de deducirse nada a menos que se sepa que es una instancia de una de
las subclases de PURL conocidas, como 2SAT [IA86], @5, LinAut [kul00],
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SLUR [FGO03] o UC-4P-SAT. Esta tultima sera estudiada extensivamen-
te en el Capitulo 3. Sin embargo, la exclusiéon de literales p-eliminables
sucede cuando localmente existen bloqueos a la satisfacibilidad. Este as-
pecto nos motiva a desarrollar un algoritmo que, a partir de una férmula
logicamente equivalente sin literales p-eliminables que no contenga la
clausula nula, haga la busqueda de la existencia de un modelo que sa-
tisfaga la referida férmula y consecuentemente la formula inicial.

Con este objetivo se ha desarrollado el algoritmo SOLVELIMLIT, ba-
sado en el algoritmo ELIMINALITERALES. Tomando como entrada una
férmula proposicional, SOLVELIMLIT empieza por determinar la corres-
pondiente formula sin literales p-eliminables. A continuacién atribuye,
en cada paso, el valor verdadero a un literal de una de sus clausulas y
propaga la atribucion a la formula. Antes de pasar al siguiente literal, se
excluyen todos los literales p-eliminables de la férmula obtenida, elimi-
nando asi los bloqueos locales que pudieran existir. El algoritmo termina
cuando no existan més cldusulas o cuando, en algiun paso, el algoritmo
ELIMINALITERALES(F) produzca una cldusula nula. En el primer caso
podemos concluir que la formula es satisfacible y que la atribucién de
verdad obtenida es un modelo para la formula. En el segundo caso, nada
se puede concluir acerca de la satisfacibilidad de la formula proposicio-
nal por lo que el algoritmo devuelve el mensaje desisto (v. Algoritmo 4).

Algoritmo 4 SOLVELIMLIT(F)

Entrada: Una formula proposicional F
Salida: Un modelo 7 satisfaciendo F o el mensaje no satisfacible o
desisto
FE = ELIMINALITERALES(F)
if 0 ¢ FF then
return no satisfacible
end if
5: (F,7)=PROPUNIT(FF)
while 7 +# () do
para una clausula, escoger un literal [ € C
F = ELIMINALITERALES(F U {[]]})

if 0 € 7 then
10: return desisto
end if

(F",7)=PROPUNIT(F )
(F,7) = (.7-'//,7' U 7'/)
end while
15: return 7

El algoritmo ELIMINALITERALES(F) corre en tiempo polinomial, de
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hecho O(|F|3) en el peor caso. Como el algoritmo es ejecutado a lo mds
una vez por cada clausula de F, resulta que también el algoritmo SOLV-
ELIMLIT(F) es polinomial con complejidad O(c|F|?) en el peor caso,
donde ¢ = min{m,n} siendo n el nimero de variables y m el nimero
de clausulas de la formula proposicional.

A semejanza del algoritmo SLUR, SOLVELIMLIT puede ser utilizado
con cualquier instancia de SAT, sea PURL o0 no.

Lema 2.13. Si F es una instancia de SLUR, el algoritmo
SOLVELIMLIT(F) nunca devuelve desisto como repuesta.

Demostracion. Sea F¥ la férmula proposicional légicamente equivalen-
te a F obtenida en la linea 1 del algoritmo SOLVELIMLIT(F) (v. Algo-
ritmo 4). Si F no es satisfacible, se tiene que por hipétesis esta formula
es una instancia de SLUR y el algoritmo de propagaciéon unitaria retor-
na una férmula con la clausula nula (v. linea 1 del Algoritmo 2, SLUR).
Por lo tanto se tiene que O € F¥ y, por consiguiente, SOLVELIMLIT(F)
termina con el mensaje no satisfacible.

Supongamos ahora que F es satisfacible. En el caso de que F¥ con-
tenga alguna clausula unitaria, la atribucién obtenida en la linea 5 del
Algoritmo 4, 7°, contiene algun literal. Sea 7° = {l1,ls,- - - , I, } esta atri-
bucién de verdad y sea Vo = {v1,--- ,v,,} la secuencia de variables tal
que /; es uno de los dos literales de la variable v;, para cada [; € 7°.
Considerando el algoritmo SLUR, para la variable v; en la rama corres-
pondiente al literal I, (F',7!) = PROPUNIT(F U {[l1]}), la férmula F*
no contiene la clausula nula por lo es posible escoger esta atribucion.
Asi sucesivamente para cada una de las variables del conjunto Vj.

Consideremos el literal [ € C elegido en la linea 7 del algoritmo
SOLVELIMLIT y sea v su correspondiente variable légica. En el algo-
ritmo SLUR, en ninguno de los casos (F!,71) = PROPUNIT(F U {[I]}) ¥
(F2,72) = PROPUNIT(F U {[l]}), la férmula obtenida contiene a la cldu-
sula nula, pues si no fuera asi o bien [ € C es p-eliminable (y en este
caso no lo hubiéramos podido elegir) o cada uno de los literales de C' — [/
seria p-eliminable (por lo que |C| = 1), en contradiccion con el hecho de
que tras la instruccién de la linea 5, la formula no contiene clausulas
unitarias.

Supongamos, por reduccion al absurdo, que en la linea 9 del algo-
ritmo SOLVELIMLIT O € F y que, por tanto, este algoritmo termina
con el mensaje desisto. Entonces, ninguno de los modelos de F contiene
a la atribucién parcial 7° U {I}. Pero, en estas condiciones, el algoritmo
SLUR termina con el mensaje desisto, en contradiccion con la hipétesis
de partida. Concluimos, por tanto, que el algoritmo SOLVELIMLIT nun-
ca finaliza con el mensaje desisto. O

Tras establecer esta relacion entre las clases SLUR y SOLVELIMLIT,
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se ha desarrollado un estudio comparativo entre ambos algoritmos y su
capacidad de resoluciéon de formulas proposicionales sin previo recono-
cimiento. Para ello se ha utilizado una coleccién de conjuntos test, la
cual se usa habitualmente para el analisis comparativo de algoritmos
de satisfacibilidad!. Los resultados obtenidos estan sintetizados en el
Cuadro 2.1 y seran presentados en la Seccion 2.5.

Al contrario de SLUR, cuyas instancias se resuelven usando el al-
goritmo SOLVELIMLIT, hay férmulas LinAut que no pueden resolverse
mediante por este algoritmo (SOLVELIMLIT). Consideremos la férmu-
la proposicional no satisfacible dubois20.cnf* (v. Ecuacién 2.9). Aunque
no es satisfacible, esta formula, 7, no contiene literales p-eliminables.
Consideremos ahora dos nuevas variables 61 y 62, anadamos el literal
afirmado 61 a cada una de las clausulas y afiadamos una nueva clausula
[—61,62] se obtiene una nueva férmula, F', que es una instancia de Li-
nAut satisfacible y que no tiene literales p-eliminables. En el algoritmo
SOLVELIMLIT, si en la linea 7 se atribuye el valor 1 al literal negado
—61, el algoritmo finaliza con el mensaje desisto.

F = [39,40,1],[—39, —40, 1], [39 — 40, —1], [—39, 40, —1], [1, 41, 2],
[-1,—41,2],[1, —41, =2], [-1,41, —2], [2, 42, 3], [-2, —42, 3],
[2, —42, -3], [~2,42, —3], [3,43,4], [-3, —43, 4], [3, —43, —4],

1 [
[—3,43, —4], [4,44, 5], [—4, —44, 5], [4, —44, —5], [—4, 44, —5],
[5,45,6], -5, —45, 6], [5, —45, —6], [-5, 45, —6], [6, 46, 7],
[-6,—46,7],[6, —46, —7], [-6, 46, —7], [7, 47, 8], [-7, —47, 8],

[7,—47, —8],[—7,47, —8],[8, 48, 9], [-8 — 48, 9], [8 — 48, —9],

[—8,48, —9], [9, 49, 10], [-9, —49, 10], [9, —49, —10], [—9, 49, —10],

[10, 50, 11], [—10, —50, 11], [10, —50, —11], [-10, 50, —11], [11, 51, 12],
[—11,—51,12],[11, —51, —12], [-11, 51, —12], [12, 52, 13], [—12, —52, 13],
[12, —52, —13], [—12, 52, —13], [13, 53, 14], [~ 13, —53, 14], [13, —53, —14],
[—13,53, —14], [14, 54, 15], [14, —54, 15], [14, —54, —15], [~ 14, 54, —15],
[15, 55, 16], [—15, —55, 16], [15, —55, —16], [~ 15, 55, —16], [16, 56, 17],

[—16, —56, 17], [16, —56, —17], [~ 16, 56, —17], [17, 57, 18], [—-17, —57, 18],
[17, —57, —18],[—17, 57, —18], [18, 58, 19], [—18, —58, 19], [18, —58, —19],
[—18, 58, —19], [19, 59, 60], [—19, —59, 60], [19, —59, —60], [—19, 59, —60], @9)
[20, 59, 60], [—20, —59, 60], [20, —59, —60], [—20, 59, —60], [21, 58, 20],
[—21, —58, 20], [21, —58, —20], [—21, 58, —20], [22, 57, 21], [—22, —57, 21],
[22, —57, —21], [—22, 57, —21], [23, 56, 22], [- 23, —56, 22], [23, —56, —22],
[—23, 56, —22], [24, 55, 23], [—24, —55, 23], [24, —55, —23], [—24, 55, —23],
[25, 54, 24], [—25, —54, 24], [25, —54, —24], [—25, 54, —24], [26, 53, 25],
[—26, —53, 25], [26, —53, —25], [—26, 53, —25], [27, 52, 26], [—27, —52, 26],
[27, —52, —26], [—27, 52, —26], [28, 51, 27], [—28, —51, 27], [28, —51, —27],
[—28,51, —27], [29, 50, 28], [—29, —50, 28], [29, —50, —28], [—29, 50, —28],
[30, 49, 29], [—30, —49, 29], [30, —49, —29], [—30, 49, —29], [31, 48, 30],
[—31, —48, 30], [31, —48, —30], [—31, 48, —30], [32, 47, 31], [—32, —47, 31],
[32, —47, —31], [—32, 47, —31], [33, 46, 32], [—33, —46, 32], [33, —46, —32],
[—33,46, —32], [34, 45, 33], [—34, —45, 33], [34, —45, —33], [—34, 45, —33],
[35, 44, 34], [—35, —44, 34], [35, —44, —34], [—35, 44, —34], [36, 43, 35],
[—36, —43, 35, [36, —43, —35], [—36, 43, —35], [37, 42, 36], [—37, —42, 36],
(38,41, 37], [-38, —41, 37], [38, —41, —37],

[37, —42, —36], [—37, 42, —36],
[—38, 41, —37], [39, 40, —38], [—39, —40, —38], [39, —40, 38], [—39, 40, 38],

Mttp://www.cs.ubc.ca/~hoos/SATLIB/benchm.html
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24. Jerarquias de clases PURL

Algunas férmulas proposicionales que no pertenecen a ninguna de
las clases polinomiales conocidas pueden ser reducidas a formulas equi-
valentes pertenecientes a alguna de esas clases. Si esta reduccion es efi-
ciente entonces estas formulas pueden ser resueltas también en tiempo
polinomial. Las reducciones se hacen por niveles, correspondiendo cada
nivel a una clase de satisfacibilidad polinomial. Generalmente al nivel
mas bajo le corresponde menor complejidad temporal.

Un ejemplo de jerarquia de clases de satisfacibilidad puede encon-
trarse en el trabajo de Dalal y Etherington (1992) [DE92]. Estos autores
definen una familia de clases de satisfacibilidad, 2o € @ C --- C Q,
dénde € contiene a las clases Horn y 2SAT. Para resolver las instan-
cias de la clase base, 2, en tiempo lineal respecto al tamario da entrada
(O(F)), los mismos autores desarrollaron un algoritmo basado en pro-
pagacién unitaria. De un modo general, una férmula proposicional F
pertenece a la clase ), si, para alguna variable v € var(F), la férmula
proposicional obtenida por propagacion unitaria de una de las dos posi-
bles atribuciones de v, {v} o {U} es una instancia de la clase del nivel
inferior, ;,_1. De este modo, por recurrencia, una instancia de esta clase
(de nivel k) puede ser resuelta en tiempo O(|F|n*), dénde n designa el
numero de variables en la formula proposicional, F.

Otros ejemplos de jerarquias de clases polinomiales pueden ser en-
contrados en los trabajos de Gallo y Scutella (1988) [GS88] y de Preto-
lani (1996) [pre96].

Anteriormente, en el presente capitulo, definimos una nueva clase
de satisfacibilidad que designamos por PURL, basada en los conceptos
de literal eliminable y p-eliminable. Recuérdese que un literal / en una
clausula C de una férmula F se llama p-eliminable si la propagacién
unitaria de la atribucién de verdad Flip(C,!) falsifica F.

Para abreviar, designaremos a partir de ahora Flip(C,l) « F a la re-
solucion (en el sentido de [ZS96]) de la formula proposicional F con la
atribucién de verdad Flip(C,1).

Podemos ampliar el concepto de literal p-eliminable mediante un
concepto similar al de las jerarquias que acabamos de citar. Dada una
clausula C € F, diremos que uno de sus literales [ es 2p-eliminable si la
formula proposicional F resuelta con la atribucion de verdad Flip(C,1),
Flip(C,1)«F, contiene una clausula con todos los literales p-eliminables.

En estas condiciones, si el literal | € C es 2p-eliminable, cual-
quier atribucién de verdad conteniendo Flip(C,[) falsifica F, por lo que
Flip(C,l) es una consecuencia légica de F. Por el Lema 2.3, el literal
Il € C es eliminable. Excluyéndolo (de la clausula C) se obtiene una
férmula proposicional légicamente equivalente, 7 . Iterando el proceso
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hasta que no existan literales de este tipo se obtiene una férmula pro-
posicional l6gicamente equivalente F¥ sin literales 2p-eliminables.

Procediendo de modo analogo, diremos que un literal | € C es 3p-
eliminable si la férmula proposicional Flip(C,1) * F contiene una clau-
sula con todos los literales 2p-eliminables.

De un modo general, diremos que un literal [ € C es rp-eliminable,
r > 1, si la férmula proposicional Flip(C,l) « F contiene una clausula
con todos sus literales (r — 1)p-eliminables.

Para identificar y excluir los literales rp-eliminables se ha desarro-
llado el algoritmo ELIMINALITERALES(F, r) (v. Algoritmo 5) a partir del
algoritmo ELIMINALITERALES(F) (v. Algoritmo 3). Este algoritmo asu-
me como entrada el par (F,r) formado por una férmula proposicional
y un entero r correspondiente al tipo de literales a excluir. Para r = 1
el algoritmo ELIMINALITERALES(F, r) coincide con el algoritmo ELIMI-
NALITERALES(F).

Para r = 2, el algoritmo detecta y excluye literales 2p-eliminables.
Dado que en cada paso se ejecuta el algoritmo ELIMINALITERALES(F)
y que, en el peor caso, en cada iteraciéon sobre todas las clausulas y li-
terales de F es eliminado un unico literal, el algoritmo corre en tiempo
O(|F|?|F3|). Por lo tanto, en el caso general, ELIMINALITERALES(F, 1)
tiene complejidad O(|F|?"1).

Caracterizado el concepto de literal rp-eliminable y desarrollado un
algoritmo que permite detectar y eliminar este tipo de literales elimina-
bles, la familia de clases de satisfacibilidad rPURL se define del siguien-
te modo:

Definicion 2.5. Sea () una clase de formulas proposicionales. ) es una
subclase de rPURL si y s6lo si para cada férmula proposicional F € )
no satisfacible, 7¥ = ELIMINALITERALES(F,r) contiene a la cldusula
nula (independientemente de la ordenacién de sus clausulas y literales).

Considerando la definicién de literal rp-eliminable y la definicion
anterior, las clases: PURL, 2PURL, - - -, rTPURL, constituyen una jerarquia
de clases de satisfacibilidad.

Por otro lado, para cualquier » > 1, cualquier subclase, 2, de
(r — 1)PURL es también subclase de 7PURL. En efecto, si F es una ins-
tancia no satisfacible de 2 C (r — 1)PURL, esto significa que el algorit-
mo ELIMINALITERALES(F,r) devuelve una férmula proposicional con
la clausula nula. Por tanto,

PURL C 2PURL C - C rPURL.

Similarmente a la clase de satisfacibilidad PURL, cada una de las
clases rPURL es definida a partir de sus subclases. El concepto es més
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Algoritmo 5 ELIMINALITERALES(F,r) (Elimina literales rp-
eliminables)

Entrada: Una CNF-férmula 7 y un nimero entero r
Salida: Una formula F sin literales rp-eliminables
if r=1 then
F = ELIMINALITERALES(F)
return (F)
else
5. repeat
remlit free = true
for all C' € F do
forall/ € C do
F = ELIMINALITERALES(F UU(Flip(C,1)),r — 1)

10: if 0 € F then

F=(F-{CHU({C —-1}), remlitfree = false

if O € F then

F=A{0}

end if

15: end if
end for
end for

until 7 = {O} OR remilit free = true
return (F)
20: end if

que un resultado tedrico, pues son conocidas clases de satisfacibilidad
asociadas a problemas geométricos que constituyen subclases de esta
jerarquia ahora definida. UC-4P-SAT es una subclase de PURL y EOSC-
SAT de 2PURL, como veremos mas adelante en este trabajo.

De la investigacion desarrollada hasta el momento y que continuara
en el futuro, se conjetura que el problema de satisfacibilidad asociado al
problema de etiquetado de puntos alineados con etiquetas rectangula-
res en posiciones fijas, OR-4P sea una subclase de PURL, siempre que el
ancho de las etiquetas sea igual o superior a su altura. También se con-
jetura que el caso general sin restricciones corresponde a una subclase
de 2PURL.

A partir de las semejanzas encontradas con el problema EOSC, se
conjetura que el problema de EMPAREJAMIENTO ORTOGONAL SIMPLE
EN EL TORO (EOST) corresponde a una subclase de 3PURL.

Estos ejemplos sugieren que pueden existir muchos mas problemas,
de naturaleza geométrica o no, reducibles a clases de satisfacibilidad
polinomiales rPURL, para un valor de r adecuado.

Existe una generalizacién evidente del algoritmo SOLVELIMLIT(F)
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para obtener la resolucion de algunas de las instancias de PURL. Desig-
naremos por SOLVELIMLIT(F,r) al algoritmo que se obtiene a partir
del Algoritmo 4 reemplazando la instruccién de la linea 1 por F¥ =
ELIMINALITERALES(F, 7).

El algoritmo ELIMINALITERALES(F,r) se ejecuta en tiempo
O(|F|?"*1). Por lo tanto, el algoritmo SOLVELIMLIT(F, ) corre en tiem-
po O(|F|*" 1 4-¢|F|?), dénde ¢ = min{m,n}. Sir > 1, SOLVELIMLIT(F, r)
corre en tiempo O(|F|>*1).

De un modo similar al algoritmo SOLVELIMLIT(F), este algoritmo
al terminar devuelve un modelo para F o uno de los mensajes no satis-
facible o desisto.

2.5. Ejemplos, tests y conclusiones

La presente seccién se centra fundamentalmente en el analisis ex-
perimental de los algoritmos SOLVELIMLIT(F) y SOLVELIMLIT(F,r)
y de una aplicacion de los algoritmos ELIMINALITERALES(F) y ELI-
MINALITERALES(F,r) a la resolucién de un conjunto de rompecabezas
SUDOKU.

Considerando algunas semejanzas existentes entre los algoritmos
SLUR(F) y SOLVELIMLIT(F), presentaremos también un anélisis com-
parativo de los resultados obtenidos por cada uno de estos dos algorit-
mos.

Recuérdese que para la clase SLUR, el problema de reconocimiento
no esta resuelto y que es, probablemente, un problema intratable. En la
nueva clase PURL sucede algo semejante. Recordemos que se puede eje-
cutar el algoritmo SLUR con una instancia arbitraria. En este caso, este
algoritmo puede finalizar con un modelo, con el mensaje no satisfacible
o con el mensaje desisto.

Segun Franco y Gelder, de las dos clases de satisfacibilidad polino-
miales SLUR y LinAut, incomparables entre si y que en conjunto con-
tienen a todas las demas clases polinomiales bien conocidas, LinAut es
predominante [FGO3].

Sea F una variable aleatoria en el espacio de las KCNF férmulas
proposicionales formadas por m clausulas, con k literales cada una, to-
madas uniforme e independientemente sobre n variables booleanas. Pa-
ra el estudio de la medida, consideremos la distribucién de probabilidad
M,’fnn [FGO3]. Para la definicién de la distribucién /\/lfnn obsérvese que
el espacio de las clausulas esta constituido por 2’“0,? clausulas con k li-
terales cada una, que no contienen simultdaneamente a un literal y su
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complementario. El espacio de las formulas (sucesos) esta formado por
todas las secuencias de m clausulas, cada una con igual probabilidad,
(2’@,’;) o

Los valores del espacio de probabilidad estdn muy asociados a los
valores del parametro r = ™ Por ello, se estudiara el comportamiento

n
asintético cuando m y n crecen, mientras k se mantiene fijo.
Conforme a los resultados tedricos y a las observaciones experimen-

tales, el cociente r = m proporciona un indicador de dureza o dificultad

de la resolucién de las férmulas proposicionales aleatorias formando un
patron fdcil, dificil, fdcil. Considerando el espacio de las kKCNF férmulas
aleatorias con distribucién de probabilidad MF, , y k > 3 se tienen las
siguientes propiedades:

1. Para r > 2¥in(2), hay una probabilidad muy elevada de que una
formula no sea satisfacible, i.e. la probabilidad de que F sea una
formula no satisfacible tiende a 1 cuando m y n tienden a oo.

2. Para cualquier valor fijo r < %, una formula proposicional es sa-
tisfacible con elevada probabilidad [CM92, CF86]. En el caso par-
ticular de que k£ = 3, la cota » = 3.003 fue establecida por Frieze y
Suen [FS96].

k
3. Para un valor fijo r < 15’ una formula satisfacible puede ser
resuelta en tiempo lineal por un algoritmo que elimine varia-
bles iterativamente, comenzando por las clausulas mas peque-
nas [FS96, CM92, CF86].

4. Para cualquier r > ﬁ una formula aleatoria tiene una proba-

bilidad elevada de no pertenecer ni a la clase SLUR ni a la clase
q-Horn [FGO03].

5. Para cualquier valor r < 0.64 una formula aleatoria pertenece a
la clase matched férmulas con una probabilidad elevada. Esta au-
menta con k pues para k = 4, r < 0.84, aproximandose a 1 cuando
k crece.

Sin embargo, la existencia de emparejamientos (permitiendo resol-
ver el problema de satisfacibilidad de las matched formulas) sélo es po-
sible cuando m < n. Recordemos que la clase matched formulas esta
propiamente contenida en LinAut. Estos hechos fueron los que motiva-
ron a Franco y Gelder a concluir que, entre las clases SLUR y LinAut,
esta ultima es predominante.

Observamos anteriormente que el algoritmo SOLVELIMLIT resuel-
ve la satisfacibilidad de todas las instancias de SLUR. Asi, de un modo
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general, es de esperar que para las instancias con las que el algoritmo
SLUR no desista, el algoritmo SOLVELIMLIT(F) tampoco termine con el
mensaje desisto. Esto es lo que ha ocurrido en todas las pruebas reali-
zadas, que se presentaran luego en esta misma seccion.

También se ha observado que el algoritmo SOLVELIMLIT no resuelve
el problema de satisfacibilidad de todas las formulas proposicionales en
LinAut (apenas se puede garantizar por las no satisfacibles), por lo que
este algoritmo no resuelve la satisfacibilidad de las instancias de PURL.
SOLVELIMLIT no es un resolutor de formulas PURL, sino mas bien un
intento de mostrar, de cierto modo, el potencial de uso del concepto de
literal p-eliminable.

En el presente estudio comparativo se consideraran diversos con-
juntos de férmulas proposicionales habitualmente utilizados para exa-
minar la efectividad de algoritmos de satisfacibilidad, disponibles en la
direccién: http://www.cs.ubc.ca/~hoos/SATLIB/benchm.html.

La descripciéon y caracterizacion de las instancias de cada uno de los
conjuntos utilizados se encuentra en el mismo lugar.

Para cada uno de los conjuntos considerados, el Cuadro 2.1 muestra
la identificacién del conjunto (aim, bms, cbs, etc), el namero de instan-
cias del mismo, la indicacién del nimero de instancias cuya respuesta
fue satisfacible (#Sat), no satisfacible (#Unsat) y desisto (#Desisto), para
cada uno de los algoritmos utilizados.

En este cuadro podemos comprobar la escasa eficacia del algorit-
mo SLUR en la identificacién de féormulas no satisfacibles. Incluso en
conjuntos con instancias satisfacibles SOLVELIMILIT(F) resuelve un
numero mayor de formulas que el algoritmo anterior. Ademas de es-
te hecho, se verific6 que absolutamente todas las instancias resueltas
por el algoritmo SLUR, presentadas en el Cuadro 2.1, son resueltas por
SOLVELIMILIT(F).

Las formulas proposicionales para las cuales el algoritmo
SOLVELIMILIT(F) finalizé con el mensaje desisto fueron testadas con
el algoritmo SOLVELIMILIT(F,2) cuyos resultados se muestran en el
Cuadro 2.2. Podemos constatar la existencia de dos conjuntos para los
cuales no pudo resolverse ninguna instancia. Por otro lado, todas las ins-
tancias de los conjuntos aim, cbs, jnh, rti, ssa, uf50, uufb0, uf75, uuf75,
uf100, uuf100, ufi25 y uuf125 fueron resueltas por este algoritmo.

Ademas de los tests realizados que presentamos anteriormente, se
consideré un conjunto de 1000 rompecabezas del problema SUDOKU.
Cada uno de estos rompecabezas tiene solucién unica que puede ser
obtenida usando solamente razonamiento, no prueba y error. Siguien-
do la propuesta de Lynce y Ouaknine [LLO06], construimos para cada
rompecabezas dos férmulas proposicionales, una segun la codificacion
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Cuadro 2.1: Comparativa de SLUR y SOLVELIMLIT.

Conjunto SLUR(F) SOLVELIMLIT(F)
Nome H #inst. ‘ r #Sat ‘ #UnSat ‘ #Desisto || #Sat ‘ #UnSat ‘ #Desisto
aim 72 1.42a6.0 2 0 70 48 20 4
bms! 500 2.7a3.0 4 0 496 39 0 461
cbs! 1000 4.0 9 0 991 506 0 494
dubois? 12 2.7 0 0 12 0 0 12
jnh 50 8.0y 9.0 0 0 50 16 33 1
rtil 500 4.3 5 0 495 140 0 360
ssa 8 2.2a33 3 1 4 4 2 2
uf20?! 1000 4.6 329 0 671 1000 0 0
uf50! 1000 4.4 67 0 933 973 0 27
uuf502 1000 4.4 0 0 1000 0 974 26
uf75! 100 4.3 4 0 96 55 0 45
uuf752 100 4.3 0 0 100 0 5 95
uf100! 1000 4.3 6 0 994 284 0 716
uuf1002? 1000 4.3 0 0 1000 0 0 1000

(1) Todas las instancias satisfacibles. () Todas las instancias no satisfacibles.

Cuadro 2.2: Comparativa SOLVELIMLIT(F, k) conk =1y k = 2.

Conjunto SOLVELIMLIT(F) SOLVELIMLIT(F, 2)
Nome ‘ #inst. #Sat ‘ #UnSat ‘ #Desisto #Sat ‘ #UnSat ‘ #Desisto
aim 72 48 20 4 48 24 0
bms! 500 39 0 461 275 0 225
cbs! 1000 506 0 494 1000 0 0

dubois? 12 0 0 12 0 0 12
jnh 50 16 33 1 16 34 0
rtil 500 140 0 360 500 0 0
ssa 8 4 2 2 4 4 0
uf50! 1000 973 0 27 1000 0 0

uufb02 1000 0 974 26 0 1000 0
uf75! 100 55 0 45 100 0 0

uuf752 100 0 5 95 0 100 0

uf100! 1000 284 0 716 1000 0 0

uuf1002 | 1000 0 0 1000 0 1000 0

uf125! 100 13 0 87 100 0 0

uuf1252 100 0 0 100 0 100 0

uf1502 100 7 0 93 59 0 41

uuf1502 100 0 0 100 0 81 17

(1) Todas las instancias satisfacibles. (?) Todas las instancias no satisfacibles.

minima, con 8829 clausulas y otra segun la codificacién ampliada, con
11988 clausulas.

Todas las instancias SAT con la codificacion ampliada procesadas por
el algoritmo ELIMINALITERALES tuvieron como repuesta formulas pro-
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posicionales constituidas por clausulas con un unico literal. Para éstas,
identificar un modelo es una tarea trivial.

Esto no sucede con las férmulas proposicionales obtenidas con la co-
dificacién minima. De las 1000 formulas proposicionales consideradas,
tuvieron por repuesta una férmula con todas sus clausulas unitarias
mediante el algoritmo ELIMINALITERALES(F) 116 y mediante el algo-
ritmo ELIMINALITERALES(F, 2), 944. Faltaron por resolver 56 del total
de instancias consideradas, las cuales ain no se han probado utilizan-
do el algoritmo ELIMINALITERALES(F, 3). Todas las férmulas han sido
examinadas con el algoritmo PropUnit, mediante el que no se ha logrado
resolver ninguna.

Cuadro 2.3: Rompecabezas SUDOKU. Resolucién de instancias SAT con
las codificaciones minima y ampliada.

ELIMINA- ELIMINA-

Codificacién | #inst. LITERALES(F) LITERALES(F, 2) PropUnit
Ampliada 1000 1000 — 0
Minima 1000 116 944 0

2.6. _PURL+, una clase polinomial no sensible a la
entrada

Hemos observado anteriormente que la existencia de una clausula
con dos literales p-eliminables puede conducir a distintas formulas l16gi-
camente equivalentes (por ejemplo, a partir de la férmula proposicional
(2.3) se obtienen dos distintas formulas (2.4a) y (2.4b)). Se comprueba
facilmente que, en general, si ! y F? son distintas férmulas l6gicamen-
te equivalentes a F, obtenidas por exclusiéon de literales eliminables,
entonces la unién F' U F? es una férmula légicamente equivalente a
F. Ademas, cada modelo de la uniéon de estas dos féormulas es también
un modelo de cada una de ellas, ' y F2, y por tanto modelo de F (y
viceversa).

Recordemos que, en la formula presentada en el ejemplo (2.3),

f:{[17273]7[274},[371]7[175]7[25]}7 (2.10)

los literales 1 € [1,2,3] y 2 € [1,2, 3] son p-eliminables. Entonces, dupli-
cando la clausula [1,2,3] en F y, en cada una de ellas, excluyendo uno
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de los dos literales p-eliminables, se obtiene la anterior formula propo-
sicional correspondiente a la unién F! U F2. Esta perspectiva conduce a
otro abordaje sobre las formas de excluir literales p-eliminables, sepa-
rando el proceso de reconocimiento de los literales p-eliminables de la
su exclusién. En una primera fase se investiga en todas las clausulas
la existencia de este tipo de literales (p-eliminables) y se construye una
lista de clausulas y de sus respectivos literales p-eliminables.

En una segunda etapa, cada clausula conteniendo literales p-
eliminables es sustituida por nuevas clausulas, una por cada literal p-
eliminable. Suponiendo, por ejemplo, que /1, -- ,l; € C son los literales
p-eliminables identificados en esta etapa, la clausula C' € F es excluida
y se afiaden t distintas clausulas, obtenidas de C' excluyendo un literal
por cada, F = (F — {C}HU{C —[l1]} U---U{C — [l{]}}.

Algoritmo 6 IDENTIFICAELIMINABLES(F)

Entrada: Una CNF-formula F (sin clausula nula)
Salida: Lista de clausulas y de sus respectivos literales p-eliminables,
L
L=10
for all C € F do
E=0
forall/ € C do
5: (F',7") = PROPUNIT(F UU(Flip(C,1)))
if 0 ¢ 7 then
E=FU{l}
end if
end for
10: if F # () then
P={C,E}, L=LU{P}
end if
end for
return (L)

Para la primera etapa se ha desarrollado el algoritmo IDENTIFICAE-
LIMINABLES (v. Algoritmo 6). En él, todas las clausulas y literales son
comprobadas y los p-eliminables registrados en una lista. Dado que para
cada clausula y para cada uno de sus literales el algoritmo de propaga-
cién unitaria es ejecutado una vez, el algoritmo IDENTIFICAELIMINA-
BLES se ejecuta en tiempo de orden O(|F|?).

En una segunda etapa, para excluir los literales p-eliminables en ca-
da una de las clausulas, usamos el algoritmo EXCLUYEELIMINABLES
(v. Algoritmo 7). La entrada esta constituida por una férmula propo-
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Algoritmo 7 EXCLUYEELIMINABLES(F, £)

Entrada: Una CNF-férmula F y la lista de clausulas y sus respectivos
literales p-eliminables, £

Salida: La CNF-formula légicamente equivalente con los literales p-
eliminables excluidos, F¥.

forall P ={C,E} € Ldo
F=F-{C}
forall ¢ F do
5: F=FU(C-1]])
if 0 € F then
F=A{0}
return (F)
end if
10: end for
end for
return F

sicional y una lista £ de clausulas y sus respectivos literales elimina-
bles. Cada elemento de la referida lista (P € £) es un par P = {C, E}
constituido por una cldausula, C' y por la lista de literales de C p-
eliminables. Para cada P € L, la formula proposicional F es actuali-
zada, F = (F-C)U{C -} U---U{C —l;}, donde [, --- ,l; € E son
literales de C p-eliminables.

En estas condiciones, la formula proposicional l6gicamente equiva-
lente obtenida en cada iteracién podra crecer en numero de clausulas
siempre que en P existan clausulas con mas de un literal p-eliminable.

Pero durante este proceso se pueden afnadir clausulas repetidas. Si
se pretende evitar la existencia de cldusulas duplicadas durante el pro-
cesamiento del algoritmo EXCLUYEELIMINABLES, es imprescindible ve-
rificar la existencia previa de una nueva clausula antes de afiadirla. Es-
to podria ser efectuado en tiempo orden O(log(m)) (dénde m designa el
numero de clausulas) si la lista de clausulas estuviera ordenada, por
ejemplo en orden lexicografico. Dado que la lista £ contiene a lo sumo
|F| clausulas y literales, el algoritmo EXCLUYEELIMINABLES corre en
tiempo de orden O(|F|log(m)), si no existen cldusulas repetidas.

Con los dos algoritmos anteriores podemos ahora construir un nuevo
algoritmo para detectar y excluir literales p-eliminables y p-eliminables
ocultos, que designaremos algoritmo ELIMINALITERALES+ (v. Algorit-
mo 8).

Este algoritmo presenta una estructura muy simple. En cada itera-
cién se invocan los algoritmos IDENTIFICAELIMINABLES y EXCLUYEE-
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Algoritmo 8 ELIMINALITERALES+(F)

Entrada: Una CNF-férmula F (sin clausula nula)
Salida: La CNF-férmula sin literales p-eliminables F* (l6gicamente
equivalente a F)
repeat
L = IDENTIFICAELIMINABLES(F)
if £ # () then
F = EXCLUYEELIMINABLES(F, £)
5. end if
until (F = {O0}) or (L = )
return (F)

LIMINABLES, hasta que la formula légicamente equivalente obtenida
contenga la clausula nula o hasta que no contenga clausulas con litera-
les p-eliminables.

Al contrario que el algoritmo ELIMINALITERALES(F), este nuevo al-
goritmo, ELIMINALITERALES+(F), no depende de la ordenacién de las
clausulas y literales de la entrada. La demostraciéon de esta afirmacién
es una simple comprobacién. Sean F y F dos férmulas proposicionales
con las mismas clausulas y literales que F, pero con distintas ordena-
ciones. Para una misma cldusula C' y C” en F y F', respectivamente,
cada literal | de C" es también literal en C”. Pero, si [ es p-eliminable en
F , PROPUNIT(F UU(Flip(C',1)) retorna una férmula con la clausula
nula. Lo mismo sucede con PROPUNIT(F" UU(Flip(C",1)) pues F tiene
las mismas cldusulas y literales que . Por lo tanto, en cada iteracién
del algoritmo ELIMINALITERALES+ con las férmulas F y F ' se obtiene
la misma lista de literales p-eliminables. Eliminados los literales elimi-
nables de esta lista en F y F, se obtienen férmulas idénticas difiriendo
a lo sumo en la ordenacién de las clausulas y los literales.

Como se observé anteriormente, en cada iteracion del algoritmo
ELIMINALITERALES+, si existe una clausula con méas de un literal p-
eliminable, el nimero de clausulas aumenta.

Recordemos que cada nueva clausula tiene un literal menos que la
clausula original (substituida). Para determinar una cota superior para
el crecimiento de cada una de las formulas proposicionales consideremos
C; una de las clausulas obtenidas a partir de C; después de eliminados
t literales S;; = {l;,,--- ,l;,}, no necesariamente por este orden. Como el
orden de exclusion no altera a la clausula obtenida, consideremos que
Si; esta ordenada por orden creciente en el indice de los literales. El
numero total de distintas clausulas derivadas de la clausula C; en la
férmula F¥ (Iégicamente equivalente a F, obtenida al final del procesa-
miento) corresponde como mucho al nimero de secuencias distintas .5;;
de literales p-eliminables.
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Para probar la afirmacién anterior, observemos que si C; y C;/ son
dos clausulas distintas obtenidas a partir de la clausula C;, cuyas se-
cuencias de literales excluidos son respectivamente S;;, = {l;;,--- ,l;.} ¥y
Sij» = {ljy, -+ ,1;,}, entonces ni S;;, C S;j;, ni S5, C ;5. Caso contrario,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que S;;, C S;j, y tendria-
mos que C; C C, con lo que los literales de C; — C; seria p-eliminables
y esto entra en contradiccion con la hipétesis pues al final del procesa-
miento del algoritmo la férmula obtenida F” no contiene clausulas con
literales p-eliminables.

En el caso de que todas las secuencia .S;; tuviesen el mismo nime-
ro de literales, digamos ¢, a lo sumo existiria un nimero de secuencias
igual al nimero de conjuntos de m; literales con ¢ elementos, ("Z) Esto
coincide con el nimero de distintas subclausulas de C; con m; — ¢ litera-
les, siendo m; el numero de literales de la clausula C;. En estas condi-
ciones, el maximo sucede cuando ¢t = L%J . Por el contrario, si existe una
secuencia con longitud distinta de ¢, entonces una de estas secuencias
de longitud ¢ no puede existir, por lo que 0 maximo nimero de clausulas
que la cldusula C; puede originar nunca excede de (ﬁ; | ).

Sea ahora F la férmula con mayor nimero de clausulas y litera-
les obtenida durante el procesamiento del algoritmo, se tiene que cada
clausula C; de la formula inicial (F) podra dar origen a un maximo de
({m: |) nuevas clausulas con %] literales. Considerando que el tamafio

de una formula corresponde a la suma del nimero de literales en cada

una de sus clausulas, y que la clausula inicial C; € F (¢ = 1,--- ,m) po-

dra dar origen hasta ((7727“) clausulas, cada una con | %t | literales como
2

maximo, tenemos que:

7| éi[”ﬂ (1) Sim(ﬁ)

Considerando que c es el mayor nimero de clausulas al que una clausula
puede dar origen:

m m
|F| < Zmic: chi = c|F| = ¢|F]|.
i=1 i=1

Dado que el algoritmo IDENTIFICAELIMINABLES(F ) corre en tiem-
po cuadratico respecto al tamano de la entrada |F '|, en el peor de
los casos el algoritmo ELIMINALITERALES+(F ) se ejecuta en tiempo
O(3|F?).

Si F es una instancia 3SAT o 4SAT, ¢ < 23 y ¢ < 33, respectivamente.

El algoritmo ELIMINALITERALES+ presenta caracteristicas que per-
miten facilmente una implementacién utilizando computaciéon paralela,
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pues los literales de cada una de las clausulas pueden ser comprobados
con la formula proposicional independientemente de las otras clausulas.

A partir del algoritmo ELIMINALITERALES+, presentado en la pre-
sente seccién, y a semejanza de la definicién presentada para la clase
PURL (v. Definicion 2.3), se puede definir una nueva clase PURL+.

Teniendo presente la formula devuelta por el algoritmo ELIMINALI-
TERALES(F), queda por establecer la relacion entre ambas clases: PURL
y PURL+.

Se conjetura que, si O € ELIMINALITERALES(F) entonces O €
ELIMINALITERALES+(F). De comprobarse esta conjetura tendriamos
que PURL es una subclase de PURL+.

2.7. __Algoritmo casicuadratico para detectar y
eliminar literales p-eliminables

Como se puede comprobar facilmente, el algoritmo ELIMINALITE-
RALES(F) (v. Algoritmo 3) no es tan eficiente como pudiera serlo, pues
existe una innecesaria repeticion de la propagacién unitaria de las dis-
tintas atribuciones de verdad Flip(C,l) en F. Esta situaciéon puede ser
evitada guardando las férmulas proposicionales obtenidas en una itera-
cion para uso posterior, suspendiendo y retomando la propagacién uni-
taria siempre que una clausula es simplificada. Esto ocurre siempre que
un literal p-eliminable es eliminado.

Consideremos, a este efecto, la siguiente version del algoritmo ELI-
MINALITERALES(F) que, para distinguir, designaremos por ELIMINA-
LITERALES; (F) (v. Algoritmo 9).

Durante la ejecucion del algoritmo ELIMINALITERALES;(F), la li-
nea 4 se ejecuta una vez para cada clausula C' y para cada literal [ € C.
La férmula retornada por el algoritmo PROPUNIT(F U U(Flip(C,1))),
R(C,1), se guarda para una posible utilizacién posterior. Si esta férmu-
la contiene la clausula nula, el literal [ € C es p-eliminable. En este
caso el par (C,l) es anadido a una lista £, que sera procesada por el
algoritmo PROCESALISTA; (L, F). Caso contrario, se suspende la propa-
gacion unitaria que se retoma cuando alguna de las clausulas de F sea
simplificada, como veremos a continuacion. En el procesamiento de este
algoritmo, sin considerar las invocaciones al algoritmo de procesamien-
to de la lista de literales p-eliminables, se crean a lo sumo |F| férmulas
R(C,1), cada una de ellas en tiempo O(|F|).
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Algoritmo 9 ELIMINALITERALES; (F)

Entrada: Formula proposicional F (sin clausula nula)
Salida: Férmula sin literales p-eliminables, F¥
L=10
for all C € F do
forall/ € C do
(R(C,1),7) = PROPUNIT(F UU(Flip(C,1)))
5: if 0 € R(C,I) then
L=LU{(C)}
F = PROCESALISTA; (L, F)
end if
end for
10: end for
return (F)

En cada invocacion del algoritmo PROCESALISTA; (L, F) se actuali-
za la formula proposicional F para cada par (C,l) en L, eliminando el
literal p-eliminable [ € C de esta clausula. Se comprueba que C es una
clausula de F, pues puede haber sido modificada anteriormente debido a
otro literal p-eliminable. Por cada literal p-eliminable | € C se producen
k—1nuevas férmulas R(C —[l], u), una por cada literal u € C'—[], (dénde
k designa el nimero de literales de la clausula C). Para todas las demas
formulas R(D, u) no es necesario ejecutar de nuevo el algoritmo de pro-
pagacion unitaria (linea 15). En efecto, basta simplificar esta clausula,
C, excluyendo el literal | y retomar el algoritmo de propagacion unitaria
previamente suspenso.

En términos de coste, durante el procesamiento del algoritmo ELI-
MINALITERALES;(F), en la linea 4, por cada cldusula C; pueden ser

creadas k; formulas le-, e ,R?j , dénde k; corresponde al nimero de li-
terales de esta cldusula. Por lo tanto, se pueden crear a lo sumo |F|
férmulas que denotaremos R1,--- , R¥ RL ... RE2 ... Rl ... REm,

Consideremos a continuacién el algoritmo PROCESALISTA; (£, F), al
que invocamos siempre que se identifica un literal p-eliminable. Para
ello, consideremos el par (C},1) en £. En la linea 4 de este algoritmo
comenzamos por actualizar la formula proposicional F, excluyendo el
literal [ de la cldusula C';. Como consecuencia de esta alteracién, deben
actualizarse cada una de las férmulas proposicionales R! en memoria.
Para esta actualizacion hay dos casos distintos a considerar, la actua-
lizacién de las férmulas R; = R(Cj,us), para cada literal uy, € C; y la
actualizacién de las formulas R} = R(D,u,), con D # C; y u, € D.

En el primer caso, si u; = [ la formula puede ser eliminada de
la memoria. Si us; # [, la formula R; = R(C; — [l],u;) se recalcula
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Algoritmo 10 PROCESALISTA(L, F)

Entrada: Lista de clausulas y literales p-eliminables £ y formula pro-
posicional F
Salida: Formula proposicional F
while £ # () do
(C,1) = PrimeiroElemento(L)
if C € F then
F=F-{ChHu{C -}
5: if 0 € 7 then
F=A{0}
return (F)
end if
for all R(D,u) do
10: if D = C then
if u # | then
R(D,u) = TR(C - [lJ,u) =  PROPUNIT(F U
U(Flip(C — 1], u)))
end if
else
15: R(D,u) = PROPUNIT(F UU(Flip(D,u))
end if
if 0 € R(D,u) then
L=LU{(D,u)}
end if
20: end for
end if
end while
return (F)

en tiempo O(|F|) por propagaciéon unitaria de la atribucién de verdad
Flip(C; — [l],us) en F (después de actualizada en la linea 4).

Para el andlisis del segundo caso consideremos la férmula
R(D,u,) = {Ci,---,Cj,--- Cp} y la atribucién de verdad 7 =
Flip(D,u,) U {l1,--- ,l;} obtenida por propagacién unitaria. En estas
condiciones, o bien (a) C; — [I] es una cldusula verdadera para la atri-
bucién 7, o bien (b) C; — [I] no contiene a ninguno de los literales de la
atribucién 7. En el caso (a) es suficiente actualizar la clausula C; en R,
lo que puede ser realizado en tiempo constante, utilizando una lista ade-
cuada de punteros para las clausulas de F y los literales respectivos en
cada una de estas formulas. En el segundo caso, (b), la misma clausula
se actualiza igualmente en R y se retoma la propagacién unitaria.

Para implementar este algoritmo, es particularmente adecuada la
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propuesta de algoritmo de propagacion unitaria presentada en 1996 por
Zhang y Stickel [ZS96].

Puede concluirse, por tanto, que durante el procesamiento del algo-
ritmo PROCESALISTA, para cada clausula C; del par (C;,() en £, seran
calculadas k; — 1 nuevas férmulas R(C; — [I], u) en tiempo lineal, O(|F|)
y actualizadas las restantes R, cons = 1,--- ,m (s # j)yi=1,--- ks,
en tiempo constante.

Como cada cldusula C; puede ser reducida, a lo sumo, hasta una

clausula unitaria, en conjunto el nimero de nuevas clausulas no podra

exceder de k](k;g_l)

Por lo tanto, el tiempo total gastado por el algoritmo ELIMINA-
LITERALES; (F), incluyendo los costes de procesamiento del algoritmo

PROCESALISTA;, para una férmula proposicional F, es de O((mk)? +
k

—1 . L. , .
(mkz)Q(TH— (m—1)mk?), dénde k designa el méaximo niimero de litera-
les de las clausulas de F. Lo que equivale a un tiempo total de O(k|F|?).

Para futuras referencias observemos que cada par (C,l), con [ € C,
podria ser anadido a lo sumo una vez a la lista £. Por lo tanto a esta

lista se le puede agregar un méaximo de m(k + 1)5 elementos.

Como consecuencia de algunas de las observaciones anteriores y con-
siderando las caracteristicas de los algoritmos ELIMINALITERALES; (F)
y PROCESALISTA,, podemos enunciar el siguiente resultado:

Lema 2.14. Dada una férmula proposicional F, el algoritmo
ELIMINALITERALES (F) se ejecuta en tiempo O(k|F|?).

Cuando % es una constante (independiente de la entrada), como por
ejemplo en los casos de instancias 3SAT o 4SAT, el algoritmo ELIMINA-
LITERALES;(F) se ejecuta en tiempo cuadratico. Aunque este algorit-
mo implementa una metodologia de deteccion y exclusién de literales
p-eliminables, de modo similar a como lo hace el algoritmo ELIMINALI-
TERALES(F), las formulas proposicionales retornadas por los dos algo-
ritmos no tienen porqué coincidir. Esto se debe a que el orden de exclu-
sion de literales no coincide, en general. Es posible, empero, hacer una
gestion del proceso de los literales p-eliminables mediante una lista au-
xiliar M, complementaria a £ y conseguir asi que el orden de exclusién
sea el mismo en ambos algoritmos.

A este efecto consideremos las clausulas ordenadas por el indice
de posicién en la férmula proposicional, ie., C; < C; si ¢ < j dénde
F ={C1,Cq,---,Cy}. Y, para cada clausula, C; = [l1,---,[,] el literal
I, < ls sien la lista de los literales de C; el literal [, esta a la izquier-
da del literal /;. Con estas dos ordenaciones, para las cldusulas de la
formula proposicional y para los literales en cada una de las clausulas,
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consideremos los dos siguientes algoritmos ELIMINALITERALES,(F) y
PROCESALISTA, (L, M, F).

Algoritmo 11 ELIMINALITERALES,(F)

Entrada: Féormula proposicional F (sin clausula nula)
Salida: Férmula sin literales p-eliminables, ¥
L=0, M=0
for all C € F do
for all/ € C do
(R(C,1),7) = PROPUNIT(F UU(Flip(C,1)))
5: if 0 € R(C,!) then

L=LU{(C,)}
F = PROCESALISTA(L, M, F)
end if
end for
10: end for
while (M # 0)y (O € F) do
L=MM=0
F = PROCESALISTA(L, M, F)
end while

15: return (F)

Comparando el algoritmo ELIMINALITERALES:(F) con el anterior,
ELIMINALITERALES; (F), se observa facilmente que la principal dife-
rencia es la descomposicion de la lista de literales p-eliminables £ en
dos listas £ y M. Si estas listas estan ordenadas segin las clausulas de
los pares (C;, 1), entonces el orden por el cual los literales p-eliminables
son excluidos durante el procesamiento del algoritmo ELIMINALITERA-
LES2(F) coincide con el orden de eliminacién de los mismos literales por
el algoritmo ELIMINALITERALES(F) (v. Algoritmo 3). Como consecuen-
cia, las férmulas retornadas por ambos algoritmos coinciden.

Consideremos el algoritmo PROCESALISTAy (L, M, F), invocado por
ELIMINALITERALES,(F). Sea (C,l) € L el primer elemento de la lista.
Notese que, en estas condiciones, al acceder al primer elemento da lista,
éste se retira de £. En la linea 4, el literal | € C es eliminado de su
cldusula respectiva, por lo que hay que actualizar todas las férmulas R¥
(en memoria). Durante esta actualizacién puede ocurrir que en alguna
REF = R(D,u), se produzca la cldusula nula. Entonces u € D es un literal
p-eliminable en F. En este caso puede darse una de las dos siguientes
situaciones: (a) D < C o D = C yu <o (b) el caso contrario, i.e. D > C
oD = C eu > 1, que estudiaremos por separado.

En el caso (a), la eliminacién del literal u de la respectiva clausula
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Algoritmo 12 PROCESALISTA, (L, M, F)

Entrada: Lista de clausulas y literales p-eliminables £ y formula pro-
posicional F
Salida: Formula proposicional F
while £ # () do
(C,1) = PrimeiroElemento(L)
if C € F then
F=(F-{ChHu{Cc-]}
5: if 0 € 7 then
F=A{0}
return (F)
end if
for all R(D,u) do
10: if D = C then
if u # [ then
R(D,u) = R(C - [lJ,u) =  PROPUNIT(F U
U(Flip(C — 1T, u)))
end if
else
15: R(D,u) = PROPUNIT(F UU(Flip(D,u))
end if
if 0 € R(D,u) then
ifD>Co(D=Cyu>I)then
L=LU{(D,u)}
20: else
M=MU{(D,u)}
end if
end if
end for
25:  end if
end while
return (F)

no debe ocurrir inmediatamente. Entonces, se afiade el par (D,u) a la
lista M. En el caso del algoritmo ELIMINALITERALES(F), tras la ex-
clusion del literal | € C, la exclusion de v € D sélo puede ocurrir en
la siguiente iteraciéon. Recordemos que, en este algoritmo, la identifica-
cion y exclusion de literales se hace de modo iterativo. En cada iteracion
las clausulas Cy, Cs, - - -, Cy, son recorridas secuencialmente y, para cada
clausula C; = [l1,--- ,l1,], los literales son recorridos segin su posicién
en la clausula (de izquierda a derecha).

En el caso (b), el par (D, u) es afiadido a la lista £. Esto sé6lo suce-
de cuando el algoritmo PROCESALISTA; es invocado por la linea 13 del
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algoritmo ELIMINALITERALES,. Consideremos (C, ) el (ahora) primer
elemento de la lista £. Como £ es una lista ordenada segun las clausu-
las,C < C;0C =Cjyl <z, en el primer caso, las clausulas de 7 entre
C'y Cj no contienen literales p-eliminables y, en el segundo, ninguno de
los literales de C entre [ e x es p-eliminable. Esto permite establecer un
paralelismo con el algoritmo ELIMINALITERALES(F). En la misma ite-
racién en la que el literal [ € C' es eliminado (en este algoritmo), = € C;
es el siguiente literal a ser también eliminado.

Considerando que cada literal I € C sé6lo puede ser insertado una vez
en una de las listas £ o M, y que cada una de estas listas puede tener

k .
a lo sumo m(k + 1)5 elementos, crear y mantener la ordenacién de es-

k k
ta lista tiene un coste O <m(k + 1)§log (m(k + 1)2) ) Lo que equivale

a O (k|Fllog (|F|)). Por lo tanto, en total, el algoritmo ELIMINALITERA-
LESy(F) corre en tiempo O(k|F|?). Considerando este aspecto y el hecho
de que dos literales p-eliminables seran excluidos en el mismo orden
en los algoritmos ELIMINALITERALES(F) y ELIMINALITERALESs(F),
podemos enunciar los siguientes:

Lema 2.15. Dada una férmula proposicional F, el algoritmo
ELIMINALITERALES:(F) corre en tiempo O(k|F|?).

Lema 2.16. Considerando una formula proposicional F, a formula
proposicional sin literales p-eliminables F¥ obtenida por el algorit-
mo ELIMINALITERALES,(F) coincide con la obtenida por el algoritmo
ELIMINALITERALES(F).

La metodologia seguida en el desarrollo del algoritmo ELIMINALI-
TERALESy(F) puede ser adoptada para mejorar la eficiencia del algorit-
mo ELIMINALITERALES(F,r) (v. Algoritmo 5), utilizado para detectar y
excluir literales rp-eliminables. A este efecto consideraremos los algo-
ritmos ELIMINALITERALES3(F,r) y PROCESALISTA3(L, M, F,r).

Para estudiar el coste temporal total del algoritmo ELIMINALITE-
RALES3(F, r) procederemos por induccién.

Comencemos por considerar el caso » = 2. Durante la ejecucion
del algoritmo ELIMINALITERALES3(F, 2) el algoritmo ELIMINALITERA-
LES2(F) es invocado en la linea 3, a lo sumo, una vez por cada clausula
C € F yliteral | € C, por lo que podrian ser creadas hasta |F| formu-
las R(C,1). En el caso de que el algoritmo PROCESALISTA3(L, M, F,2)
no sea ejecutado, como el algoritmo ELIMINALITERALES,(F) corre en
tiempo O(k|F|?), este algoritmo, en este caso particular, corre en tiempo
O(K|F?).
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Algoritmo 13 ELIMINALITERALES3(F, )

Entrada: Formula proposicional F y un entero positivo r
Salida: Férmula sin literales rp-eliminables, F¥
L=0, M=10
if r =1 then
F = ELIMINALITERALES,(F)
return (F)
5. end if
for all C € 7 do
for all/ € C do
(R(C,1),7) = ELIMINALITERALES3(F UU(Flip(C,1)),r — 1)
if 0 € R(C,l) then

10: L=LU{(C)}
F = PROCESALISTA3(L, M, F,r)
end if
end for
end for
15: while (M # 0) y (O € F) do
L=M, M=
F = PROCESALISTA3(L, M, F,r)
end while

return (F)

En cada invocacién del algoritmo PROCESALISTA3(L, M, F,2), pa-
ra cada par (C},l) € L, se actualiza la férmula proposicional F exclu-
yendo el literal 2p-eliminable [ € C;. A continuacién, se actualizan las
distintas férmulas R! (en memoria). Mas especificamente, la formula
R3* = R(Cj,1) es eliminada y, para cada literal u € C; — [I], la férmu-
la R; = R(Cj — [l],u), para s = 1,--- ,k; = |C — [l]], es calculada en
tiempo O(k|F|?), correspondiente al tiempo de procesamiento del algo-
ritmo ELIMINALITERALESy(F U U(Flip(C — [l],u))). Para cada una de
las demés férmulas R¥ = R(D,u), con D # C, la férmula es calculada
nuevamente, R(D,u) = ELIMINALITERALESy(F UU(Flip(D,u))).

De este modo, a cada literal [ € C eliminado le corresponde, en el
peor caso (cuando cada una de las clausulas contiene k literales) un
coste de O(kk|F|?> + k(m — 1)k|F|?). Dado que por cada cldusula (en la
férmula inicial) se pueden eliminar, como mucho, & — 1 literales hasta
obtener una clausula unitaria, resulta un coste, de nuevo en el peor caso,
de O(U5E (k2 F2 + (m — 1R F?)).

La férmula proposicional F contiene m clausulas, por lo que el coste
total es de O(k|F|* + m Y1k (12| F12 4 (m — 1)k%|F|?)) (d6nde la primera
parte corresponde al coste del calculo inicial de las formulas R!). Esto
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Algoritmo 14 PROCESALISTA3(L, M, F,r)

Entrada: Listas de clausulas y literales p-eliminables £ y M, formula
proposicional F y entero positivo r
Salida: Formula proposicional F
while £ # () do
(C,1) = PrimeiroElemento(L)
if C € F then
F=F-{ChHu{C -}
5: if 0 € 7 then
F=A{0}
return (F)
end if
for all R(D,u) do
10: if D = C then
if u # [ then
R(D,u) = R(C — [l],u) = ELIMINALITERALES;3(F U
U(Flip(C —[l],u)),r — 1)
end if
else
15: R(D,u) = ELIMINALITERALES3(F UU(Flip(D,u)),r — 1)
end if
if 0 € R(D,u) then
ifD>Co(D=Cyu>I) then
L=LU{(D,u)}
20: else
M=MU{(D,u)}
end if
end if
end for
25:  end if
end while
return (F)

equivale a O(k|F|? + k3| F| + k?|F|*). En los casos en los que k < m, el
algoritmo ELIMINALITERALES3 se ejecuta en tiempo O (k2| F|*).

A semejanza del estudio presentado anteriormente, la utilizacién de
las listas £ e M permite controlar el orden de eliminacion de los litera-
les 2p-eliminables, en el algoritmo ELIMINALITERALES3, de la misma
forma que lo habiamos comprobado en el algoritmo ELIMINALITERA-
LES».

La complejidad del algoritmo no se ve afectada por el coste asociado
a la ordenacién de las listas £ o M, pues por cada literal 2p-eliminable
l € C, el par (C,1) s6lo podra ser insertado a la vez en una de las listas
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L o M. Como el maximo nimero de elementos que cualquiera de estas
listas puede tener es k|F|, su ordenacién y mantenimiento tienen un
coste de O (k| F|log (|F]))-

Admitamos, por hipétesis de induccién, que el algoritmo
ELIMINALITERALES3(F,r) se ejecuta en tiempo O(k"|F|?"), para
r > 2. Durante el procesamiento del algoritmo ELIMINALITERA-
LES3(F,r + 1), el algoritmo ELIMINALITERALES3(F,r) puede ser
invocado para la creacién inicial de las |F| férmulas. A través del

algoritmo PROCESALISTA3, invocado m@k veces por la linea 12y

m@(m — 1)k veces por la linea 15. En total, el algoritmo se ejecuta
en tiempo O((|F| + (k — Vk|F| + k|F|*)(k"|F|*")), lo que equivale a
O(kr+D|F]2+1)) cuando k < m.

Antes de concluir, observemos que el tamafio de la formula propo-
sicional sin literales rp-eliminables % nunca excede del tamafo de la
férmula inicial |FZ| < |F|. Es decir, la complejidad establecida es una
cota superior de la complejidad del algoritmo.

Finalizamos enunciando el siguiente par de resultados:

Teorema 2.17. Sea F una férmula proposicional. El algoritmo
ELIMINALITERALES;3(F,r) se ejecuta en tiempo O(k"|F|*"), para r > 2.

Demostracién. La demostracion, por induccién, resulta de los comenta-
rios que preceden al enunciado del teorema. O

Teorema 2.18. Considerando una formula proposicional F, la formu-
la proposicional sin literales rp-eliminables F¥ obtenida por el algorit-
mo ELIMINALITERALES;3(F, r) coincide con la obtenida por el algoritmo
ELIMINALITERALES(F, ).

Demostracién. El resultado es una consecuencia del hecho de que los
mismos literales rp-eliminables de F se excluyen en el mismo orden
en ambos algoritmos ELIMINALITERALES3(F,r) y ELIMINALITERA-
LES(F,r). O



CAPiTULO 3

Problema de etiquetado de puntos alineados uc-4p

Una de las principales tareas en la elaboraciéon de mapas es el eti-
quetado de estos. Es decir, la colocacién de texto con informacién relati-
va a elementos de naturaleza puntual, lineal o de area. Es un proceso
complejo siguiendo los métodos clasicos de produccion de cartografia y
dificil de automatizar, lo que complica su incorporacién en los modernos
programas de Cartografia Numérica y Sistemas de Informacién de In-
formaciéon Geografica. El tema ha recibido por parte del Computational
Geometry Task Force Report [cha96, CET99] el reconocimiento como
area importante de investigacion dentro del dominio de la Geometria
Computacional.

El problema general de etiquetado es intratable [FW91]. Por lo tan-
to, es importante estudiar casos particulares. Uno destacable es el caso
en que los puntos de insercién de las etiquetas estan alineados, debido a
sus multiples aplicaciones (representaciones lineales, mapas de metro o
ferrocarril, etc). La tesis de doctorado de Reyes estudia un ramillete de
problemas de etiquetado y, entre ellos, presenta un algoritmo incremen-
tal que permite la resolucién de problemas de decisién en el etiquetado
de puntos alineados con etiquetas rectangulares con sus lados paralelos
a los ejes coordenados, en posiciones fijas o deslizantes [rey02].

Para el caso particular en el que la linea de soporte de los puntos
esta en posicién oblicua respecto a los ejes coordenados, la entrada esta
formada por n etiquetas de m tamaios distintos (m < n) y las etiquetas
estan posicionadas de modo que uno de sus vértices coincide con el punto
de insercion de la etiqueta, el problema de existencia de solucién puede
ser resuelto por el algoritmo incremental en tiempo O(n-2"), dénde c es
una constante independiente de m y de n. En el caso particular de que
todas las etiquetas sean de diferentes dimensiones el algoritmo tiene

85
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2 (1,0) (90)

4 (14) (0,)

Figura 3.1: Codificacién de las cuatro posiciones de una etiqueta en una
entrada del problema UC-4P.

complejidad exponencial.

En el presente capitulo estudiaremos el caso particular del proble-
ma de etiquetado de puntos alineados mediante una recta con pendien-
te unidad y cuyas etiquetas sean cuadradas, UC-4P. Para su resolucién
comenzaremos por reducir sus entradas a instancias del problema de
satisfacibilidad. Como principal resultado estableceremos que la cla-
se de satisfacibilidad obtenida, UC-4P-SAT, constituye una subclase de
PURL. En particular, veremos que sus instancias pueden ser resueltas
en tiempo polinomial por el algoritmo ELIMINALITERALES presentado
en el Capitulo 2. En la resolucién sera utilizado el concepto de grafo de
interacciones, el cual introduciremos en su momento. Complementaria-
mente, veremos que UC-4P-SAT no es subclase de ninguna de las clases
de satisfacibilidad polinomiales bien conocidas hasta ahora. Por tanto,
dado que PURL contienen todas a las clases polinomiales bien conocidas,
se constata de nuevo que constituye una extension de aquellas clases.

3.1.

Reduccion al problema de satisfacibilidad
(Clase uc-4pP-SAT)

Dado un punto P en el plano y una etiqueta cuadrada de una entra-
da del problema UC-4P, ésta puede ocupar cuatro distintas posiciones
de modo que uno de sus vértices coincida con P. Numeraremos las res-
pectivas posiciones de 1 a 4 y designaremos cada una de las posiciones
por Q, k = 1,...,4 y al cuadrado correspondiente al conjunto de las
cuatro posiciones por (), conforme a la representacion mostrada en la
Figura 3.1 (izquierda).
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Formalmente, el problema de decision UC-4P puede ser enunciado
del siguiente modo:
UC-4P
Entrada: Un conjunto de puntos en el plano P = {P;,---, P,} sobre
una recta (oblicua) de pendiente unidad y un conjunto de etiquetas cua-
dradas, £ = {Ly,--- , L,} con sus respectivos lados paralelos al sistema
de ejes coordenados.
Pregunta: /Se puede colocar la etiqueta L;, con alguno de sus vértices
en el punto P; sin que dos etiquetas se intersequen?

En el presente trabajo consideraremos los puntos ordenados de aba-
jo hacia arriba en cada entrada, de modo que P; < P; sii < j. Caso
contrario, los respectivos puntos podrian ser ordenados a partir de una
algoritmo de ordenaciéon de una lista de nimeros en tiempo de orden
O(n -log(n)), déonde n = |P|.

La reduccion de ciertos problemas de decisién al problema de la sa-
tisfacibilidad es una metodologia frecuentemente utilizada. Bien para
su resolucion, aprovechando el conocimiento actual del problema SAT,
bien para su estudio, analisis y establecimiento de propiedades. De un
modo general, para establecer este tipo de reduccion es indispensable
desarrollar un algoritmo eficiente que, en tiempo polinomial, permita
convertir cada una de las entradas del problema de decisién en una ins-
tancia de SAT.

A continuacion presentaremos una metodologia que permite reducir
cada una de las entradas del problema UC-4P a una instancia del pro-
blema de satisfacibilidad en tiempo cuadratico respecto al nimero de
puntos de la entrada.

Consideremos un punto P de una entrada del problema de UC-4P.
Las cuatro posiciones de la respectiva etiqueta, Q*, k =1, ..., 4, pueden
ser representadas por el par de variables légicas (/,b), donde | toma el
valor verdadero 1 si la etiqueta ocupa una de las dos posiciones a la
izquierda del punto y b, el valor verdadero 1 si la etiqueta ocupa una de
las posiciones bajo el punto. La Figura 3.1 (derecha) muestra las cuatro
posibles posiciones de una etiqueta y los correspondientes valores de las
variables booleanas (I,b) (representando univocamente cada posicién).

Con esta definicién para la codificacién de las posiciones de las eti-
quetas, se tiene que si existe una superposicion (incluso parcial) de cua-
drados, Q; y Q; de un par de puntos P; y P; aparecen restricciones en el
posicionamiento de las etiquetas L; y L;, respectivamente. Estas restric-
ciones pueden ser codificadas en una formula proposicional que depende
de las posiciones relativas de los puntos y de las dimensiones de sus eti-
quetas. A titulo de ejemplo veamos el caso en que el punto P; esta en el
interior del cuadrado @; y el punto P; en el interior de Q; (v. Figura 3.2,
configuracién 1V). En esta configuracién, las posiciones para las cuales
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no hay superposiciéon de las etiquetas corresponden a cada una de las
soluciones de la ecuacion légica siguiente:

(Linb)V (L Ab)V (L Ab ALYV (L Aby AL Ab;)V (L Abi Abj) =1

T8 E

\
,,,,, _| | |
P I !

I I |

QR - Q f S E— Q Q g I
| [ 1 v

Figura 3.2: Posiciones relativas de un par de puntos P, y P; (P; < Pj)
y de sus respectivos cuadrados @); y (); con superposicién.
Representaciones de las 4 configuraciones topolégicamente
distintas.

Simplificandola, utilizando las leyes de De Morgan, se obtiene la si-
guiente formula proposicional l6gicamente equivalente en forma normal
conjuntiva:

‘EJ = {[lu bi]? [liv bj]? [biv lj]ﬂ [lj7 b]]}

Las atribuciones de verdad que satisfacen F;; corresponden a las
posiciones de las etiquetas sin superposicion, i.e., a las soluciones del
problema.

Analizando todas las posiciones relativas topolégicamente distintas
de un par de puntos en funcién de las correspondientes etiquetas, las
posibles codificaciones se reducen a cuatro formulas proposicionales ele-
mentales, ademas de la formula vacia cuando no hay superposicion en-
tre los respectivos cuadrados @; y @);. La Figura 3.2 muestra las referi-
das posiciones, numeradas de I a IV y el Cuadro 3.1 las correspondientes
formulas proposicionales en forma normal conjuntiva.

Para cada par de puntos, P; y P; de una entrada del problema UC-4P,
designaremos por férmula proposicional elemental a la férmula propo-
sicional referida en el Cuadro 3.1 que corresponde a la posiciéon relativa
de ese par de puntos y sus respectivos cuadrados Q; y @;. En el caso
de que no haya restricciones al posicionamiento de las etiquetas, la for-
mula proposicional elemental es vacia y se omite. De este modo, a cada
instancia del problema UC-4P le corresponde una férmula proposicio-
nal en la forma normal conjuntiva que es la conjuncién de las férmulas
proposicionales elementales obtenida para cada par de puntos de la en-
trada original. Por tanto, la reducciéon de una entrada del problema de
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Cuadro 3.1: Férmulas proposicionales elementales asociadas a las con-
figuraciones representadas en la Figura 3.2 (i < ).

Fij
I {[li, b3, 15,051}
11 {ll5: 631}
111 {{l, bil}
V| {ll b, [ 0], (00, 351, (15,550}

decision UC-4P al problema de satisfacibilidad puede ser realizada en
tiempo cuadratico respecto al niumero de puntos, analizando las posicio-
nes relativas de los puntos y de sus cuadrados respectivos, tomados dos
a dos.

Designaremos por UC-4P-SAT a la familia formada por las formu-
las proposicionales correspondientes a alguna entrada del problema de
etiquetado UC-4P. UC-4P-SAT constituye, obviamente, una clase de sa-
tisfacibilidad.

§ 3.1.1. Grafo de interacciones.— Cuando se efectian las reduccio-
nes al problema de satisfacibilidad, algunas de las propiedades asocia-
das a la estructura especifica del problema original pueden ser dificiles
de identificar, considerando solamente las formulas proposicionales ob-
tenidas. El concepto de grafo de interacciones surge como respuesta a
esta dificultad. Esta especialmente bien adaptado a los problemas de
naturaleza geométrica, como es el caso de los problemas de etiquetado y
de emparejamiento ortogonal que estudiamos en esta memoria, pero el
concepto puede ser facilmente generalizado.

Dada una entrada del problema UC-4P, (P, L), designaremos por gra-
fo de interacciones de la referida entrada al grafo G = (V, A), construido
de modo que a cada punto P; € P le corresponde el vértice v; € V. La
arista {v;,v;} € A siy sélo silos cuadrados @); y Q; presentan alguna su-
perposicion o,dicho de otra forma, si la formula proposicional elemental
Fi; es no vacia. De este modo, se establece una correspondencia entre
cada entrada del problema UC-4P, (P, L), el grafo de interacciones y la
formula proposicional F asociando a cada vértice v; el par de variables
booleanas (I;, b;) y a cada una de las aristas {v;, v;} la férmula elemental
proposicional F; ; (v. diagrama en la Figura 3.3).

El conjunto de vértices del grafo de interacciones se considera orde-
nado mediante la ordenacién inducida por el conjunto de puntos de la
entrada, i.e. v; < v; siy sélo si P; < P;.
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G=(V,A)

F= N Fy
{vi,v;}€A

Figura 3.3: Una entrada del problema UC-4P, (P, L), el grafo de interac-
ciones y la férmula proposicional correspondiente.

§ 3.1.2. UC-4P-SAT no es subclase de las clases de satisfacibilidad
polinomiales bien conocidas.— Vimos anteriormente que las clases
de satisfacibilidad polinomiales SLUR y LinAut son incomparables entre
si y, en conjunto, contienen todas a las demas clases de satisfacibilidad
bien conocidas (v. Seccién 1.7 y, especificamente, la Figura 1.17). Por lo
tanto, para comprobar que la clase de satisfacibilidad UC-4P-SAT no es
subclase de ninguna de las clases polinomiales bien conocidas es sufi-
ciente comprobar que existe una instancia de esta clase que no pertene-
ce ni a SLUR ni a LinAut.

A este efecto, consideremos la entrada del problema de etiquetado
(P, L) cuyo grafo de interacciones se indica en la Figura 3.4. Los carac-
teres romanos junto a cada una de las aristas representan el nimero de
la férmula proposicional elemental asociada al par de puntos correspon-
diente. La formula proposicional obtenida por reduccién de la entrada
(P, L) al problema de satisfacibilidad se indica en (3.1).

Figura 3.4: Grafo de interacciones de la instancia del problema UC-4P
en (3.1).
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F = Alhsbil, [0 bo), (b1, 1), (12, bl [, b), [, b), (b1, 1), (13, B,
(11, b1]; (s Bal, (b1, L), (L, Bal, (12, 2], (I, B3] [ba, L), (13, B
[127 bQ],ilgi)4], [bg, l4], [l4, b4], [l3, bS]’ [l37 b4], [b37 l4], [l4a b4]’ (3.1
[l4ab4al57b5i - o . .
[l5, bs], [ls, bs], [bs, I6], (16, bs], 15, bs], [Is, br], [bs, 7], [I7, b7,

[

l67 b6]7 [ZGaE]v [bGaE]’ [EJT?]? [177 b7]v [l7>%]7 [b7>g]v [ga %]}

Si consideramos ahora el algoritmo SLUR (v. Algoritmo 2), la secuen-
cia de variables o, /5 y escogemos en la opciéon arbitraria siempre los
literales negados, este algoritmo termina con el mensaje desisto. Como
consecuencia inmediata, F no es una instancia de la clase SLUR.

ri 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0o 1 —1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0o 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 O 0 0 —1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
0o 1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 —1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 O 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 O 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 O 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 O 1 0 0 0 0 —1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 O 0 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 O 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 O 0 0 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0

A= 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 62
0 o0 0 0 0 0 1 1 -1 -1 0 0 0 0 0 0
0 o0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 0 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 —1 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 —1
0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0

L O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 —1

Por otro lado, considerando la matriz clausula-variable de la formula
proposicional F (3.1), existe una autarquia lineal no nula, x € Q", satis-
faciendo la condicién Ax > 0. Esto acontece considerando valores para
x1, T2 > 0y x15, 716 < 0y los restantes valores todos nulos. La atribucién
asociada (asignacién de autarquia) 7 = {1, b1, ls, bs}, satisface todas las
clausulas de la subf6rmula

fl = {[l17b1]7 [ll,bTS]’ [blyg]v [llabl}v [llaa]’ [blaa]’ [l77g]7 [b7yg]’ [gvg]}

y, ademas, no afecta a ninguna de las cldusulas de 7, = F — F;. Por lo
tanto F pertenece a LinAut si y sé6lo si 7 esta en LinAut.
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Consideremos ahora el vector x = (z3,---,214) € Q'? y la matriz
clausula-variable A; de la férmula proposicional F,. A partir de las
inecuaciones z3 + x4 > 0y —(x3 + x4) > 0, concluimos que z3 = —z4.
Considerando los pares de inecuaciones en idénticas condiciones, pode-
mos concluir que z5 = —xg, 7 = g, T11 = —T12 ¥ 13 = —T14. A partir
de la inecuacion z7 + xg — xg — z19 > 0, sabiendo que —(z7 + x3) > 0y
que x9 + x19 > 0, sumando ordenadamente y conjugando con la anterior,
resulta que z7 + 23 = x9 + x19 y por tanto x9g = —z19. Por otro lado,
conjugando el par de inecuaciones x4 — x5 > 0y 3 — 26 > 0 resulta la
condicién z4 = —z4. Escogiendo los pares adecuados podemos concluir
que, r4 = —Ig, Te — —I8, T10 — —L12, 10 — —T14 Y T12 — —T14. En estas
condiciones x15 = 0y zg = 0, asi como todos los demas valores x; € x por
lo que x = 0. Se concluye, por tanto, que la ecuacion Asx > 0 tiene como
unica soluciéon x = 0.

Dado que la formula 7, C F (no satisfacible) no pertenece a 2SAT
(contiene una clausula con cuatro literales) y que la condicién Asx > 0
no admite ninguna autarquia lineal, x € Q™ no nula, se puede concluir
que la formula proposicional no pertenece a la clase de satisfacibilidad
LinAut.

Un comentario final para observar que la férmula proposicional equi-
valente devuelta por el algoritmo ELIMINALITERALES(F) contiene la
clausula nula, por lo que F no es satisfacible. Por lo tanto, la instancia
(P, L) tiene respuesta negativa.

3.2. UC-4P-SAT es subclase de PURL

En la presente seccién demostraremos que UC-4P-SAT es una sub-
clase de la nueva clase de satisfacibilidad polinomial PURL. Veremos
también que cualquiera de sus instancias puede ser resuelta en tiem-
po polinomial por el algoritmo ELIMINALITERALES. A este efecto, co-
menzaremos por fijar algunas definiciones y establecer los resultados
previos necesarios para la demostracién del resultado pretendido.

Para ello, dadas una entrada del problema UC-4P con respuesta ne-
gativa, la correspondiente formula proposicional y el respectivo grafo de
interacciones, caracterizaremos la estructura de las formulas no satis-
facibles minimas concluyendo la seccion con el resultado general sobre
la satisfacibilidad de la clase UC-4P-SAT.

§ 3.2.1. Definiciones y resultados previos.— A partir de ahora con-
sideraremos (P, L), una entrada del problema UC-4P; F, la correspon-
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diente formula proposicional y G = (V, A), el grafo de interacciones.
Para un subconjunto de vértices, V; C V, notaremos F, a la subférmu-
la asociada al subgrafo de interacciones inducido G(V1), i.e. F;; C Fg,
siy sblo si v;,v; € Vi'y {vi,v;} € A(G). Para simplificar la notacién,
siempre que no afecte a la claridad del razonamiento, notaremos F; ; i
en vez de F(y,) en el caso particular Vi = {v;,v;,vx} . Del mismo modo,
Ty, designara una atribucién de verdad sobre los literales asociados a
los vértices del conjunto V; y, si Vi = {v;,vj, v}, la referida atribucién
podra ser representada por 7;;y.

Dada una férmula proposicional 7 y una atribucién de verdad (par-
cial) 7, consideremos la propagacién unitaria (F,7 ) = PROPUNIT(F U
U(7)). En el caso de que F no contenga la cldusula nula, utilizaremos
la expresién, 7 = 7!, para decir que la atribucién de verdad 7! C 7’ estd
inducida por propagacion unitaria de la atribucion 7 (en F) o, equiva-
lentemente, que 7! es una consecuencia de la atribucién 7.

Existen instancias particulares de la clase UC-4P-SAT para las cuales
es facil comprobar que son también instancias de PURL. Por ejemplo, si
F no contiene ninguna férmula elemental I es una instancia 2SAT y, por
lo tanto, de PURL (2SAT C PURL).

En otro sentido, observemos que si F no contiene ninguna férmula
elemental 1V, cualquiera de las atribuciones de verdad 7 = {l;,b;} y
o = {l;,b;}, i = {1,...,n} (n = |P|), constituye un modelo de F. Por
lo tanto, en estas condiciones, cada una de las clausulas C € F, C =
[li,bi], C = [l;;b)] 0 C = [l;,b;,1;,b;], es verdadera para la atribucién 7,
(i = 1,2). Se deduce que cualquier formula proposicional de la clase UC-
4P-SAT no satisfacible contiene una férmula elemental Iv. Ademas, la
existencia de ciertas estructuras involucrando esta formula elemental
tiene un interés particular para el estudio de esta clase.

Lema 3.1. Sea G un grafo de interacciones y K3 un su subgrafo indu-
cido por el subconjunto de vértices {v;,v,,v;} tal que a cada una de sus
aristas le corresponde una férmula elemental 1V. Suponiendo sus vérti-
ces ordenados, v; < v, < vs, Se verifica que, para cualquier modelo T de
la férmula proposicional asociada F; s, {li,b;} € 70 {l5,bs} € T.

Demostracion. Sea 7 un modelo de la férmula proposicional F;, ;. Por
hipétesis, F; . = {[l;, bi], [l;, br], [b:, Ir], [Ir, br]} C F, pues a la arista {v;, v, }
le corresponde una férmula elemental 1v. Por lo tanto, {I;} = {b;,b.}
y {b;} = {l;,1.}. Suponiendo que no ocurre la atribucién {i;,b;} (C 7),
uno de los literales /; o b; es un literal en 7. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que I; € 7, {l;} = {b;,b.,bs,ly,ls}, pues F; s y F,s son
férmulas elementales 1vV. Se deduce que {I,, b} € 7. O

Como consecuencia del lema anterior, se obtiene el siguiente
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Lema 3.2. Sea K3 un subgrafo del grafo de interacciones, G = (V, A),
inducido por el subconjunto de vértices {v;,v,,vs}. Si v; < v, < vg,
Fis es una formula elemental 1V, T constituye un modelo de F;, s y
{l;,bi,1s,bs} C T, entonces F;, es una férmula elemental 111 o F, 5, una
formula elemental 11.

Demostracién. Suponiendo que {l;,b;,ls,bs} C 7, las férmulas elemen-
tales asociadas a las aristas del subgrafo K3 no pueden ser todas 1V,
de acuerdo con el Lema 3.1. Dado que a la arista {v;, vs} le corresponde
una formula 1V, el punto P; esta en el interior del cuadrado Q);. Como
por hipétesis P; < P, < Ps, el punto P, esta también en el interior de Q.
Por lo tanto, a la arista {v,,vs} le corresponde una férmula elemental
II o 1IV. Por simetria, podemos concluir que el punto P, esta también en
el interior del cuadrado @;, por lo que a la arista {v;, v, } le corresponde
una férmula elemental III o IV.

Como no todas las féormulas pueden ser 1V, se deduce el resultado
enunciado. O

El resultado del Lema 3.1, valido para un ciclo de longitud 3 del grafo
de interacciones, admite una generalizacién a ciclos de longitud impar
superior a tres, en las condiciones de la Figura 3.5, como muestra el
siguiente resultado:

_ v
/”/ o V
v v !
/
/
/// v v12

/
/

v,

/v Vim

Figura 3.5: Ciclo de longitud impar en un grafo de interacciones con to-
das las aristas tipo 1V (v. Lema 3.3).

Lema 3.3. Consideremos el ciclo, C = {v;,vj,,,...,Vj,, v, Vs, v; }, de longi-
tud impar igual o superior a tres, en el grafo de interacciones, G = (V, A),
donde v; < vj,, < ... <vj <v, < v,y acada una de sus aristas le co-
rresponde una formula elemental 1V (v. Figura 3.5). Si 7 es un modelo
para la formula proposicional asociada al referido ciclo, Fc, entonces
{ll,bl} cCTo {lk,bk} CT.
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Demostracién. La demostracion de este resultado sigue el mecanismo
de la demostracion del Lema 3.1, atendiendo a que, para tres vértices
consecutivos, digamos v;, < v;, < v;, en C, {lis} = {biy, liy, li, } ¥ {bis} =
{liza bi2’ bi1 } . L

Asi, suponiendo que {l;,b;} ¢ 7,1, € T ob € 7. En el pri-
mer caso, {l;} = {bi,j,,0is- s liybinslry br, ls, b5}y, en el segundo,
{b:} = {li,bjos s -3 bjas Lin, by Iy s, bs . Por tanto, en cualquier caso
{ls,bs} C 7. O

Para concluir el presente parrafo presentamos un tltimo e importan-
te resultado. En el caso de que el grafo de interacciones de una entrada
del problema UC-4P contenga una secuencia de vértices, v; < v; < v, <
vs y dos aristas en las condiciones de la Figura 3.6 (izquierda), entonces
contiene el grafo de la derecha de la misma figura como subgrafo, como
se muestra en el siguiente resultado:

Figura 3.6: Si el grafo de interacciones de una instancia UC-4P contiene
las aristas de la izquierda entonces contiene al grafo de la
derecha como subgrafo (v. Lema 3.4).

Lema 3.4. Consideremos el grafo de interacciones, G = (V,A), y v; <
vj < v < vs un subconjunto de vértices de V tal que F;, y F;, son
formulas elementales de tipo 1V. Entonces, se verifican:

1) la arista {vj,v,.} € Ay Fj, es una formula elemental 1V,
2) {vi,vj} y {vy,vs} son aristas de A.

3) una de las formulas F; j o F, s es una formula elemental 1v.
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4) F;jes una formula elemental 111 0 V.
5) Frs 1o IV.

Demostracion. Dado que, por hipétesis, F;, es una férmula elemental
IVy P; < P; < P, resulta que el punto P; estd en el interior de los
cuadrados Q; y Q,, por lo que {v;,v;} y {v;,v,} son aristas del grafo de
interacciones G. Por simetria, como F; ; es formula elemental del tipo
IV, P, esta simultdneamente en el interior de los cuadrados @Q; y Q,, por
lo que {v,,vs} € A. Falta, por tanto, identificar las férmulas elementales
que les corresponden. Como vimos, el punto P; esta en el interior del
cuadrado @, y P, en el interior de @Q;. Por tanto, 7}, es una férmula
elemental 1V, lo que permite afirmar las tesis 1) y 2) del lema.

El punto P; esta en el interior del cuadrado @); y P, esta en Q. Por
lo tanto F; ; es una férmula elemental 111 0 IV y F, ,, II 0 IV, respectiva-
mente, (v. Figura 3.1). Esto prueba los puntos 4) y 5) del resultado.

Supongamos ahora que F; ; no es una férmula IV (y entonces, nece-
sariamente es una formula III). Los puntos P, y Ps estan en el interior
del cuadrado @);, pues F; ; es una férmula elemental IV y P, estd entre
este dos puntos. De ahi que la distancia entre P; y Ps, P;Ps es infe-
rior a la longitud de la semi-diagonal del cuadrado @;, que llamamos
d;. Analogamente, P; y P; estan en el interior de @, y, por hipétesis,
P; no esta en el interior del cuadrado @;, por lo que d; < d,. Reunien-
do estas dos desigualdades, tenemos que P;P; < d; < d,. Dado que
P;P; = P;P, + P.P; < d,, en particular P.P; < d,, por lo que el punto
P; estara en el interior del cuadrado @,.. Como también el punto P, esta
en el interior de s, F, s es una férmula elemental 1V, lo que prueba la
linea 3) y termina la demostracién del resultado.

O]

§ 3.2.2. Estructura de las entradas no satisfacibles minimas.—
A continuacion se presenta el resultado principal que nos permitira
concluir que la clase UC-4P-SAT es resoluble en tiempo polinomial. A
este efecto consideraremos una instancia satisfacible minimal para de-
ducir que cada clausula con 4 literales contiene al menos 2 literales p-
eliminables y que estos pueden ser identificados y eliminados mediante
el algoritmo ELIMINALITERAIS. El estudio del resultado referido es ex-
tenso y se desarrolla analizando sistematicamente las posibles estructu-
ras del grafo de interacciones siempre que ocurre una féormula elemental
I (v. Cuadro 3.1), conteniendo una cldausula con 4 literales.

Observamos anteriormente que una instancia de la clase UC-4P-SAT
que no contenga la féormula elemental 1V es satisfacible. Por tanto, cual-
quier instancia no satisfacible contiene, necesariamente, alguna férmu-
la elemental de este tipo.
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Es conocido el hecho de que cualquier férmula proposicional no sa-
tisfacible contiene una subférmula no satisfacible minimal respecto al
numero de clausulas. En el presente caso, procuramos introducir un
concepto analogo de subférmula minimal, pero preservando la estruc-
tura geométrica asociada al problema de etiquetado. En este sentido,
consideremos una entrada (P, £) del problema de etiquetado UC-4P con
respuesta negativa, el correspondiente grafo de interacciones G = (V, A)
y la correspondiente formula proposicional F (en este caso no satisfaci-
ble). Una férmula proposicional F; C F» se llama minimal no satisfa-
cible respecto al subconjunto de vértices V; C V si F; corresponde a
la férmula proposicional asociada al subgrafo inducido Gy, y para cual-
quier subconjunto propio Vo & V; la formula proposicional F» asociada
al subgrafo inducido Gy, es satisfacible.

A lo largo de la presente seccién, y siempre que no se avise de lo
contrario, consideraremos formulas proposicionales no satisfacibles mi-
nimas en las condiciones que acabamos de definir. En el caso contrario,
para una de las correspondientes entradas del problema UC-4P con res-
puesta negativa, siempre podriamos considerar un subconjunto con un
numero minimo de puntos (vértices en el grafo de interacciones) para
el cual el problema de decision tuviese también respuesta negativa. La
correspondiente formula proposicional es, obviamente, una subférmula
no satisfacible minimal.

Consideremos ahora el grafo de interacciones G = (V, A) de una en-
trada no satisfacible minimal dénde V' = {vy,--- v, vi41}. A la arista
{vt,vi41} € A(G) le corresponde una férmula proposicional elemental
IIT o 1IV. Designando por V; al subconjunto de vértices que se obtiene
de V excluyendo el vértice vy i1, V1 =V — {v141}, la formula proposicio-
nal F; asociada al subgrafo inducido, G(V;) es satisfacible, pues V; es
un subconjunto propio de V. Por lo tanto, existe una atribucion de ver-
dad sobre las variables asociadas a los vértices de V;, 7!, satisfaciendo
Fi1. Pero, por construccién, ninguna de las atribuciones 7! U {l;11, b1},
TP U{lis1, be1 ), THU {1, b1 by 7P U{lig1, b1} podréa satisfacer F pues
esta formula proposicional no es satisfacible. En estas condiciones nece-
sariamente existe una arista {vg,v;4+1} € A(G) asociada a una férmula
elemental III o IV de modo que la atribucién 7' contenga los literales
I, b, dénde v, € Vi. Geométricamente, este caso sucede si y sélo si el
punto P;;; estd en el interior del cuadrado Qi (nétese que, por cons-
truccién, P, < P;y1). En estas condiciones v, = v, pues caso contrario
(k < t), como el punto P,y esta en el interior del cuadrado @, el punto
P, estaria también en el interior de Q, (Px < P, < Piy1), por lo que la
formula elemental asociada a la arista {v;,v;} seria también III o IV.
Pero, en este caso, [l;, b;] es una clausula de Fi, en contradiccién con el
hecho de que la atribucién 7!, conteniendo la atribucién parcial {I}, b},
constituye un modelo para 7.
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Por simetria, se puede igualmente concluir que a la arista {v;, v2} le
corresponde una férmula elemental I1I o IV.

También en las mismas condiciones, sea G = (V, A) el grafo de in-
teracciones de una entrada no satisfacible minimal. Si consideramos el
subconjunto de vértices V, = V; —{v; } y el subgrafo inducido G5 = G(14),
se verifica que para cualquier modelo para la formula proposicional aso-
ciada F; las posiciones de las etiquetas de los puntos P;,---, P,_1 blo-
quean todas las posiciones para el posicionamiento de la etiqueta L;
excepto la posicién 1, Q} (v. Figura 3.1). Para que tal cosa ocurra, de-
ben existir forzosamente dos etiquetas L, y Lg, con P, < P,y P3 < P,
tal que una de ellas bloquee la posicién Q? y la otra, la posicién Q}. En
las condiciones del problema, cualquiera de las dos etiquetas, L, y Lg,
bloquea (también) la posiciéon Q3. En estas condiciones la etiqueta L, so-
lamente puede ocupar la posicién @} sin que haya superposicién con las
etiquetas L, y Lg. Le., Q] es una posicién forzada para la etiqueta L;.

Considerando un par de puntos P; y P; y sus correspondientes eti-
quetas L; y L;, respectivamente, observemos las condiciones en que pue-
de haber bloqueos al posicionamiento de etiquetas sin que haya falsifi-
caciéon de la entrada:

B1 - Posicion Q? bloqueada. El punto P; debera estar en el interior
del cuadrado @;, el punto P; en el interior del cuadrado Q; y la
etiqueta L; ocupar la posicién Q?. Por tanto, F; ; es una férmula
elemental 1V y los literales I; y b; deberan estar atribuidos (v. B1,
Cuadro 3.2).

B2 - Posicion Q;’? bloqueada. Este bloqueo sucede en dos casos: inde-
pendientemente de la posicién de la etiqueta L;, cuando P; esta en
el interior del cuadrado @;, lo que corresponde a que F; ; es una
formula elemental II 0 IV; o cuando P; es exterior al referido cua-
drado, F; ; es una férmula elemental 1y los literales /;, b; atribuidos
(v. B2, Cuadro 3.2).

B3 - Posicion Q? bloqueada. Sucede para una configuracion simétri-
caaBl,i. e, alaarista {v;,v;} le corresponde la férmula elemental
IV y los literales [;, b; atribuidos (v. B3, Cuadro 3.2).

El bloqueo de la posicion Q} s6lo sucede si existe un punto P. > P;
de modo que F;, es una formula elemental de tipo III o IV. Puede ser
incluso del tipo I si {l,,b,} C 7. Si P, < P; y la posicién Q} estuviese
bloqueada por la posicién de la etiqueta L, entonces todas las demas
posiciones de la etiqueta L;: Q?, Q? y Q;*, estarian también bloqueadas.

Con el objetivo de caracterizar el grafo de interacciones de una ins-
tancia minimal no satisfacible, consideremos F la formula proposicio-
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Cuadro 3.2: Bloqueos al posicionamiento de etiquetas.

B F. o
B1 % ] 7%1 Pos1.010n Q3 blo%lead.a .
A4 A {vi,v;} arista IV y [;, b; atribuidos
%]i%J R
B . g
17 Posici6n Q) bloqllefda
B2 r%ﬁ {vi,v;} arista I (v; < v;)y l;, b; atribuidos o
[ﬁJ {vi,v;} arista I 0 IV
R R .
B3 1 % Posicion Q; bloqueada
X

{vi,v;} arista IV y [;, b; atribuidos

\j»T‘\
o

nal de una entrada del problema UC-4P. Sea G = (V, A) el correspon-
diente grafo de interacciones y G; = G(V;) el subgrafo inducido por
Vi = V — {vi11}. Como observamos anteriormente, cualquier modelo
para F; contiene la atribucion {l;, b;}.

De un modo general supongamos que v, es uno de los vértices de
Vi para el cual {I;,b,} C 7! para cualquier modelo de F;. Entonces,
la etiqueta forzosamente ocupa la posicién Q;. Esto sélo podra ocurrir
si existen dos puntos P, y P, menores que el punto P, cuyas etique-
tas, ya posicionadas por la referida atribucion, bloqueen a las posiciones
Q%, Q3 y Q;. A este efecto, se tiene necesariamente que F, j y Fg ) son
férmulas elementales IV y las etiquetas L, y Lg ocupan las posiciones
correspondientes a la atribucién {l, ba,l3,b5} 0 {la,ba, g, bs}-

Como los puntos de V' estan ordenados, podemos suponer a lo largo
de la presente seccién que P, < P3 < P;.

Consideremos una atribucién de verdad parcial r y supongamos, sin
pérdida de generalidad, que {ln,ba, s, b} C 7. Para que {i;,b;} sea for-
zada las atribuciones de verdad {l,,b.} y {/3, b3} también deben ser for-
zadas. A estas condiciones corresponde geométricamente el que la eti-
queta L, ocupe la posicién Q2 y la etiqueta Ls ocupa la posicién Q‘é
bloqueando a las posiciones Q? y Q; de la etiqueta Ly, respectivamente.
La posicién Q; esta bloqueada pues los puntos P, y Ps estdn ambos en
el interior del cuadrado Q3. Consideremos que v, y vz son los vértices
mayores en estas condiciones.

Dado que el punto Pj est4 en el interior del cuadrado @), y admitien-
do que el punto P, también esté en el interior del cuadrado Q3 (y como
por hipétesis P, < Pg, este estaria en el interior del cuadrado Q%), ala
arista {v,, v} le corresponde una férmula elemental 1v. Como por hipé-
tesis la etiqueta L, ocupa la posicion Q2 ({l,,b.} C 7) y Lg, la posicién
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Q4ﬁ ({l3,b3} C 1), la posicién @, de la etiqueta Ly, es obligatoria. Forzada
por las posiciones de las etiquetas L, y Lg siy sélo si la posicién Q3 de
la etiqueta L,, esta bloqueada, pues la posiciéon Q% queda bloqueada por
la etiqueta Lg. Por tanto debera existir un vértice v; < v, de modo que a
la arista {vs, v} le corresponda una férmula elemental I, 11 o IV. Si F5
es una férmula elemental I es también necesario que {Is,bs} C T sea una
atribucion forzada. Es decir, constituye condiciéon suficiente para que la
posicién Q; de la etiqueta L esté forzada que G contenga el grafo de
la izquierda en la Figura 3.8 como subgrafo y también que a la arista
{vs,va} le corresponda la férmula elemental II o IV o bien la férmula I
con la posicién Q} de la etiqueta L; forzada.

Q

Figura 3.7: Para que la etiqueta L; sea forzada a ocupar la posicién Q1,
las posiciones 2, 3 y 4 del cuadrado @), deberan estar blo-
queadas.

Caso contrario, si P, no estd en el interior del cuadrado ()3, entonces
a la arista {v,,vg} le corresponde una férmula elemental III (v. Figu-
ra 3.7) por lo que G contiene al grafo de la derecha en la Figura 3.8
como subgrafo. Para que la posicién Q% de la etiqueta Lj esté bloqueada
debera existir otro vértice, v;, € V1, de modo que la etiqueta L;, ocupe
la posicién Q?l , bloqueando aquella posicién. Para que esto ocurra, g,
debers ser una férmula elemental 1V y {l;,,b;,} C 7. Por lo que el vértice
v;; podréd ocupar una de dos posiciones respecto al vértice vg, v;, < vg
(A1) o vg < v, (A.2).

A.l. (vq <)vi, <wvg. El vértice v;, es mayor que v,, pues en caso con-
trario a las aristas {v;,, v} ¥ {va, v} estarian en las condiciones
del Lema 3.4, por lo que F, 3 seria una férmula elemental 1V, en
contradiccion con la hipétesis.
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Figura 3.8: Grafo de interacciones con cuatro vértices (v. texto).

Dado que el punto P;, estd entre los puntos P, y Pg (v, < v;; < vg),
P;, esta en el interior del primer cuadrante de Q. Por otro lado, co-
mo {l;,, bi,,la,ba} C 7, alaarista {v,,v;, } no le puede corresponder
la férmula elemental 1V, (si asi fuera, se tendria 7, ;, (7) = 0), por
lo que a la arista {v,,v;, } le corresponde una férmula elemental
111 (v. Figura 3.9-(A.1)).

A.2. vg < v, (< vg). El vértice v;, < v, pues en caso contrario, (si fuese

vi;, > vg) como {vq, v} y {vs,vi, } estarian en las condiciones del
Lema 3.4y F;; seria una férmula elemental Iv. Como la posi-
cién Q}. no esta bloqueada (por hipétesis) P;, no podria estar en el
interior de @} por lo que la longitud de la diagonal de la etiqueta
L excederia la longitud de la diagonal de la etiqueta Ly, dg > d.
Coémo P, < P3 < P, y Fu ) es una formula elemental 1v, el pun-
to P, estaria en el interior del cuadrado Q)3 por lo que a la arista
{va,v3} le corresponderia una férmula IV, en contradiccién con la
hipétesis.
Suponiendo que vg < v;; < v, a la arista {v;;, v} le corresponde
la formula proposicional II, pues el punto P;, estd en el interior
del tercer cuadrante del cuadrado Q; y no puede bloquear a Q?,
pues, por hipétesis, v, es el mayor vértice cuya etiqueta bloquea
esta posicion.

En este caso para que la posiciéon Q3 esté bloqueada es igualmente
necesario que exista un vértice, digamos vs5 < v, de modo que a la arista
{vs,va} le corresponda una férmula elemental 1, IT o IV.

La Figura 3.9 presenta los grafos de interacciones relativos a los ca-
sos analizados, A.1 y A.2. En cualquiera de ellos, la posicién Q?l tendra
que estar bloqueada. Por tanto, existe otro vértice, v;, € V; de modo que
la posicién de la correspondiente etiqueta, posicionada de acuerdo a la
atribucién de verdad 7, bloquee a la posicién 4 de la etiqueta L;,. Para
que estas condiciones ocurran, F;, ;, debera ser una férmula elemental
1V y la atribucién {l;,,b;,} C 7 i.e. L;, deberia ocupar la posicién Q7.
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Figura 3.9: Grafo de interacciones con cinco vértices (ver texto, casos
AlyA2.

Para analizar todos los casos posibles, empezaremos considerando, a
partir de A.1, los casos v;, < v;, (A.1.1) y v;; < v;, (A.1.2).

A.1.1. (v <)vi, < vy, < vg < vz Comencemos por observar que v, < vj,,

pues en caso contrario las aristas {v,, v} ¥ {vi,, v, } estarian en
las condiciones del Lema 3.4, por lo que a la arista {v,, v;, } le co-
rresponderia una férmula elemental 1V, en contradiccién con la
hipoétesis.
Considerando que v, < v, < v; < vg < v y que F,; €s una
formula elemental 1V, el punto P, esta en el interior del cuadrado
Qa, por lo que P, también estd en @), e, por consiguiente, a la
arista {v,, vi, } le corresponde una férmula III o IV.

A.1.2. v, < v;; < v, (< vg). Suponiendo v;, < v;,, se tiene que v;, < vg.
En caso contrario, la secuencia de vértices v, < v;; < vz < v,
estaria en las condiciones del Lema 3.4 por lo que F,; o Fg,,
seria una férmula elemental 1v. Como, por hipétesis, F,;, es una
férmula de tipo III, 73, tendria que ser una férmula I1V. Pero, dado
que {lg,bs,li,, bi,} C 7, se tiene que Fj5,(7) = 0, en contradiccién
con la hipétesis de que 7 constituya un modelo para 7.

Dado que v;, < v;, < vgy que F;, g es una formula 1V, los pun-
tos P;, y P;, estan en el interior del cuadrado @3, por lo que F;, 3
es una formula 11 o IV. Como no puede ser IV (pues, dado que
{lg,bg,li,bi,} C T, Fpi,(T) = 0, existiria una contradiccién con
la hipétesis de que 7 sea un modelo para F;) se tiene que F;, g es
una férmula elemental II.

A partir de A.2 y considerando a las dos posibles posiciones relativas
del vértice v;,, vi, < v;; (A2.1)y v;, < v;, (A.2.2) se tiene:

A.2.1. (vg <)vi, < v;; < v En este caso, se tiene necesariamente que
vg < v,. En caso contrario, v;, < vg < v; < v ¥, de acuerdo
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con el Lema 3.4, F;, 3 seria una formula elemental 1v, ya que, por
hipétesis, F;, 1 es una férmula II. Lo que es absurdo pues, en este
caso, {l3,bs, iy, bi,} C Ty, por tanto, Fs;,(7) = 0, en contradiccién
con la hipétesis de que 7 sea un modelo para F;.

Dado que v3 < v, < v, ¥y Fg,, es una férmula elemental 1V, el
punto P;, esta en el interior del cuadrado @)3. Sin embargo, por
el Lema 3.2, a la arista {vg,v;,} sélo le puede corresponder una
férmula elemental III.

A.2.2. vg < v;; <, (< vg) . Suponiendo, por reduccién al absurdo, que
v, > v y dado que vg < v, < vy < vy, por el Lema 3.4, F; 1 es
una férmula IV, en contradicciéon con la hipétesis. Se deduce, por
tanto, que v;, < vg.

Por otro lado, considerando que vg < v, < vy y que Fg}, es una
féormula 1V, el punto P;, estd en el interior del cuadrado @ y
{l;,bi,} C 7. Dado que vg es el mayor vértice cuya etiqueta blo-
quea la posicién Qf, F;, r no puede ser una férmula IV y sélo puede
ser una férmula elemental II.

(A.1.1) (A.1.2) (A.2.1) (A.2.2)

Figura 3.10: Grafos de interacciones con seis vértices (v. texto, casos
Al11,A1.2 A21yAZ22).

En todas las configuraciones analizadas, A.1.1, A.1.2, A.2.1y A.2.2,
excepto en A.1.1 se verifica que cuando F, ;, es una férmula elemental
IV, para que la posiciéon ng esté forzada es necesario que la posiciéon
Q%Q esté bloqueada. Este hecho implica la existencia de un vértice v;, ¢
{va,vg,vi,, viy, v} de modo que {l;,,b;,} € 7.

En A1.1, en el caso de que F,;, sea una férmula IV, a cada arista
definida por vértices consecutivos del ciclo, Co = {va, vk, v3, Vs, , Vi, Va } le
corresponde una féormula elemental 1v. En estas condiciones, siguiendo
el Lema 3.3, {l,b,} C 7 siy sélo si la posicién Q3 esta bloqueada. Lo
que obviamente sucede cuando F;, es una férmula II o IV o incluso I, en
el caso de que {/;,bs} sea una atribucién forzada.

Si consideramos el vértice vg en las condiciones anteriores (v, <
vg < vi) y de acuerdo a los casos A.1 y A.2, existe un vértice v;, que
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podra ocupar una de las posiciones relativas vg < v;, (< vg) 0 (vq <
Jvi, < vg. Para representar estas dos posibilidades consideraremos un
arbol binario cuya raiz corresponde al vértice vz. En el primer nivel
(vértices adyacentes a vg), cada uno de los (dos) vértices representa una
de las dos posiciones relativas, sobre vg y bajo vg (v. Figura 3.11). De
acuerdo con los casos estudiados en A.1.1, A.1.2, A.2.1 y A.2.2, el grafo
de interacciones contiene otro vértice v;, ocupando una de las cuatro
posiciones relativas siguientes vg < v;; < vi,, V3 < Uiy, < Uiy, Vi; < Uiy <
V3 Yy Vi, < v, < vg. Los cuatro vértices en el segundo nivel representan
las posiciones relativas de este vértice (v;,).

Puede ocurrir uno de dos casos. O bien el grafo de la izquierda (A.1.1)
en la Figura 3.10 es un subgrafo del grafo de interacciones G y a la
arista {v;,,v,} le corresponde una férmula elemental IV o bien, en caso
contrario, existen dos vértices v;, y v;, de modo que F;,;, es una for-
mula IV y que las etiquetas L;, y L;, ocupan las posiciones Q?B y Qf-‘4,
respectivamente. El vértice v;, podra ocupar una de las ocho posiciones
relativas posibles correspondientes al tercer nivel en el arbol binario (v.
Figura 3.11). Cuatro de estas posiciones se dan para vz < v;, y las otras
cuatro para v;, < vg. Andlogamente se puede concluir que v;, podré ocu-
par una de 16 posiciones .

Figura 3.11: Arbol binario. Los vértices del nivel k representan las posi-
bles posiciones de cada un de los vértices del camino W,,.

Por induccién, consideremos el camino W,,, = {vg, v, - ,v;,,}, con
m > 2 par, el correspondiente arbol binario construido en las condiciones
anteriores y la atribucién de verdad mw,, = {l3,03,0i,,bi,,- -+ ,li,,, bi }-

En estas condiciones podra ocurrir una de dos situaciones. O a la
arista {v;,,, v, } le corresponde una férmula elemental IV, y en este caso
el ciclo Cp, = {vqa, vk, v8,Viy, ..., Vi, Vo } €std en las condiciones del Le-
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ma 3.3 y, por tanto, la atribucién {I;, b} es forzada si y sélo si la posicién
Q3 estd bloqueada. O bien, en el caso contrario, F;,, , es una férmula II1
por lo que existe un vértice v;,,,, de modo que a la arista {v;,,,v;,,,, } le
corresponda una férmula elemental Ivy {l; ., .b;, } CT.

En este ultimo caso, considerando los tres dltimos vértices del ca-
mino Wp,, v; . ,,vi, _,,v;, , €xisten cuatro posibles posiciones relativas,
representadas en la Figura 3.12,v;,, , <wv;,, , <wv;, (C.1),v; , <wv;, <
(O (02), Vipoo1 < Vi, < Vi o (CS) Y Ui, < Vip_q < Vi o (04)

v, v, o Yog
\% V% V. \Y)
\/|m—l \{m Vlm—1
v
v, v WY Im v,
v v v v
m2 Im2 Im1 Im

(C.1) (C.2) (C.3) (C4)

Figura 3.12: Posibles caminos simples de longitud 2 en un grafo de in-
teracciones de una instancia de UC-4P (v. texto).

Para cada una de las configuraciones referidas anteriormente: C.1,
C.2, C.3 y C.4, existen cuatro distintas posiciones posibles para el vértice
i+, 10 que totaliza dieciséis configuraciones diferentes, presentadas en
la Figura 3.13.

Analizando todas ellas se observa que la mitad de las con-
figuraciones no puede ocurrir. Si se satisficieran las condiciones
C.13, C23, C33, C34 y C4.3, de acuerdo con la linea 1)
del Lema 3.4 resultaria una contradiccion con la hipétesis de
{lir 0y bine o L1 Bins 15 Lins Bivns linias iry_»} C Ty esta asignacién cons-
tituir un modelo para F;. En la misma linea de argumentacién, las con-
figuraciones no pueden ocurrir pues, en caso contrario, en consecuencia
de la linea 3) del mismo Lema 3.4, 7 no podria ser un modelo para 7.

Tampoco las configuraciones C.1.4 o C.4.4 pueden darse. Considere-
mos, por absurdo, y, sin perdida de generalidad, que C.1.4 sucede. Para
la configuracion C.4.4 el razonamiento seria idéntico, considerando la si-
metria entre C.1.4 y C.4.4. El vértice vz no puede estar entre v;, y v;,, ;.
Si lo estuviera, como a la arista {vg, v} le corresponde una férmula 1V,
de acuerdo con el Lema 3.4, 73, seria una formula IV. Ademas, a ca-
da una de las aristas del subgrafo completo inducido G({v;,,,,v3, Vi, }),
le corresponde una férmula IV. (Se recuerde que el vértice vg habia
sido tomado como el mayor vértice cuya férmula es del tipo 1V, por
lo tanto Fj;,, el una férmula I11.) Entonces, por el Lema 3.1, se tiene
{lip i1+ b} €70l b} C 7, lo que contradice la hipétesis. Como
vg no puede estas entre v;,, y v;, ,, entonces o vg < v;,,., 0vg > v;,.



106 3. Problema de etiquetado de puntos alineados UC-4P

En cualquier caso, como existe un camino uniendo los vértices vz y v;,, ,
(Y Vi < Vip_o < v;,), existe una arista {v;;,v;,,} de modo que esta
arista y {v;,,, v, ,} estan en las condiciones del Lema 3.4. Por lo tan-
to existe un subgrafo completo K3 conteniendo tres vértices del camino
W41 en las condiciones del Lema 3.1. Lo que esta en contradiccién con
la hipétesis pues 7y, no contiene, para un mismo vértice, dos literales
ambos afirmados o ambos negados. Por lo tanto, en el presente caso esto
no puede ocurrir.

(C4.1) (C4.2) (C.4.3) (C44)

Figura 3.13: Analisis de las configuraciones para un nuevo vértice,

Ui'm+ 1°

Por lo que los casos que quedan, C.1.1, C.1.2, C.2.2, C.2.3, C.3.2,
C.3.3,C.4.1y C.4.2, corresponden a los ocho caminos de cada rama, con
raizenv;,, ,.

Para el camino Wy, 11 = {v3,0iy, -, Vi, Vipyy }» Vi; > vi;,, se tiene
que para cada i; = ig,i1, - ,im, a la arista {v;,,,,v.} no le puede co-
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rresponder una férmula 1v. Si asi fuera, como {ly,ba,li,, 1, bi,, 1} C 7s
Fayims1(T7) = 0, en contradiccién con la hipétesis. Por lo tanto, existe un
vértice v;,, ., € Vi de modo que a la arista {v;,,_,,v;,_ .} le corresponde
una formula 1vy {l;, ., bi,,..} C 7.

Nuevamente, considerando los tres ultimos vértices de la secuen-
cia W,,+1, la ampliacion sigue las mismas condiciones que vimos an-
teriormente. Por tanto, o existe un ciclo conteniendo el camino W, o,
Crt2 = {Va, Uk V8, Vigs - -, Vipys Vi1 Vipnsns Vot Para lo cual a la arista
{is2> Va} le corresponde una férmula IV o, en caso contrario, dado que
m + 2 es par, podemos repetir los dos pasos anteriores.

Dado que el nimero de vértices es finito, en algiin paso necesaria-
mente se obtiene un ciclo en las condiciones referidas, por lo que:

Lema 3.5. Sean G = (V, A) el grafo de interacciones de una instancia
no satisfacible minimal, V = {v1,...,v,vi41}, el conjunto de vértices y
F la correspondiente formula proposicional. Si Vi =V — {vi1}, G1 =
G (V1) el subgrafo inducido por Vi y T un modelo para la correspondiente
formula asociada, Fi, entonces, para cada atribucién forzada {I, b}, se
verifican:

a) Existe un ciclo Cp, = {va, Vg, v8,0iy, "+ , Vi, , Va}, CON M par, para el
cual a cada par de vértices consecutivos le corresponde una arista
asociada a una férmula elemental 1V.

b) Existe una arista {vs,v,}, con vs < v,, de modo que Fs, es una
formula 11 0 1V 0 1y, en este tltimo caso, {l5,bs} es una atribucién
forzada.

Como consecuencia del Lema 3.5, se puede concluir que G es un grafo
en las condiciones de la Figura 3.14.

§ 3.2.3. Satisfacibilidad de la clase UC-4P-SAT.— Consideremos
una instancia F del problema UC-4P-SAT, no satisfacible que, sin pér-
dida de generalidad, podemos suponer no satisfacible minimal. De-
signamos por G = (V,A) al respectivo grafo de interacciones, V =
{v1, -+ ,vt,v+1} al conjunto de los vértices y F; a la formula proposi-
cional satisfacible asociada al subgrafo inducido G; = G(V — {vi41}).

Dado que cualquier modelo 7 de F; contiene la atribucién {I;,b;},
existe un ciclo Cy,, = {vqa, v, v8, vy, , Vi, Va }, por el Lema 3.5. Por otro
lado, F; ;11 es una formula elemental III o IV por lo que, de acuerdo al
Lema 3.3, la propagacién unitaria de la atribucién {I,} y de la atribucién
{b,} falsifican la férmula proposicional asociada al subgrafo inducido
G(Cm U {ve41}).

Pero, en el caso de que a la arista {vs, v, } le corresponda una férmula
elemental I entonces la etiqueta L; forzosamente ocupa la posicién Q.
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Figura 3.14: Estructura de un grafo de interacciones de una entrada mi-
nimal con respuesta negativa.

Asi, Fso = {[ls,bs,la,ba]} C Fy sus literales [, y b, son p-eliminables
(en F, independientemente del orden de exclusién) pues {l,} = 0y
{bo} = 0. Excluyéndolos se obtiene la clausula [ls,bs]. Por lo que, por
cada ciclo en las condiciones del Lema 3.5 puede repetirse nuevamente
el argumento anterior.

Considerando el algoritmo ELIMINALITERALES(F), durante su pro-
cesamiento, en algun paso, se produce la clausula nula. Por reduccion al
absurdo, supongamos que la férmula ¥ = ELIMINALITERALES(F) no
contiene la clausula nula. Tampoco puede ser una instancia 2SAT, pues
se tendria una férmula 2SAT sin literales p-eliminables y sin la clausu-
la nula, por tanto satisfacible, contradiciendo la hipétesis. Por lo tanto
existe una clausula D' C [ls, bs, la, ba con 3 o 4 literales.

Supongamos que v, es el mayor vértice de G en estas condiciones. De
acuerdo con el Lema 3.5, existe un ciclo C' = {vq, vi, vg, vy, -+ 5 Vi, Va
paralocual {I,} = {l,bx} ¥ {ba} = {lx,br} en F.Y, por supuesto en FF.
Como, ademas, la subférmula ]-'g contiene una subclausula de [, b y
lo € D' 0oby € D', D contiene un literal p-eliminable. Lo que contra-
dice 1a hipétesis pues F¥ habia sido tomada sin literales p-eliminables.
Aunque la formula F no sea minimal, si no es satisfacible, la formula
obtenida por el algoritmo ELIMINALITERALES(F) sigue conteniendo la
clausula nula.
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Se concluye, por tanto, que la formula proposicional devuelta por el
algoritmo ELIMINALITERALES(F) contiene la cldusula nula si y sélo si
F es una instancia de UC-4P-SAT no satisfacible, para cualquiera orde-
nacion de sus clausulas y literales.

Por lo tanto, podemos enunciar el siguiente resultado:

Teorema 3.6. Sea F una instancia del problema UC-4P-SAT. F es satis-
facible siy sélo si la formula proposicional equivalente obtenida median-
te el algoritmo ELIMINALITERALES(F) no contiene la cldusula nula.

Demostracién. Sea F una instancia de UC-4P-SAT no satisfacible. En-
tonces, como hemos visto, para cualquiera subférmula minimal no
satisfacible 7Y C F, el algoritmo ELIMINALITERALES(F?) devuelve
una formula con la clausula nula. Por lo tanto, lo mismo ocurre con
ELIMINALITERALES(F). O

Y, como consecuencia,

Teorema 3.7. La clase de satisfacibilidad UC-4P-SAT es una subclase
(propia) de la clase de satisfacibilidad polinomial PURL.

Demostracién. Sea F una instancia de UC-4P-SAT. Como para cualquie-
ra ordenacion de sus clausulas y literales F es satisfacible si y sélo si la
férmula légicamente equivalente F¥=ELIMINALITERALES(F) no con-
tiene la clausula nula, de acuerdo con la Definicién 2.3, UC-4P-SAT es
subclase de PURL. O

Como conclusién final, se obtiene el siguiente resultado:

Corolario 3.8. El problema de etiquetado UC-4P es resoluble en tiempo
polinomial.

Demostracién. Dado que cada instancia del problema de etiquetado UC-
4P se puede reducir a una CNF-formula en tiempo cuadratico relativa-
mente al numero de puntos a etiquetar, el resultado es una consecuencia
directa del Teorema 3.7 y del Teorema 2.6. O






caprituo 4

Emparejamiento ortogonal simple en el cilindro
EOSC

La representacion grafica de grafos se puede considerar como una
forma de visualizacién de datos con un amplio campo de aplicaciones
tales como disefio de circuitos electrénicos, genealogia, sociologia, pro-
gramacion, bases de datos y cartografia. Algunos de los aspectos a con-
siderar para la representacion de un grafo son: el tipo de aristas: rec-
tilineas, rectilineas con cambios de direccién (codos) o curvilineas; el
numero de cruces entre aristas; el alejamiento minimo entre vértices o
aristas; el area ocupada por el grafo y la superficie necesaria para una
inmersién [BET99]. Cada situacion presenta caracteristicas especificas
propias que se traducen en determinadas condiciones sobre el trazado
del grafo.

El Teorema de Kuratowski marca, en cierta medida, el inicio de esta
disciplina [kur30]. Data de 1930 y caracteriza los grafos que admiten
una inmersién en el plano, i.e. una representaciéon plana sin que dos
aristas se crucen (excepto en un vértice). Ya en esos anos se sabia que
los grafos no planos poseian inmersiones en otras superficies. El grafo
completo K5 y el grafo bipartito completo K3 3 son dos ejemplos de grafos
no planos que admiten inmersiones en el toro, una superficie orientable
de género g = 1. La Figura 4.1 muestra una inmersién ortogonal de K3 3
en el toro (a la izquierda) y la correspondiente representacion ortogonal
plana estandar (a la derecha), con sus aristas formadas por segmentos
de recta horizontales y verticales con un tnico codo como méaximo.

Desde un punto de vista practico, diversas aplicaciones hicieron un
uso temprano de los resultados tedricos obtenidos, pero no es hasta fi-
nales de los afios 60 cuando empezé a surgir la necesidad de algoritmos
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Figura 4.1: Representacion gréfica del grafo bipartito completo K3 3 so-
bre el toro, con aristas rectilineas con un codo y sobre la
correspondiente representacion ortogonal plana de la super-
ficie.

para la representacion de grafos. Esto se debié a una de las aplicacio-
nes principales del trazado de grafos: el diseno de circuitos electrénicos.
Es en esta época donde el incremento, cada vez mayor, del nimero de
elementos que componian un circuito comenzaron a hacer el disefo de-
masiado complicado. En el libro de Lengauer podemos encontrar una
recopilacién de estos primeros algoritmos para el disefio de redes y cir-
cuitos [len90]. Fue también en esta década quando Hopcroft y Tarjan
(1974) obtuvieron la aplicacién practica del Teorema de Kuratowski de
planaridad, dando una caracterizaciéon que condujo al disefio de un al-
goritmo efectivo [HT74].

La representacion de grafos con aristas constituidas por secuencias
de segmentos rectilineos horizontales y verticales ha sido utilizada en
diversas aplicaciones, principalmente en los trazados de circuitos, orga-
nigramas y diagramas de flujo [BNT86, BTT84]. Este hecho ha atrai-
do la atencién de muchos autores y han sido obtenidos numerosos re-
sultados acerca de representaciones ortogonales [bie96, GM98, LMS91,
LMS98, RCS86, tam87].

Una aproximacion al diseno VLSI de circuitos integrados consiste en
considerar el circuito a diseflar como un conjunto de pares de vértices
que deben unirse mediante aristas ortogonales, con similares restriccio-
nes que en el problema general del trazado ortogonal de grafos, i.e., es
conveniente minimizar el nimero de codos y el namero de cruces.

En este sentido se plantea el problema EMPAREJAMIENTO ORTOGO-
NAL SIMPLE PLANO (EOSP), en el cual parejas de puntos en el plano
deben unirse mediante trazados ortogonales con un dnico codo sin que
éstos se crucen.

Este problema, EOSP, designado originariamente en inglés por
Single Bend Wiring (SBW), fue estudiado y resuelto por Raghavan
et al. [RCS86]. Para ello, estos autores desarrollaron un algoritmo cua-
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dratico respecto al nimero de pares de puntos.

Dado el reducido ntimero de posibilidades (sélo dos) de conectar cada
par de puntos en el plano, resulta imposible en muchas instancias co-
nectar todos los pares de puntos sin que haya cruces entre aristas. Para
estos casos, los mismos autores mostraron que el problema MAX-EOSP
(en el original MAX-SBW), i.e., determinar la cardinalidad del mayor sub-
conjunto de pares de puntos que pueden ser conectados sin cruces de
aristas, es un problema NP-duro.

Para una instancia del problema que no admita solucién en el plano,
se procura solucionar el problema trazando las aristas ortogonales en
distintas placas paralelas. De nuevo, los mismos autores probaron que
esta estrategia nos lleva a un problema NP-completo. Estos resulta-
dos, asi como los resultados acerca de trazados ortogonales presenta-
dos Cohoon y Heck [CH88] y por Yen [yen94], motivaron a Garrido
et al. [GMMO2] y a Portillo [por02] a considerar el problema de empare-
jamiento ortogonal simple en otras superficies. El trazado de circuitos es

H/:%./

Figura 4.2: Esquema de una asa en un circuito integrado.

un problema de optimizacién en el cual pueden ser consideradas varias
funciones objetivo con intereses relevantes [1len90]. El nimero de asas y
el namero de codos por arista constituyen dos de estas funciones objeti-
vo a considerar. Un asa modela un cambio de cara (layer) en el circuito
utilizada para evitar cruces entre aristas (Figura 4.2). Al igual que suce-
de con los codos, los cambios de caras introducen inestabilidad eléctrica
perturbando el funcionamiento del circuito. Por otro lado, la utilizacion
de asas aumenta el grado de dificultad en los procesos de fabricacién de
los circuitos. Considerando los efectos adversos, tanto el nimero de asas
como el namero de codos deben minimizarse.

Imponiendo como restricciones al problema de conectar un conjunto
de pares de puntos con aristas ortogonales que cada arista tenga como
maximo un codo, resulta que cada arista tendra longitud minima y todo
el trazado ocupara area minima. En estas condiciones la existencia de
asas es inevitable en la mayor parte de los casos. Al considerar el traza-
do de circuitos en superficies de género g, Garrido, Marquez, Morgana y
Portillo tratan el problema de la minimizacién del nimero de asas de la
siguiente forma: de cada vez que dos aristas se cruzan, esa interseccién
puede ser evitada introduciendo una asa. Cada via equivale a un aguje-
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ro en la placa donde se traza el circuito, asociado a un cambio de cara en
la placa. Entonces, el problema del trazado de circuitos puede ser mo-
delado como un problema de emparejamiento ortogonal en superficies.
Cada nueva asa corresponde a aumentar en 1 el género de la superfi-
cie. El problema de minimizacion del género de una superficie en la cual
exista un emparejamiento ortogonal simple para un conjunto de pares
de puntos dado es un problema NP-duro [GMMO02].

También en este ambito, los mismos autores probaron que dados una
superficie y un conjunto de pares de puntos sobre la superficie (de género
g), determinar la existencia de un emparejamiento ortogonal simple es
un problema NP-completo.

Para superficies particulares la complejidad del problema de empa-
rejamiento ortogonal simple no ha sido establecida hasta ahora. En el
presente trabajo, demostraremos que el problema cilindrico, a semejan-
za del problema EOSP, es también resoluble en tiempo polinomial. A
este efecto, reduciremos las instancias del problemas geométrico a ins-
tancias del problema de satisfacibilidad para probar que EOSC-SAT es
una subclase de 2PURL. También presentaremos un algoritmo polino-
mial que permite resolver las instancias del problema EOSC.

Visto el resultado establecido y observando la semejanza entre este
problema y el problema de emparejamiento ortogonal simple en el to-
ro, se conjetura que este ultimo también pueda ser resuelto en tiempo
polinomial.

4.1. Infroducion

Dado un grafo G = (V, A), un emparejamiento M en G es un sub-
conjunto de aristas que no son adyacentes dos a dos, i.e. dos aristas
de M no inciden en el mismo vértice o, equivalentemente, los vértices
del grafo (V, M) tienen valencia maxima uno. Considerando los vértices
distribuidos sobre una superficie, un emparejamiento ortogonal es una
representacion grafica de un emparejamiento de modo que cada aris-
ta esta formada por una secuencia de segmentos de recta ortogonales
entre si, paralelos a un sistema ortogonal de referencia. Dado un em-
parejamiento, saber si existe un emparejamiento ortogonal sin que dos
aristas se crucen es un interesante problema de decisién. Si cada arista
estd compuesta a lo maximo por un codo diremos que el problema de
emparejamiento ortogonal es simple.

Uno de los casos particulares, el problema del EMPAREJAMIENTO
ORTOGONAL SIMPLE PLANO ((EOSP) (en inglés Single Bend Wiring o
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SBW) fue estudiado y resuelto por Raghavan, Cohoon y Sahni [RCS86].
Para resolverlo, cada instancia W se transforma en tiempo polinomial
en una férmula proposicional F que resulta pertenecer siempre a 2SAT.
La instancia tiene solucién afirmativa si y sélo si la férmula proposicio-
nal correspondiente es satisfacible. En caso afirmativo, las atribuciones
de verdad que satisfacen la formula proposicional permiten, también,
identificar emparejamientos ortogonales en el conjunto de pares de pun-
tos de W. Dado que una féormula proposicional 2SAT puede ser resuelta
por cualquiera de los algoritmos lineales conocidos (en tiempo O(|F|)), el
problema de decision puede ser resuelto en tiempo polinomial. Dado que
la referida reduccién se puede efectuar en tiempo cuadratico respecto al
numero de pares de puntos, en total el problema EOSP (SBW) puede ser
resuelto en tiempo O(n?).

Estudiando el problema de EMPAREJAMIENTO ORTOGONAL EN SU-
PERFICIES genéricas (EOS), Garrido, Marquez, Morgana y Portillo pro-
baron que se trataba de un problema NP-Completo [GMMO02, por02].
Todavia, la complejidad del problema para los problemas de empareja-
miento ortogonal en cada una de las superficies particulares, distintas
del plano, permanecia como problema abierto.

En el presente capitulo mostraremos que el problema de EMPARE-
JAMIENTO ORTOGONAL SIMPLE EN EL CILINDRO (EOSC) puede ser re-
suelto en tiempo polinomial. La demostracion de este resultado se ha-
ra mediante la reducciéon del problema a una clase de satisfacibilidad
EOSC-SAT y comprobando que ésta es una subclase de la clase de satis-
facibilidad polinomial 2PURL.

§ 4.1.1. Reduccion de las instancias del problema EOSC a formu-
las proposicionales.— Dados un par de puntos w; de una instancia
W del problema EOSC, en general existen cuatro distintas aristas orto-
gonales simples posibles que los unen. Cada una de estas aristas pue-
de ser codificado mediante un par de variables légicas (h;,m;), donde
h; = 1 si el segmento incidente en el punto de mayor ordenada del par
w; es horizontal y m; = 1 si el trazado corta al meridiano exterior de la
representacion ortogonal estandar adoptada, conforme se ilustra en la
Figura 4.3.

Fijemos la notacion. Sea w € W un par de puntos de una instancia
del problema EOSC, w = (a,b), con coordenadas a = (a,,ay) y b = (bs, by),
respectivamente, de modo que a, > b,. Dados dos pares de puntos, w; y
wj, diremos que w; < w; (i < j) si el punto de mayor ordenada del par
w; estd encima del punto de mayor ordenada del par w;, i.e. a; > a%.

Con el objeto de desarrollar una codificacion para las instancias del
problema, observemos que, para dos pares de puntos, el conjunto de
aristas ortogonales que los unen, sin cruces, no dependen de los valo-
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Figura 4.3: Codificacién de las cuatro aristas ortogonales que pueden
unir un par de puntos en el cilindro.

res de las coordenadas de cada uno de los puntos sino de su posicién
relativa. A los efectos de esta codificacion, consideremos las coordena-
das de los puntos de una instancia W del problema EOSC en dos se-

cuencias: de las ordenadas o y-secuencia, (a b;,ay,bQ - ay, by), con
al > aHl (i =1,---,n) ya, >0,y de las abscisas o z-secuencia,
(al,bl a2,b2,--- a”, b"). Tomemos una rejilla ortogonal en la represen-

tacion ortogonal estandar del cilindro cuyas intersecciones coincidan
con cada uno de los puntos de cada uno de los pares w; €¢ W (Figura 4.6).
Numerando sus lineas verticales con enteros de 1 hasta n, de la izquier-
da a la derecha y las lineas horizontales de bajo hasta arriba, cada una
de las secuencias anteriores puede ser substituida por una secuencia de
enteros, (v, yl, -yt yl)y (xl,a}, - a0, 2}, respectivamente.

Supongamos, a titulo de ejemplo, que w; y wj son dos pares de puntos
para los cuales o}, > aj, > bZ > by bl < al < a} < b, como se ilustra
en la Figura 4. 4 Con51derando la rejilla ortogonal anterior o equiva-
lente, representando la menor de las abscisas (resp. ordenadas) por 1,
la segunda por 2, la tercera por 3 y la cuarta por 4 y substituyendo en
las respectivas y y = secuencias se obtiene, respectivamente, (4,2,3,1) y
(2,4,3,1). Asi, este par de secuencias de enteros constituye una repre-
sentacién para todos los pares de puntos cuyas coordenadas satisfagan
la ordenacion atras indicada y, por eso, son topolégicamente equivalen-
tes.

De este modo, para analizar todas las entradas con dos puntos es su-
ficiente estudiar las configuraciones topolégicamente distintas, corres-
pondiente a las 3 y-secuencias (aquellas para las que y. > yj, vl > yi y
vl > yg) y las 4! z-secuencias posibles. En total hay 3 - 4! = 72 secuencias
y el mismo numero de configuraciones posibles.

Las 3 y-secuencias referidas son (4, 1,3,2), (4,2,3,1) y (4,3,2,1). Con-
sideremos ahora las z-secuencias. Para el par w; = (a’,b') pueden dar-
se dos casos, 2, < z} y z;, > zj. Para cada uno de estos casos, el
punto a’ (del par wj) puede ocupar 3 posiciones correspondlentes a
zy < min{zl, 2}, 5 > max{zl,z}} y x entre los valores de 2% y zi. Fi-
nalmente, para cada uno de los 2x3 casos anteriores, el punto &’ podra
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Figura 4.4: Dos pares de puntos de una instancia de EOSC correspon-
dientes a las y y z-secuencias de enteros, (4,2,3,1) y (2,4,3,1),
respectivamente.

ocupar 4 posiciones. Por lo tanto, en total hay 4! posibles x-secuencias.

Analizando cada una de las antedichas secuencias y codificando-
las utilizando las variables booleanas referidas anteriormente, Portillo
(2002) identificé doce formulas proposicionales del problema de satisfa-
cibilidad proposicional SAT a las cuales se reducen cualquier instancia
del problema geométrico, EOSC [por02]. Estas doce formulas elementa-
les se presentan en el Cuadro 4.1, numeradas del I al XII, para futuras
referencias. El cuadro siguiente, Cuadro 4.2, muestra la lista de las se-
cuencias y las correspondientes formulas proposicionales elementales,
identificadas por su ntumero. Las entradas con y-secuencia (4,3,2,1) se
han omitido pues a todas ellas les corresponde la formula elemental T,
que es vacia.

Considerando en la Figura 4.5 un par de puntos por cada rectangu-
lo, localizados en los extremos de una de sus diagonales, se obtiene una
representacion esquematica de las instancias del problema EOSC con
dos pares de puntos. Estas instancias quedan tipificadas por las confi-
guraciones de la figura. Las entradas en la fila superior provienen de
configuraciones con y-secuencia (4,2,3,1) y las de la fila inferior pro-
vienen de configuraciones con y-secuencia (4, 1, 3,2). Asi, a las entradas
representadas en (a) les corresponden formulas elementales de IX a XII;
a las representadas en (b), formulas de VI a VIII; a las de (¢), IIT 0 IV y
las tipo (d) son I1 o V.

Consideremos ahora una entrada del problema EOSC constituida por
n pares de puntos ordenados. Para transformarla en una férmula pro-
posicional es necesario analizar todas las interacciones entre dos pares
de puntos, i.e., cada par de puntos debe compararse con todos los demaés

n(n —1)

posicional que representa la entrada completa corresponde a la conjun-

pares identificando asi formulas elementales. La férmula pro-
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Cuadro 4.1: Férmulas proposicionales elementales del problema EOSC

G < j).
Fij
I {}
11 {lm;]}
11 {[hi,mj], [hs, my]}
v {[hss my), [hi, 75}
v {[m;1}
VI {[hs, 73], [y, 75}
VII {[hs, 73], [hy, my)}
VIII {[hi, mi], [hy, 5]}
X A{[hi, mi, byl [ha, 3, by, [ha T, By, [hay myg, Byl }
X Alhi,mi, by, [hi, 5, hyl, [hay myg, gl (e, g, byl
XU A{[himi, by, [hi, 75, By, [ha, 725, By, [hay my, By}
X1 {[hs,mq, by, [hi, 5, ), [hi, my, Byl (e, g, Byl

cién de todas las formulas elementales. Por lo tanto la reduccion de cada
una de las instancias de EOSC a instancias de SAT puede ser efectuada
en tiempo cuadratico, O(n?). El resultado sigue siendo valido aunque la
entrada no esté ordenada pues, en una operacion de preprocesamiento,
los puntos de W pueden ser ordenados en tiempo O(nlog(n)) sin afec-
tar a la complejidad de la reduccién. Denotaremos EOSC-SAT a la clase
de satisfacibilidad formada por las formulas proposicionales que corres-
pondan a alguna entrada del problema de emparejamiento ortogonal.
Obviamente, EOSC-SAT es una subclase propia de 3SAT, siendo esta ul-
tima una clase NP-completa.

La Figura 4.6 muestra una instancia de EOSC formada por 4 pa-
res de puntos. Analizando el par w; con los demas, ws, w3 y wy, se
comprueba que a la primera interaccién le corresponde la y-secuencia
(4,2,3,1) y la z-secuencia (1,3,4,2), por lo tanto una férmula elemen-
tal IX, a la segunda la misma y-secuencia y la z-secuencia (2,4,3,1),
por lo tanto una formula XII y a la tercera una formula vacia (férmula
I, y-secuencia (4,3,2,1)), respectivamente. Repitiendo el procedimien-
to, analizando ahora el par ws con w3 y wy, a we, w3 le corresponde la
féormula XI y a ws, wy, la formula 1. Finalmente a w3, wy le corresponde
una férmula elemental 1V. La conjuncién de las férmulas elementales
anteriores (en el orden indicado) corresponde a la formula proposicio-
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Cuadro 4.2: Secuencias para dos pares de puntos de una instancia del
problema EOSC y sus correspondientes formulas elementa-

les.
’ y-seq. ‘ x-s€eq. Férmula H y-seq. ‘ x-seq. ‘ Férmula ‘
4,2,3,1) | (1,2,3,4) VI (4,1,3,2) | (1,2,3,4) v
(1,2,4,3) VI (1,2,4,3) A
(1,3,2,4) XI (1,3,2,4) 111
(1,3,4,2) X (1,3,4,2) 111
(1,4,2,3) VIII (1,4,2,3) A
(1,4,3,2) VIII (1,4,3,2) v
(2,1,3,4) VI 2,1,3,4) v
(2,1,4,3) VI (2,1,4,3) v
(2,3,1,4) VII (2,3,1,4) 11
(2,3,4,1) VII 2,3,4,1) 11
(2,4,1,3) X (2,4,1,3) v
(2,4,3,1) XII (2,4,3,1) v
(3,1,2,4) XII (3,1,2,4) v
(3,1,4,2) X (3,1,4,2) v
3,2,1,4) VII 3,2,1,4) 11
(3,2,4,1) VII 3,2,4,1) 11
(3,4,1,2) VI (3,4,1,2) A%
(3,4,2,1) VI (3,4,2,1) A%
4,1,2,3) VIII (4,1,2,3) v
(4,1,3,2) VIII (4,1,3,2) A
4,2,1,3) 15:¢ (4,2,1,3) 111
(4,2,3,1) XI (4,2,3,1) 111
4,3,1,2) VI (4,3,1,2) \%
(4,3,2,1) VI (4,3,2,1) A

nal (4.1), equivalente a la instancia del problema EOSC y en la que los
literales asociados a cada una de las variables (h;, m;) estan represen-
tados por los enteros 2i y 2i — 1 respectivamente.

F= {1,2,-4],[-1,2,4],2, -3, 4], [-2,3, 4],
1,2,6],[~1,2,—6],[2,5, 6], [~2, -5, —6],
[3,4,6], (3,4, 6], [4, —5, —6], -4, 5, —6],
[6, 7], [=6, =7]}

(4.1)

En todos los ejemplos que siguen consideraremos las formulas ele-
mentales ordenadas de esta manera y los literales representados por
enteros siguiendo la notacion que acabamos de referir.
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Figura 4.5: Representacion tipificada de instancias de pares de puntos
y respectivas formulas elementales: (a) IX a XII (3SAT), (b) VI
a VIII, (¢) 111 0 IV y (d) 11 o V. (Los puntos de cada par estdn en
esquinas opuestas de cada rectangulo.)

dp
a
as
A A
bf o}
“t 1
lb3 -b‘

Figura 4.6: Ejemplo de una instancia de EOSC con cuatro pares de pun-
tos con respuesta afirmativa y un emparejamiento ortogonal
simple que la resuelve.

Detectando y eliminado los literales p-eliminables secuencialmente
mediante el algoritmo ELIMINALITERALES (v. Algoritmo 3) se obtiene
la férmula proposicional F¥ légicamente equivalente a F.

FE= {[1,2),[2,4], 2, 3], [-2,3, 4],

[1,2], [2, =6], [2, =6], [-5, 6],
[3,4,6],[~3, —6], [~5, 6], [4, 6],
[6,7], [=6, =7]}

Se comprueba facilmente que la atribucion de verdad = =
{1,-2,-3,4,-5,—6,7,8} es un modelo para F¥ y que por lo tanto es-
ta formula proposicional es satisfacible.

Como F y F¥ son légicamente equivalentes, la férmula original es
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satisfacible y 7 uno de sus modelos.

Ademas de obtener la resolucién del problema EOSC, en caso de res-
puesta afirmativa las atribuciones de verdad satisfaciendo la formula
proposicional permiten identificar los emparejamientos ortogonales so-
luciones del problema EOSC. Ilustrando este hecho, la Figura 4.6 mues-
tra el emparejamiento correspondiente a la atribuciéon de verdad 7. En
resumen, la codificaciéon establecida define una correspondencia univo-
ca entre cada una de las 4 aristas ortogonales simples por cada par de
puntos y las atribuciones de verdad del par de variables légicas corres-
pondientes.

4.2. EOSC-SAT no es subclase de Ilas

clases de satisfacibilidad polinomiales bien
conocidas

Recordemos que, como se ha referido anteriormente en la Sec-
cién 1.7, las clases polinomiales SLUR y LinAut, que son incomparables
entre si, contienen entre ambas a todas las demas clases de satisfaci-
bilidad proposicional polinomiales bien conocidas (v. Figura 1.17). En-
tonces, para comprobar que la clase de satisfacibilidad EOSC-SAT no es
subclase de ninguna de las clases polinomiales bien conocidas es sufi-
ciente probar que existe una formula proposicional de una instancia del
problema EOSC que no pertenezca ni a SLUR ni a LinAut.

Para ello consideraremos la instancia del problema EOSC represen-
tada en la Figura 4.7 y la correspondiente formula proposicional (4.2).

Figura 4.7: Entrada del problema EOSC cuya férmula proposicional no
es instancia de SLUR ni de LinAut (v. ecuacion (4.2)).
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F= {[1,2,-4],]-1,2,4],[2, -3, —4],[-2,3, —4],
1,2,6],[~1,2,—6],[2,5,—6], [-2, —5, —6],
1,2,-8],[-1,2,8],[2,7,-8], [-2, -7, —8],
1,2,10],[-1,2,-10], [2, -9, —10], [-2,9, —10],
3,4

3,4,

[

[

[

3,4,6], [-3, 4, —6], [4, —5, —6], [—4. 5, 6],

3,4, 8], [-3,4,8],[4, —7, 8], [-4,7, 8], (4.2)
3,4,10], [=3, 4, —10], [4,9, —10], [—4, —9, —10],

[5 6, 8] [ 9,6, —8}, [6,7,—8], [—6, -7 —8],

5,6, 10], =5, 6, —10], [6,9, —10], [6, —9, —10],

7.8,10], [~ 7,8, —10], [8, -9, —10], [~8, 9, —10]}

Si se ejecuta el algoritmo SLUR (v. Algoritmo 2) con entrada la for-
mula proposicional F (v. ecuacién 4.2), comenzando por la variable 3
seguida de la variable 5 y en la opcién arbitraria, escogiendo los lite-
rales negativos, este algoritmo termina con el mensaje desisto. Por lo
tanto, F no es una instancia de la clase SLUR.

Para comprobar que F tampoco es una instancia de LinAut es sufi-
ciente comprobar que, para la matriz clausula—variable A de F (4.3), la
condiciéon Ax > 0 tiene como unica solucién x = 0.

Comenzamos sumando ordenadamente las inecuaciones correspon-
dientes a las lineas 3 y 4 de la matriz, se obtiene la condicién —2x4 > 0.
De un modo similar, a partir de los pares de lineas 7y 8, y 11 y 12,
se obtienen las condiciones —2zg > 0y —2xg > 0, respectivamente.
Combinando ahora las lineas 13 y 14, 25 y 26, 29 y 30 y 37 y 38, se
tienen las condiciones 2x5 > 0, 224 > 0, 226 > 0y 225 > 0, respectiva-
mente. Conjugando estas desigualdades con las anteriores se tiene que
T4 = 26 = g = 0. Sumando ordenadamente las inecuaciones asocia-
das a las lineas 17 y 22 de la matriz A, tenemos ahora la desigualdad
2x3 + 2714 + T — 28 > 0, de dénde z3 > 0. Con la misma construccion,
de las lineas 18 y 23 concluimos que —x3 > 0, por lo que x3 = 0. De las
inecuaciones 19y 20, x4 —x5—x¢ > 0y —24+x5—26 > 0 se deduce z5 = 0.
Analogamente, a partir de la lineas 31 y 32 se concluye que z7 = 0. Por
lo tanto, hasta este momento, se ha deducido que todas las variables
x3,- - ,xg son nulas. Continuando con el mismo procedimiento, a partir
de los pares de lineas 3y 4, 1y 2, 37y 38, y 39 y 40 resulta que 2, = 0,
21 =0, 210 = 0y 29 = 0. Se concluye, por tanto, que la condicion Ax > 0
tiene como tunica solucién el vector nulo x = 0, por lo que la formula
proposicional F no pertenece a la clase de satisfacibilidad polinomial
LinAut.

A partir de los resultados anteriores, se deduce que la férmula propo-
sicional F no es instancia ni de SLUR ni de LinAut, por lo que EOSC-SAT
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1 1 0 —1 0 0 0 0 0 0
-1 1 0 -1 0 0 0 0 0 0
0 1 -1 —1 0 0 0 0 0 0
0 -1 1 -1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
-1 1 0 0 0 -1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 -1 0 0 0 0
0 -1 0 0 -1 -1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 -1 0 0
-1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 1 -1 0 0
0 -1 0 0 0 0 —1 -1 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1
—1 1 0 0 0 0 0 0 0 -1
0 1 0 0 0 0 0 0 -1 -1
0 -1 0 0 0 0 0 0 -1 -1
0 0 1 1 0 1 0 0 0 0
0 0 -1 1 0 -1 0 0 0 0
0 0 0 1 -1 —1 0 0 0 0
A= 0 0 0 —1 1 -1 0 0 0 0 4.3)
0 0 1 1 0 0 0 -1 0 0
0 0 —1 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 —1 —1 0 0
0 0 0 —1 0 0 1 —1 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 1
0 0 —1 1 0 0 0 0 0 -1
0 0 0 1 0 0 0 0 1 -1
0 0 0 -1 0 0 0 0 -1 -1
0 0 0 0 1 1 0 1 0 0
0 0 0 0 -1 1 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 1 1 -1 0 0
0 0 0 0 0 -1 —1 —1 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 0 —1 -1 0 0 0 -1
0 0 0 0 0 1 0 0 1 -1
0 0 0 0 0 -1 0 0 -1 -1
0 0 0 0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 0 0 -1 1 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 1 -1 -1
0 0 0 0 0 0 0 -1 1 -1

no es subclase de ninguna de las clases de satisfacibilidad polinomiales
bien conocidas.

Para terminar nétese que, en este caso, el algoritmo ELIMINALITE-
RALES retorna una férmula proposicional 7 constituida exclusivamen-
te por clausulas unitarias,

fE = {[2]7 [3]7 [4]7 [5]7 [_6]7 [7]7 [_S]a [_10]}' (4-4)

cualquier atribucién de verdad conteniendo la atribucion = =
{2,3,4,5,—-6,7,—8,10} serd un modelo para F”. Y, por consiguiente,
también para F pues estas dos formulas son légicamente equivalentes.

Ademas, como cada clausula de F contiene un literal p-eliminable

(en F) de acuerdo al Lema 2.5 y a la Definicién 2.4, F es una instancia
de &, y, por lo tanto, de PURL.
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4.3. Grafo de interacciones

La definicion de grafo de interacciones, asociado a una instancia del
problema de emparejamiento EOSC, es idéntica a la presentada para el
problema de etiquetado UC-4P. A este efecto, considerando una entra-
da W del problema de emparejamiento ortogonal simple en el cilindro
(E0SC), se llama grafo de interacciones al grafo finito, G = (V, A), donde
a cada vértice v; € V le corresponde el par de puntos w; € W. La arista
{vi,v;} € A si alos pares de puntos w; y w; les corresponde una de las
férmulas proposicionales elementales II a XII del Cuadro 4.1. Lo que su-
cede siy sélo si y? >y > yi. Los vértices de V se consideran ordenados
mediante la ordenacién inducida por los elementos del conjunto W, i.e.,
v < Uy si y sélo si w; < Wj.

F admite una particién en variables disjuntas si existen subformu-
las Fi,i=1,--- ,k de modo que var(F*) y var(F’) son conjuntos disjun-
tosy F = FLUF2U---UF* En el caso de que el grafo de interacciones
no fuese conexo, la formula proposicional F admite una particion en va-
riables disjuntas con una subférmula por cada componente conexa del
grafo. En estas condiciones la formula proposicional F es satisfacible si
y s6lo si cada una de sus componentes son satisfacibles y, en este caso,
la resolucién de la formula puede efectuarse resolviendo cada una de
las referidas subférmulas independientemente de las demas. Por este
hecho, en el estudio que sigue, consideraremos solamente entradas del
problema EOSC cuyo grafo de interacciones sea conexo.

Consideremos el conjunto de vértices del grafo de interacciones (co-
nexo) V = {vy,--- ,v,}, ordenados por orden creciente de sus indices y
designemos por N(v,) = {v; € V : v; < v,y {vi,v,} € A} al conjun-
to de vértices adyacentes al mayor vértice de V, v,,. Como probaremos a
continuacion, el subgrafo inducido G(N(v,)U{v,}) es un grafo completo.

Suponiendo que existen dos vértices adyacentes al mayor vértice de
V, vn, las correspondientes ordenadas verifican las siguientes desigual-
dades: y’, > v > yi y yi > yg‘ > y]. Considerando, sin pérdida de ge-
neralidad, que v; < vj, y% > y y, combinando con las dos desigualdades
anteriores, resulta que 3% > yg >yl > yi De ddnde se concluye que los
vértices v; y v; son también adyacentes entre si pues . > v > yi. Lo que
prueba que el subgrafo inducido G(N (v,) U {v,}) es un grafo completo y,
por lo tanto, v, es un vértice simplicial (v. Seccion 1.1.2).

Consideremos el subconjunto de vértices Vi = V\{v,}, el subgrafo
inducido G; = G(V;) y el mayor vértice de Vi, v,,—1. Por el mismo razo-
namiento que anteriormente se prueba que v,,_; es, también, un vértice
simplicial. Repitiendo de nuevo el mismo argumento con los sucesivos
subconjuntos se concluir que v,,v,_1, - ,v1, es una secuencia de eli-
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minacion perfecta, por lo que G es un grafo cordal [FG65]. Este hecho
permite enunciar el siguiente resultado:

Lema 4.1. El grafo de interacciones de una instancia del problema EOSC
es un grajo cordal.

En general, para cada vértice v, € V, consideraremos el conjunto
de vértices adyacentes subdividido en dos conjuntos: N(v;) = {v; € V :
{vi, v} € Ayvi <wvpty N*(v) ={vi € V : {vj,vp} € Ay vi > v}

Definicion 4.1. Sea W una instancia del problema EOSC. Un par de
puntos w; € W se llama condicionado si uno de los caminos con salida
horizontal de w; corta los dos segmentos verticales de otro par w; € W'y
uno de los caminos con salida vertical corta los dos segmentos verticales
de otro par w, € W, pudendo darse j = k.

Como veremos mas adelante, la existencia de un par de puntos con-
dicionados implica la simplificacion de algunas de las clausulas 3SAT
asociadas a ese par de puntos, puesto que algunos de sus literales son
p-eliminables.

Los vértices del grafo de interacciones correspondientes a pares con-
dicionados se denominan vértices condicionados.

En la instancia del problema EOSC presentada en la Figura 4.8, los
pares ws y wy son ejemplos de pares condicionados. En el primer caso,
wa, uno de los dos caminos con salida horizontal, (1,0), corta a los dos
segmentos verticales de los posibles caminos que unen a los puntos del
par w; y el camino con salida vertical (0,1) corta a los dos segmentos
verticales del par ws. En el segundo de los pares referidos, los dos cami-
nos del par w4 que cortan al meridiano exterior, uno de ellos con salida
vertical y el otro con salida horizontal, intersecan a los dos segmentos
verticales de los posibles caminos del par ws.

L W3

Wy

Figura 4.8: wy y w4 son pares de puntos condicionados; pero wi y ws, no.
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En un grafo de interacciones, v; € V' es un vértice condicionado si se
verifica alguna de las siguientes condiciones:

e existe un vértice v, € N(v;) cuya férmula proposicional 7, ; es una
formula 110V

e existen vértices, v, € N(v;) y vy € N*(v;) de modo que cada una de
las férmulas elementales 7, ; y F; 5 le corresponde una férmula del
tipo VI a VIII.

Para cada una de las formulas elementales VI a XII consideraremos
la particion Fj; = F; U F/7 donde cada una de las clausulas de F
contienen uno de los literales sobre la variable m; y cada una de las
clausulas de ]—"5 uno de los literales sobre la variable m;.

La existencia de vértices condicionados en el grafo de interacciones
esta asociada a la existencia de clausulas con literales p-eliminables lo
que permite la simplificacion de las formulas proposicionales.

A continuacidn se presentan los lemas 4.2 a 4.9, los cuales seran he-
rramientas utilizadas para probar que EOSC-SAT es subclase de 2PURL.

Lema 4.2. Sea F;; (i < j) una formula proposicional elemental 3SAT
(formula del tipo IX a XI1) y F; 1, (i < k) una formula VI a VIIL. Entonces
cada una de las cldusulas de la subformula FZTJ contiene un literal p-
eliminable.

Demostracién. En las condiciones indicadas, para cada una de las for-
mulas elementales 1X a XI1, F; = {[hi,mi, hjl, [hi, 5, h;]} o Fl; =
{[hi, mi, hj], [hi, i, hj]} y, para cada una de las férmulas de los tipos VI
a VIII, [h;, m;] € Fij 0 [hs, 5] € Fig.

Considerando .7-"ZTJ = {[hi, mi, hy], [hiymi, hjl} ¥ [hiymi] € Fig, el lite-
ral h; € [hi,m;, h;] y el literal m; € [h;, T, h;] son p-eliminables pues la
atribucion de verdad T = {h;, h;,m;} falsifica la férmula elemental F;
y por consiguiente la formula F.

Utilizando el mismo método para cada una de las otras tres posibili-
dades se deduce facilmente la afirmacién. O

Lema 4.3. Sea F; ), (i < k) una formula elemental 3SATy F;; (j < k) una
formula V1 a VIIL. Entonces cada una de las cldusulas de la subformula
fl.Bk contiene un literal p-eliminable.

Demostracién. La verificacion del resultado es una simple comproba-
cién considerando cada uno de los 4 casos posibles atendiendo a que
‘ka = {[hivmilﬁhik]? [hiwmk:hik]} 0 ka = {[h%mkvhik]v [hizamikahik]} y a que
o bien [hy, my] € Fjx, 0 bien [hy, my) € Fj . O

Lema 4.4. Consideremos F una férmula proposicional conteniendo la
formula elemental 3SAT Fj . (j < k).
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e Si Fij (i < j) es una formula elemental 11 o V entonces cada cldu-
sula de F]T .. contiene un literal p-eliminable;

o Si Fi1 (i < k) es una formula elemental 11 o V entonces cada cldu-
sula de F. ]Bk contiene un literal p-eliminable.

Demostracién. La demostracion es, de nuevo, una simple comprobacién
del hecho de que en las condiciones de la hipétesis se verifica que }'fk =

{[hja mj>h7k}a Uﬁ@v }Li]} Y fi{ = {[hja my, hk]v [hja@) hé} y taﬂblén que
fjék = {[h]>mv hk]? [hjvmkahk}} Y ffk = [hj>mk7 hk]7 [hivma hk’]} Yy que,
para una férmula del tipo II a V, se verifica que F;; = {[m;]} o F;; =

{[m;j]} y que Fip = {[mr]} o Fip = {[mi]}. O

Corolario 4.5. Sea G = (V, A) el grafo de interacciones de una instancia
del problema EOSC y v;,v; € V vértices condicionados. Si F;; es una
formula elemental 3SAT (de los tipos 1X a XII) entonces cada una de sus
cldusulas contiene al menos un literal p-eliminable.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que v; < v; y
consideremos la particién de la férmula elemental (3SAT) F; ; = ]—"ZTJ U
.7-"ZBJ Como v; es un vértice condicionado, existe un vértice adyacente
va € N(v;) de modo que F,; es una férmula elemental II o V o bien
existe un vértice v, € N*(v;) de modo que F; ;, es una formula elemental
de los tipos VI a VIII. Entonces, de acuerdo al Lema 4.4 o al Lema 4.2,
respectivamente, cada clausula de }'ZTJ contiene un literal p-eliminable.

Por otro lado, dado que v; es también un vértice condicionado, existe
un vértice v. € N(v;) de modo que F.; es una férmula elemental II, V,
VI, VII o VIII. En cualquiera de los casos, cada clausula de .7-"5 contiene
un literal p-eliminable de acuerdo a los lemas 4.4 0 4.3. O

Definicion 4.2. Dada una instancia del problema EOSC y el grafo de
interacciones G = (V, A), una arista de G, {v;,v;} € A, se llama una
arista de propagacion si F; ; es una formula elemental III, IV 0 3SAT (de
IX a XII).

Durante el procesamiento del algoritmo ELIMINALITERALES, la fér-
mula proposicional y cada una de las légicamente equivalentes que se
obtienen excluyendo sucesivos literales p-eliminables es resuelta con va-
rias atribuciones de verdad a través del algoritmo de resolucién unitaria
PROPUNIT. Las aristas de propagacion y, en particular, las aristas aso-
ciadas a las formulas elementales 3SAT presentan algunas propiedades
que se sintetizan en los cuadros siguientes.

El Cuadro 4.3 muestra la resolucién simple, sin propagacion unita-
ria, de cada una de las férmulas elementales IX a XII con cada una de
las atribuciones de verdad {h;,m;}, {hi,m;}, {h;,m;}y {h;, m;}. En cada
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una de ellas se obtiene una formula conteniendo una clausula unitaria
con un literal sobre la variable h; o sobre la variable h;, respectivamen-
te.

Cuadro 4.3: Resolucién (simple) de cada una de las formulas elementa-
les 3SAT con las atribuciones {h;, m}} y {h;, m;} (i < j).

Atribucién Formula elemental resuelta
IX X XI XII
(Roomiy | ) gy | (Ul mgly | {1 {1}
Gomy || Bl | WD [ el | (), gy
{hj, m;} {(hay | {lha], fma]} | {[Ra]} | {[Ra], [3]}
{hy mj} || {[hal, [mal} {[hil} {[1)], [} {[hil}

El Cuadro 4.4 muestra la resolucion simple de cada una de las fér-
mulas elementales 3SAT con las posibles atribuciones de verdad sobre
las variables h; y h;. A destacar el hecho de que la resolucién de cada
una de las féormulas elementales IX a XII con una atribucién de verdad
con el literal afirmado h; falso (conteniendo el literal negado h;) siempre
devuelve una férmula con una cldusula unitaria conteniendo uno de los
literales sobre la variable m; y si la atribucién de verdad para el lite-
ral afirmado h; es verdadera, la formula resuelta contiene una cldusula
unitaria con un literal sobre la variable m;.

Cuadro 4.4: Resolucién de las formulas elementales 3SAT con cada una
de las atribuciones sobre las variables h;, h; (i < j).

Atribucion Férmula elemental

IX X XI XII

{hichgy || {mal, gl | {ma fmyly | {0, [y} | {0, g}
{hi, hj} {[mil} {[ma]} {lmil} {[mi]}
{hi, by} {[m,]} {[m;1} {[m;]} {[m;]}
{hi, hs} {} {} {} {}

Antes de proseguir con el principal objetivo de este capitulo, demos-
trar que la clase de satisfacibilidad EOSC-SAT se puede resolver en tiem-
po polinomial, consideremos dos resultados preliminares.

A este efecto considérese una férmula proposicional sin la clausula
nula y sin literales p-eliminables, F¥, légicamente equivalente a una
instancia F del problema EOSC-SAT y sea () una clausula con 3 litera-
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les de una férmula elemental FZ (s < t). Entonces Cy = [hy, m}, h¥]
o Co = [hs,m},h}] dependiendo de que Cy € (FE)P o Cy € (FE)T,
respectivamente. Recordemos que m (resp. h}) designa uno de los li-
terales m; o m; (resp. h; o h;), sobre la variable m; (resp. h;) para cada
i =1,---,n. De acuerdo a cada uno de los casos, para la atribucion de
verdad 70 = {hy,m}} o 70 = {hy,m!} respectivamente, considérese la
correspondiente propagacién unitaria

(FL, 7Y = PropUnit(FE uUd(79)). (4.5)

La férmula proposicional obtenida F' no contiene la cldusula nula,
pues FF no contiene literales p-eliminables.
Para la formula obtenida y para un vértice v, € V consideremos la
particion,
flzf‘l/B Uf‘l/T Uf\l/T7vB (46)

dénde V.I' = {v; € V :v; < vz}, VB = {v; € V 1 v > vg), .7-"‘1,75 y .7-"‘1,7?
son férmulas proposicionales formadas con las cldusulas de F' cuyas
variables est4dn asociadas a vértices de los conjuntos V.7 y VT, respecti-
vamente; y F. VT VB est4a formada por la cldusulas de F' que contienen
31multaneamente un literal sobre una variable de un vértice del con-
junto VI y otra sobre una variable de un vértice del conjunto V2. En
estas condiciones las férmulas proposicionales f‘l/ Fl yr son variable-
disjuntas. i.e., no tienen variables comunes.

Lema 4.6. Sea C € (}'ft)B (s < t) una cldusula con 3 literales y una
particion (4.6) en la que el vértice v, es vi. Entonces para cada arista
{vi,v;} € A con v; € Vil y vj € V,B, la variable h; es atribuida por la
atribucion ' en (4.5).

Demostracién. Dado que v; < v; < vj, entonces v’ > y! > v} > yi. Por
lo tanto, el vértice v; € N(v;) y {vi,v;} es una arista de propagacion,
i.e. F;; es una formula elemental III, IV o 3SAT (IX a XII), pues en caso
contrario la clausula Cj € (.’Fft)B no podria contener 3 literales, segun
los lemas 4.3 y 4.4.

Por tanto, dado que la variable h; es atribuida por propagacién uni-
taria de la atribucién 7° = {hy, mt} en F también lo es en ¥ (v. Cua-
dro 4.3). Por loque h; € 7' o h; € T1. O

Lema 4.7. En las condiciones anteriores, si Co € (FE)P (s <ty |Co| = 3)
y en la particién (4.6) consideramos v, = vy, entonces Fl Yy €s una
t )

formula vacia o, como mucho, contiene dos cldusulas con dos literales
cada de una misma férmula elemental.
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Demostracién. Supongamos que F. # (). Entonces existe una clau-

v vpE
sula C] € .7-'61’ fscon v, € V.l 'y vy € VP tal que C) contiene un literal
asociado al vértice v. y otro asociado al vértice v;. Entonces, F. ; es una
formula elemental I1I, IV 0 3SAT (IX a XII). Cémo y¢ > y! > yf: > Y,
ve € N(vy) y, de acuerdo al Lema 4.6, 1a variable h. esta atribuida por la
atribucién 7.

Pero como ‘7:\1/,?,V7TB # 0, F.y s6lo podra ser una férmula ele-

mental 3SAT (en caso contrario, }'elyf = () y el literal negado
he € 7' (pues si fuera he € 7', Fl, ,, = 0). Dado que F,.; =

{[h&meah‘);‘}v [h&WE)hi?]a [Ff)mfahZ]a [hifamifahiz]]ﬁ como hf@ € 7—1; en el
caso de que la variable m; no esté atribuida se tendrd que F,; =

{lme b5 71z, 75, (g, m3 ]} por o que {{me, hyl, e, 5} € Flo oy
[hf, m}] S f‘l/.tB.

Para demostrar que la férmula f‘l/;fT7‘/tB contiene, a lo maximo, dos
clausulas de una udnica formula elemental supongamos, por reduccién
al absurdo, que F., 1, (e; < f1) es otra formula elemental 3SAT con v, €
N(v¢) y vy, > v, en las condiciones anteriores. Como v, y v., pertenecen
ambas al conjunto N (v;), son adyacentes entre si (en ) pues al ser G un
grafo cordal G(N(v;)) es un subgrafo inducido completo. Sin pérdida de
generalidad supongamos que v. < ve,. Pueden ocurrir ahora dos casos:
Fe.e, s una férmula elemental de los tipos IT a V o es una de las férmulas
elementales de los tipos VI a XII.

1. Si F.., es una férmula de 1I a v, como los literales h., y h. estdn
forzados por la atribucién 7%, la variable m,, esta también atribui-
da por la propagacién unitaria de la misma atribucién 7° en F (v.
cuadro 4.1). En particular, h.,,m} € 'y, por lo tanto, ninguna de
las clausulas de .7-"8117 I3 puede pertenecer a f‘l/tT"/t 5 (v. Cuadro 4.3).

2. Si F. ., esuna férmula VI a XII, como la atribucién del valor verda-
dero a los literales negados h. y h., esté forzada por la atribucién
79, la variable m,. est4 también atribuida por propagacién unita-
ria (v. cuadro 4.3). Dado que F, ; es una férmula elemental 3SAT y
he,m;, € 7", ninguna cldusula de F, ; podré pertenecer a ]—"‘ZT,V; 5

En ambos casos tendriamos una contradiccion con la hipétesis, por
lo que todas las clausulas de .7-"‘1/T -5 Provienen de una misma férmula
t 27t

elemental. 0

Lema 4.8. Sean C € (fft)T (s < t) una cldusula con 3 literales y v, el
mayor vértice del conjunto N*(v,). Entonces para cada arista {v;,v;} € A
con v; € VWT yvj € VWB, la variable h; estd atribuida por ' en (4.5).
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Demostracién. Dado que v; < vy < vj, ¥ > yT > yfl > yg, el vértice v; €
N(vz). Como vs € N(v;)y G es un grafo cordal, entonces {v;,vs} € A.

Siv; € N*(vs) Fs; es una férmula elemental de los tipos 11 a V o de
los tipos IX a XII porque, en caso contrario, cada clausula Cy € (J—'ft)T no
seria una clausula con 3 literales segtn los lemas 4.4 y 4.2. Sin embargo,
dado que v, es el mayor de los vértices adyacentes a v, y; > Yl > yT >
ys > ya > yi, por lo que yi > y. > yi > y! y, por consiguiente, F;
sélo podra ser una formula elemental de los tipos IX a XII. Por tanto, de
acuerdo al cuadro 4.3, la variable h; esta atribuida por 7'.

Suponiendo que v; € N(vs), v; < vy < v; se tiene y, > yS > yT > y3 >
yl > yi. Por tanto, como y’ > y5 > y; > yi, Fi s es una férmula elemental
III o IV debido a la existencia de la clausula Cj € (fft)T. Por lo que,
como m} € 70, la variable h; esté atribuida por la atribucién 7.

Por tanto, en ambos casos, la variable h; est4 atribuida por 7. O

Lema 4.9. Sea Cy € (FE)T (s < t) una cldusula con 3 literales y v, el
mayor vértice adyacente a vs en la particion definida en 4.6. Entonces la
formula f‘l/T’V 5 es vacia o, como mucho, contiene dos cldusulas de una
misma fo’rn;ulgt elemental con dos literales cada una.

Demostracién. Supongamos que f‘l/T vs 7 0. Entonces existe una clau-
T 2T

sula C; € felf, con v. € VI y vy € VB de modo que C; contiene un
literal asociado al vértice v. y otro asociado al vértice v¢. Por lo tanto,

Fe,; es una formula elemental de uno de los tipos III, IV o IX-XII. Dado

que y, > yI > yg > Yy, Ve € N(vz). Por construccién resulta también

que vy > vy y vy € N*(vs), pues v, es el mayor de los elementos del
conjunto N*(v,). Como la variable h,. esta atribuida por la atribucién 7+
(v. Lema 4.8) F, ; es una férmula 3SAT y h. € 7!, pues en caso contra-
rio la clausula C, verdadera para la atribucién 7', seria excluida por el
algoritmo de propagacion unitaria. Por tanto, en el caso de que la varia-
ble m; no esté atribuida, 7. ; = {[me, h}], [T, 1], [m}, hs]} por lo que se
verifica que {[me, 1}, [, F}]} C fxl/gyﬁB y que [m},}Tf] € .7-"1/#3.

Probemos ahora por reducciéon al absurdo que la férmula fxl/.T’V B
contiene, a lo sumo, dos clausulas de una tnica férmula elemental.
Supongamos, que F., r, (e1 < f1) es una férmula elemental 3SAT con
Ve, € N(vr) ¥y vf, > vg, en las mismas condiciones que F. s. Como v,
y ve, pertenecen ambas al conjunto N(v;), son adyacentes entre si (en
(). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que v, < v,. De nuevo ha-
bia que considerar, como anteriormente, dos casos. Pero, recordando que
para ambos vértices, he,h., € 7!, bien sea F, ., una férmula elemental
II-V, bien sea VI-XII, un de los pares de literales {h., m’} o {he,,m;,
estaria atribuido por la atribucién 7' (de un modo similar a la demos-
tracion del Lema 4.4) por lo que F! ; = 0 o F, ; = 0, en contradiccién
con la hipétesis.
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Por lo tanto, si }"‘l/T VB # () entonces todas las sus clausulas (con dos
t 't
literales cada una) provienen de una misma férmula elemental. O

Gracias a los resultados anteriores, ahora estamos en disposicion de

utilizar el estudio de los vértices condicionados para probar el caracter
polinomial del problema EOSC.

4.4. EOSC-SAT es subclase de 2PURL

En la presente seccion demostraremos que EOSC-SAT es una sub-
clase de 2PURL. Para ello, veremos que el algoritmo ELIMINALITERA-
LES(F,2) devuelve una férmula conteniendo la clausula nula si y sélo
si la formula proposicional no es satisfacible. La condicién suficiente es
una simple comprobacién, porque si ELIMINALITERALES(F, 2) contiene
la clausula nula, entonces esta férmula no es satisfacible. Y, como F¥ y
F son légicamente equivalentes, F tampoco es satisfacible.

Para demostrar que la condicién es también necesaria considere-
mos una entrada del problema EOSC con respuesta negativa, el grafo
de interacciones conexo G = (V, A) y la correspondiente formula propo-
sicional F, que en estas condiciones no es satisfacible. Por reduccién al
absurdo, supongamos que la formula proposicional l6gicamente equiva-
lente sin literales 2p-eliminables, 7% = ELIMINALITERALES(F,2), no
contiene la clausula nula.

En lo que sigue, abreviaremos PROPUNIT(F* Ul/(7°)) como (F!, 71)
y ELIMINALITERALES(F') como FF,

Por recurrencia mostraremos que, bajo ciertas condiciones, si existe
un vértice v, tal que en la particion (4.6) de la formula F=, Fp es
una férmula satisfacible, entonces existe un vértice v4; < v, para el cual

]-'53 es también una férmula satisfacible. Para el referido vértice v,
é

considerando una atribucién de verdad 7° convenientemente escogida,
la existencia del vértice v, esta asociada a la existencia de una cldusula
con tres literales en .7-"‘1/5 , bajo condiciones que veremos posteriormente.
Esto permite identificar una secuencia de vértices de V, finita, v, >
.-+ > vy, (pues V es un conjunto finito), ilustrada en la Figura 4.9 (en la
cual los vértices se suponen en orden creciente empezando por arriba).
Para el vértice v,,, la férmula ]—"‘1/5 no contiene clausulas con 3 literales.

A lo largo del estudio constataremos que v, es un vértice no condi-
cionado o que es adyacente (maximal) a un vértice no condicionado.
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Figura 4.9: Secuencia de vértices del grafo de interacciones de una ins-
tancia de EOSC, vy, > -+ > v, que induce una particién en
la correspondiente férmula proposicional F¥.

En estas condiciones, veremos que existe un modelo para F%, y por
lo tanto para F, en contradiccion con la hipétesis que habiamos conside-
rado de ser F una féormula no satisfacible. Por tanto, si 7 no es satisfa-
cible, la férmula retornada por el algoritmo ELIMINALITERALES(F, 2)
contiene la clausula nula.

La secuencia anterior contiene por lo menos un vértice v,,. A este
efecto obsérvese que la férmula proposicional F% contiene una cldusu-
la con 3 literales. Si (por reduccién al absurdo) F¥ fuese una instancia
2SAT, de acuerdo al Teorema 2.8 contendria una clausula nula, lo que
estaria en contradiccién con la hipétesis. De todas las formulas elemen-
tales fft (s < t), conteniendo clausulas con 3 literales, consideremos una
cuyo valor de ¢t sea maximo. Denotemos F, 5 +, aesaférmula elemental y
sea (1 una clausula con tres literales. Pueden darse dos casos distintos:
Cy € (FE, )P o C1 € (FE,))'. El vértice vy, a considerar depende de
cada uno de estos casos que estudiamos separadamente a continuacién.

1. Cl S (fg,tl)B
Suponiendo que C; es una clausula con 3 literales en (FZ 7t1)B , se
tiene que C| = [hy,,m; , k%] (v. Cuadro 4.1). Como consecuencia

de los lemas 4.3 y 4.4, para cada uno de los vértices v; € N(vy,)
{v;,v, } es una arista de propagacion, por lo que v, es un vértice
no condicionado.

Tomando como referencia el vértice vy, considérese la particién de

la férmula proposicional F¥ = .’F‘IZ 5 U }"‘%T U ]—"‘% yp en las mismas
1 1 1’71
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condiciones que en (4.6), i.e. V' = {v; € Vo : v; < vy}, VP =
{vi € Vo : v; > v, }. Entonces ]—"EB y }'5T son férmulas variable

disjuntas. La férmula .7-'VT v esta formada por las clausulas de

t17

FE conteniendo, simultaneamente, un literal sobre una variable
asociada a un vértice de cada uno de los dos conjuntos V;% e V;I'. Por
construccion, cada una de las férmulas 77 E (i < j) convj > vy, no

contiene clausulas con 3 literales por lo que .7-"V 5 €S una instancia
ty
2SAT sin literales p-eliminables.

Considérese ahora la atribucién de verdad 79! = {h;,,mj, } (%! C
Flip(C1,mj},)), su propagacion unitaria en F E definida en (4.5) y la
particion de esta formula indicada en (4.6) con v;, = v;,. Dado que
F¥ no contiene literales p-eliminables, la féormula 7' no contiene a

la clausula nula y, de acuerdo al Lema 4.7, F. 1tT vE = =0oF tT Ve =
1’ 1’

{Ime¢,, h;l], (e s dl]} para una arista {v,, vq, } con Ve, € V;l Yy vq, €
Vi
Excluyendo todos los literales p-eliminables en la férmula F! se
obtiene F1'¥ = ELIMINALITERALES(F!), la cual no contiene la
clausula nula porque, por hipétesis, F¥ no contiene literales 2p-
eliminables. Por lo tanto, en la particién F¥ = ‘1/5 U 5’-'\1/}5 U
tq tq
.7-'171?‘/3 se verifica o F. T VB = 0oF.r vIve = = {[mey,, by ], [Mer, by 1}y

Vrlv t1 t17 ty

en este caso, fo es una formula 2SAT sin literales p-eliminables
y por tanto satisfacible.

Si .7-' tfv‘/tB = (), como las férmulas .’F‘l/gl ]-' T no tienen varia-
bles en comin, F¥ no es satisfacible y Fh B es satisfacible en-
tonces la férmula 7 T es una férmula no satlsfamble sin literales
p-eliminables por lo que contlene una clausula con 3 literales.

Supongamos ahora que F.; T vE = = {[me,, by ], [Me;, ]} Dado que
la férmula F- B es una 1nstan01a 2SAT, la formula F, T F contiene

una clausula con 3 literales. En caso contrario, F1.¥ seria una ins-
tancia 2SAT, sin literales p-eliminables y por tanto satisfacible. Por
lo que la atribucién de verdad 7' admite un prolongamiento (en el
conjunto de los literales de F) satisfaciendo la férmula proposicio-
nal F¥, en contradiccién con la hipétesis de partida.

. Cl E(fsltl)

Suponiendo que C; € (FE ;)T entonces C1 = [hy,,m} b ], y, de

81
acuerdo al Lema 4.2, para cada vértice v; € N*(vy, ), Fs, ; s una



4.4. EOSC-SAT es subclase de 2PURL 135

formula elemental II a V (II —V) o IX—XII. Designemos por v,, el
mayor vértice adyacente a v, . Tal vértice existe pues v, € N*(vy,)
por lo que vy, > vy, .

De un modo similar al caso 1, anterior, tomando el vértice vm co-

mo referencia, considérese la particién F¥ = .7-" U }' U.7-'VT vE-

T

También en este caso FZ Ve es una férmula proposwlonal 2SAT. Con—

sidérese ahora la atr1buc16n de verdad 7! = {h,,,m} } (+%! C
Flip(C1,m},)) y su propagacion unitaria en F E ¢f. 1a ecuacién (4.5)
y la particién (4.6). Como, por hipétesis, F¥ no contiene literales
2p-eliminables, F! no contiene a la clausula nula y de acuerdo al

Lema 4.9, f‘l/,T ve = =00 Flr ve = = {[me,, by, ], e, by ]} para al-

T 7\'17

guna arista {vcl,vdl} con v, € V "y vg, € VE.

Excluyendo los literales p—ehmmables en 7!, la féormula proposi-
cional ¥ = ELIMINALITERALES(F!) no contiene la cldusula nu-
la pues, por hipétesis, F¥ no contiene 1itera1es 2p- eliminables. Por
lo que, considerando la particién FLE = f By _7-“ Eurh T Ve la

7T17

férmula fvT ve = = 0o F); T vp = {[mcl,hdl], [mcl, dl]} y entonces

T 7r17

}"‘l/g es una férmula 2SAT.

Si Fl T ve = = (), como FLF no es satisfacible, entonces .7-' F tam-

7717
poco es satisfacible, pues .7-"V’ Fl T son variable- dlsJuntas y la

primera es satisfacible, por lo que contlene una clausula con 3 lite-
rales.

Suponiendo que F. T vp = {Imey, b3, 1, ey, 1 1}, }"l/f igualmen-
T

te contiene una clausula con 3 literales, caso contrario F'¥ (una
instancia 2SAT, sin literales p-eliminables) seria una férmula sa-
tisfacible y, por consiguiente, F seria satisfacible, contrariamente
a la hipétesis admitida.

Del analisis de los puntos anteriores, se concluye que, para el vértice
vy, Se tiene:

existe O € FE, (s1 < t1), |C1| = 3 y vs, es méaximo;

81,t1

]—"EB es 2SAT, satisfacible;

L.E . . .
F,/r contiene una clausula con 3 literales;
T

f‘l/va - Q)\/f VB — {[mcphdl] [mc17 21]}7061 € V yUd1 S Vrrla

T 7r17

j:’

VB es satisfacible y Fh T no.
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Por induccion, admitamos que existe una secuencia de vértices
Ur,, -+ ,Vr, de modo que para cada v,,, existen una clausula C; y una
atribucién de verdad 7%, elegida de acuerdo con esta cldusula, confor-
me a que C; € (FZ, )" 0 C; € (FE )P, en las siguientes condiciones:

1. Cie FE,, (si <t),|Ci| =3y v, maximo en VI |

(Fi, 7 :PropUnit(fE uu(r%);

2
3. 7% = {hy,,m% } 0 70" = {hy,,m} }, respectivamente;
4. FiE :EliminaLiterales(]:i);

5

6. f‘z/g y .7-' son variable disjuntas;

T Fof e =0V FE = (e b ), e, g )

8. v, € Vf; Yy v, € V,f (v. Figura 4.9);

9. .’F‘Z/g es satisfacible y F5F vr no.

Como .7-'2 no es satisfacible, contiene una clausula con 3 literales,
7l'

k3

entonces existe una férmula elemental ]—" svottirt (sit1 < tit1), con vy,

maximo en VT, conteniendo una clausula C;;; con 3 literales. (e con
tia € VD). Por lo tanto Fsii1,t:41 €8 una férmula elemental de los tipos

IX a XII, pudiendo darse de nuevo dos casos: C;1 € (.7-"51131 tis 1) 0Ciy1 €
i, FE T
(f57;+17ti+1)

Analogamente a los casos anteriores, para C;;1 € (fZ’E

)B
Si+1,ti41

K

B, * * :
Ciy1 = [heyy,,my, ol +1] por lo que que consideraremos

_ 0,541 __ * - -
Uﬂ',‘_;'_l - vt+1 y T - {hti+17mti+1} - Fl?’p(CZ‘f'l? m;+1)'

. i, B T (. . — * % .
Y, para Cit1 € (Fg,, 4.,)" 5 Cit1 = [hsyyy,mi by, | por lo que asumi-
remos v, , como el mayor de los vértices adyacentes a v;,, . Este vértice

existe pues vy, € N*(vs,,,). Para la atribucién de verdad consideremos

0 Z+1 - {th—l’ Si +1]} C Fllp(CZ+1? m;i+1)'

Llamando al conjunto V.., », = {vi € V : vy, < v; < vy}, considérese
la particion

i+1

i E i,
FoF = Fin u F UFyr UFpr o
Ti41:T4 T4l Ti4+12 Ti41:T4

N i,
UFy; UFy
Vi1 Vi Vi VE

4.7)
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Es conocido que v,, resulta de la existencia de una cldusula C; €
FE,. con tres literales y que C; € (FZ, )% o C; € (F£,.)". Combinando
cada uno de estos dos casos con el hecho de que Cjy; € (]-'é;fl,vti )P
o0Cit1 € (fsifl,vti .1)T, se tiene la necesidad de analizar cuatro casos.
Para el estudio de los dos primeros, consideremos C; € (ff,’ti)B , por lo

_ 0,0 __ *
que vy, = vy, y 7" = {hy;, my }.

Al C; e (‘7:5’,51.)3 yCit1 € (f;;€17vt¢+1)3

Recordemos que, de acuerdo al Lema 4.6, para cada v; € N(vy,) la
variable h; queda atribuida por la atribuciéon de verdad 7. Por lo
tanto el vértice vy, & N(vy,). Luego, como vy, , = vy, ¥ Ur, = vy,
se concluye que vy, , < vy, (y en el presente caso vy, , & N(vr,)).
2 B . .
Probemos ahora que la formula .7-"{,’” _ es una instancia 2SAT. A
1+1:T4

. . 0, B . . .
este efecto consideremos una férmula elemental F; ;> eoni < j.Si
vj = v, y dado que pﬂé = v, y que {v;,v;} es una arista de pro-
pagacion, entonces }'Z] = (. En el caso de que vy, > v; > vy,
€omo v, , = vy, ,, debido a la maximalidad en la eleccion del vér-

)

tice vy, ., F,

.+1> F;; no contiene clausulas con 3 literales. Lo que permite

E

concluir que, efectivamente, f‘Z}ﬂ_ es una instancia 2SAT.

4174

En F no hay ninguna férmula elemental F, 3 con v, € V! 'y
vg € V2. Si la hubiera, v, € N(v,) ¥ va € N(vt,,,), por lo que
Fa,t; seria una formula elemental 111, IV o 3SAT (IX—XII) y, por tan-
to, la variable h, estaria atribuida por la atribucién 7*. Como v;
es un vértice no condicionado, en el caso de que F,;,, , fuese una
férmula III o IV, la variable m;, , estaria igualmente atribuida
por 7% por lo que |C;11| < 2. Si fuese una férmula elemental 1X
a XII, como ni h;, , ni my,,, estan atribuidas entonces la clausu-
la [hy,,,,mf, ] € Fo,. . Porlo tanto [Ciy1| < 2. En cualquiera de
los casos entramos en contradiccién con la existencia de la clausu-

la Ciyq € (.’szl 7ti+1)B con 3 literales distintos. Por lo tanto, en la

i+1

particion (4.7) la formula ]:‘Z/TE vE = 0.

T2

A2 C; e (fg’ti)B y CiJrl € (f;;’fl7vti+l)T
Dado que Ciy1 = [hy,,,,my,, ,, hi,, ], ninguna de las variables hs,,,
¥ hy,., esta atribuida por 7°. Por tanto v;,,, € N(vy,) (en este ca-
S0 vy, = w,), por lo que yii“,y?“ > yli. El vértice v,,,, tam-
poco es adyacente a v;, = vr,. En caso contrario, {v,,, v} se-
ria una arista de propagacién por lo que y,'™' > yhi > y, .
Por otro lado, dado que v, ,,vt,,, ¥ vr, ., son adyacentes entre si,
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Yot > ya T >y >yl > gy y, por consiguiente, i, x,,, Se-
ria una férmula elemental de uno de los tipos VI a XII. Combinan-
do este hecho con la hipétesis de que C; ;1 € (féfhtiH)T, Fsis1mion
tendria que ser una férmula 3SAT. Dado que h,,_ , estaria atribui-

da por la atribucién 7¢, la cldusula [h :

1
5i+17m3i+1] € Af3i+177ri+1 pues
ni la variable h

si4; Dimg,,, estan atribuidas por 7°. Pero, en este

caso, ninguna de las cldusulas de (7, .., )T podria contener tres

literales, en contradiccién con la existencia de la clausula C;, . Por

lo que vy, , < vg, (y también en este caso vy, , € N(vg,)).

Probamos ahora que 7y;~  esunainstancia 2SAT. Consideramos
'y

1+1

. B . . ..
una férmula elemental .7-'; j s con i < j, se vj = Ur,, COMO hicimos
. i7E o . )
en el caso anterior, Fii = (. Suponiendo que vy, > v; > vUr,, >

., i B . , .
Vt,,,, Por construccién ]-'f] no contiene clausulas con 3 literales,
atendiendo a la eleccion del vértice vy, , .

El grafo de interacciones no contiene ninguna arista {v,,vg} con
Vo € VﬂTi+1 y vs € V5. Si la hubiera, v, € N(vy,) por lo que la
variable h, estaria atribuida por la atribucién 7¢. Por otro lado,
Vo € N(vr,,,) por lo que {vq,vs,,,} € A. Por tanto, v, € N*(vs,,,)
0 vq € N(vs;,,). En el primer caso, 7, , » seria una formula ele-
mental de uno de los tipos VI a XII. Debido a que la variable h,
estaria atribuida por 7', bien [hy,,,,m}, ] € F', bien una de las
variables h,,, 0 mg,,, estaria atribuida. En cualquiera de los ca-
sos se entra en contradiccion con la existencia de la clausula C; ;.
Si fuese v, € N(vs,,,), Fa,s;4, Seria una férmula de uno de los tipos
IT a v, por lo que la variable m,, , estaria atribuida por 7*, lo que
de nuevo entraria en contradiccion con la existencia de C;.1 con 3
literales distintos.

Concluido el estudio de los dos primeros casos, pasemos a la segunda
parte considerando ahora que C; € (FZ, )7, con |C;| = 3. Recordemos
que C; = [hs;, m},, hi ], que v,, es el mayor vértice del conjunto N*(vs,) y
que 70" = {hy,,m% }

. i B . , .
Suponiendo que f‘Z;T contiene una clausula con tres literales, con-
T

sideremos Fgfl’m )
una clausula Ciy; con 3 literales, con v, , € V,I méximo. El vértice
v, & N*(vs;) pues, en el caso contrario F, ;, , seria una férmula ele-
mental de uno de los tipos IT a V o IX a XII (v. Lema 4.2). Si fuese una
formula IX-XII, h, , estaria atribuida por la atribucién 7 por lo que
que |Ci;+1] < 2, en contradicciéon con la hipétesis. Si fuese una féormula
11-V, la variable m,,,, estaria atribuida por la atribucién 7* por lo que

Ciy1 € (FL )T. Pero como v,,, € N*(v,), entonces {vs,,,,vs,} € A.

(si+1 < tj+1) una férmula elemental conteniendo

i+1,ti4+1 i+1



4.4. EOSC-SAT es subclase de 2PURL 139

Por lo que bien una de las variables h,,,, 0 m,,,, esta atribuida por 7, o
bien [hy,,,,mj, ] € F'. En cualquiera de los casos estamos en contradic-
cién con la existencia de la clausula Ci;y € (F,,, 4, H)T con 3 literales.
En estas condiciones consideraremos a continuacién, por separado, cada

uno de los dos casos Ciy1 € (Fi., 4,.,)° ¥ Civ1 € (Fi )"

B.1 e (fg,ti)T y Cit1 € (f;;€1’vt¢+1)3

El vértice v;,,, < vs,;, pues, en caso contrario, v;,, , estaria entre
los vértices vr, y vs, ¥, por tanto, v, ., € N*(vs,). Uno de los lite-
rales sobre una de las variables h;,, ,m;,, , estaria atribuido por
la atribucién 7t, y, por consiguiente, cualquiera de las cldusulas de
(F. ;fhtw )P tendria a lo sumo 2 literales. Lo que esté en contradic-
cion con la hipétesis considerada, |C;y1| = 3. Como vy, > vs;, > vy
¥, en este caso, vy, , = vr,,,, se concluye que vy, < vr,.

i+1

i+1

P B . .
Probemos ahora que la férmula f‘l;w _ es una instancia 2SAT.
i4+1:7

Consideremos ]-'ZZJE (i < j) una férmula elemental. Si v; = v,, tene-
mos que v; € N*(vg,). Por tanto por lo menos uno de los literales
de una de las variables h; y m; estd atribuido por 7. En el ca-
so de que v; > v, uno de los literales sobre una de las variables
h; y m; esta atribuido pelo que cada clausula de ]-'Z]E tiene como
maéximo dos literales. En el caso contrario, si v; < v, y F; ; fuese
una férmula de los tipos IX a XII, F; 5, es una formula elemental
de los tipos VI a XII. En cualquiera de ambos casos, dado que el li-
teral afirmado h,, esta atribuido por 7, la férmula elemental 7}
contiene la clausula [h;, m}]. Considerando también que uno de los
literales sobre una de las variables h; y m; estd atribuido, resulta
que ]::]E contiene a lo sumo dos literales por clausula.

Suponiendo que vy, > v; > Ur,,, = vy, la formula elemental F;’;
no contiene cldusulas con 3 literales pues v;. ., es el mayor vértice
del conjunto V" en estas condiciones.

141

También en este caso el grafo de interacciones no contiene cual-
quiera arista {v,,vg} con v, € Vé’;l y vg € V2. Caso contrario
Fa,s; seria una formula elemental de los tipos II a V, pues como
ys > ysi > yr >y > y2 > yy', se tiene y5 > y5 > y' > ypt. Pero,
dado que C; € (FZ,)7, la variable m,, no podria estar atribuida
por 7%, por lo que F, s, solo podria ser una férmula III o Iv. En-
tonces la variable h,, estaria atribuida por 7¢. Por otro lado como
Vo & N*(vs;) ¥ Vi, < vs, se tiene que y§ > yart > yzi“ > y;* por
lo que Fq,,, es una formula de los tipos II a V. Pero como h,, es-
ta atribuida por 7, la variable m,, , estd también atribuida por la
misma atribucién, en contradiccién con la existencia de la clausula
Cit1 € (fZ’E )B.

Si+1,tit+1
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B2 C; ¢ (fg,ti)T y Ci-i—l € (f§;€17vti+1 )T

El vértice v,,,, ¢ N(vs,). Caso contrario F;
elemental (en F) de los tipos:

i41,s; Seria una formula

e 110V, por lo que existiria una cldusula unitaria [m} ] € F;,,, s,
¥, por tanto, la clausula C; € (FZ,)” tendria a lo sumo 2
literales;

e III 0 IV, por lo que la variable h;,  , estaria atribuida pela atri-

Si+1
bucién 7y, por lo tanto, la clausula C;,; € (f;; 1t )T tendria
como mucho 2 literales;

e de VI a XII, como el literal hy, € 7%, la clausula [k m

*
Si+1]
)T

Si4+19 €
§i+17ti+1’ por lo que cualquier cldusula en (]—'ﬁ;i,vti L) no
podria contener 3 literales (v. Lema 4.2 considerando la exis-
tencia de la clausula [hs,,,m; | ]).
En cualquiera de las tres posibilidades la existencia de la formula
elemental considerada conduciria a una contradiccién con la hipé-
tesis.

Dado que vy, es el mayor vértice adyacente a v, ya' ™" > ya " >

ya' > yi'. Por lo tanto, vr,,, < vr,. (Como nota refiramos que tam-
bién en este caso vy,,, & N(vr,))
, i B . . . .,
La férmula ]—""/’W _ es una instancia 2SAT. La verificacién de esta
i+1:7%
propiedad sigue la misma construccion que el caso anterior aten-

diendo que en este caso vy, > v; > Vg, > Vi,

G no contiene cualquiera arista {vq, vs} con v, € VI |y vg € VP,
Caso contrario v, seria adyacente a vy, y F,, s6lo podria ser una
formula de los tipos II a V. Sin embargo, dado que C; € (fsfiti)T,
esta no puede ser una formula ni II ni V pues en ese caso existiria
una cldusula unitaria [m} ] € F lo que seria incompatible con la
existencia de C;. Por tanto 7, ,, es una férmula III o IV y la varia-
ble h, estd atribuida por la atribucién 7. Por otro lado, v, y vs,,,
serian igualmente adyacentes en G por lo que si vs,,, < Vo, Fs;i1,a
seria una férmula de los tipos VI a XII o, si v, < vs,,, una férmu-
la de los tipos II a 1V. Pero si 7, . fuese una formula VI a XII,
como h, estd atribuida por 7°, 0 hy,,, 0 m,,, estaria igualmente
atribuida por la misma atribucién o la clausula [hs,,,,m; ] € F".
En cualquiera de ambos casos, entramos en contradiccién con la
existencia de la clausula C;;, € (f;;'fl,ti +1)T. Si Fao,,, fuese una
férmula de los tipos II a V, la variable m,,,, estaria atribuida por
7", Por lo tanto entramos nuevamente en contradiccién con la exis-
tencia de la clausula C;.; en las condiciones de la hipétesis.
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Del analisis de los cuatro casos anteriores, admitiendo que F” es una
formula sin literales 2p-eliminables, no satisfacible y que se verifican las
condiciones (1) a (9) en la pagina 136:

1. Fi

vr E contiene una cldusula con 3 literales (distintos),

2. existe una clausula C;; € FF (sit1 < tiy1);

Sit1,tig1
— Axi T.

3. |Ciy1| =3y vy, maximo en V;

4. existe un vértice v, ,, < vr,;

5. FiF es 2SAT, satisfacible;

Ti4+1-T4

i, B
6. fVT VB - @.
Ti+1’

Por lo que, la particion (4.7) equivale a:

; E B
FoF = Fin u Fyi U Fo¥ U ]—"VT v uFy VB
Ti41,T 7r1+1 T 17 Ti1T 1T Vo,

(4.8)

Consideremos la propagacién de la atribucién de verdad 7%it+!

en FoE (FRtL vl — PropUnit(]:i’E U U(r%"1)) donde 701 =
{1 mi,  } o Ol = fh,,  m si,. ) segun que C;;; sea una clausula
en .7-'5% tis O Fr si41,ti410 TESPECtivamente.

Esta férmula proposicional, 7! no contiene la clausula nula pues
FE no contiene literales p-eliminables. Y, en estas condiciones, para

una particién de la férmula F>'+!, idéntica a (4.8):

- i1 i L ) )
Frtt = F RS U]—“’ o uf’V’T+ . UFS s (49)
Ti4+1 Tit+1:T4 412 i1 Ti41:T Ty
para la cual
7,041 . . .
o Fy es una instancia 2SAT;
Ti4+1-T4
1,i+1 7,041 .
* F Ve = =0VvF; Voo VI = = {[me,, by ], [mc;, 1 1}
ii+1 iit+1 # T
[ ] = = . .
}_VZTH Vi1t OV f‘/t?+1"/5i+1,ti {[mc”fl’ hdz‘+1]’ [mclﬂ’ di+1]}’

o vy, € VB, ver, 04, € Varim ¥ Verny € ViE,, (v. Figura 4.9).

Dado que la instancia 2SAT fi’E - (v. (4.8)) no contiene literales
a1
4,041

7,+1*7ri

ble. Por lo tanto existe una atribucién de verdad sobre las variables
, . . i1
de esta formula proposicional, var(]’-}z}fr _ ), que es un modelo para es-
i1

p-eliminables, es satisfacible. Entonces también F;; es satisfaci-

ta formula. Ampliandola con los literales de los vértices del conjunto
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Viriv1,m atribuidos por las atribuciones 7! y 7%, se obtiene una atribu-
cién de verdad 7, , -, satisfaciendo la férmula F . Como 7% C 7

7,+1 7"2
y 70t c piitl o | . contiene las atribuciones 7% y 701,

Para comprobar que esta atribucién puede ser independiente de las
atribuciones 7y, , r.., ¥ Tr;x,_, considérese el resultado siguiente.

Lema 4.10. Sean un vértice v,, la atribucién de verdad 7%, la pro-

pagacién unitaria (F°F,7') = PropUnit(F¥ U U(r"")) y la férmula
xl}g,vﬂB = {[me;, iy ], [Me;, by 1} (v. condiciones (1) - (9), pg. 136).

Entonces, para cualquier vértice vy, € VT adyacente a v, la formula

elemental ]—",1 no contiene clausulas con literales sobre las variable M,
y hi simultdneamente (v. Figura 4.9).

Demostracién. Para la demostracion del presente resultado considere-
mos cada uno de los dos siguientes casos, C; € (FZ, )Py C; € (FE )T.
Supongamos que C; € (.7-"Et )B. Por reduccién al absurdo, consi-
deremos que existe una férmula elemental Fk.c, de modo que la co-
rrespondiente ]—'kc contenga una cldusula con los literales m} y hj.
{vk,ve;} € Ay, por lo tanto, una arista de propagacién (méas concreta-
mente una formula III, IV o IX a XII). Como la variable h; no esta atri-
buida y vy < v, = vr,, el vértice v, no es adyacente a vy, (vy, ¢ N(V4,)).
Por hipétesis, v, € VL, va, € VP y H/,I,V,P contiene cldusulas. Por lo

tanto, la atribucién {h.,} C 7°. Por otro lado, como v, es adyacente a
Ve, Pero no a v;, Fi, es, necesariamente, una formula elemental 3SAT.
Pero, en este caso, la formula obtenida por resolucién de la formula ele-
mental F ., con la atribucién {h.,} contiene, como mucho, la clausula
[hi;, m}], contrariamente a la hipétesis que habiamos admitido.

Consideremos ahora el segundo de los casos referidos, C; € (FZ )"y,
por reduccién al absurdo, supongamos que existe una férmula elemental
Fk.c; conteniendo una cldusula con un literal sobre la variable m,, y otro
sobre la variable hj, de modo que f;i contenga una clausula con los
literales m;, y hj. 7

De acuerdo a la primera parte de la demostracién del Lema 4.7, el
literal h,, estd atribuido (h,, € 7).

Consideremos en primer lugar el subcaso v, > v.,. Como F, ; es
una férmula elemental de los tipos IX a XII se tiene que el vértice vy
es adyacente a v., (v € N(vg,)) pudiendo ocurrir que vk € N*(vs;) 0
que v, € N(vs,). En el primer caso, y& > y* > y7 > ¢4 > Yy > y{f Y,
como y5i > yk > yTi > i > ydi > yF tenemos que Fy, i, es una formula
elemental VI a XII. Pero, dada la existencia de la clausula |C;| = 3, esta
ultima es una férmula elemental 3SAT. Por lo que la variable h; esta
atribuida por la atribucién 7¢, en contradiccién con la hipétesis.

En el caso contrario, y5i > yk > y3i > yTi >yt > ydi >y > yF,
por lo que F, 5, y Fi s, son ambas férmulas elementales III o IV. Por las
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desigualdades anteriores resulta que yS > ySi >y > y;' y que y¥ >
% >y, > yF y, ademads, debido a la existencia de la clausula |C;| = 3,
ninguna de las formulas puede ser ni II ni V. En estas condiciones como
las dos variables hy y h., estan atribuidas por la atribucién 7°, =0,
estamos en contradiccién con la hipétesis.
En el subcaso contrario, cuando Uk < Ve;s T, o es una férmula III, IV
0 3SAT (IX-XII). Pero como h,, € 7'y ademds fk contiene una clausula
con los literales h;, m} , esta formula elemental sélo puede ser 0 del tipo
III o del tipo IV. Por lo tanto, y* > y& >y > yd > Yy > yb. Enton-
ces, como los vértices vy, vs,, v, € N(vr,) y G es un grafo cordal, v y vs,
son adyacentes entre si . Empero, v, y v4, (adyacentes entre si) estan
en las condiciones del Lema 4.8, por lo que la variable A esta atribui-
das entonces }";’_Ek = (), nuevamente en contradiccién con la hipétesis de
partida. 7 dJ

A la vista del resultado anterior, o bien F! vrve = () o bien, la
atribucién de verdad de las variables asociadas a los vértices de los
conjuntos Vi, .., ¥ VB son independientes o bien, en caso contrario,

Fi, vp = = {[me,, hd] [Me,, ki ]}, por lo que cualquier atribucién de
T Ti41 ?

verdad para las variables de los vértices del conjunto Vrimis1» €Xcepto
posiblemente m,,, es independiente de la atribucién de las variables del
conjunto V7.

Asi, consideremos los conjuntos de vértices Vi, r, y V.2 (v. Figu-

ra 4.9), una atribucién de verdad 7, satisfaciendo 7/ y una
i Ti41

contiene la atribu-

yTi4-1
atribucién de verdad Ty B satisfaciendo F‘]ZB' Trimisn
cién 7% asi como a todos los literales de Vg, ,,, cuya atribucién sea
consecuencia légica suya por propagacién unitaria en F~.

Entonces, recursivamente se puede construir una atribucién de ver-

dad:

T = 7-V7T31 U TV o J---u TV, yomt U TV%

satisfaciendo FF.

Dado que F¥ y FF son légicamente equivalentes, F es satisfacible.
Lo cual es un absurdo, pues habiamos considerado que la férmula pro-
posicional F no era satisfacible.

Resultando la contradiccion de términos en la suposicion de que
la férmula légicamente equivalente sin literales 2p-eliminables F* =
EliminaLiterales(F,2) no contenga a la clausula nula. Con esto se ha
probado el siguiente resultado:

Teorema 4.11. Se F es una instancia de EOSC-SAT, F es satisfacible si
y solo si F¥ = ELIMINALITERALES(F, 2) no contiene a la cldusula nula.
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Demostracién. Como hemos visto, si F no es satisfacible, entonces, in-
dependientemente de la ordenacién de sus cldusulas y literales, FZ =
ELIMINALITERALES(F, 2) contiene la cldusula nula. O

Y, considerando la definicién de la clase de satisfacibilidad polino-
mial 2PURL, también se ha demostrado que

Teorema 4.12. EOSC-SAT es una subclase de 2PURL.

Demostracion. El resultado es una consecuencia del Teorema 4.11, ob-
servando que aquel resultado no depende de la ordenacién de las clau-
sulas y literales de cada instancia. O

Por lo tanto, el problema EOSC puede ser resuelto en tiempo polino-
mial, pues cada una de sus instancias puede reducirse a una instancia
de EOSC-SAT.

Corolario 4.13. El problema de EMPAREJAMIENTO ORTOGONAL SIM-
PLE EN CILINDRO (EOSC) puede ser resuelto en tiempo polinomial.

Demostracion. Hemos visto que una instancia del problema EOSC se
puede reducir a una instancia de EOSC-SAT en tiempo polinomial y, por
el Teorema 4.12, que EOSC-SAT es una subclase de 2PURL. Por lo tanto,
para una instancia del problema EOSC la pregunta sobre la existencia
o no de un emparejamiento ortogonal simple (sin cruces) tiene repuesta
en tiempo polinomial. O

4.5. Algoritmo para Eosc

Desde un punto de vista practico, la solucién de cada una de las ins-
tancias W del problema EOSC, se obtiene a partir de un procedimiento
muy simple, que proviene de la metodologia desarrollada a lo largo del
presente capitulo. Cada instancia del problema geométrico se reduce a
una instancia del problema de satisfacibilidad, F, resoluble en tiempo
polinomial a partir del algoritmo ELIMINALITERALES(F, 2).

En concreto, dada una instancia W del problema EOSC, a cada dos
pares de puntos w;, w; € W les corresponde una férmula elemental de
las presentadas en el Cuadro 4.1. Cada una de estas formulas elemen-
tales es identificable a partir de la posicion relativa de los puntos de los
dos pares, codificada en dos secuencias de cuatro enteros, la y-secuencia
representativa de la ordenacion de las ordenadas y la z-secuencia repre-
sentativa de la ordenacién de las abscisas. En el Cuadro 4.2 se presenta



4.5. Algoritmo para EOSC 145

la correspondencia entre cada una de estas secuencias (representativas
de todas las posiciones relativas posibles entre dos pares de puntos de
una instancia del problema EOSC) y la correspondiente formula elemen-
tal. La formula proposicional F correspondiente a la instancia referida,
W, resulta de la conjuncién de todas las formulas elementales obteni-
das.

Su resolucién se obtiene identificando y excluyendo los literales
2p-eliminables, mediante el algoritmo ELIMINALITERALES(F,2). De
acuerdo al Teorema 4.11, la férmula proposicional sin literales 2p-
eliminables obtenida, 7* = ELIMINALITERALES(F,2), es satisfacible
si y sdlo si no contiene la clausula nula. Dado que la férmula propo-
sicional sin literales 2p-eliminables obtenida, F¥, y la inicial, F, son
légicamente equivalentes (v. Teorema 2.2), F no es satisfacible si y solo
F¥ contiene la clausula nula.

Por lo tanto, una instancia W del problema de EMPAREJAMIEN-
TO ORTOGONAL SIMPLE EN EL CILINDRO tiene respuesta negativa si
O € FP y afirmativa en caso contrario. Sin embargo, en el caso de
una instancia con respuesta afirmativa, el algoritmo ELIMINALITE-
RALES(F,2) no permite identificar una solucién del problema. Para
obtener un emparejamiento ortogonal se ha desarrollado el algoritmo
RESUELVE-EOSC-SAT a partir de la metodologia presentada en la Sec-
cién 4.4. Especificamente, considerando la existencia de la secuencia de
vértices vy, , Ur,, -+ , Uy, referida en la Figura 4.9.

Consideremos el algoritmo RESUELVE-EOSC-SAT(F) (v. Algorit-
mo 15). En la primera linea de este algoritmo se comienza por deter-
minar una férmula proposicional sin literales 2p-eliminables, F¥ =
ELIMINALITERALES(F,2). En el caso de que la formula obtenida con-
tenga la clausula nula, el algoritmo termina con el mensaje no satisfa-
cible.

Para una instancia del problema EOSC-SAT satisfacible (O ¢ FF) el
algoritmo RESUELVE-EOSC-SAT funciona en dos fases. En la primera se
identifica cada uno de los vértices de la secuencia vy, vr,, - , vy, ¥y las
respectivas atribuciones 7°% = {h,,,m}} o 7% = {hy,,m; }, i =1,--- 1,
segun que C; € (FE, )T o que C; € (FE, )P, respectivamente. Identifica-
do el primer vértice, en cada iteracion se identifica el vértice siguiente
de la referida secuencia de acuerdo a las propiedades (1) a (9) en la pa-
gina 136 y (1) a (6) en la pagina 141. Al terminar el ciclo de iteraciones,
en esta primera fase, la atribuciéon 7 contiene cada un de los literales de
las atribuciones 7%, asociadas a los vértices vy, - ,vp,.

En estas condiciones, la formula proposicional obtenida por propa-
gacion unitaria de esta atribucién de verdad tras eliminar los literales
p-eliminables es una instancia 2SAT satisfacible (linea 25). Esto es con-
secuencia del hecho de que cada una de las formulas proposicionales
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Algoritmo 15 RESUELVE-EOSC-SAT(F)

Entrada: Instancia de EOSC-SAT F
Salida: Atribucion de verdad T o mensaje no satisfacible
FE = ELIMINALITERALES(F, 2)
if 0 ¢ 7¥ then
return No satisfacible
end if
5: (s,t) = max;{(i,j): C € .7-"5,1 < 7,1C| =3}
if (F£,)P contiene cldusula 3SAT then
TO = {ht,mf}, m}f eC
else
™ = {hs,m*},mt € C
10: end if
=10
while F 5T 5 contiene clausulas 3SAT do
t

(F',71) = PROPUNIT(FF U U (%))
(FLE) = ELIMINALITERALES(F1)

15: if fxl/tf contiene alguna clausula 3SAT then
(s1,t1) = maz;{(i,j) : C € F:F i < j,|C| = 3}
if (F. 1’51)3 contiene clausula 3SAT then

70 = {hy,,mj, }, m;, € C
else

20: 70 = {hs,,m% }, mi €C
end if
(5,t) = (s1,t1); 7=7UT°

end if
end while
25: (F,7) = PROPUNIT(F¥ ul(r))
71 = Resuelve2SAT(F)
=rurt
return (1)

) . t. B . . . .
B ,i=1,---,t, FE, y FJ son instancias 2SAT satisfacibles y de
Vrig1:Vr; Vil Vi
que las atribuciones de cada una de las férmulas }"‘% ves =1, tson
;Y T,

independientes, segin se deduce de los lemas 4.10, 4.6 y 4.8. Por lo que,
para concluir, se puede utilizar cualquiera de los algoritmos lineales pa-
ra resolver instancias 2SAT, obteniéndose una atribucién de verdad que
constituye un modelo para F¥ y, por tanto, para la férmula inicial, F.

La complejidad de este algoritmo corresponde a la complejidad del
algoritmo ELIMINALITERALES(F,2), que, como vimos, admite una im-
plementacién que se ejecuta en tiempo O(|F|*).



cApituLo

Conclusiones y Problemas Abiertos

En este capitulo, se resumen los resultados de la tesis y se presentan
nuevos problemas y lineas de investigacion que se abren a partir de este
trabajo.

A lo largo de la presente memoria, en el dominio de las lineas de
investigacion en satisfacibilidad proposicional, hemos presentado una
nueva clase de satisfacibilidad polinomial PURL, ademas de una jerar-
quia de clases de satisfacibilidad PURL C 2PURL C --- C rPURL. Se han
presentado también otros resultados: la resolucion de dos problemas
geométricos en el dominio de la Geometria Computacional, en tiempo
polinomial. Estos resultados fueron obtenidos a partir de la reduccién
de sus instancias a instancias de las clases PURL y 2PURL, resolubles en
tiempo polinomial.

El problema de SATISFACIBILIDAD PROPOSICIONAL (SAT) es un pro-
blema NP-completo. De hecho, es el primer problema NP-completo co-
nocido [co071], extremadamente relevante por su interés teérico en el
campo de la complejidad computacional y por sus multiples y diver-
sas aplicaciones practicas. La profundizacién del conocimiento de las
estructuras del problema de la SATISFACIBILIDAD PROPOSICIONAL y el
desarrollo y implementacion de algoritmos eficientes para su resolucién
constituyen dos vertientes interdependientes sobre las cuales se desen-
vuelve en la actualidad la mayor parte del trabajo de investigacién en
SAT.

Independientemente de esta importante cuestion acerca de la com-
plejidad de SAT, existen algunas clases de satisfacibilidad proposicional
cuyas instancias son resolubles por algoritmos polinomiales. Tomando
como referencia a las clases polinomiales bien conocidas [FG03], en la
Figura 2.1 se presenta un diagrama enumerandolas e indicando sus re-

147
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laciones (de inclusién). Como quedé demostrado en el Capitulo 2, PURL
contiene todas las clases polinomiales bien conocidas por lo que, en este
sentido, puede ser considerada una superclase de satisfacibilidad poli-
nomial.

La identificacion de esta nueva clase de satisfacibilidad proposicio-
nal resoluble en tiempo polinomial, PURL, surge en el ambito del traba-
jo desarrollado para la resolucion de los problemas de emparejamiento
ortogonal en el cilindro y en el toro. Posteriormente, las técnicas em-
pleadas fueron aplicadas a la resolucion de un problema de etiquetado
de un conjunto de puntos alineados. Este encuadramiento permite com-
prender la caracterizaciéon de PURL, definida como una clase de clases
polinomiales, a partir del concepto integrador de literal p-eliminable.
Recordemos que un literal p-eliminable puede ser reconocido en tiempo
lineal, respecto al tamarfio de la respectiva formula proposicional y que
estd relacionado con la existencia de ciertos ciclos locales asociados a la
no satisfacibilidad.

5.1. PURL

PURL fue definida a partir de los conceptos de literal eliminable y
p-eliminable formalizados en el Capitulo 2. Segin este concepto, un li-
teral eliminable puede ser excluido de una clausula obteniéndose una
férmula proposicional mas simple, légicamente equivalente a la inicial.
Una instancia F de ) C PURL es satisfacible si y sélo si la formula pro-
posicional sin literales p-eliminables retornada por el algoritmo ELIMI-
NALITERALES(F) no contiene la clausula nula.

Esta nueva clase de satisfacibilidad proposicional, asociada al algo-
ritmo ELIMINALITERALES(F), constituye un abordaje integrador para
la resolucién, en tiempo polinomial, del problema de satisfacibilidad de
las instancias de las clases polinomiales bien conocidas. Todavia, esta
pendiente el problema de saber previamente si una férmula F es o no
una instancia de PURL. Este aspecto constituye un impedimento para
la aplicacion de este algoritmo en la resolucion de instancias arbitrarias
del problema SAT. Pero no lo es para la resolucion de los problemas geo-
meétricos, para los cuales el problema del reconocimiento no se plantea,
pues se halla resuelto.

El algoritmo ELIMINALITERALES(F) es sensible a la entrada, por
lo que la formula proposicional equivalente sin literales p-eliminables
obtenida depende de la ordenaciéon de las clausulas y literales de F.
Para evitar esta situacion se desarroll6 el algoritmo ELIMINALITERA-
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LES+(F) que permite detectar y excluir los literales p-eliminables, in-
dependientemente de la ordenacion de las clausulas y literales de F. Sin
embargo, en este caso, el nimero de clausulas puede aumentar respecto
al de la entrada. A semejanza de la clase PURL, a partir de este algorit-
mo se defini6 la clase que designamos PURL+. Constituye un interesante
problema que permanece abierto decidir si esta clase es una ampliacion
de PURL o si son clases distintas.

El algoritmo ELIMINALITERALES+ presenta caracteristicas que per-
miten facilmente una implementacion utilizando computacién paralela,
pues los literales de cada una de las cldusulas pueden ser comprobados
con la formula proposicional independientemente de las otras clausulas.
Lo que constituye una interesante linea de desarrollo futuro.

Para una instancia de {2 C PURL, o {2 C PURL+, si la féormula propo-
sicional sin literales p-eliminables F” retornada por el algoritmo ELI-
MINALITERALES(F) o, en su caso, ELIMINALITERALES+(F)) contiene
la clausula nula, sabemos que ambas no son satisfacibles. Y, en caso
contrario, sabemos que son satisfacibles. Sin embargo, en este caso, no
se conoce ningun algoritmo que permita identificar un modelo para F.
O para F¥, dado que las dos férmulas proposicionales son légicamente
equivalentes.

En esta linea de investigacion se desarrolla el algoritmo SOLVELIM-
LIT(F,r), utilizado en la resolucién de instancias arbitrarias de SAT (v.
cuadros 2.1, 2.2 y 2.3). Este algoritmo constituye un primer intento de
resolver algunas instancias de rPURL. De hecho, el elevado porcenta-
je de instancias SAT que logra resolver en las pruebas es un indicador
prometedor de la eficacia de los conceptos de literal p-eliminable y rp-
eliminable en la resolucion del problema SAT y un estimulo para el desa-
rrollo de algoritmos ain mas eficientes.

Una interesante linea de investigacion pasa por el estudio de la im-
plementacion del algoritmo ELIMINALITERALES;3(F, r) siguiendo un es-
quema que permita suspender el proceso de deteccion y exclusién de lite-
rales rp-eliminables, guardando cada una de las férmulas, (R(C,[),7) =
ELIMINALITERALES3(F UU(Flip(C,1)),r — 1), en memoria y retomén-
dolas siempre que suceda una simplificacién en una de las clausulas de
F. Esto permitiria una implementacion eficiente del algoritmo SOLV-
ELIMLIT(F,r). Recordemos que este algoritmo puede ser utilizado para
resolver instancias arbitrarias del problema SAT proporcionando como
respuesta una de las tres opciones siguientes: un modelo para F, un
mensaje no satisfacible o un mensaje desisto.

Como hemos demostrado en el presente trabajo, PURL contiene a
todas las clases de satisfacibilidad polinomiales bien conocidas. Sin em-
bargo, permanece pendiente de estudiar la relacién entre PURL y otras
clases polinomiales de satisfacilidad, por ejemplo las citadas en la Sec-
cion 1.7.1: QUAD [dal96], CoE [WMOOb] y 1a clase que Benhamou [ben04]
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designé como S. El estudio de estas relaciones constituye una linea de
desarrollo a establecer en el futuro.

5.2 uc-4p

Es sobradamente conocido que la Geometria Computacional posee
un vasto campo de aplicaciones en las areas de los sistemas de infor-
macion geografica (SIG), diseiio asistido por computador (CAD/CAM),
computacién grafica, robética, electronica y computacion entre muchas
otras. En estos dominios, el etiquetado de mapas, el trazado de circuitos
integrados o la creacion de diagramas de flujos y organigramas consti-
tuyen ejemplos de problemas cuyas instancias se pueden reducir al pro-
blema de la SATISFACIBILIDAD PROPOSICIONAL. Por lo que, en estos
casos, su resolucion puede ser conseguida a partir de la resolucién del
problema de la SATISFACIBILIDAD PROPOSICIONAL de las respectivas
férmulas proposicionales.

La codificacién de algunos tipos de problemas, geométricos o no, uti-
lizando variables booleanas y, a partir de esta codificacién, reducir ins-
tancias de estos problemas a instancias SAT es una estrategia conocida
y frecuentemente utilizada. En el Capitulo 3 consideramos el problema
de etiquetado UC-4P, en el cual cada entrada es un conjunto de puntos
sobre una recta de pendiente unitaria y un conjunto de etiquetas cua-
dradas, de modo que alguno de sus vértices coincida con el punto al que
se refiere la etiqueta. En ese mismo capitulo mostramos que este pro-
blema es resoluble en tiempo polinomial. A este efecto se probé6 que la
familia UC-4P-SAT, de las formulas proposicionales que corresponden a
alguna instancia de UC-4P, es una subclase de PURL.

Con la resolucién del problema de etiquetado de puntos alineados
UC-4P se abre una nueva linea de investigacién para la resolucién de
problemas similares a partir de la reduccién de las instancias de es-
te problema geométrico a instancias del problema SAT. Como primer
ejemplo, podemos considerar el problema UR-4P que constituye una va-
riante del problema UC-4P pero considerando etiquetas rectangulares.
Por cada par de puntos de una instancia de este problema, P; < P;, or-
denados de izquierda a derecha segun el valor de la abscisa, existen 16
posibles posiciones topolégicamente distintas, que conducen a otras tan-
tas férmulas proposicionales elementales. La Figura 5.1 presenta estas
16 posiciones topolégicamente distintas y el Cuadro 5.1, las correspon-
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Figura 5.1: Posiciones relativas (fundamentales) de los rectangulos R; y
R; asociados a las etiquetas de los puntos F; y P;.

dientes formulas elementales F; ;.

La formulacién presentada (UR-4P) es equivalente a la propuesta
por Reyes [rey02] (OR-4P), dado que, mediante un cambio de escala
apropiado, cualquier instancia del problema OR-4P puede ser transfor-
mada en una instancia de UR-4P y viceversa.

UR-4P

Entrada: Un conjunto de puntos, P = {Pi,---, P,}, sobre una recta
oblicua de pendiente unitaria y un conjunto de etiquetas rectangulares,
L=A{Ly, - ,Ly}.

Pergunta: ;Puede colocarse el rectangulo L; con algin de sus vértices
coincidente con el punto P; sin que dos rectangulos se intersequen?
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Cuadro 5.1: Férmulas proposicionales elementales para el problema

UR-4P
N. Fij N. Fij
1 {0, b, 15, 051} 9 {1, bi, bs]}
2 {[bi, 15,551} 10 {[bi, 13, b5, [l bi, by]}
3 {05 75,0513 11 (1,551}
4 {[t;, 0,1} 12 ([0, 050, 13, b1}
5 i, bis 5]} 13 {10, bil}
6 {[bs, 1]} 14 {[b:, 1], (13, il }
7| Al 3, by) 11, 0, 151Y || 15 ({5, 05, 13, ba]}
8 {1,551, [bi, 1]} 16 | {[i, bil, [li, bl [bi, 5], [1;, b1}

Imponiendo a las condiciones del problema UR-4P la condicién adi-
cional de que la altura del rectangulo no puede exceder a su ancho (rec-
tangulo horizontal), se obtiene el subproblema, URy,-4P-SAT, cuyas for-
mulas proposicionales son conjunciones de las formulas elementales 1,
2,4,9, 10, 12, 13, 14 y 16 del Cuadro 5.1.

Estos problemas presentados constituyen generalizaciones natura-
les del problema de etiquetado resuelto en este trabajo, UC-4P y consti-
tuyen problemas abiertos en el sentido que explicaremos a continuacion.
Sabemos ahora que la clase de satisfacibilidad UC-4P es una subclase de
PURL y por tanto resoluble en tiempo polinomial. Queda por establecer
si las clases URy,-4P-SAT y UR-4P-SAT son o no subclases de alguna de
las clases de la jerarquia presentada, PURL, 2PURL, - - -, rPURL, - - -. Se
conjetura que la primera sea subclase de PURL y la segunda lo sea de
2PURL.

El problema de decisién de etiquetado de puntos en el plano con eti-
quetas fijas es un problema NP-completo [FW91]. Por lo tanto, no se
dispone de ningun algoritmo polinomial que lo resuelva.

Una interesante linea de investigacion es la aplicaciéon del concep-
to de literal p-eliminable (o rp-eliminable) al desarrollo de un algorit-
mo que sea eficiente en un porcentaje elevado de instancias con interés
practico. Adn seria mas interesante si el algoritmo estuviese orientado
a la implementacion de aplicaciones en Sistemas de Informacién Geo-
grafica.
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5.3. EOSC

La investigacién sobre inmersiones ortogonales de grafos ha adqui-
rido en los ultimos afos una gran importancia motivada fundamental-
mente por la aplicacion al disefio de circuitos integrados. Un buen nime-
ro de trabajos aborda el problema en el plano. Sin embargo, la produc-
cion de resultados de inmersiones ortogonales en superficies ha experi-
mentado un enorme crecimiento desde la introduccion de las superficies
ortogonales estandar (Cobos [cob95] y Garrido [gar97]).

Hemos presentado en el Capitulo 4 el estudio y la resolucién del pro-
blema de emparejamiento ortogonal en el cilindro, EOSC. Este problema
se encuentra en linea con la resolucion del problema plano, en 1986, por
Raghavan, Cohoon y Sahni [RCS86] y con el trabajo desarrollado por
Portillo [por02] y por Garrido, Marquez, Morgana y Portillo [GMMO02]
sobre el problema de EMPAREJAMIENTO ORTOGONAL SIMPLE en super-
ficies arbitrarias (EOS). El primero de estos es resoluble en tiempo poli-
nomial y el segundo problema es NP-completo. Era un problema abierto
en estos trabajos, el estudio del problema en superficies particulares co-
mo el cilindro y el toro (EOSC y EOST, respectivamente).

Como referimos anteriormente, el problema EOSC es resoluble en
tiempo polinomial, como consecuencia del hecho de que la clase de satis-
facibilidad asociada EOSC-SAT es subclase de 2PURL. Permanece como
problema abierto averiguar si EOSC-SAT es subclase de PURL o no.

La resoluciéon del problema EOSC a partir de la reduccién de sus
instancias a la clase de satisfacibilidad EOSC-SAT abre una nueva li-
nea de investigacion para la resolucién del problema EMPAREJAMIEN-
TO ORTOGONAL EN EL TORO, utilizando este mismo abordaje. Sabe-
mos que la clase EOST-SAT, constituida por féormulas proposicionales
correspondientes a alguna instancia del problema EOST, no es una
subclase de PURL. Basta considerar la formula proposicional F en el
Anexo A.1 correspondiente a una instancia del problema EOST, obteni-
da a partir de las formulas elementales del Cuadro 1.5. Esta formula
proposicional no contiene literales p-eliminables. Sin embargo, la f6r-
mula proposicional légicamente equivalente obtenida por el algoritmo
EliminaLiterales(F,2) contiene la cldusula nula. Es decir, X y F no
son satisfacibles. Es decir, 7 no contiene literales p-eliminables y nos es
satisfacible, por tanto no esta en PURL. Pero el algoritmo ELIMINALI-
TERALES(F, 2) la resuelve, por lo que F esta en 2PURL

Considerando la jerarquia PURL, 2PURL, - - - , TPURL, se mantiene co-
mo problema abierto saber si existe algin entero r para el cual rPURL
contenga a EOST-SAT como subclase. Se conjetura que esta afirmacién
es verdadera para r = 3.

Las férmulas proposicionales elementales para el problema de EM-
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PAREJAMIENTO ORTOGONAL SIMPLES EN EL TORO presentadas en el
Cuadro 1.5 en forma normal conjuntiva, pueden ser escritas como dis-
yunciones de equivalencias. Mas concretamente, cualquier formula ele-
mental es una conjuncion de clausulas binarias de la forma, [u,v],
[u,v =w]y [u=v,w= z] (v. Cuadro 5.2).

Cuadro 5.2: Féormulas proposicionales elementales en el problema EOST

(i < ).
Fig Fij

1 {lps, m;], [m7,p;5]} 2 {lpi, 5], [ms, 571}
3 {lpi, 5], [m7, 51} 4 {[pi, my], [, b1}
5 {[pi, ™5, [mi, 51} 6 {[pi, m;), [, 1}
7 {[mi, hi = 5], M5, pi = hyj, 1} 8 {[m3, hi = p;], M5, pi = hyj, 1}
9 {[mi. hi = B3], [mj, pi = by, ]} 10 {[pi, hs =5, [pj, M3 = hyj, ]}
11 {lpi, hi =mj], [pj, mi = hy, 1} 12 {lpi, hi = my], [pj, mi = hy, 1}
13 {lps; hi = my), [pj, mi = hy, 1} 14 {[pi, hi =mj), [pj, mi = hy, ]}
15 {[pi, hi =my], [pj, mi = hy, ]} 16 {[Pi; hi = my], [pj,mi = hy, ]}
17 {[pi, hi = my], [pj. mi = hy,]}
18  {[hi =pj,mi = hjl,[hi = my,pi = hy, 1} | 19 {[hs =P, ms = hyl, [hi =y, pi = hy, ]}
20 {[h; =pj,mi = k], [hi =my,pi = hy,1} | 21 {[h; =Pj,mi = hyl, [hi =5, pi = hy, ]}

Denotemos 2EQUIV-SAT a la clase constituida por las férmulas
proposicionales (arbitrarias) formadas por cldusulas binarias de esta
forma. El problema de la satisfacibilidad de las instancias de esta clase
es NP-completo. A este efecto, consideremos la transformacién f de las
instancias del problema de satisfacibilidad NOT-ALL-EQUAL-3SAT en
instancias del problema 2EQUIV-SAT, definida a partir de la siguiente
correspondencia entre clausulas, [u, v, w]| — [u =7, u = W|.

NOT-ALL-EQUAL-3SAT

Entrada: Una CNF-formula proposicional 7 = {C1,Cs,...,Cy,} con
|ICi| =3,i=1,...,m.

Pregunta:;Existe una atribucion de verdad de modo que cada clausula
contenga al menos un literal verdadero y un literal falso?

NOT-ALL-EQUAL-3SAT es un problema NP-completo [sch78] y la
transformacién f, antes definida, polinomial. De acuerdo con a la ta-
bla de verdad presentada en el Cuadro 5.3, podemos concluir que deter-
minar la satisfacibilidad de la instancia f(F) de 2EQUIV-SAT equivale
a determinar la satisfacibilidad de la instancia F del problema NOT-
ALL-EQUAL-3SAT. Dado que este es un problema NP-completo, entonces
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Cuadro 5.3: Valores de verdad para una cldusula [u,v,w| del problema
NOT-ALL-EQUAL-3SAT y para la cldusula [u = 7, u = W]

u v | wl| [uvw | |[u=7,u="w
1)1 1 0 0
111 0 1 1
110 1 1 1
1 (0] 0 1 1
011 1 1 1
0|1 0 1 1
00| 1 1 1
00| O 0 0

2EQUIV-SAT es también un problema NP-completo.

Si consideramos que el problema de emparejamiento ortogonal en el
cilindro es un caso particular del problema EOST, y que la clase 2EQUIV-
SAT es una extension de la clase EOST-SAT, el resultado anterior per-
mite encuadrar la clase de satisfacibilidad EOST-SAT. Por lo tanto esta
clase estd entre la clase polinomial, EOSC-SAT y la clase NP-completa
2EQUIV-SAT. Queda, sin embargo, establecer si el problema EOST es o
no resoluble en tiempo polinomial.

5.4. Nota final

Han sido varios los resultados presentados a lo largo de la presente
memoria. Entre ellos, destacamos por su importancia la presentacion
de una nueva clase de satisfacibilidad polinomial, PURL, asi como de la
jerarquia PURLC 2PURL C --- C kPURL. Para cualquier k finito, la clase
kPURL es resoluble en tiempo polinomial.

PURL contiene todas las clases polinomiales de satisfacibilidad BIEN
CONOCIDAS y, en este sentido, constituye una superclase de satisfacibi-
lidad polinomial.

El interés practico de PURL y de la jerarquia de clases definida ha
quedado demostrado mediante sus aplicaciones a la resolucién del pro-
blema de etiquetado UC-4P y del problema de emparejamiento EOSC,
dos problemas geométricos que estaban abiertos hasta la utilizacion de
las técnicas aqui presentadas.

Llegados a esta altura, sin embargo tenemos la percepcién de que,
a pesar de los desarrollos realizados, queda mucho por hacer. Nuevas
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cuestiones y problemas por estudiar (y resolver) abren nuevas lineas
de investigacion que, sin duda, proveeran futuros desarrollos en este
campo.



cApituLo 6

Conclusoes e Problemas Abertos

No presente capitulo resumem-se alguns dos principais resultados
desta dissertacido e apresentam-se novos problemas e linhas de investi-
gacdo que se abrem a partir do presente trabalho.

Ao longo da presente dissertacdo, no dominio das linhas de inves-
tigacdo em satisfacdo proposicional apresentamos um nova classe de
satisfacédo polinomial PURL bem como uma hierarquia de classes de sa-
tisfacdo PURL C 2PURL C --- C rPURL. Apresentamos também a reso-
lucéo de dois problemas geométricos no dominio da Geometria Compu-
tacional, em tempo polinomial. Estes resultados foram obtidos a partir
da reducao das suas instancias a instancias das classes PURL e 2PURL,
resoliveis em tempo polinomial.

O problema da SATISFACAO PROPOSICIONAL (SAT) é um problema
NP-completo. De facto, SAT foi o primeiro problema NP-completo conhe-
cido [co071], relevante pelo seu interesse teérico no dominio da comple-
xidade computacional e pelas suas multiplas e diversas aplicacoes pra-
ticas. O aprofundamento do conhecimento das estruturas do problema
da SATISFACAO PROPOSICIONAL e o desenvolvimento e implementacao
de algoritmos eficientes para a sua resolucéo constituem duas vertentes
interdependentes sobre as quais se desenvolve, actualmente, a maior
parte do trabalho de investigacdo em SAT.

Independentemente desta importante questio, acerca da complexi-
dade de SAT, existem algumas classes de satisfagdo proposicional cujas
instancias sdo resoluveis por algoritmos polinomiais. Tomando como re-
feréncia as classes polinomiais bem conhecidas [FG03], na Figura 2.1
apresenta-se um diagrama enumerando-as e indicando as suas relacgoes
(de incluséo). Como ficou demonstrado no Capitulo 2, PURL contém to-
das as classes polinomiais bem conhecidas pelo que, neste sentido, pode

157
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ser considerada uma superclasse de satisfacédo polinomial.

A identificacdo desta nova classe de satisfacdo proposicional resolu-
vel em tempo polinomial, PURL, surge no Ambito do trabalho desenvol-
vido para a resolucdo dos problemas de emparelhamento ortogonal no
cilindro e no toro. Posteriormente, as técnicas desenvolvidas foram apli-
cadas na resolugao de um problema de etiquetado de um conjunto de
pontos alinhados. Este enquadramento permite compreender a caracte-
rizacdo de PURL, definida como uma classe de classes polinomiais, a par-
tir do conceito integrador de literal p-eliminavel. Recordemos que um
literal p-eliminavel pode ser reconhecido em tempo linear relativamente
ao tamanho de respectiva formula proposicional e que esta relacionado
com a existéncia de certos ciclos locais associados & nao satisfacio.

é.1. PUrL

PURL foi definida a partir dos novos conceitos de literal elimina-
vel e p-eliminavel formalizados no Capitulo 2. Segundo este conceito,
um literal eliminavel pode ser excluido de uma clausula obtendo-se
uma férmula proposicional mais simples, logicamente equivalente a ini-
cial. Uma instincia F de 2 C PURL é satisfazivel se e s6 se a for-
mula proposicional sem literais p-eliminaveis devolvida pelo algoritmo
ELIMINALITERALES(F) ndo contém a clausula nula.

Esta nova classe de satisfacdo proposicional, associada ao algoritmo
ELIMINALITERALES(F), constitui uma abordagem integradora para a
resolucéo, em tempo polinomial, do problema de satisfacdo das instan-
cias das classes polinomiais bem conhecidas. Todavia, esta dependente
de previamente se saber se F é ou ndo uma instancia de PURL. Este
aspecto constitui uma limitacdo para a aplicacdo deste algoritmo na
resolucdo de instancias arbitrarias do problema SAT. Mas nio para a
resolucéo de problemas geométricos, para os quais o problema do reco-
nhecimento geralmente nao se coloca (porque esta resolvido a partida).

O algoritmo ELIMINALITERALES(F) é sensivel a entrada, pelo que
a formula proposicional equivalente sem literais p-eliminaveis obtida
depende da ordenacgao das clausulas e literais de F. Para evitar esta
situacao desenvolveu-se o algoritmo ELIMINALITERALES + (F) que per-
mite detectar e excluir os literais p-eliminaveis, independentemente da
ordenacao das clausulas e literais de F. Todavia, neste caso, o0 nimero
de clausulas podera aumentar relativamente ao nimero de clausulas da
formula inicial (entrada). A semelhanca da classe PURL, a partir deste
algoritmo definiu-se a classe que designamos PURL+. Constitui um in-
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teressante problema decidir se esta classe é uma ampliacdo de PURL ou
se sdo classes distintas. Problema que, todavia, permanece aberto.

O algoritmo ELIMINALITERALES+ apresenta caracteristicas que fa-
cilmente permitem uma implementacio utilizando computacio para-
lela, pois os literais de cada uma das clausulas podem ser testados inde-
pendentemente das outras clausulas. O que constitui uma interessante
linha de desenvolvimento futuro.

Para uma instincia de Q@ C PURL, ou 2 C PURL+, se a formula
proposicional sem literais p-eliminaveis F¥ devolvida pelo algoritmo
ELIMINALITERALES(F), respectivamente ELIMINALITERALES + (F),
contém a clausula nula, sabemos que ambas nio sdo satisfaziveis. E,
no caso contrario, sabemos que sdo satisfaziveis. Todavia, neste caso,
néo de conhece nenhum algoritmo que permita identificar um modelo
para F. Ou para F¥, dado que as duas férmulas proposicionais séo
logicamente equivalentes.

Nesta linha de investigacio desenvolveu-se o algoritmo SOLVELIM-
LIT(F,r), utilizado na resolucdo de instancias arbitrarias de SAT (v. ta-
belas 2.1, 2.2 e 2.3). Este algoritmo constitui uma primeira tentativa
para a resolucdo de algumas instancias de rPURL. A elevada percenta-
gem de instancias SAT resolvidas constitui um promissor indicador da
eficacia do conceito de literal p-eliminavel e rp-eliminavel na resolucédo
do problema SAT e um estimulo para o desenvolvimento de algoritmos e
implementacgdes mais eficientes.

Uma interessante linha de investigacdo passa pelo estudo da im-
plementacdo do algoritmo ELIMINALITERALES;(F,r) seguindo um es-
quema que permita suspender o processo de identificacdo e exclusdo de
literais rp-eliminaveis, guardando cada uma das férmulas, (R(C,1),7) =
ELIMINALITERALES3(FUU(Flip(C,1)),r—1), em memoria e retomando-
a sempre que ocorra uma simplificacdo numa das clausulas de 7. O
que permitiria uma implementacéo eficiente do algoritmo SOLVELIM-
LiT(F,r). Recordemos que este algoritmo pode ser utilizado para resol-
ver instancias arbitrarias do problema SAT, proporcionando como res-
posta uma das trés opgoes seguintes: um modelo para F, a mensagem
ndo satisfazivel ou a mensagem desisto.

Como demonstramos no presente trabalho, PURL contém todas as
classes de satisfacdo polinomial bem conhecidas. Contudo, ficou por es-
tudar a relacdo entre PURL e outras classes, nomeadamente as citadas
na Seccdo 1.7.1: QUAD [dal96], CoE [WMOOb] e a classe que Benha-
mou [ben04] designou por S. O estudo destas relacoes constitui uma
linha de estudo a desenvolver no futuro.
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6.2. Uc-4p

E sobejamente conhecido que a Geometria Computacional possui um
vasto campo de aplicacbes nas areas dos sistemas de informac&o geogra-
fica (SIG), desenho assistido por computador (CAD/CAM), computacéo
grafica, robética, electrénica e computacéo, entre muitas outras. Nes-
tes dominios, etiquetado de mapas, tracados de circuitos integrados ou
criacéo de diagramas de fluxos e organogramas constituem exemplos de
problemas cujas instincias se podem reduzir ao problema da SATISFA-
CAO PROPOSICIONAL. Pelo que, nestes casos, a sua resolugdo pode ser
conseguida a partir da resolucéo do problema da SATISFACAO PROPOSI-
CIONAL das respectivas formulas proposicionais.

A codificacéo de alguns tipos de problemas, geométricos ou néo, uti-
lizando variaveis booleanas e, a partir dela, reduzir instancias destes
problemas a instancias SAT é uma estratégia conhecida frequentemente
utilizada. No Capitulo 3 consideramos o problema de etiquetado UC-4P,
no qual cada entrada é constituida por um conjunto de pontos sobre uma
recta de declive unitario e um conjunto de etiquetas quadradas, de modo
que algum dos seus vértices coincida com o ponto a que se refere a eti-
queta. Neste mesmo capitulo mostramos que este problema é resolivel
em tempo polinomial. Para o efeito demonstrou-se que a familia UC-
4P-SAT, constituida pelas formulas proposicionais que correspondem a
alguma instancia de UC-4P, é uma subclasse de PURL.

Com a resolucgdo do problema de etiquetado de pontos alinhados UC-
4P abre-se una nova linha de investigacao para a resolucao do problema
similares a partir da reducéo das instancias deste problema geométrico
a instancias do problema SAT. Como primeiro exemplo, podemos consi-
derar o problema UR-4P que constitui uma variante do problema UC-4P
considerando etiquetas rectangulares. Por cada par de pontos de uma
instancia deste problema, P; < P;, ordenados da esquerda para a direita
segundo o valor da abcissa, existem 16 possiveis posi¢cdes topologica-
mente distintas, que conduzem a outras tantas férmulas proposicionais
elementares. A Figura 6.1 apresenta estas 16 posicoes topologicamente
distintas e a Tabela 6.1, as correspondentes férmulas elementares F; ;.

A formulacdo apresentada (UR-4P) é equivalente a proposta por
Reyes [rey02] (OR-4P), dado que, para uma mudanca de escala conveni-
ente qualquer instancia do problema OR-4P pode ser convertida numa
instancia de UR-4P e vice-versa.

UR-4P
Entrada: Um conjunto de pontos, P = {P;,---, P,}, sobre uma recta
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Figura 6.1: Posi¢des relativas (fundamentais) dos rectangulos R; e R;
associados as etiquetas dos pontos F; e P;.

obliqua de decline unitario e um conjunto de etiquetas rectangulares,
L=A{L,--,Ly}.

Pergunta: Pode colocar-se o rectangulo L;, com algum dos seus vértices
coincidente com P;, sem que dois rectdngulos se intersectem?

Impondo as condi¢ées do problema UR-4P a condi¢do adicional de que
a altura do rectangulo nfo exceda a sua largura (rectdngulo horizontal),
obtém-se o (sub)problema, URy,-4P-SAT, cujas formulas proposicionais
séo conjuncgoes das formulas elementares 1, 2, 4, 9, 10, 12, 13, 14 e 16
da Tabela 5.1.

Estes problemas apresentados constituem naturais generalizagoes
do problema de etiquetado resolvido no presente trabalho, UC-4P, e cons-
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Tabela 6.1: Féormulas proposicionais elementares para o problema UR-

4P
N. Fij N. Fi;
1 {[ll7bi77>7]} 9 {[Ziabzabij}}
3 {[ZME)T” 11 [ltva}
4 {13,551} 12 {10,651, (15, 651}
5 {1, bi, 1]} 13 {{li, bil}
6 {[6:, 5]} 14 {[b3, 151, [0, ba]}
7 {[lﬂgabij}?[livbivg]} 15 {[liabij}v[lubi]}
8 [E’Fj}v[biag} 16 {[liybi]vUiabijL[bivTj]v[E?bij]}

tituem problemas abertos no sentido que explicamos a seguir. Sabemos
agora que a classe de satisfacdo UC-4P-SAT é uma subclasse de PURL
e, portanto, resolivel em tempo polinomial. Fica por estabelecer se as
subclasses URg,-4P-SAT e UR-4P-SAT sdo ou nio subclasses de alguma
das classes da hierarquia apresentada, PURL, 2PURL, ---, 7PURL, ....
Conjectura-se que a primeira seja subclasse de PURL e a segunda de
2PURL.

O problema de deciséo de etiquetado de pontos no plano com etique-
tas fixas é um problema NP-completo [FW91]. Pelo que néo é conhecido
nenhum algoritmo polinomial que o resolva.

Uma interessante linha de investigacéo é a aplicacao do conceito de
literal p-eliminavel (ou rp-eliminavel) para o desenvolvimento de um al-
goritmo que seja eficiente para uma elevada percentagem de instancias
do problema de etiquetado geral. Que apresentaria especial interesse se
for orientado para uma implementacio em de Sistemas de Informacéao
Geografica.

6.3. Eosc

A investigacdo sobre imersoes ortogonais de grafos tem adquirido
nos ultimos anos uma grande importancia motivada fundamentalmente
pela aplicacdo no desenho de circuitos integrados. Um bom numero de
trabalhos aborda o problema no plano. Contudo, a producio de resul-
tados de imersdes ortogonais em superficies tem crescido grandemente
desde a introducéo das superficies ortogonais standard (Cobos e de Gar-
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rido [cob95, gar97]).

No Capitulo 4 apresentamos o estudo e a resolugao do problema de
emparelhamento ortogonal no cilindro, EOSC. Problema na linha de
investigacido do problema no plano resolvido por Raghavan, Cohoon e
Sahni [RCS86] e do trabalho desenvolvido por Portillo [por02] e por
Garrido, Marquez, Morgana e Portillo [GMMO02] sobre o problema de
EMPARELHAMENTO ORTOGONAL SIMPLES em superficies (EOS). O pri-
meiro resolivel em tempo polinomial e o segundo NP-completo. Era um
problema aberto nestes trabalhos o estudo do problema em superficies
particulares como o cilindro e o toro (EOSC e EOST, respectivamente).

Como referimos anteriormente, o problema EOSC é resolivel em
tempo polinomial, em consequéncia do facto da classe de satisfacéo
EOSC-SAT constituir uma subclasse de 2PURL. Permanece como pro-
blema aberto averiguar se EOSC-SAT é ou nio subclasse de PURL.

A resolucéo do problema EOSC a partir da reducdo das suas instan-
cias a classe de satisfacdo EOSC-SAT abre uma nova linha de investi-
gacdo para a resolucdo do problema de EMPARELHAMENTO ORTOGO-
NAL SIMPLES NO TORO, utilizando esta mesma abordagem. Sabemos
que a classe EOST-SAT, constituida por formula proposicionais corres-
pondentes a alguma instincia do problema EOST, ndo é uma subclasse
de PURL. Basta considerar a formula proposicional F (A.1), correspon-
dente a uma instancia do problema EOST, obtida a partir das formulas
elementares da Tabela 1.5. Esta formula proposicional ndo contém lite-
rais p-eliminaveis. Todavia, a férmula proposicional logicamente equi-
valente obtida pelo algoritmo EliminaLiterales(F,2) contém a cldusula
nula, pelo que F” e F néo sido satisfaziveis. L. e., F ndo contém literais
p-eliminaveis e ndo é satisfazivel, portanto ndo pertence a PURL. Con-
tudo, o algoritmo EliminaLiterales(F, 2) resolve esta instancia pelo que
F pertence a 2PURL.

Considerando a hierarquia PURL, 2PURL, ---, PURL, mantém-se
como problema aberto saber se existe algum inteiro r para o qual "PURL
contenha EOST-SAT como subclasse. Conjectura-se que esta afirmacao
seja verdadeira para r = 3.

As féormulas proposicionais elementares para o problema de EM-
PARELHAMENTO ORTOGONAL SIMPLES NO TORO apresentadas na Ta-
bela 1.5 na forma normal conjuntiva, podem ser escritas como disjun-
coes de equivaléncias. Mais concretamente, qualquer formula elemen-
tar é uma conjuncéo de cldusulas binarias da forma, [u,v], [u,v = w] e
[u=v,w = z] (v. Tabela 6.2).

Denotemos 2EQUIV-SAT a classe constituida pelas formulas proposi-
cionais (arbitrarias) constituidas por clausulas binarias desta forma. O
problema da satisfacédo das instancias desta classe é NP-completo. Para
o efeito consideremos a transformacio f das instancias do problema de
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Tabela 6.2: Féormulas proposicionais elementares para o problema EOST

(i < j).

Fig

Fij

1 {lpi, m;], [, p;1} 2 {lpi, m5], [ms, P51}

3 {lpi, m5], [mi, 51} 4 {[pi, m;], [ms, p;1}

5 {[pi, mj], [ms, P51} 6 {[pi, m5], [ms, p;1}

7 {[ms, hi = p5], [y, pi = hy, ]} 8 {[m3, hi = p5], [y, pi = hy,]}

9 {[m3, hi = p5, [my,pi = hy,]} 10 {lpi, hi =mj), [pj,™i = hy,]}

1 {lpi, hi =5, [pj, mi = hy, [} 12 {lpi; hi = my], [pj, mi = hy, ]}

13 {lpi, hi = my], [pj, mi = hy, [} 14 {[pi, hi =my5], [pj, mi = hy, [}

15 {[pi, hi =my5], [pj, mi = hy, [} 16 {[pi; hi = my], [pj, mi = hy, [}

17 {[Evhizm]}>[pjvmizhjv]}

18 {[h; =pj,m; = hj],[hs = myj,ps = hy,]} | 19 {[hs =Dj, mi = hy], [hs =™, p; = by, ]}
20 {[hizpfj,mizhij],[hiEmj,pizhj,]} 21 {[hizpﬁ,mizhij],[hiEﬁj,pizhj,}}

satisfacdo NOT-ALL-EQUAL-3SAT em instancias do problema 2EQUIV-
SAT, definida a partir da seguinte correspondéncia entre clausulas,
[u, v, w] — [u=7,u =W

NOT-ALL-EQUAL-3SAT

Entrada: Uma CNF-férmula proposicional 7 = {Cy,Cs,...,
ICi|=3,i=1,...,m.

Pergunta: Existe alguma atribuicao de verdade que satisfaca F, de
modo que cada clausula contenha pelo menos um literal verdadeiro e
um literal falso?

Cp} com

NOT-ALL-EQUAL-3SAT é um problema NP-completo [sch78] e a
transformacéo f, atras definida, uma transformacéo polinomial. De
acordo com a tabela de verdade apresentada na Tabela 6.3, podemos
concluir que determinar a satisfacdo da instancia f(F) de 2EQUIV-SAT
equivale a determinar a satisfacdo da instancia F do problema NOT-
ALL-EQUAL-3SAT. Dado que este +e um problema NP-completo, entéo
2EQUIV-SAT é também um problema NP-completo.

Se considerarmos que o problema de emparelhamento ortogonal no
cilindro constitui um caso particular do problema EOST, e que a classe
2EQUIV-SAT constitui uma extenséo da classe EOST-SAT, o anterior re-
sultado permite enquadrar a classe de satisfacdo EOST-SAT. Pelo que
esta classe estd entre a classe polinomial, EOSC-SAT, e a classe NP-
completa 2EQUIV-SAT. Fica contudo por estabelecer se o problema EOST
é ou nao resoluvel em tempo polinomial.
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Tabela 6.3: Valores de verdade para uma clausula [u,v,w] do problema
NOT-ALL-EQUAL-3SAT e para a clausula [u = 7, u = w].

u v | wl| [uvw | [u=7,u="w
1 1 1 0 0
1 1 0 1 1
1|0 1 1 1
1/10]0 1 1
0|1 1 1 1
0|1 0 1 1
001 1 1
00| O 0 0
6.4. Nota final

Sao varios os resultados apresentados ao longo da presente disser-
tacdo. Entre eles, destacamos pela sua importancia a apresentacéo da
nova classe de satisfacdo polinomial: PURL bem como a apresentacéo da
hierarquia PURL C 2PURL C --- C kPURL. Para cada k finito a classe
kPURL € resolivel em tempo polinomial.

PURL, contém todas as classes de satisfacdo polinomial bem conhe-
cidas, pelo que, neste sentido, constitui uma superclasse de satisfacéo
polinomial.

O interesse pratico de PURL e da hierarquia de classes definida ficou
comprovado pelas suas aplicagoes na resolucéo do problema de etique-
tado UC-4P e do problema de emparelhamento EOSC, dois problemas
geométricos que estavam por resolver até a utilizacio das técnicas aqui
apresentadas.

Chegados a esta altura, apesar dos desenvolvimento conseguidos te-
mos a percepc¢ao que muito fica por fazer. Novas questoes e problemas
que ficam por estudar e resolver abrem diversas linhas de investigacédo
que poderéo motivar desenvolvimentos futuros neste campo.
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Anexos
Al Instancia de EOST no satisfacible
F = {[3, 6, —1, 5], [3, —6,1, 5], [73, 6, —1, 75], [—3, —6,1, —5], [3, 6, —4, 72], [3, —6, —4, 2],

[-3,-6,4,2],[-3,6,4, —2],[3,9, 1, 8], [3, -9, —1,8],[—3,9, 1, —8], [-3, —9, —1, —8],

8,9,-7,-2],[3, -9, -7,2],[—3,9,7, —2], [-3, =9, 7, 2], [3, 12, 1, 11], [3, =12, —1, 11],

[-3,12,1, —11],[-3, —12, —1, —11], [3, 12, —10, —2], [3, —12, —10, 2], [—3, 12, 10, —2], [-3, —12, 10, 2],
[3,15, —1,14],[3, —15, 1, 14], [-3, 15, —1, —14], [-3, —15, 1, —14], [3, 15, —13, —2], [3, —15, —13, 2],
[-3,—15,13,2],[-3, 15,13, —2], [3, 18,1, 17], [3, —18, —1, 17], [-3, 18,1, —17], [-3, —18, —1, —17],
[3,18, —16, —2], [3, —18, —16, 2], [—3, 18, 16, —2], [—3, —18, 16, 2], [3, 21, —1, 20], [3, —21, 1, 20],
[—3,21, -1, —20], [-3, —21,1, —20], [3, 21, —19, —2], [3, —21, —19, 2], [-3, —21, 19, 2], [-3, 21, 19, —2],
[3,24,1,23],[3, —24, —1, 23], [—3, 24,1, —23], [—3, —24, —1, —23], [3, 24, —22, —2], [3, —24, —22, 2],
[—3,24,22, —2], [-3, —24, 22, 2], [3, 27, 1, 26], [3, —27, —1, 26], [-3, 27, 1, —26], [—3, —27, —1, —26],
[3,27, —25, —2], [3, —27, —25, 2], [-3, 27, 25, —2], [—3, —27, 25, 2], [3, 30, —1, 29], [3, —30, 1, 29],
[—3,30, —1, —29], [-3, —30, 1, —29], [3, 30, —28, —2], [3, —30, —28, 2], [—3, —30, 28, 2], [—3, 30, 28, —2],
3,33, —1,32], [3, —33, 1, 32], [—3, 33, —1, —32], [—3, —33, 1, —32], [3, 33, —31, —2], [3, —33, —31, 2],
[-3,-33,31,2], [-3, 33,31, —2], [3, 36, 1, 35], [3, —36, —1, 35], [-3, 36, 1, —35], [-3, —36, —1, —35],
13,36, —34, —2], [3, —36, —34, 2], [—3, 36, 34, —2], [—3, —36, 34, 2], [6, 9, 4, 8], [6, —9, —4, 8],
[-6,9,4,—8],[—6,—9, —4, —8],[6,9,7, —5], [6, —9, 7, 5], [—6,9, —7, —5], [=6, —9, —7, 5],
[6,12,4,11],[6, —12, —4, 11], [—6, 12,4, —11], [-6, —12, —4, —11], [6, 12, 10, —5], [6, —12, 10, 5],
[—6,12, —10, —5], [-6, —12, —10, 5], [6, 15, —4, 14], [6, —15, 4, 14], [—6, 15, —4, —14], [—6, —15, 4, —14],
[6,15,13, —5], [6, —15, 13, 5], [—6, 15, —13, —5], [—6, —15, —13, 5], [6, 18, 4, 17], [6, —18, —4, 17],
[—6,18,4, —17], [—6, —18, —4, —17], [6, 18, 16, —5], [6, —18, 16, 5], [—6, 18, —16, —5], [—6, —18, —16, 5],
[6,21, —4,20], [6, —21, 4, 20], [—6, 21, —4, —20], [—6, —21, 4, —20], [6, 21, 19, —5], [6, —21, 19, 5],
[—6,21, —19, —5], [—6, —21, —19, 5], [6, 24, 4, 23], [6, —24, —4, 23], [—6, 24,4, —23], [—6, —24, —4, —23],
[6, 24,22, —5], [6, —24, 22, 5], [—6, 24, —22, —5], [—6, —24, —22, 5], [6, 27, 4, 26], [6, —27, —4, 26],
[—6,27,4, —26], [—6, —27, —4, —26], [6, 27, 25, —5], [6, —27, 25, 5], [—6, 27, —25, —5], [—6, —27, —25, 5],
[6, 30, —4, 29], [6, —30, 4, 29], [—6, 30, —4, —29], [—6, —30, 4, —29], [6, 30, 28, —5], [6, —30, 28, 5],
[—6,30, —28, —5], [—6, —30, —28, 5], [6, 33, —4, 32], [6, —33, 4, 32], [—6, 33, —4, —32], [—6, —33,4, —32],
[6, 33, 31, —5], [6, —33, 31, 5], [—6, 33, —31, —5], [—6, —33, —31, 5], [6, 36, 4, 35], [6, —36, —4, 35],

[

[—6, 36,4, —35], [—6, —36, —4, —35], [6, 36, 34, —5], [6, —36, 34, 5], [—6, 36, —34, —5], [—6, —36, —34, 5],
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[9,12,7,11],[9, —12, —7, 11], [=9, 12, 7, —11], [-9, —12, —7, —11], [9, 12, —10, —8], [9, —12, —10, 8],

[—9,12,10, —8], [-9, —12, 10, 8], [9, 15, —7, 14], [9, —15, 7, 14], [-9, 15, —7, —14], [-9, —15, 7, —14],

19,15, —13, —8], [9, —15, —13, 8], [-9, —15, 13, 8], [—9, 15, 13, —8], [9, 18,7, 17], [9, —18, —7, 17],
[-9,18,7,—17],[—9, —18, -7, —17], [9, 18, —16, —8], [9, —18, —16, 8], [—9, 18, 16, —8], [—9, —18, 16, 8],

[9,21, —7,20], [9, —21, 7, 20], [-9, 21, —7, —20], [-9, —21, 7, —20], [9, 21, —19, —8], [9, —21, —19, 8],

[—9, —21,19,8], [—9, 21,19, —8], [9, 24, 7, 23], [9, —24, —7, 23], [—9, 24, 7, —23], [—9, —24, —7, —23],

19,24, —22, —8], [9, —24, —22, 8], [—9, 24, 22, —8], [—9, —24, 22, 8], [9, 27, 7, 26], [9, —27, —7, 26],

[—9,27,7, —26], [-9, —27, —7, —26], [9, 27, —25, —8], [9, —27, —25, 8], [—9, 27, 25, —8], [—9, —27, 25, 8],

19, 30, —7,29], [9, —30, 7, 29], [—9, 30, —7, —29], [—9, —30, 7, —29], [9, 30, —28, —8], [9, —30, —28, 8],

[—9, —30, 28, 8], [—9, 30, 28, —8], [9, 33, —7, 32], [9, —33, 7, 32], [-9, 33, —7, —32], [-9, —33, 7, —32],

[9, 33, —31, —8], [9, —33, —31, 8], [-9, —33, 31, 8], [—9, 33, 31, —8], [9, 36, 7, 35], [9, —36, —7, 35],

[—9, 36,7, —35], [—9, —36, —7, —35], [9, 36, —34, —8], [9, —36, —34, 8], [—9, 36, 34, —8], [—9, —36, 34, 8],

[12,15, —10, 14], [12, —15, 10, 14], [—12, 15, —10, —14], [-12, —15, 10, —14], [12, 15, —13, —11], [12, —15, —13, 11],
[—12, 15,13, 11], [-12, 15, 13, —11], [12, 18, 10, 17], [12, —18, —10, 17], [—12, 18, 10, —17], [—12, —18, —10, —17],
[12,18, —16, —11], [12, —18, —16, 11], [—12, 18, 16, —11], [—12, —18, 16, 11], [12, 21, —10, 20], [12, —21, 10, 20],
[—12,21, —10, —20], [-12, —21, 10, —20], [12, 21, —19, —11], [12, —21, —19, 11], [-12, —21, 19, 11], [—12, 21, 19, —11],
[12,24, 10, 23], [12, —24, —10, 23], [ 12, 24, 10, —23], [~ 12, —24, —10, —23], [12, 24, —22, —11], [12, —24, —22, 11],
[—12, 24, 22, —11], [-12, —24, 22, 11], [12, 27, 10, 26], [12, —27, —10, 26], [—12, 27, 10, —26], [—12, —27, —10, —26],
(12,27, —25, —11], [12, —27, —25, 11], [—12, 27, 25, —11], [-12, —27, 25, 11], [12, 30, —10, 29], [12, —30, 10, 29],
[—12,30, —10, —29], [—12, —30, 10, —29], [12, 30, —28, —11], [12, —30, —28, 11], [—12, —30, 28, 11], [—12, 30, 28, —11],
[12,33, —10, 32], [12, —33, 10, 32], [—12, 33, —10, —32], [—12, —33, 10, —32], [12, 33, —31, —11], [12, —33, —31, 11],
[—12,—33,31, 11], [-12, 33, 31, —11], [12, 36, 10, 35], [12, —36, —10, 35], [—12, 36, 10, —35], [—12, —36, —10, —35],
[12,36, —34, —11], [12, —36, —34, 11], [—12, 36, 34, —11], [—12, —36, 34, 11], [15, 18, —13, 17], [15, —18, 13, 17],
[—15,18, —13, —17], [-15, —18, 13, —17], [15, 18, —16, —14], [15, —18, —16, 14], [—15, —18, 16, 14], [—15, 18, 16, —14],
[15,21, 13, 20], [15, —21, —13, 20], [—15, 21, 13, —20], [—15, —21, —13, —20], [15, 21, —19, —14], [15, —21, —19, 14],
[—15,21,19, —14], [—15, —21, 19, 14], [15, 24, —13, 23], [15, —24, 13, 23], [—15, 24, —13, —23], [—15, —24, 13, —23],
(15,24, —22, —14], [15, —24, —22, 14], [~ 15, —24, 22, 14], [—15, 24, 22, —14], [15, 27, —13, 26], [15, —27, 13, 26],
[—15,27, —13, —26], [—15, —27, 13, —26], [15, 27, —25, —14], [15, —27, —25, 14], [—15, —27, 25, 14], [—15, 27, 25, —14],
[15, 30, 13, 29], [15, —30, —13, 29], [— 15, 30, 13, —29], [~ 15, —30, —13, —29], [15, 30, —28, —14], [15, —30, —28, 14],
[—15, 30,28, —14], [—15, —30, 28, 14], [15, 33, 13, 32], [15, —33, —13, 32], [—15, 33, 13, —32], [ 15, —33, —13, —32],
[15,33, —31, —14], [15, —33, —31, 14], [~ 15, 33, 31, —14], [~ 15, —33, 31, 14], [15, 36, —13, 35], [15, —36, 13, 35],
[—15,36, —13, —35], [—15, —36, 13, —35], [15, 36, —34, —14], [15, —36, —34, 14], [—15, —36, 34, 14], [— 15, 36, 34, —14],
[18, 21, 16, 20], [18, —21, —16, 20], [—18, 21, 16, —20], [—18, —21, —16, —20], [18, 21, 19, —17], [18, —21, 19, 17],
[—18,21, —19, —17], [—18, —21, —19, 17], [18, 24, —16, 23], [18, —24, 16, 23], [— 18, 24, —16, —23], [—18, —24, 16, —23],
[18, 24,22, —17], [18, —24, 22, 17], [—18, 24, —22, —17], [~ 18, —24, —22, 17], [18, 27, — 16, 26], [18, —27, 16, 26],
[—18,27, —16, —26], [—18, —27, 16, —26], [18, 27, 25, —17], [18, —27, 25, 17], [~ 18, 27, —25, —17], [~ 18, —27, —25, 17],
[18, 30, 16, 29], [18, —30, —16, 29], [—18, 30, 16, —29], [—18, —30, —16, —29], [18, 30, 28, —17], [18, —30, 28, 17],
[—18,30, —28, —17], [—18, —30, —28, 17], [18, 33, 16, 32], [18, —33, —16, 32|, [~ 18, 33, 16, —32], [~ 18, —33, —16, —32],
[18,33,31, —17], [18, —33, 31, 17], [ 18, 33, —31, —17], [~ 18, —33, —31, 17], [18, 36, — 16, 35], [18, —36, 16, 35],
[—18,36, —16, —35], [—18, —36, 16, —35], [18, 36, 34, —17], [18, —36, 34, 17], [~ 18, 36, —34, —17], [—18, —36, —34, 17],
[21,24, —19, 23], [21, —24, 19, 23], [—21, 24, —19, —23], [—21, —24, 19, —23], [21, 24, —22, —20], [21, —24, —22, 20],
[—21, —24, 22, 20], [—21, 24, 22, —20], [21, 27, —19, 26], [21, —27, 19, 26], [—21, 27, —19, —26], [—21, —27, 19, —26],
[21, 27, —25, —20], [21, —27, —25, 20], [—21, —27, 25, 20], [—21, 27, 25, —20], [21, 30, 19, 29], [21, —30, —19, 29],

[—21, 30, 19, —29], [—21, —30, —19, —29], [21, 30, —28, —20], [21, —30, —28, 20], [—21, 30, 28, —20], [—21, —30, 28, 20],
[21, 33, 19, 32], [21, —33, —19, 32], [—21, 33, 19, —32], [-21, —33, —19, —32], [21, 33, —31, —20], [21, —33, —31, 20],
[—21, 33,31, —20], [-21, —33, 31, 20], [21, 36, —19, 35], [21, —36, 19, 35], [—21, 36, —19, —35], [—21, —36, 19, —35],
[21, 36, —34, —20], [21, —36, —34, 20], [—21, —36, 34, 20], [—21, 36, 34, —20], [24, 27, 22, 26], [24, —27, —22, 26],

[—24, 27,22, —26], [—24, —27, —22, —26], [24, 27, —25, —23], [24, —27, —25, 23], [—24, 27, 25, —23], [—24, —27, 25, 23],
[24, 30, —22, 29], [24, —30, 22, 29], [—24, 30, —22, —29], [—24, —30, 22, —29], [24, 30, —28, —23], [24, —30, —28, 23],
[—24, —30, 28, 23], [—24, 30, 28, —23], [24, 33, —22, 32], [24, —33, 22, 32], [—24, 33, —22, —32], [—24, —33, 22, —32],
[24,33, —31, —23], [24, —33, —31, 23], [—24, —33, 31, 23], [—24, 33, 31, —23], [24, 36, 22, 35], [24, —36, —22, 35],

[—24, 36,22, —35], [—24, —36, —22, —35], [24, 36, —34, —23], [24, —36, —34, 23], [—24, 36, 34, —23], [—24, —36, 34, 23],
(27, 30, —25, 29], [27, —30, 25, 29], [—27, 30, —25, —29], [—27, —30, 25, —29], [27, 30, —28, —26], [27, —30, —28, 26],
[—27, —30, 28, 26], [—27, 30, 28, —26], [27, 33, —25, 32], [27, —33, 25, 32], [—27, 33, —25, —32], [—27, —33, 25, —32],
(27,33, —31, —26], [27, —33, —31, 26], [—27, —33, 31, 26], [—27, 33, 31, —26], [27, 36, 25, 35], [27, —36, —25, 35],

[—27, 36, 25, —35], [—27, —36, —25, —35], [27, 36, —34, —26], [27, —36, —34, 26], [—27, 36, 34, —26], [—27, —36, 34, 26],
(30, 33, 28, 32], [30, —33, —28, 32], [—30, 33, 28, —32], [—30, —33, —28, —32], [30, 33, —31, —29], [30, —33, —31, 29],
[—30, 33, 31, —29], [-30, —33, 31, 29], [30, 36, —28, 35], [30, —36, 28, 35], [—30, 36, —28, —35], [—30, —36, 28, —35],
(30, 36, —34, —29], [30, —36, —34, 29], [—30, —36, 34, 29], [—30, 36, 34, —29], [33, 36, —31, 35], [33, —36, 31, 35],
[—33,36, —31, —35], [—33, —36, 31, —35], [33, 36, —34, —32], [33, —36, —34, 32], [—33, —36, 34, 32], [—33, 36, 34, —32]}
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