UNIVERSIDAD DE SEVILLA
NEGOCIADO DE TESIS
Queda registrado este Tim!o de Doctor al

foho,...g..(:f ......... niimero... L’( ? ..del libro
rrespondi
correspondicnte. 11 L. 2001

]| M. M I, oot ot v A O n— :

El Jofe del N /yw

UNIVERSIDAD DE SEVIB]':A’W’

Departamento de Matematica Aplicada I

LOCALIZACION CON CRITERIOS DE IGUALDAD

ESCUELA TECNICA SUPERIOR
INGENIERIA INFORMATICA

-BIBLIOTECA-

N.C ORDEN GENERAL. s 3.5 1.

OBRAN:®..ciiisssinssissssasnsiss TOMD,pmscnese
SIGNATURA ...t ncenssessmesmsnsssssasnisonsones
N.2 EN ESPECIALIDAD....co.cevmmrecrererernennes
EJEMPLAR NUMERO.....ccommmrvrercsrncernnaes |

Ve B2
del Director,

A e

Fdo. Juan Antonio Mesa
Catedratico de Matemdtica Aplicada
de la Universidad de Sevilla

Memoria presentada por

M2 Teresa Céceres Sansaloni
para optar al grado de
Doctora en Matemadticas

por la Universidad de Sevilla

i Teera Geeres,

P — —

Sevilla, julio de 2001




Localizacién con criterios de igualdad

M2 Teresa Céceres Sansaloni

julio de 2.001



Agradecimientos

Quiero agradecer a mis compafieros y amigos del Departamento de Matemadtica
Aplicada I, especialmente a su director Felipe Mateos por su apoyo constante, a
Beatriz Silva y Javier Cobos por su gran ayuda en el procesamiento de texto de esta

memoria.

Al profesor Tamir, por su interés en el tema y sus utiles comentarios. A todos
los miembros del grupo de investigacién, destacando a M? Cruz Lépez de los Mozos
con quien comencé trabajando en problemas de localizacién, a Paco Ortega que
acepté ser el tutor de esta memoria y especialmente a su director Juan Antonio
Mesa, por dirigirme y orientarme en el estudio de los problemas de localizacion,
por la confianza que trasmite a quien trabaja con él, por su minuciosidad, interés y

dedicacién.

Y por dltimo a José Luis, quien ha compartido diariamente el desarrollo de esta

memoria.




Introduccion

La ubicacién 6ptima de los recursos es un problema al que la Humanidad ha
tenido que enfrentarse desde la mas remota antigiiedad. Del acierto en la eleccién del
lugar dénde fundar una ciudad, dénde albergarse o dénde defenderse ha dependido
la pervivencia de los pueblos.

Numerosas dreas del conocimiento como la Geograffa, la Ordenacién del Terri-
torio o la Economf{a se han dedicado a la tarea de tratar de determinar dénde deben
localizarse las diversas instalaciones que caracterizan nuestro hébitat.

Se suele aceptar que la primera formalizacién matemadtica de estas cuestiones
se debe a Alfred Weber (1909), quien plantea el problema de minimizar la suma
ponderada de distancias desde un conjunto de usuarios, cuya ubicacién estd pre-
determinada, a una instalacién que debe localizarse en algin punto del plano. Sin
embargo, no deben olvidarse antecedentes tales como el Problema de Fermat, que
en el siglo XVII plantea: “Dados tres puntos en el plano, encontrar un cuarto punto
tal que la suma de las distancias a los otros tres sea minima”, o el Problema de
Sylvester (1857): “Dado un conjunto de puntos en el plano, encontrar otro que sea
el centro de la circunferencia de menor radio que los englobe”.

Desde este trabajo pionero, el volumen de estudios sobre localizacién ha crecido
aceleradamente. Si en la revisién de Francis y Goldstein de 1974 [16] aparecian 226
referencias, en la realizada por Hansen, Peeters, y Thisse, en 1983 [25] elevaban
a més del doble el nimero de articulos, los cuales incluian modelos utilizados en
la ubicacién de servicios publicos tales como estaciones de extincién de incendios,
comisarfas de policia, centros postales, centros educativos, bibliotecas, servicios de
emergencia y atencién sanitaria, dreas recreativas, plantas de tratamiento de aguas

o de residuos sélidos.

La revisién de Eiselt y Laporte [14] pone de manifiesto que, aunque no se haya
desarrollado una taxonomia tan sistematica como la existente para los problemas de
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colas o de secuenciacién, existen diversas aproximaciones utiles, como por ejemplo
la efectuada por Marsh y Schilling [44].

En todo caso, sin profundizar en un esquema formal de clasificacién para carac-
terizar los problemas de localizacién, deben tenerse en cuenta al definir un modelo
de localizacién las siguientes componentes:

El espacio en el que se distribuyen los servicios.
e El niimero de nuevos servicios que se pretende instalar.
¢ El nimero de servicios existentes.

La estructura del servicio.

La distribucién de los clientes o usuarios.

Los objetivos del decisor.

Este tiltimo elemento es de gran transcendencia dado que la eleccién de objetivos
determina en gran medida que el modelo sea matematicamente implementable.

Los primeros objetivos estudiados buscaron minimizar alguna funcién de las dis-
tancias entre servicios y clientes. Posteriormente se comenzé a estudiar, para el caso
de instalaciones nocivas o molestas, la introduccién de criterios para la maximizacién
de tales funciones de las distancias y, mds recientemente, se ha prestado también
atencién a criterios que pretenden el logro de un equilibrio en la distribucién de las
distancias ponderadas.

Al analizar las soluciones 6ptimas de los problemas en los que se minimiza alguna
funcién de la suma de las distancias, se comprueba que la localizacién resultante
satisface al cliente “medio”. Sin embargo, en la préctica, al no ser homogénea la
distribucién de los usuarios de un servicio, suelen resultar beneficiados aquellos que
se encuentran més concentrados en detrimento de los mas aislados.
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La bisqueda de un criterio alternativo al criterio medio condujo a considerar
que la méxima, distancia de un usuario al servicio fuera la menor posible, segiin la
Teoria de la Justicia de Rawls [56].

Sin embargo, este objetivo, denominado criterio centro, no tiene en cuenta la
situacién del resto de los usuarios, por lo que se pueden seguir manteniendo grandes
diferencias en el grado de prestacién del servicio a aquellos. Para buscar la igualdad
se han propuesto numerosos objetivos, inspirados en diversas dreas que habian recla-
mado con anterioridad la bisqueda de criterios que permitieran adoptar decisiones
“justas o equitativas”.

La complejidad y subjetividad, que supone el decidir “equitativamente” hacen
que, al igual que sucede en la Economfa, la Sociologia o las Ciencias Politicas, se
esté lejos de alcanzar un consenso sobre cudles son los mejores criterios para medir
la equidad de una localizacién.

A diferencia de los criterios que buscan la eficacia y la eficiencia, no es facil esta-
blecer cuéles son los costes que deben ser minimizados o los beneficios a maximizar
cuando queremos actuar “con justicia”.

En muchos trabajos se suelen utilizar indistintamente los términos equidad e
igualdad, sin embargo es preciso distinguirlos. Como sefiala Erkut [15], la equidad
es un concepto sociopolitico mé4s amplio que implica “honestidad, imparcialidad
y justicia”, mientras que la igualdad es una nocién matemética que significa que
varias medidas tienen un mismo valor.

En la modelizacién de la igualdad y la equidad es preciso distinguir a su vez entre
los conceptos de eficacia y eficiencia, los cuales explican el grado de satisfaccién de

la demanda por parte del servicio.

Como indican Eiselt y Laporte [14], si estamos determinando el nimero y
ubicacién de servicios mdviles tales como las ambulancias, una solucién con muy
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pocos vehiculos puede ser muy eficiente, pero no ser eficaz para prestar una adecuada
atencién, o bien tener muchas ambulancias y llegar a una gran eficacia a costa de
una ineficiencia en el uso de las mismas. Los objetivos de igualdad buscarian que
la distancia de los pacientes a las ambulancias fueran lo mas similares posible, pero
no se podria hablar de equidad sin explicitar algin atributo tal como, por ejemplo,
el nivel de riesgo en funcién de la estructura de edad de la poblacién.

Marsh y Schilling [44] aportan una estructura para la clasificacién de las medidas
de igualdad y equidad, que tiene en cuenta la distribucién de referencia, la métrica y
la escala empleadas, y ponen de manifiesto la imposibilidad de encontrar una tnica
medida que pudiera considerarse la “mejor” en todos los aspectos, por lo que la
tarea de investigacién abierta conduce a :

e Determinar las propiedades que es conveniente que cumplan los criterios de
equilibrio.

e Establecer comparaciones en el comportamiento de las medidas propuestas
hasta el momento, de forma que puedan agruparse las que obtienen resultados
similares, y asi orientar investigaciones posteriores.

En caso de trabajar en un espacio no acotado, debe tenerse en cuenta que una
forma de obtener soluciones iguales es alejar el servicio lo més posible de todos
los clientes o usuarios, como ocurre cuando los puntos de demanda estdn situados
sobre una recta. Para evitar este tipo de “soluciones”, es aconsejable realizar una
aproximacién multicriterio que combine la bisqueda de la eficacia y la igualdad.

En la presente memoria estudiamos problemas de localizacién sobre un espacio
tipo red, es decir, un grafo ponderado en el que las aristas tienen asignado un
determinado valor, que fundamentalmente puede asimilarse a la longitud.

En el primer capitulo se introducen los conceptos bésicos y los principales resul-
tados previos que se emplean en el resto de la memoria. A continuacién se realiza



una revisién de los criterios de igualdad propuestos en la literatura y se compara el
comportamiento de trece de estos criterios en redes generales para el caso discreto,
cuando se exige que la ubicacién del servicio sea algin vértice.

Para medir el grado de similitud entre los diversos criterios se introducen cuatro
indicadores y se obtienen sus valores para un elevado nimero de grafos agrupados en
tres conjuntos. El primer conjunto es el de los grafos disponibles bajo ftp anénimo

en la direccién
ftp: |/ ftp.cs.sunysb.edu/pub/Combinatorica/graf fiti/

el segundo corresponde a grafos equiponderados generados aleatoriamente y el ter-
cero, al caso de grafos ponderados también generados aleatoriamente.

La experiencia computacional se completa con el empleo de las técnicas de escala-
miento multidimensional para visualizar las relaciones entre los criterios analizados.

A continuacién se exponen las propiedades que en la literatura se ha considerado
conveniente que verifiquen los criterios de igualdad, y se analiza cudles de ellas
verifican los criterios considerados en este primer capitulo, lo que permite, en el
capitulo segundo, centrar la atencién en el caso continuo (en el cual el servicio
puede ubicarse en cualquier lugar del grafo) y aplicar los criterios Indice de Schutz,
y Coeficiente de Variacién.

Para las cuatro funciones objetivo se desarrollan algoritmos que ademads de obte-
ner los 6ptimos permiten el estudio comparado de los criterios, especialmente en lo
relativo a la tolerancia de cada criterio al sustituir su propio 6ptimo por el obtenido
para los otros tres considerados.

La implementacién de los algoritmos con el paquete Mathematica facilita la
realizacién por vez primera de un estudio basado en una amplia muestra de grafos,
que nos permite concluir que existe una cierta similitud de comportamiento dentro
de los pares de medidas relativas y absolutas.
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En el tercer capitulo se aborda el caso de servicios multiples para el problema
de la desviacién absoluta media que, al igual que el tradicional problema de la
p-mediana, resulta ser NP-duro para grafos generales.

Para la resolucién del caso en el que el numero de servicios a localizar sea dos,
se obtiene en primer lugar un algoritmo polinomial para redes tipo 4rbol, y poste-
riormente se realiza el estudio del problema en redes generales.

En el cuarto capitulo se estudia la localizacién de servicios extensos, utilizando
los criterios Varianza y Coeficiente de Variacién sobre redes drbol. Se determina el
camino con extremos libres de minima Varianza, tanto en el caso en el que el camino
contenga algiin vértice, como cuando estd contenido en una unica arista, asi como
el camino de minimo Coeficiente de Variacién. El capitulo concluye con el estudio
de las relaciones entre punto, camino y arista de minima varianza sobre redes 4rbol.

La existencia de la recopilacién actualizada de articulos sobre Localizacién en la
direccién http://www.vub.ac.be/EWGLA /STUDIES/main.html del grupo europeo
de localizacién EWGLA nos permite centrar la bibliografia en los libros y articulos
mds directamente utilizados en la elaboracién de la memoria.

En los anexos se incluyen los principales resultados obtenidos al ejecutar los
algoritmos de comparacién sobre distintos conjuntos de grafos.

Por tltimo, sefialar que la linea de investigacién, seguida a lo largo de esta
memoria para optar al grado de doctor, se enmarca en la actuacién que realiza
el “Grupo de investigacién en localizacién ” (PAI-FQM 241) y que, por ello, los
problemas abiertos coinciden con los que esta actualmente abordando el grupo, tales
como los correspondientes al caso en que los servicios se modelicen con estructuras
dimensionales més complejas que los caminos, o aquellos en los que las demandas
estén continuamente distribuidas.
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Capitulo 1.

Preliminares: Localizacion sobre redes

En el presente capitulo se realiza una revisién de las funciones objetivo que han
sido propuestas en la literatura para modelizar mateméticamente los problemas en
los que el decisor desea localizar un servicio en un vértice de una red general, ya
sea ésta fisica (carreteras, lineas de ferrocarriles, cableados dpticos, etc.) o virtual
(organigramas, estructuras funcionales, etc.), de modo que se satisfaga la demanda
de la forma m4s igualitaria posible.

La revisién pone de manifiesto la conveniencia de realizar el amplio estudio
computacional que se aborda a continuacién, con el fin de determinar cuél es el grado
de similitud entre los distintos criterios, en cuanto a la localizacién del servicio.

Para ello con cardcter preliminar se introducen los conceptos basicos y los princi-
pales resultados que se emplearan en la memoria, prestindose una especial atencién
a las propiedades de la funcién distancia sobre la totalidad de la red y sobre algunos
puntos y conjuntos, que facilitan el desarrollo de algoritmos para la obtencién de la
localizacién éptima para diversos criterios de igualdad.

15 T



16 1. Preliminares: Localizacién sobre redes

1.1 Definiciones iniciales

En toda red los dos principales elementos son los vértices y las aristas. Los vértices
pueden ser abstracciones establecidas sobre nodos de transporte, cruces de carre-
teras, estaciones de ferrocarriles, subestaciones eléctricas, ciudades, poligonos in-
dustriales, fabricas, almacenes, depuradoras, o depésitos, en definitiva los puntos
del problema a modelar en los que se concentra algin tipo de demanda o servicio,
mientras que las aristas son los elementos que unen o relacionan los vértices.

Para modelizar estas situaciones recurrimos al concepto matematico de grafo
que viene definido de la siguiente forma

Definicién 1.1.1 Se denomina grafo dirigido, y se denota mediante G(V,E), al
par (V,E) donde V = {v1, v, -, v} es el conjunto de vérticesy E CV XV es su
conjunto de arcos, donde cada elemento es un par ordenado de vértices distintos.

En el modelo matemdtico, una arista e;; = [v;,v;] € E si y s6lo si en el espacio
real existe una carretera, comunicacidn, relacién, etc. (segin la situacién a modelar)
que una los vértices v; con v; sin pasar por otros vértices del grafo.

Cuando E es un conjunto de pares no ordenados sobre V, la estructura G(V, E)
es la de un grafo no dirigido. En la presente memoria vamos a considerar este tipo
de grafos, por lo tanto [v;,v;] = [v;,v;] para cada par ,j. Supondremos ademds
que no existen lazos (aristas del tipo [v;,v;]), ni aristas miiltiples (si existe la arista
[vs, vj], ésta serd unica).

Dados dos vértices v;,v; € G, un camino P(v;,v;) desde el vértice v; hasta el
v; es una secuencia ordenada de vértices {v;,uy," -, u, v;} con la condicién de que
cada vértice sea adyacente al anterior y posterior.
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Un grafo se dice conexo si entre cada par de vértices existe un camino que los

une.

En la presente memoria se consideran grafos ponderados, en los que la demanda
estars asociada a los vértices, denotando por w; la demanda del vértice v;. Supon-
dremos que w; > 0 y sin pérdida de generalidad consideraremos que el sistema estd

n

normalizado, Zw,- = 1. La demanda podr4 ser interpretada como el nimero de
=1
clientes potenciales, la proporcién de poblacién en una localidad respecto a la total,

la cuantificacién de un riesgo potencial sobre un determinado vértice, o en general
la importancia relativa de alguna medida.

Definicién 1.1.2 Una red ponderada no dirigida, coneza G consta de un grafo no
dirigido y conezo G(V, E), de unos pesos {wi,ws, -, wn} asociados a los vértices
y de una funcién | : E — RT que para cada arista e;; = [vi,v;] asigna un valor
l(e,-j) = lij >0

Aunque ! puede ser cualquier funcién que cumpla las propiedades sefialadas, la
denominaremos longitud para seguir con la nomenclatura usual en localizacién.

Se asume que las aristas de la red son rectificables, siendo fi; [0,L;;] — R4, 1a
descripcién paramétrica de la inmersién de la arista (v;, v;) en R?. Obsérvese que
ha de verificarse f;;(0) = v, fij(lij) = vj, y que si z # 7' z,z’ € [0,1;;] entonces

f(z) # f(@).

De la propiedad de continuidad de la funcién f se deduce que cada arista de la
red [v;,v;] es un conjunto compacto.

Definicién 1.1.3 La inmersion de la red G en el espacio IR¢ es el subconjunto
G C R? definido como:
G= U £i((0,%5))

[u,-,vj]EE
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tal que la interseccion de las inmersiones en IR? de dos aristas de E contenga como
mdzimo un punto comin, imagen del vértice en el que inciden dichas aristas.

Nétese que con objeto de simplificar la notacién, se ha denotado exactamente
igual al grafo y su inmersién en el espacio métrico IR%.

Definicién 1.1.4 Dados dos puntos z1,z € [vs,v;] se define la subarista [T, )]
como el subconjunto de puntos de la arista [v;,v;] comprendidos entre T, y x5 in-

cluyendo a ambos.

La funcién inversa
(fir) ™"+ [oi, 0] — [0, 835] (1.1)
de la funcién continua y biyectiva
fij : [0, lij] — [’U,’,’Uj] cGcC ]R.d
hace corresponder a cada = € [v;, v;] un tinico valor (f;;)~*(z). Esta funcién permite
identificar cada punto z de la red con su inmersién en el espacio métrico IR? en el

que estd contenida. Para cada arista e;;, la aplicacién f;; induce una orientacién en
el recorrido de la arista en el que uno de los vértices, v;, se selecciona como inicial.

Definicién 1.1.5 La longitud de la subarista [z, x2] se define por

|(fis) " (21) = (fis) " (z2)]

Definicién 1.1.6 Un camino P(z1,%2) que conecta 1 € G con 2o € G es un
subconjunto conexo minimal de G que contiene a T Y a T2.
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Definicién 1.1.7 La longitud del camino P(z,,3), que se denotard por |P(z1, 72)l,
es la suma de las longitudes de todas las aristas y subaristas que lo forman.

Definicién 1.1.8 Se denomina camino mds corto que conecta , € G con 22 € G
al camino de menor longitud de entre los que conectan 1 con s.

1.2 Funcidén distancia

Definicién 1.2.1 La funcidn distancia entre dos puntos cualquiera del grafo G
d: Gx G — R", se define como la longitud del camino mds corto que une

21 COM T2
d(zy,z2) = |P (21, %2)|

Dados cualesquiera z, z1, 2 € G se verifica
o d(z1,72) 20
o d(z1,z2) = d(z2,71)

° d(wl,:vg) < d(ml,x) + d(m, IL‘z)

La funcién distancia define por tanto una métrica sobre G.

Definicién 1.2.2 Dados z,z:,zo € G, se dice que © € G estd en un camino
P(z1,25) si d(z1,72) = d(z1,7) + d(z, T2).

En adelante, para simplificar la notacién se denotard por G(V, E) el espacio
métrico inducido por la funcién distancia sobre el grafo. Por el mismo motivo, la

e
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funcién biyectiva f;; : [0,4;;] — [v;,v;] permitird identificar en la propia arista, al
vértice inicial v; con 0, al vértice final v; con l;; y en general

d(vi,z) con z, y por tanto d(z,v;) con l;; —

La distancia de cualquier vértice v € V' al punto z € [v;, v;] serd

d(v,z) = min{d(v,v;) + z, d(v,v;) +l;; — =}

Con las anteriores definiciones una propiedad de la funcién distancia sobre redes
generales es la siguiente.

Proposicién 1.2.3 (Labbé, Peeters y Thisse [33]) Sea G(V, E) un grafo conezo, no
dirigido. Sea y € G un punto fijo cualquiera del grafo, y « € [v;,v;] € E. Entonces
d(y, ) la funcién distancia del punto y a lo largo de la arista [v;,v;] es:

e continua y cdncava sobre [0,1;] y

e lineal creciente con pendiente 1 sobre [0, Z[ y lineal decreciente con pendiente
—1 sobre |z,1;;], donde
lij + d(:f, 'Uj) - d(f, ’Ui)
2

I =

Se define un drbol como un grafo conexo y sin ciclos, es decir, un grafo tal que
cualquier par de vértices distintos estdn unidos por un unico camino. Es habitual
en la literatura denotar a los drboles por T'.

Si se considera una red tipo arbol, se verifica el siguiente

Teorema 1.2.4 (Dearing, Francis y Lowe [13]) Sean z1,z y x3 tres puntos cua-
lesquiera de un drbol T. Si z € P(z,,1,) entonces a lo largo del camino P(zy,x,),
la funcién distancia d(z3,z) es continua, lineal a trozos en [0,d(z1,z2)] con a lo
sumo dos segmentos, de pendientes —1, y 1, y por tanto conveza.
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Ademsés de las anteriores propiedades en la presente memoria se utilizan los
conjuntos que se definen a continuacién.

El conjunto de vértices que acceden al punto z por el extremo de la arista u se
denotard mediante:
Vo(z) = {v; € V : d(vi,u) + = < d(v;,v) + 1 — z, para z € [u,v]}
y el conjunto de vértices que acceden a z por el extremo v mediante:

Vo(z) =V \ Vu(2)

Definicién 1.2.5 Un punto z interior a la arista [u, v] de longitud [, se llama punto
cuello de botella para el vértice v; cuando d(v;,z) = d(v;,u) +z = d(vi,v) +1 -z

Definicién 1.2.6 El conjunto de vértices relativos al punto cuello de botella Ty, se
define como:

VB(zi) = {vs € V : d(vs,u) + T = d(vs,v) + 1 — 7}

Al recorrer la arista [u,v], primero se determinan los puntos cuello de botella y
los conjuntos V B(zy) asociados.

Sea BP el conjunto de puntos cuello de botella para la arista [u,v]
BP = {z € [u,v] : v; € V/d(v;,u) + z = d(v;,v) + | — z}

Al considerar ordenados dichos puntos y afiadir los vértices extremos de la arista,
se obtiene el conjunto

BP1=BPU{u}U{v}={0=z0<z1 < - <a <-+- < z3p =1}

Sea Iy = [z0,%0], e It = (zg-1,7x), para k = 1,2,---,p. Cada uno de los
subintervalos I se denomina regién primaria.
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En el caso de 4rboles las regiones primarias coinciden con las aristas.

Lema 1.2.7 A lo largo de cada region primaria, la funcidn distancia desde cual-
quier vértice vy es lineal, estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

Lema 1.2.8 (Hansen y Zheng [26]) Los conjuntos Vy(x), Vy(z) aunque van cam-
biando a lo largo de la arista, permanecen fijos en cada regidn primaria.

Asi denotando por V, (1) = {v; € V : d(v;,u) +z < d(v;,v)+1—z,para z € Ix},
se verifica que
Vu(lo) D V(1) D+ D V(1)
y para k= 1,2,--+,p
Vally) = Vullp-1) \ VB(zk-1) (1.2)

Si se denota por B al conjunto de puntos cuello de botella asociados con el grafo
G, como cada vértice genera como mucho uno de estos puntos sobre cada arista,
se verifica que una cota para B es |V||E|. En el caso particular de que el grafo
sea un arbol 7', como los caminos entre pares de vértices son dnicos, se verifica que
|B| = 0.

Con las anteriores definiciones y propiedades se est4 en condiciones de introducir
la primera funcién empleada en localizacién sobre redes.

Definicién 1.2.9 La funcién mediana sobre G es z,, : G — R™ definida por:

zm(w) = Z wid(vz',x) (13)

eV

Proposicién 1.2.10 (Tamir [68]) Sobre cada arista, la funcién mediana 2y, () es
continua, céncava, y tiene O(n) puntos de cambio de pendiente (correspondientes a
los puntos cuello de botella).
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La demostracién permite introducir algunos coeficientes que se empleardn a lo
largo de la memoria, y consiste en que para z € I

Zm(:L') = Z ’U.)id(’Ui,iL') =+ Z w,—d(v,-,x) =

vi€Vu(lx) v;€EVu(Ik)
= > wldw,u)+z)+ Y, wi(d(v,v)+1- z) =
v €Va(I) vi€Vy (Ik)
=( Y w- Y wz+ S wid(vi,u)+ Y, wi(d(vi,v) +1)
v €Va(Iy) vi€Vu(Ik) v;€Va(Iy) vi€Vy(ly)

Por tanto, la funcién mediana z,, en cada regién primaria es lineal, siendo para
z € [ k

Zm(T) = grT + ck (1.4)
donde
= Y w- Y w= WRE)-WEE) (L)
v; €V (Ik) v €EVu(Ix)
= >, wdw,u)+ D will+dv,v)) (1.6)
v; Vi (It) v €Vy(Ix)

resultando que —1 < g <1,y ¢, 2> 0.

Si se considera el subintervalo I, = (zx_1,7x), €l paso de este subintervalo al
siguiente Iy,1, haciendo uso de la relacién (1.2) supone el cambio de acceso de
vértices desde el conjunto Vy(Iz) al V,(Ix+1), por ello, el valor de g a lo largo de
la arista es siempre no creciente, resultando que zn,(z) es una poligonal a trozos y
céncava.

Para actualizar los valores de gi y c al pasar de una zona primaria a la siguiente
se conoce (Hansen y Zheng [26]) que:
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G=gr-1—2 Y w; (1.7)
v;EVB(zt_1)

g=cat+ ¥ wldv,v)+l) - > wid(v,u) (1.8)

v, EVB(zg_1) v;€VB(zK—_1)

Estas relaciones se emplearan para disminuir la complejidad en los algoritmos para
el cdlculo de los valores de algunas de las funciones de igualdad que se desarrollaran

en los siguientes capitulos.

1.3 Problema general de localizacién

Sea G(V, E) una red general, D una coleccién de subconjuntos de GG, donde se sitia
la demanda, X es una coleccién de subconjuntos de G(V, E) de un tipo especificado
y fp : X — IR? una funcién vectorial.

El problema general de localizacién consiste en encontrar un X* € & de modo

que
fp(X*) = 6ptimo{fp(X): X e X}

donde fp es la funcién objetivo, y si hay restricciones, éstas estdn contenidas en la
condicién X € X.

El conjunto X puede ser un conjunto de puntos aislados de G, de conjuntos
de p-puntos, o de estructuras tales como aristas, caminos, arboles. Dependiendo
de la estructura del conjunto X, se considera el problema de localizacién puntual,
localizacién miltiple (p servicios), o localizacién de servicios extensos. En lo que
sigue de éste y en el siguiente capitulo se consideran servicios puntuales, mientras
que en el capitulo tercero se estudian problemas de localizacién miltiple y en el
capitulo cuarto se estudian situaciones en que el servicio es extenso.
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1.4 Medidas de igualdad

Como hemos sefialado en la introduccién del capitulo, esta memoria se centra en el
estudio de medidas de igualdad. En primer lugar se realiza un estudio comparado
del comportamiento de diversas medidas propuestas en la literatura para medir la
igualdad, algunas de las cuales s6lo se han considerado hasta ahora tedricamente,
mientras que otras han sido utilizadas en contextos distintos al de localizacién en
redes, como por ejemplo en Economia o Geograffa. En este capitulo se estudia el
caso discreto, es decir cuando el servicio s6lo puede ubicarse en uno de los vértices
del grafo.

1.4.1 Formulacién del problema

Como ya se ha mencionado G(V, E) denotard la inmersién de un grafo general,
conexo, no dirigido, con un conjunto finito de vértices V, |V| = n y un conjunto
de aristas E, con |E| = m, y donde cada arista e € E tiene asociada una longitud

positiva I(e).

Suponemos que la demanda estd concentrada en los vértices y que se pretende
localizar un servicio en alguno de ellos. Como se ha sefialado, la distancia entre
cada dos vértices es la que se obtiene como la suma de las longitudes de las aristas
del camino més corto que los une.

Para simplificar la notacién, al no haber ambigiiedad, se denota mediante
d;(k) = d(vi, v) la distancia del vértice vy al vértice v;.

Estudiaremos el problema de encontrar el vértice vy tal que

£(k) = min{£(5)}
para algunas funciones f, que de cierta forma miden la desigualdad en la distribucién

de distancias.
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De entre las citadas por Marsh y Schilling [44] y Eiselt y Laporte [14] en este
capitulo se consideran las siguientes funciones objetivos de igualdad:

e Centro

fik) = mzax{widi(k)} (1.9)
e Mediana ! .
fa(k) = d(k) = 2z (v3) = gwidi(k) (1.10)
e Varianza
sz d(k))? (1.11)

e Coeficiente de Variacién

\ S wi(ds (k) — d(k))?
fa(k) = = (1.12)

e Desviacién Absoluta Media

= 3 wilds(k) — d(k)| (1.13)
i=1
e Indice de Schutz
; 1 1.14
= sy 2l 8) = (k) (1.14)

Suma de Diferencias Absolutas

ZZ i (k) — wyds (B) (1.15)

i=1j=

1E] problema de encontrar el vértice vy que minimiza d(k) es el denominado 1-mediana, y no
se considera dentro del conjunto de las medidas de igualdad.
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indice de Gini

5(0) = 5y 2o 2o () — wid () (1.16)

Coeficiente de entropia de Theil 2

Polb) = g5y 2 w8 om0 — sl (117)
e Varianza de logaritmos?®
fro(k) = gw, (log di(k) — log d(k))? (1.18)
i#k

e Diferencia mixima
fua(k) = mapc{wich ()} — mip{widi ()} (1.19)

( si no se exige la restriccién i # k esta medida coincide con el centro, que
para el problema en estudio es igual al rango)

e Mixima Desviacién Absoluta
fra(k) = max |widi(k) — d(k)| (1.20)
e Maxima suma de diferencias absolutas

f13(k) = malew, (k) — w;d;(k)| (1.21)

e Suma de las maximas diferencias absolutas

fualk) = 2_; mas i () — wydy(B) (1.29)

2Es preciso exigir la condicién i # k para que los logaritmos estén definidos
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Como se ha senalado en la introduccién no se ha desarrollado atin una clasifi-
cacién de los problemas de localizacién tan exhaustiva como las disponibles para
modelos de colas o de secuenciacién, sin embargo hay elementos que permiten clasifi-
caciones parciales. Una de ellas es 1a referencia respecto a la que se mide la igualdad.
Desde este punto de vista, hay dos grandes grupos, en el primero se incluyen los
criterios que pretenden minimizar alguna funcién de la diferencia entre la distancia
de los usuarios al servicio y alguna medida promedio del conjunto de distancias de
los usuarios. En el segundo grupo se incluyen los criterios que persiguen minimizar
alguna funcién de la diferencia entre las distancias de los usuarios al servicio.

El segundo elemento es el cardcter absoluto o relativo de las funciones. Con
estos dos elementos las medidas definidas se pueden agrupar de la siguiente forma

Diferencias Diferencias

respecto a la media de pares de distancias
Suma de diferencias absolutas

Varianza, Diferencia maxima

Desviacién Absoluta media Miéxima suma de diferencias

Absolutas

Varianza de logaritmos absolutas

Maéxima desviacién absoluta Suma de maximas diferencias
absolutas

Coeficiente de variacién
Relativas Indice de Schutz Indice de Gini
Coeficiente de entropia de Theil

1.4.2 Comparacién en el caso discreto

Con sélo observar el cuadro anterior es ficil proponer nuevas medidas, y ello sin con-
siderar las posibilidades de sustituir las métricas implicitas l;, I, 0 I por cualquier
lp.
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El que existan infinitas medidas posibles nos obliga a centrar nuestro trabajo,
por ello hemos considerado inicialmente aquellas que se destacan en la literatura
por haberse aplicado, al menos tedricamente en algin problema.

Algunas de las medidas que se han definido en el apartado anterior han sido
objeto de comparaciones parciales en, por ejemplo, Erkut [15] y Mulligan [52]. El
que por el momento sean muy escasos y puntuales los estudios de este tipo realizados,
motiva que en Eiselt y Laporte [14] se sefiale que serfa deseable llevar a cabo un
estudio a gran escala que pudiera proporcionar alguna informacién sobre cudl o
cusles de dichas medidas es més conveniente utilizar en determinados contextos.
Siguiendo esta recomendacién se realizard una comparacién del comportamiento de
las medidas que se han seleccionado, en distintos conjuntos de grafos.

Caso equiponderado

Se estudia en primer lugar el caso discreto, localizacién sobre vértices, para grafos
equiponderados con el fin de evitar que los pesos puedan enmascarar la estructura
subyacente de las medidas.

Dada la matriz de distancias més cortas, la bisqueda del vértice v que minimiza
una determinada f;, para i = 1,3,4,5,6,9,10,11 y 12, requiere O(n?) operaciones,
mientras que para las f; con i = 7,8,13 y 14, requiere O(n®) operaciones.

La comparacién empirica del comportamiento de las medidas no puede abordar-
se por el método deductivo que caracteriza a las matematicas. Por ello debemos
considerar la metodologfa cientifica antes de abordar un estudio como el que se
propone.

El método inductivo-deductivo, fundamento de las ciencias experimentales, cons-
ta de dos fases: la de observacién y la de generalizacién, y se fundamenta en dos
premisas:
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e que las observaciones son objetivas y fiables,

e que la generalizacién es admisible.

La refutacién, en la linea de Popper, ha intentado superar las limitaciones del
método cientifico cldsico, al subrayar que el hecho de que una afirmacién general
no pueda nunca ser probada mediante la observacién, se complementa con el hecho
de que con una tnica observacién que no verifique esa afirmacién general basta
para refutarla. Desde este punto de vista el método cientifico se transforma en la
elaboracién de tesis y en intentar refutarlas.

La aproximacién de la presente memoria tiene en cuenta ambas consideraciones
y por ello antes de exponer los resultados del amplio estudio comparativo que se ha
realizado, se considera conveniente poner de manifiesto el comportamiento de las
medidas en un caso concreto, pero de interés, como es el descrito en el grafo de la
Figura 1.1. En paralelo se definen los indicadores que se empleardn para comparar
el comportamiento de las medidas.

El grafo de la Figura 1.1. corresponde a un modelo de la red principal de
carreteras de Andalucia, donde las ocho capitales andaluzas estdn representadas
por los vértices:

vy: Almeria, wvo: Cadiz, wv3: Cérdoba, w4: Granada,
vs: Huelva, wvs: Jaén, wv;: Mdlaga, ws: Sevilla.

Es un grafo que es empleado por las autoridades autonémicas en los procesos de
toma de decisiones relativas a diversos campos.

Cuando los vértices se sitian en las siguientes coordenadas,

v, (511.9,37.5), v5(80.6,1.9),  v3(253.1,155.6), v4(382.5,75.0),
v5(5.6,84.4),  v6(361.9,142.5), v7(290.6,24.4), vs(114.4,99.4).
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Figura 1.1: Ejemplo de grafo con 8 vértices

las longitudes de las aristas, con la distancia euclidea, son

I(vy,v4) = 134.7 [(vg,v7) = 211.2 I(vg, vg) = 103.2
I(vs,v6) = 109.6 (v3,vs) = 149.7  I(v4,v6) = 70.5
I(vg,v7) = 104.9 [(v4,vs) = 269.2 [(vs,vs) = 109.8
I(v7,v8) = 191.5

La matriz de distancias més cortas es la que aparece en el cuadro de la Figura
1.2

Figura 1.2: Matriz de distancias entre los vértices del ejemplo

Si definimos 7% como el rango 3 del vértice k con la medida i, el valor de las

3Gi se producen valores iguales de cualquier funcién en varios vértices, se utiliza el orden
lexicogréfico
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funciones para los vértices (vy,vs,---,vs) y el rango de cada vértice para dicha
medida son los que aparecen en el cuadro de la Figura 1.3

Por tanto, mientras que la distancia media alcanza su minimo en el vértice 4
(Granada) las restantes trece medidas tienen sus minimos en el vértice 7 (Mélaga).

Para cada par de funciones objetivo, la primera medida del grado de similitud de
las mismas (Erkut [15]) es la que mide la coincidencia o no, en el vértice en donde

se localiza el servicio:

LG, ) 100, si v =vj
L)) =
' 0, sivf #vj

siendo v} el vértice donde alcanza el 6ptimo la medida :.

En nuestro ejemplo, al ser total la coincidencia para las trece medidas de igualdad
se tiene que I;(4,5) = 100 Vi, j.

La segunda medida propuesta es la funcién de tolerancia que viene dada por el
valor de una medida sobre los éptimos de las otras

fi(v}) — fi(v})
fi(v})

I,(i, §) = 100 X

En el ejemplo, I, es igual a cero para todo par 4,5 con i # 2y j # 2. Los valores
de I,(2,j) = 3.75 para j = 1,3,4,5,---,14 y para I,(4,2) son:

I,(1,2) =25.76  I,(3,2) = 74.05 Ip(4,2) = 36.87 I(5,2) = 46.70
1,(6,2) = 52.19  I(7,2) =37.16 I5(8,2) =42.30 I5(9,2) = 96.52
1,(10,2) = 25.76 Iy(11,2) =57.04 I,(12,2) = 4.54 I,(13,2) = 4.54
I,(14,2) = 24.57
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Figura 1.3: Valores de las 14 medidas en todos los vértices
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La tercera medida del grado de coincidencia I3(%, j) es la propuesta por Marsh y
Schilling [43], que para un par dado de funciones objetivos (f;, f;) viene definida por
el porcentaje de pares de vértices que son ordenados del mismo modo por ambos

criterios.

ZZ1=1 222=1 Oi,j (kl, k2)

n2

I(3, 7) = 100 x

donde
1, si fi(kl) < fi(k2) A fi(k1) < £3(k2) 0

0;;(k1,k2) = si fi(k1) > fi(k2) A £;(k1) > f;(k2)

0, en otro caso

Los valores de I3 para el grafo del ejemplo se muestran en el cuadro siguiente

-5
A
€
-
5
9
9

Figura 1.4: Valores de I3 para las 14 medidas

La tiltima medida se basa en la propuesta por Erkut [15] que consideré
Sk k
Si(i,5) =Y |r§ — 75|
k=1
siendo ¥ el rango del vértice k£ con la medida .

Sus valores para el ejemplo son los que aparecen en la Figura 1.5
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Dado que estos valores dependen de n para poder comparar esta medida sobre
grafos de distintos tamafios definimos

.. S4(3,5)
I =100
4(21.7) X M(n)
n? .
3, S1 1 €S par
M(n) = n? —
5 si n es impar

ya que la funcién M (n) nos proporciona el maximo que puede alcanzar S4 para un
grafo de n vértices.

Los valores de I son los que aparecen en el cuadro de la Figura 1.6.

Los estadisticos Iy, I, Is, e I4 nos indican el grado de similitud entre cada par
de funciones objetivo, aunque no del mismo modo. Mientras que valores altos de
I, e I; indican mayor concordancia entre los objetivos, cuanto mds préximos a cero
sean los de I, e I; nos encontraremos con un comportamiento més analogo de los
objetivos comparados.

Del analisis de los cuatro estadisticos para el grafo de la Figura 1 puede com-
probarse que la Mediana f2, no muestra similitud con ninguna de las trece medidas
que pretenden alcanzar la igualdad.

En segundo lugar se ve que las funciones fi2, fi3 y fi4 tienen un comportamien-
to idéntico para el ejemplo, siendo muy similares a la funcién f;, Centro, y fi1,
Diferencia Médxima, en este orden.

En tercer lugar se comprueba el comportamiento idéntico de las medidas f3,
Varianza, fs, Desviacién Absoluta Media, y f7, Suma de Diferencias Absolutas.
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18

26

18

0

18

D

18

b

2

2

18

18

18

18

Figura 1.5: Valores de S, para las 14 medidas
18
1 6.25
2 37.:50
3 12.50
A 56.25
B 1250
6 5625
2 1250
b} 56,25
9 5625
10 56.25
1T 12::50
12 0.00
13 0500
X4

Figura 1.6: Valores de I para las 14 medidas

000
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En cuarto lugar ocurre lo mismo para sus correspondientes medidas relativas
fa, Coeficiente de Variacién, fg, Indice de Schutz, y fs, Indice de Gini. Cuyo
comportamiento es el més préximo a las funciones en las que intervienen logaritmos:
fo, Indice de Entropia de Theil, y fi9, Varianza de logaritmos.

Para buscar indicios de la robustez de estas medidas ante pequefias modifica-
ciones en la matriz de distancias, consideramos el mismo grafo con las siguientes
longitudes para las aristas

I(v1,v4) = 166.0 I(vg,v7) = 265.0 I(v2,vs) = 125.0
I(vs,ve) = 104.0 I(vs,vs) = 138.0  I(v4,v6) = 99.0
I(vg,v7) = 129.0 I(v4,vs) = 256.0 I(vs,vs) = 94.0
I(v7, vs) = 219.0

que coinciden con la actual distancia kilométrica, entre las capitales de provincia, a

través de la red viaria principal.

Vemos que el 6ptimo de la mediana cambia del vértice 4 (Granada), al 8 (Sevi-
lla), once medidas mantienen su 6ptimo en el vértice 7 (Mélaga) mientras que las
funciones fi2 y fiz cambian al vértice 4 (Granada). Las funciones y los rangos de
los vértices aparecen en el cuadro de la Figura 1.7.

Para este caso los valores de la funcién de tolerancia son:

I,(2,j)=19.05 paraj=1,---,14  j#12,13
I5(2,7) = 5.88 para j = 13,14

I,(1,2) =27.11 I,(3,2) =33.16 I(4,2) =37.38 I(5,2) =22.24
I,(6,2) =45.52 I,(7,2) = 19.58 I,(8,2) =42.36  I»(9,2) = 77.61
1,(10,2) = 27.11 I(11,2) = 61.58 I5(12,2) = 18.69 I»(13,2) = 18.69
I,(14,2) = 12.94




38

1. Preliminares: Localizacién sobre redes

264 .0}, { 2320.0},

Figura 1.7: Valores de las 14 medidas en todos los vértices
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Para j = 12,13

I1,5) = 1476 I(2,j) =5.88 I(3,5) = 34.18 I(4,5) = 30.24
I(5,7) = 2442 I,(6,5) =39.90 IL(7,5) =23.68 IL(8,])=39.06
1,(9,7) = 83.02 I(10,j) = 14.76 I(11,j) = 38.92 I»(14,5) = 6.08

Los valores de los indicadores I3 e I, son los de las Figuras 1.8 y 1.9 respectiva-

mente.

Figura 1.8: Valores de I3 para las 14 medidas

Se comprueba que excepto la funcién fs, Desviacién Absoluta Media, todas
las funciones experimentan algin cambio en la ordenacién de los vértices, y que
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€

31.25 6€8.75

37.50 93.75

68.75
18.175
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Figura 1.9: Valores de I para las 14 medidas
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disminuye el nivel de coincidencia aunque manteniéndose similares agrupaciones en

funcién de los valores de los indices I3 e I4.

Con este ejemplo podemos refutar cualquier afirmacién de cardcter general re-
lativa a la robustez de estas medidas, ya que pequeiias modificaciones originan
numerosos cambios en la ordenacién de los vértices.

Se constata que el comportamiento de las medidas fi2 y fi3 es idéntico en los
dos casos estudiados hasta ahora, por ello se analizan estas dos funciones antes de
proceder al estudio a gran escala.

e Mixima Desviacién Absoluta

Fra() = max |ds(k) — (k)|

> di(k) y sustituirlo en la

i=1

Sea un vértice fijo vy, considerando que d(k) =

expresién |d;(k) — d(k)| resulta:

n

) = 330 = I (8) = 2y (4)| =

=1

= 115 dy () — )

j=1
Cuando se calcula el maximo en i, éste se alcanza en uno de los dos casos

siguientes:

n n
1. Cuando Y d;(k)—nd;(k) > 0, como Y_ d;(k) es independiente del vértice
j=1 j=1
i, resulta que

max{z: d;(k) — nd;(k)} = i:ldj(k) — min{nd;(k)}



42 1. Preliminares: Localizacién sobre redes

y por tanto, denotando por v, al vértice mas préximo al vértice vy, el
maximo se alcanza para dicho vértice con un valor de la funcién

: i:dj(k) — dy(k) = d(k) — dy(k)

2. Cuando Y d;(k) — nd;(k) < 0 resulta

j=1

| 3= () = nd () = = min{ 3 dy(k) = nd ()} =

Jj= J

= _{é d;(k) — max nd;(k)}

y por tanto, denotando por v; al vértice mds lejano al vértice vy, el
méximo se alcanza para dicho vértice con un valor de la funcién

ai(k) - 23 di(k) = (k) - d(k)

nis
Como consecuencia
fiz(k) = max{(d(k) — dp(k)), (di(k) — d(k))}

e Mixima Suma de Diferencias Absolutas

Fill) = mpx 3 (k) = )

Para el mismo vértice fijo v, se consideran las distancias {d;(k) : j =1, -,n}

Denotando por v; al vértice mds lejano del vk, y por v, al més préximo al vy,

es decir
di(k) = max di(k) 'y dp(k) = mind,;(k)

]
Cualquier vértice v;, con i # k verifica 0 = di(k) = dp(k) < di(k) < dy(k)
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Sea z € [dp(k),di(k)]. Es conocido que la funcién Z |z — dj(k)| es una po-
j=1
ligonal convexa en su dominio [dy(k),d;(k)], y que por tanto el mdximo se

obtendr4 sobre uno de los extremos del intervalo, es decir en el vértice v, mds
préximo al vk o en v; el vértice mds lejano del vg. En estos dos vértices la
funcién resulta:

1. Para v, = v, el vértice mds préximo a vy

165 (8) ~ (8] = (0,6 — ()

n

= 2. di(k) ~ndy(k))

2. Para v; el vértice més lejano de vg

n

Z |di(k) — d; (k)| = >_(di(k) — d;(k)) =

j=1
= nd; (k) — ZI d; (k)
Como consecuencia
fis(k) = maXZId (k) — d;(k)| =

= max{(nd(k) — ndy(k)), (nd;(k) — nd(k))}

Es decir, se comprueba que ademds de que para cada vértice fijo vg, las imagenes
que proporcionan las funciones fi2 y fi3, estdn asociados al mismo vértice v;, tam-
bién sus valores son proporcionales, ya que para n = |V| resulta

fia(k) = nfia(k)

En consecuencia, queda demostrado el siguiente
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Lema 1.4.1 En el caso de grafos equiponderados, las funciones Mdzima Desvia-
cion Absoluta, fi2 y Mdzima Suma de Diferencias Absolutas, fi3, restringidas a los
vértices, obtienen los minimos para el mismo vértice y sus valores son proporciona-

les.

Puede concluirse que estas dos medidas de localizacién se van a comportar siem-
pre del mismo modo, en el caso equiponderado, localizando el servicio en el mismo
vértice, y con valores proporcionales. Aunque en dicha situacién podemos dejar de
considerar una de ellas, dado que ambas estdn propuestas en la literatura, y que
en el caso ponderado no se verifica esta propiedad, se ha modificado levemente el
procedimiento de cédlculo de fi» de forma que si se produce igualdad en el éptimo
para varios vértices, utilizando el orden lexicografico inverso se ponga de manifiesto
la existencia de 6ptimos multiples.

Como se ha senalado, hasta ahora en la literatura sélo se han realizado compa-
raciones sobre el comportamiento de algunas de estas medidas y para un conjunto
reducido de grafos. Por ello en la presente memoria se aborda una extensa com-
paracién utilizando dos conjuntos de grafos. En primer lugar se ha procedido a
estudiar el comportamiento de las medidas en los grafos que estan disponibles bajo
ftp anénimo en la direccién

ftp : /] ftp.cs.sunysb.edu/pub/Combinatorica/graf fiti/

De los 195 grafos que aparecen en la citada direccién, hemos seleccionado los 150
conexos de mayor tamano.

En el Anexo 1 en primer lugar se encuentra el programa desarrollado para la
obtencién de los éptimos de los distintos criterios. A continuacién estan los resul-
tados, que comienzan con los vértices que proporcionan los éptimos para cada una
de las catorce funciones f; y para los 150 grafos seleccionados.

Como podemos constatar para este conjunto de grafos el nimero de vértices n
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m

variade 6 a 144, yel p= (n) desde 0.02 hasta 1.

2

A continuacién se presentan los valores del indice I;, que para cada par de
medidas muestra el porcentaje de grafos en los que se localiza el servicio en el
mismo vértice, mientras que para los otros tres indices I, I3 e I; se han recogido
sus valores medios y las desviaciones tipicas de los mismos.

A 1la vista de los valores de los indices I, Iz, I3 e I4 se comprueba la coherencia
de estos cuatro indices ya que, para un par dado de funciones, a pequefios valores
del indice I; y de la funcién de tolerancia I, corresponden altos valores de I, e I3.

Las agrupaciones que resultan son las siguientes:

{f17f117f127f137f14}) {f37f57f77f9}7 {f41f67f87f10}

Son de destacar asi mismo los bajos valores de las desviaciones tipicas de los
indices para los pares de funciones consideradas dentro de cada agrupacion.

Para las medidas fi2 y fi3 se constata que se obtienen valores idénticos para
I, mientras que son diferentes los otros tres indices, esto es debido a que, como
hemos sefialado, en el caso de existir 6ptimos miltiples se ha optado por elegir para
el criterio fi, el vértice de menor etiqueta y para fi3 el de mayor etiqueta. Por
ejemplo, el grafo etiquetado “graffiti-038” es uno de los que tiene més de un vértice
para los que fi2 y fi3 obtienen idéntico valor.

Como segunda fase de la comparacién, a fin de contrastar si este resultado se
verifica con mayor generalidad se ha empleado el algoritmo de generacién de grafos
aleatorios incluido en “Combinatorica” del paquete “Mathematica”.

Dado que los grafos generados los representa mediante unas posiciones de los
vértices en el plano que tienden a distribuirse en circulos, se ha realizado una segunda
aleatorizacién de forma que, manteniendo la matriz de adyacencia del grafo, y en
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PN

5 4

Figura 1.10: Grafo 38 de Skiena

consecuencia su topologia, los vértices se han redistribuido mediante otra rutina de
aleatorizacién de puntos en el plano.

El disefio de generacién ha sido el que aparece en la siguiente tabla.

n p nb | ng

10 | 0.5 | 400 | 394
20 |0.25 | 400 | 379
50 | 0.1 | 400 | 300
100 | 0.05 | 500 | 263

donde nb = numero de grafos generados, ng = nimero de grafos generados que
resultan conexos, n = numero de vértices, y p = probabilidad de que exista una
arista entre un par fijo de vértices.

Al igual que para el primer conjunto de grafos estudiados, en el Anexo 2 aparecen
las matrices correspondientes a los valores medios de I; y a los valores medios y las
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desviaciones tfpicas de los indices I, I3 e Iy para los grafos de igual nimero de

vértices para cada una de las muestras de grafos.

Aunque se puede comprobar que se mantiene la agrupacién de las medidas, ana-
lizando los valores de los indices, se ha buscado una representacién gréifica que haga
més visible estas relaciones, de acuerdo con la técnica de escalamiento multidimen-
sional (Cox y Cox [11]). Para ello hemos recurrido al algoritmo PROXCAL del
grupo DTSS (Data Theory Scaling System) de la Facultad de Ciencias Sociales y
del Comportamiento de la Universidad de Leiden que se incluye en el paquete SPSS.

Utilizando la matriz de valores medios de I; de los grafos de tamano 100 como
matriz de “similaridad” o proximidad se obtienen las coordenadas asignadas a cada

una de las f; que aparecen en la siguiente tabla,

Dimensién 1 | Dimensién 2
fi -.529 296
f2 -.776 -.097
fa -.246 -.251
f4 910 .082
fs -.049 -413
fe 925 -.014
fr -.123 -.311
fs 924 039
fo 278 -.363
fio 837 .290
fu -.203 438
fi2 -.693 .069
fi3 -.693 .069
f1a -.561 .168

y cuya representacion es la siguiente:
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Caso ponderado

Tras el estudio de instancias en las que los pesos son idénticos para todos los vértices,
se procede al estudio del caso en que los pesos de los vértices difieren. Para esta
situacién se han generado, de acuerdo con los pardmetros anteriormente sefialados,
1700 grafos aleatorios con la siguiente distribucién:

n p nb | ng

10 | 0.5 | 400 | 388
20 |0.25| 400 | 359
50 | 0.1 | 400 | 304
100 | 0.05 | 500 | 269

Para cada grafo se ha generado un conjunto de pesos aleatorios normalizado,
empleando la rutina Random][ | de la versién 4 del paquete “Mathematica”. En el

' anexo 3 aparecen los valores medios de los indices I, I, I3 e I; y las desviaciones
T e

tipicas de I, I3 e I, para cada uno de los conjuntos de grafos de igual nimero de
vértices.
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A la vista de estos resultados, puede sefialarse que la introduccién de pesos ha
supuesto por un lado una disminucién de la “proximidad” entre algunas medidas
consecuencia de la forma en que se introduce la ponderacién, segin sean criterios
que pretenden minimizar la diferencia entre distancias y distancia media, o entre
pares de distancias, y por otro un aumento de la “proximidad” entre las medidas

“tipo rango”.

An3slogamente al caso equiponderado se ha utilizado la matriz de valores medios
de I, de los grafos de tamafio 100 como matriz de “similaridad” o proximidad para
el escalamiento multidimensional, resultando las siguientes coordenadas:

Dimensién 1 | Dimensién 2
fi -.568 -.120
f2 -.743 227
f3 -.075 -.437
fa 714 -.161
fs 107 -471
fs 952 -.025
fr -.657 238
fs .848 260
fo .338 -.325
fio .809 418
fu -.564 -.112
fi2 -.265 672
fis -.376 -.050
fra -.519 -.117

cuya representacién es la de la pagina siguiente.

Se puede comprobar, en primer lugar, que las funciones fi;, Méxima Desviacion
Absoluta y fi3, Maxima Suma de Diferencias Absolutas, no sélo se comportan de
forma distinta sino que existe una gran diferencia reflejada por los indices I; (12, 13),
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1,(12,13), I5(12,13) e I3(12,13).

Podemos sefalar que en este escalamiento multidimensional se han producido
las SigUienteS agrupaciones: {fl;fll) f137f14}’ {f37f57f9} y {f47f67f8>f10}-

Las medidas incluidas en la primera agrupacién estdn mas relacionadas que en el
caso equiponderado, para la segunda se detecta un nivel “andlogo” de agrupacion,
mientras para la tercera agrupacién se observa un menor nivel de relacién. Asf
mismo, se constata que las funciones fi» y f7; se separan de las tres agrupaciones
senaladas.

1.5 Preliminares para el caso continuo

De las funciones planteadas en la seccién previa, por logicas razones de extensiéon
de esta memoria y dado el interés en centrarnos en medidas de igualdad, se han
considerado inicialmente las incluidas en el conjunto {fs, fs, f7, fo} asi como las del
{f1, f6, fs, f10}, para los problemas en los que el servicio puede ser localizado en
cualquier punto del grafo.
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Por tanto, el problema consiste en, dada una funcién objetivo f que cuantifica
la desigualdad, encontrar z* € G tal que

f(z") = min{/(@)}.

Distintos autores, (Mulligan (1991), Mandel (1991), Campbel (1990), Allison
y Kolm (1976), Champernowne (1974), Atkinson (1970)), han propuesto varios
criterios y propiedades que pueden ser considerados al seleccionar una medida de
igualdad. Estas funciones objetivo proceden de diversas disciplinas y a menudo del
estudio de problemas particulares. Por ello, su importancia en algunas situaciones
no implica su relevancia en otras.

Una recopilacién de las propiedades més citadas en la literatura es la de Marsh
y Schilling [44], que a continuacién describimos brevemente, siendo destacable que
ninguna de las funciones planteadas cumple todos los principios deseables.

Tratabilidad analitica. Es el primer aspecto a tener en cuenta, pues depen-
diendo del tamaiio del problema y la funcién objetivo a optimizar, el costo compu-
tacional requerido puede ser més o menos importante, o incluso hacer inviable la
obtencién de la solucién por métodos analiticos o numéricos.

De las medidas consideradas, en lo que respecta, a la tratabilidad analitica pre-
sentan més dificultad las que involucran valores absolutos o logaritmos, debido a
la no diferenciabilidad de las primeras y al comportamiento en torno al cero de las
segundas.

Adecuacién. Este criterio representa la concordancia o acuerdo de la funcién
con los valores u opiniones del decisor. Es importante que las medidas matematicas
de igualdad no resulten dificiles de entender o interpretar por parte del decisor.

Como pone de manifiesto Erkut con el siguiente ejemplo,
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si el centro del circulo representa al servicio y los puntos los usuarios o clientes, el
radio de la circunferencia representa la distancia media de los usuarios al servicio, y
por tanto los segmentos representan la desviacién absoluta de la distancia al servicio
respecto a la distancia media. En nuestro caso la Varianza seria la media de los
cuadrados de estas desviaciones, mientras que la Desviacién Absoluta Media seria
la media de estos valores. Por ello ambas medidas son “adecuadas” desde el punto
de vista de su facil interpretacion.

Imparcialidad. Este criterio lo cumplen todas las medidas matemadticas, puesto
que la indexacién de los grupos es “ciega” y arbitraria.

Principio de transferencia, o de Pigou-Dalton. Establece que dados dos
usuarios, uno més lejano al servicio que el otro, si se acerca al servicio el lejano,
mientras que se aleja en la misma distancia al cercano, el valor de una medida de
igualdad debe mejorar si en la nueva posicién la diferencia entre las distancias al
servicio de esos dos usuarios ha disminuido. Es decir, si las distancias de los usuarios

al servicio son:
{di,d2, ... ,di,... dj,...,dn} con d; < d;
y al modificar la posicién del servicio resulta que las distancias son:
{di,da,...,di+e,...,dj—€,...,dn}

con €>0,y |(dj—¢e)—(di+¢e) <|dj—d;i| paralanueva situacién el
valor de la funcién objetivo debe ser menor.
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El principio de transferencia sélo lo cumplen f4, coeficiente de variacién, y fs,
Indice de Gini.

Invarianza de escala. Para una medida f, se debe verificar que f(z) = f(Ax)
con ) constante. Establece que no se modifica el nivel de igualdad si por ejemplo
tomamos distintas unidades de distancia como el metro, el kilémetro o la milla.

Las medidas fs, f5, fr no lo verifican, de ah{ la popularidad en el campo de la
economia de las correspondientes medidas normalizadas que sf lo verifican fy, f, fs-

Optimalidad Pareto. Concepto introducido en economia al estudiar la dis-
tribucién de ingresos. En general, el principio de optimalidad Pareto implica que
cuando la solucién mejora, ninguno de los individuos o grupos afectados estara peor.
En el contexto de localizacién, con objetivos atractivos significa que si la medida del
sistema mejora, al menos algin individuo se acercard al servicio. Campbell (1990)
advierte que la optimalidad Pareto considera sélo la eficiencia, y pone de manifiesto
que cuando el espacio es el plano, las medidas de igualdad pueden alejar el servi-
cio de los usuarios como férmula de igualar las distancias. Este efecto puede estar
atenuado cuando el espacio de localizacién es un grafo.

Normalizacién. Esta caracteristica es més restrictiva que el principio de in-
varianza de escala. Sugiere que la medida tenga rango en [0,1], indicando el 0 la
perfecta igualdad. Alker [2] considera que las medidas normalizadas permiten la
comparaci6n entre las distribuciones para diferentes medidas, sin embargo si la fun-
cién est4 acotada, no existe dificultad para normalizarla. Cuestién distinta es el que
no se considere necesaria, por muchos autores, esta transformacién.



54 1. Preliminares: Localizacién sobre redes

1.6 Resultados previos

Varianza

El problema de localizacién en redes con el criterio Varianza, ha sido estudia-
do entre otros, por Maimon [39], que en el caso de 4rboles plantea un algoritmo
de complejidad temporal O(n) para obtener el punto de minima varianza. Kin-
caid y Maimon ([32],[31]) consideran el problema sobre grafos triangulares en los
casos discreto y continuo y proponen un algoritmo de tiempo lineal, haciendo una
transformacién del grafo original en una estructura 4rbol.

Posteriormente Hansen y Zheng [26], generalizan el problema estudidndolo sobre
una red ciclica, y proponen un algoritmo de tiempo O(mn logn) para determinar un
punto de la red de m aristas y n vértices, que minimiza la varianza de las distancias
ponderadas a los vértices.

Ademés, en nuestro grupo de investigacién (c6digo PAI-FQM-241), Lépez de los
Mozos y Mesa ([35], [36]) han aportado resultados en redes ciclicas, generalizando
el problema al establecimiento de p servicios y teniendo en cuenta otros aspectos
como es la consideracién de demanda continuamente distribuida, y Céceres, Lépez
de los Mozos y Mesa [7] han estudiado el camino de minima varianza para el caso
particular de redes arbol.

Desviacién Absoluta Media

Berman y Kaplan [4] demuestran que cuando se disminuye la funcién desviacién
absoluta media de distancias de los usuarios al servicio, respecto de la media se
consigue minimizar la desigualdad de acceso entre los usuarios, y por tanto la funcién
fs es claramente una funcién que busca el objetivo de igualdad. Ademds estos
autores para el caso de establecer un servicio sobre una red general, proponen un
algoritmo de complejidad temporal O(mn?). Posteriormente, Tamir [63] disefia una
estrategia por la que disminuye la complejidad del procedimiento, resultando ser
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O(mnlogn).

Suma de Diferencias Absolutas

Mientras las funciones Varianza y Desviacién Absoluta Media consideran las di-
ferencias de distancias de los usuarios al servicio y la distancia media, ésta funcion
utiliza las diferencias de distancias al servicio entre los usuarios. En cierto sentido
se puede interpretar como el nivel de envidias entre usuarios. Keeny en 1989 la
utiliza en un problema para establecer la localizacién de residuos peligrosos. Re-
cientemente, Lépez de los Mozos y Mesa [38], siguiendo la linea de trabajo en la
profundizacién de las medidas de igualdad, realizan un estudio de la misma aportan-
do un algoritmo de complejidad temporal O(mn®logn) para obtener la localizacién
de un servicio sobre una red general, para la que se minimiza esta funcién.

Las funciones anteriores son absolutas, dependen de distancias respecto de la
media. Usando estas medidas se pueden comparar dos soluciones con la misma
media y la que tenga menor valor se puede considerar menos desigual. Sin embar-
go, no podemos comparar soluciones con distintos valores de la distancia media d.
Para cada una de estas medidas, dividiendo por la distancia media d obtenemos la
correspondiente medida relativa.

Coeficiente de variacién

Es una modificacién de la varianza, que se define como la desviacién tipica

dividida por la media. Podemos considerarla como:

n

> wi(di(k) — d(k))* J

iwi((g((:)) - 1)

i=1

= V2 (k)

Los economistas la han utilizado para comparar distribuciones de ingresos de distin-
tos paises, (Atkinson, 1970) o también, para comparar el poder politico y la riqueza

(Allison [3]). En el contexto de redes solo conocemos el trabajo de Caceres, Mesa y
Pino [9].
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indice de Schutz

Es la medida relativa correspondiente a f5, la desviacién absoluta media.
1 n
=523

Igual que en el caso del coeficiente de variacién se ha aplicado en el campo de

la economia y sociologia (Allison [3]). Para problemas de localizacién en los que
intervengan la distribucién de distancias al servicio, s6lo se conocen algunas propie-
dades, expuestas anteriormente, y en el caso de grafos no tenemos constancia ni de
su utilizacién, ni de estrategias para obtener soluciones.

indice de Gini

Esta medida se suele introducir a partir de la curva de Lorenz, estudiada en
economfa. Fueron Halpern y Maimon [24] quienes sugirieron el concepto de punto
de Lorenz. Un punto de Lorenz para un problema de localizacién es aquel que
minimiza la proporcién de la distancia al servicio de los usuarios con relacién a
los usuarios que utilizan dicho servicio. Maimon [40] desarrollé un algoritmo para
la obtencién de los puntos de Lorenz sobre drboles cuya complejidad temporal es
O(n?logn).

Geométricamente, el valor del indice de Gini coincide con el drea comprendida
entre la linea de pendiente 1 (que se suele denominar como de perfecta igualdad) y
la curva de Lorenz.



1.6. Resultados previos o7

Proporcién acumulada de distancias

Linea dg\ igualdad

—~ 1/2 Indice de Gini

4——y— Curva de Lorenz

Proporcién acumulada de usuarios

Ademiés de por razones econémicas, hay otros campos en los que se utiliza; por
ejemplo, Mandel [52] considera que refleja la “media del nivel de envidias percibidas
cuando existe desigualdad”.

Varianza de logaritmos

La funcién fig, es una transformacién de la varianza para reducir la escala. Tie-
ne el problema de que la no definicién del logaritmo en cero obliga a eliminar la
posibilidad de solucién en los vértices, y también surgen problemas de convergencia
de la funcién logaritmo en torno al origen. Sélo tenemos constancia de su propues-
ta como funcién que teéricamente pueda considerarse, pero no de aplicaciones a
problemas concretos.
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Localizacién de un servicio

En el anterior resumen de resultados previos para el caso en que el servicio pueda ser
localizado en cualquier punto de la red, se constata que el coeficiente de variacién
y el Indice de Schutz verifican algunas de las propiedades que algunos autores han
considerado deseable que verifiquen las medidas de igualdad, y que hasta ahora no
se han propuesto algoritmos para obtener la localizacién que minimiza el valor de

estas funciones.

El Indice de Schutz verifica la propiedad de invarianza de escala y entre los
autores que aconseja su uso est4 Gaile [18]. El Coeficiente de Variacién también
verifica la invarianza de escala y ademés el principio de transferencia. Por ello, en
el presente capitulo se estudian ambos criterios.

2.1 Indice de Schutz
Sea G(V, E) el grafo general en estudio, definido en el capitulo anterior.

Definicién 2.1.1 Sea z un punto cualquiera del grafo G. El Indice de Schutz se
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define como

Slz) = Zz,,;l (z)

> wild(vi, ) — zm ()]

v; €V

El Indice de Schutz es la medida relativa correspondiente a la Desviacién Abso-
luta Media que como ya se ha mencionado adopta la siguiente expresién

DAM(z) = > w;ild(vi,z) — 2m(z)| (2.1)

v, EV

Por tanto se verifica que

S(z) = M, z€G, donde zy(z)= > wd(v;,z)
2Zm($) v,V

El problema de localizacién que se plantea es el de determinar un z* € G tal que

S(z*) <8S(z), Vzed

2.1.1 Problema restringido a una arista

Al recorrer la arista [u, v], de longitud [, se determinan los puntos cuello de botella
asf como los conjuntos de vértices asociados a cada uno de ellos V B(zy).

Se denota mediante CB al conjunto ordenado formado por los puntos cuello de
botella y los vértices extremos de la arista, por tanto |[CB| = p + 1 puntos (ver

pégina 21).

Como ya se sefialé en el capitulo anterior, los conjuntos V,(z), V,(z) van cam-
biando a lo largo de la arista, pero permanecen fijos en cada regién primaria Iy, y
adem4s en cada una de ellas se verifica que 2,(z) = gxz + ¢ donde gi y cx estdn
expresadas en (1.5) y (1.6); més atn, dichos valores se actualizan para la siguiente
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regién primaria, en tiempo constante segin (1.7) y (1.8). Se calcula de este modo
el valor de la funcién mediana z,, para todos los puntos del conjunto CB.

En el siguiente dibujo se ilustra para una arista fija [u, v] los puntos del conjunto
CB, asi como el valor que toma en ellos la funcién 2.

Teorema 2.1.2 La funcién DAM(z) es lineal a trozos y conveza sobre cada region

primaria (zx_1, k) C [u,v] con Tx_1,zx € CB (Berman y Kaplan [4]).

Se verifica que:

n

DAM(z) = Y wild(vi, ) — zm(z)| =

i=1
= Y wildwi,u) —a+1-g)zl+ D wild(vi,v) +1—c— (1+g)3] =
vi€Va(I) vi€Vy(lk)
n
=2 |Ai(a)]
i=1

donde A;(z) = a;z + b; es una funcién lineal con

o = (1—ge)w; >0, siv; € Vy(ly)
T (@ g <0, siv € V(L)
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b — w;(d(vs, u) — cx), siv; € V(1)
t wi(d(vi,v) +1 = ¢x), siv; € V(1)

Aplicando la Proposicién 1.2.3, para el punto v; € G fijo y la arista [u,v], la
funcién d(v;, ) con = € [u,v] es continua y céncava sobre [0,[], lineal creciente con
pendiente 1 sobre [0, Z[ y lineal decreciente con pendiente -1 sobre ]Z, (], donde Z es
su punto cuello de botella asociado. Debido a la forma de estas funciones distancia,
las mismas se intersectan con la funcién z,, como maximo en cuatro puntos, tal
como se ilustra en el siguiente dibujo (Tamir [63]).

Para cada vértice wv;, actuando por biseccién se determina el inter-
valo [zg_1,7x] donde se cortan los segmentos [(ZTx-1,2m(ZTk-1)), (Tk, 2m(Tk)]
con [(zg—1,d(vi, Tx_1)), (Tk, d(vi, 7x)], conociendo al mismo tiempo dicho punto
(Zks, 2m(Tks))- A estos puntos se les denomina puntos de ruptura.

De la definicién se deduce que el signo de A;(z) para z € (z_1,Zks] €5 Opuesto
al signo de A;(z) para z € (Tgs, zk] ¥ Ai(zrs) = 0.

Se consideran los subconjuntos de vértices, segin conserven el signo de la expre-
sién A;(z) o no.
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Definicién 2.1.3 Los conjuntos de vértices Aqk, Box para o = 1,2 se definen por
A = {vi € Vu(l) : b < 0}, Age = Vu(lx) \ Ak

By, = {v; € Vo(Iz) : b > 0}, Bax = Vy(Ix) \ Bk

Lema 2.1.4 En cada regidn primaria I, se verifica que:
siv; € Aoy = Ai(z) 20, paraz € Iy, y

8i v; € Boy = Ai(z) <0, para x € I

Definicién 2.1.5 Se denomina punto de ruptura para la zona primaria (Ty—1, Ti]
al valor Ty, € (Trk-1,Zk] en el que se verifica que eziste un vs € A U By, tal que

d(vs, Tis) — 2m(Tks) = 0.

Considerando el conjunto de puntos de ruptura PR, junto con los puntos cuello
de botella se define el conjunto PCP, formado por todos los valores = € [0,1] en los
que la funcién Desviacién Absoluta Media (DAM) presenta cambio de pendiente, es
decir, PCP=PRUCB.

Junto con cada regién primaria I se guardan los vértices asociados con los
puntos de ruptura, en los conjuntos

VA2(wks) = {'Ui € Alk/d(viaxks) = zm(-'l;ks)a Tgs € PR}

V B2(zx,) = {vi € Bix/d(vi, Tks) = Zm(Tks), Ths € PR}

Definicién 2.1.6 Se denomina regidn secundaria a la limitada por dos puntos de

cambio de pendiente consecutivos.

/_.5._.-\
AT SRR fan
PSR
£t .

r v .
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Las siguientes notaciones serdn ttiles en el momento de establecer las compo-
nentes de la funcién DAM (X)) que no varian en cada regién secundaria

H), AL) = An\ 4400

AL (s) = {v; € A 1 Tps1 < -

—b;
Bii(s) = {vi € Byy : Tps—1 2 7}7 B}.(s) = By \ Bjy(s)
(]

Con la anterior notacién, se verifica el siguiente resultado:

Lema 2.1.7 Para cada T € [Tx,_1, Zks), Tegion secundaria, se verifica:
Ai(z) <0 siv; € AlL(s) U B(s),

Ai(z) >0 siv; € A2 (s) U Bii(s).

En la correspondiente regién secundaria [Tgs—1,Zks), los conjuntos Aj(s),
A%, (s), Bii(s), B%(s) permanecen constantes, asi como 1;/12];, Boy, en c:mda regién
primaria, por tanto en dicho intervalo la funcién DAM(z) = Y Ai(z) = Y (a;z+b;)

es lineal, por lo que se est4 en condiciones de expresar la funcién DAM(z), sobre

cada regién secundaria, [Tgs—1,Zks] COmMoO sigue:
n
DAM(IE) = Z Az(ili) = Mks.'L' + Nks (22)
i=1

donde

M =1—-g)( > wi— >, wi)+Q+ag)( D wi— Y, w;)

‘u,'EAkuAf,c v;eA{k ‘u,'GB%kUB% 'U,'GB%k



2.1. Indice de Schutz 67

Nes= Y wild(vi,u) —ce] — Y, wild(vi,u) — ce]+

‘v.'EAkuAfk viEAik

+ Z wi[d(vi, ’U) +1 - Ck] - Z 'w,-[d(vi,v) +1- Ck]

’u.'EBfk v; EngUB}k

Al pasar de una regién secundaria a la contigua de la derecha, s6lo pueden
cambiar vértices, del conjunto AL, (s) que pasen a A% (s+1), o de B};(s) a Biy(s+1),
puesto que se cumplen las siguientes relaciones:

A{k(s) = Aik(s — 1)\ VA2(z,), Agk(s) = A?k(s — 1) UV A2(zs)

B%(s) = Bl (s — 1)\ VB2(zs,),  Bli(s) = Bi(s —1)UVB2(zks)  (23)

En consecuencia el coeficiente de = es constante en cada regién secundaria y no
decrece cuando se pasa a la siguiente regién secundaria.

Este resultado permitird que las actualizaciones de los pardmetros se obtengan
en tiempo constante mediante las siguientes expresiones:

My = Mgy + 2(1 - gk) Z w; + 2(1 + gk) Z wW; (24)
v;€V A2(ks) v;EV B2(zk,)

Nis=Ney1 42 S wildw,u)—c]—2 >, wild(vi,v) +1—c (2.5)
v; €V A2(z5) v; EVB2(zks)

Al ser la mediana z,, una funcién lineal en cada regién primaria, el Indice de
Schutz dentro de cada regién secundaria puede expresarse como

_ Myt + Nis
5) = Hger T o)
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El numerador serd siempre no negativo, My, + Ny, > 0 por ser suma de valores
absolutos, y el denominador sera positivo, 2(grz + cx) > 0, por ser suma ponderada
de distancias a x.

Dentro de cada regién primaria I, el Indice de Schutz es una funcién continua
ya que lo son tanto el numerador (DAM)(z) como el denominador z,(z), aunque
no es diferenciable, ya que en los puntos de ruptura DAM(z) no es diferenciable.
Sin embargo la situacién es distinta para cada regién secundaria, verificindose la

siguiente proposicién.

Proposicién 2.1.8 Deniro de cada region secundaria, el minimo se alcanza en uno
de los extremos o bien la funcidn es constante en dicho intervalo.

Demostracién:

Misx + Ny, ) ) )
—=27 2~ % el cociente de dos funciones lineales
kT + i

en el que el denominador es no nulo, la funcién es diferenciable en el interior y

Al ser la expresién 2S(z) =

tiene derivadas laterales en los extremos (en el resto de la memoria siempre que se
hable de diferenciabilidad de alguna funcién objetivo en un intervalo cerrado, no

se reiterard que en los extremos se consideran derivadas laterales). La derivada es

Myscr — gi N
28'(z) = (k;‘ck " ‘z k) 2’“ , por lo que el signo del numerador determina el crecimiento
kT k

o decrecimiento de S(z).

Si My,cp — gk Nis > 0, entonces S(z) crece y €l minimo se obtiene en z,.
Si My,c, — gk Nis < 0, entonces S(z) decrece y el minimo se obtiene en z,.;.

Si Myscr, — geNis = 0, entonces S(z) es constante en [z, Zs41], siendo ademés

Mks Mks Nks Mksx ]Mlc.sc-'z + Nks
= 2S(z) ya que = = =
[ 9k Ck [1]%% gkT + Cg

= 25(z)
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En consecuencia, el minimo del indice de Schutz se obtendra en un punto de
cambio de pendiente, o bien en toda la regién secundaria correspondiente.

Por ello, proponemos el siguiente algoritmo para obtener el minimo Indice de
Schutz sobre un grafo general.

2.1.2 Algoritmo

ALGORITMO IS/G

Entrada
Sea G(V, E) un grafo no dirigido con conjunto de vertices V, |[V| = n or-
denados segin la matriz de adyacencias, (w1, -, wy) los pesos normalizados
asociados a los vértices, E = {e1,---,en} conjunto de aristas de longitudes
l(ej); j=1,---,my D lamatriz de distancias entre vértices.

Sea OPT =00

Para j = 1 hastam
PCP=40
Determinar los puntos cuello de botella zy,-- -, Zp_1,
de la arista e; = [u,v], afiadirlos a PCP y ordenarlos desde u hasta v.
Guardar los conjuntos V B(zy) asociados.
Para k =0 hastap—1
Determinar los conjuntos de vértices Vy,(Ix), Vo (Ix)
Calcular los valores g, ¢ y guardar en Vg y Vc.
Evaluar z,,(zx) haciendo uso de las expresiones (1.5) y (1.6)

Final para k



70 2. Localizacién de un servicio

Para i = 1 hastan
Determinar por biseccién los puntos z;, donde A;(zx,) = 0,
anadirlos a PCP, asociar a cada zx, el indice de la regién
primaria I a la que pertenece,
asi como los conjuntos V A2(zy,), VB2(zgs).
Final para i
Ordenar el conjunto de puntos PCP
Determinar A} (0), 4:1%(0), B};(0), B%(0)
Calcular M,, N,
Evaluar Num = Mycy — goNp
Si Num < 0, entonces
X +— z1, SX +— S(z1)
Si no X «— zp, SX +— S(zo)
Si SX < OPT, entonces
OPT +— SX
X*+— X
ARISTAS«+— (j)
Para s = 1 hasta |[PCP| -1
Actualizar Al,(s), A% (s), Bi(3), B&(s), Mys, Nis
Evaluar Num = Mysc;, — gz, Nis
Si Num < 0, entonces
X +— Zgy1, SX +— S(z541)
Si no X «— z,, SX +— S(z,)
Si SX < OPT, entonces
OPT +— SX
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X*+— X
ARISTAS+ (4)
Final para s
Final para j

Salida
{X*,OPT, ARISTAS}: el punto 6ptimo se alcanza en la arista e; = [u,v], a
una distancia X* del vértice u, y su valor para el indice de Schutz es OPT.

2.1.3 Ejemplo

Considérese el grafo G de la Figura 2.1, en el que la matriz de adyacencias con
longitudes de aristas es la que figura en la tabla que aparece a continuacién.

0 0 .606388 .850753 .795457 0
0 0 20561 .270058 .544304 0
.606388 .20561 0 .262905 0 0

.850753 .270058 .262905 0 .40032 .660568
795457 .544304 0 40032 0 .322336
0 0 0 660568 .322336 0

Para la arista (1,4), el conjunto de puntos cuello de botella es
CB= {0,0.154407,0.196764, 0.227808, 0.253635,0.850753}, en la regién primaria,
{0.227808, 0.253635} se obtiene M = —0.322316, N = 0.335186, Mc — gN < 0, por
tanto SX = S(0.253635) = 0.153486.

Hasta este momento OPT = 0.157441, por lo que se actualiza el valor del 6ptimo
OPT = 0.153486, X*=0.253635y ARISTA=(1,4)

T
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Figura 2.1: Ejemplo de grafo

Pasamos a la siguiente regién primaria, en la que resultan los puntos de cambio
de pendiente {0.253635, 0.345627, 0.364743, 0.60544, 0.71285, 0.850753}:

Para el primer subintervalo M = —0.543835, N = 0.391371, Mc — gN < 0,
SX = 5(0.345627) = 0.132421, como mejora se actualiza OPT = 0.132421, para
X*=0.345627y ARISTA =(1,4).

En el siguiente subintervalo, M = —0.392204, N = 0.338963, Mc — gN < 0
de nuevo SX = S5(0.364743) = 0.129558 y como mejora, se actualiza el éptimo
OPT = 0.129558, con X*=0.364743y ARISTA = (1,4).

Para el siguiente subintervalo, M = —0.273133, N = 0.295533, Mc — gN < 0
de nuevo SX = S(0.60544) = 0.107498 y como mejora, OPT = 0.107498, se asigna
X*=0.60544 y ARISTA=(1,4).
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Figura 2.2: Funcién DAM sobre la arista (1,4) del grafo de la Figura 2.1

Para el siguiente subintervalo, M = 0.335241, N = —0.0728009, Mc — gN > 0,
SX = S(0.60544) = 0.107498 , como no mejora, se pasa al siguiente subintervalo en
el que M = 0.4633965, N = —0.164155, Mc—gN > 0, SX = 5(0.71285) = 0.154374
que no mejora.

A continuacién, el algoritmo evaluaria la siguiente arista, es decir, la denotada
(1,5).

Después de la ejecucién del algoritmo resulta que el éptimo se encuentra en la
arista (1,4) a una distancia X* = 0.60544 del vértice 1 y su valor para el indice de
Schutz es de 0.107498.

Las gréaficas de las funciones Desviacién Absoluta Media, Mediana, e Indice de
Schutz para esta arista se muestran en las Figuras (2.2), (2.3) y (2.4) respectiva-
mente. Ademds para este ejemplo hemos calculado la funcién Desviacién Absoluta
Media y resulta que el éptimo se alcanza en el mismo punto a X* = 0.60544 del
vértice 1, con un valor para la funcién DAM (X*) = 0.130168. En este caso, el cri-
terio Desviacién Absoluta Media y el Indice de Schutz nos proporcionan la misma
localizacién 6ptima.
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MEDIANA

Figura 2.3: Mediana sobre la arista (1,4) del grafo de la Figura 2.1

Indice de Schutz

Figura 2.4: Indice de Schutz sobre la arista (1,4) del grafo de la Figura 2.1
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2.1.4 Complejidad

Para un grafo de |V| = n vértices y de |E| = m aristas, tendremos que repetir el
proceso para cada arista, lo que supone una complejidad O(m).

La determinacién del conjunto de puntos cuello de botella CB, y la obtencién
de los conjuntos V B(zy) asociados conlleva el cémputo de los n — 2 vértices ajenos
a la arista; por tanto, teniendo en cuenta su ordenacién se requieren O(nlogn)

operaciones.

Dentro de cada regién primaria, la construccién de los conjuntos Vi, V, y la
determinacién de los valores g,, ¢, se obtienen en tiempo constante, haciendo uso
de las férmulas (1.7) y (1.8). La evaluacién de la funcién mediana z, en los puntos
cuello de botella, requiere un nimero constante de operaciones haciendo uso de
las actualizaciones (1.5) y (1.6). En consecuencia esta parte del algoritmo requiere
O(n) operaciones.

Para los n vértices de G, la determinacién de los puntos de ruptura, actuando
por biseccién, requiere O(logn) para cada uno de ellos. Al haber como méaximo 4n
intersecciones, se obtienen en tiempo O(nlogn).

La ordenacién del conjunto de puntos de cambio de pendiente PCP requiere
O(nlogn).

El cdlculo para el primer punto requiere actuar sobre todos los vértices, por tanto
se consume un tiempo O(n); pero para los restantes puntos del conjunto PCP, la
evaluacién de la funcién, su comparacién con el éptimo provisional y la actualizacién
en caso de mejora, se realizan en tiempo constante. Al ser |[PCP| < 5n, este proceso
supone una complejidad temporal O(n).

Por tanto, globalmente la complejidad de algoritmo es O(mnlogn), asumiendo
conocida la matriz distancia entre vértices.
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2.2 Coeficiente de variacion

El Coeficiente de Variacién es la medida relativa correspondiente a la varianza que
se define de la siguiente forma

Definicién 2.2.1 El Coeficiente de Variacién es la funcion CV : G — R tal

que

donde la funcién Varianza z, sobre G es z, : G — IR* , definida para £ € G como

z(z) = Y wi(d(vi, T) = 2m(z))?

v, €V

El problema consiste en localizar un punto z* € G tal que
CV(z*) < CV(z), VzeCG

A los puntos z* se les denominard puntos de minimo Coeficiente de Variacién para
el grafo G.

2.2.1 Problema restringido a una arista

Se considera la arista (u,v) de longitud [/; en primer lugar se determina el conjunto
CB formado por los puntos cuello de botella ordenados de modo creciente desde
el vértice u, a los que se afiaden los extremos de la arista. Las regiones primarias
quedan determinadas por cada dos puntos consecutivos, Iy = [Zg—1,Zk] para
k=1,2,---,p,asumiendoque 2o =0 y z,=1.
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Definicién 2.2.2 La funcién mediana de z € G sobre el conjunto de vértices V' la

definimos como
Zm(z, V) = Y wid(v;, z)

v eV’

Haciendo uso de la anterior definicién podemos expresar para cada regién pri-
maria Ii:

2w, Vo) = Y wid(viu) ¥y oz, Vo) = Y. wid(vi,v)

vi€Va(Tg) v €Vy(Ik)

Definicién 2.2.3 La funcidn mediana cuadrdtica para una red general G, es una
funcidn 22 : G — R* definida para cada z € G como

ZD(@) =3 wi(d(vi, )’

v; €V

Es conocido que paracada z € G, 2z,(z) = 22 (z)—(2m(x))?, y que en cada regién
primaria I las funciones varianza y mediana tienen respectivamente las expresiones:

z(z)=(1-g)r’ +2bs —cgr)z+ar — ¢ ¥ 2m(T) = GT+
donde las constantes ag, by, ¢k, gr toman los siguientes valores:
ar = 22 (u, Vi) + O wi(d(vi, w) +1)?, b = 2m (U, Vi) — zm(v, Vo) — IW (V)
Ve
ek = 2m (U, Vi) + 2m (v, Vo) + IW (V)
g = W(V,) — W(V,), verificindose que 1 — g2 >0

La actualizacién de los pardmetros al pasar de una regién primaria I;_; a la
contigua Iy, se realiza, haciendo uso de los resultados de Hansen y Zheng [26], para
gr ¥ Cr segin las expresiones (1.7) y (1.8) y para los valores ax y by del siguiente
modo:

ar = g1 +4zp-1 Y, wi(d(vi,u) + Tk-1)
v;,€VB(zk-1)
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bk = bk—l -2 Z ’U)i(d(’t)i, u) + IL'k_l) (26)
v €V B(Tk-1)

Estas relaciones se deducen utilizando el hecho de que sélo los vértices del con-
junto V B(z-1) asociado con el punto cuello de botella zx_;, cambian el camino de
acceso al pasar de una regién primaria a la siguiente, y que por tanto se verifica

zm(u, V;,,(Ik)) = zm(u, ‘/u(Ilc-l)) - Z w,-d(v,-,u)

‘U,’EVB(SBk_l)

zm(v, V;,(Ik)) = zm(v, V;,(Ik_l)) —+ Z w,-d(v,-, ’U)

v;EVB{(zE_1)

A, Valle)) = 29 (w, Valli-1)) = D2 wid(vi,u)’

‘UiEVB(xk_l)

z,(ﬁ)(v, Vo(ly)) = zr(rzc,) (v, Vo(Ix-1)) + Z w;d(v;, v)?
v;€EVB(Tr—-1)

W(Vali)) = WVaLr)) = Y wi (2.7)

v EVB(zh-1)

Si hacemos uso de estas igualdades, al aplicarlas en las expresiones de ay y by

obtendremos
ar = Y. wild(vi,w)’+ Y. wi(d(vi,v) +1)* =
Vu(Ix) Vo (Zk)
= Z Wi (d(vi7 ’U,))2 - Z ’lUid(’l)i, ’U,)2+
VaTk-1) v,€EVB(zK—1)
+ Y wi(dw,v)+ 02+ > wi(d(ui,v) + )? =
Vo(Ik—1) v €EVB(zk_1)
= Z w;(d(vi, u))? + Z w;(d(vi,v) + )%+
Vau(Tk-1) Vo(Te-1)

+ > wi((d(vi,v) + 0)? — d(v;,u)?) =

v;EVB{(zf—1)

=ap-1+4zpr Y, wi(d(vi,u) + Teo1)
v;€VB(zr_1)
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ya que (d(vi,v) +1) — d(vi,u) = 22,1 y por tanto  (d(vi,v) + 1) + d(vi,u) =
2(d(vi, u) + T—1). De modo similar la expresién sefialada para by, haciendo uso de
(2.7) se obtiene:

by, = zm(u, ‘/U(Ik—l)) - Z wid(’ui’ U)—

v;€VB(Tg-1)
—zm(, Vole1)) — Y. wid(vi,0) =W (Va(le-)) + 3 wil =
vi€VB(xg—1) v, EVB(z_1)

=bg_1— Z w,-(d(’ui, u) +l+d(v,:, U)) =br_1—2 z wi(d(vi, u) +.'I2k..1)

v;,€EVB(z_1) v;,€EVB(zk—_1)

El Coeficiente de Variacién sobre cada regién primaria, puede ser expresado
como:

(1 — gd)x? + 2(bx — ckgr)T + ax — c3)

grZ + Ck
Para obtener el punto del intervalo [z, Tx+1] donde se obtiene el menor valor para el
Coeficiente de Variacién, a continuacién se efectia un estudio del comportamiento
de la funcién CV sobre dicho intervalo.

CV(z) = \/

El denominador gxx + ¢ es lineal y en consecuencia es una funcién continua;
siempre ser4 estrictamente positivo, ya que la mediana es una suma ponderada de
distancias. El numerador es la raiz cuadrada de la varianza, deduciéndose por su
definicién que es no negativa, (1 — g2)2? + 2(bx — ckgk)Z + ax — c; > 0. Pero si
para algin valor de z, resulta z,(z) = 0, se obtendria un valor donde se alcanzase
la perfecta igualdad, y por tanto el éptimo. Por ello, se estudiard el caso en que
(1 — gd)x? + 2(bk — crgr)z + ax — ¢z > 0.

Derivando (CV)'(z) =

_ —ge((1 — g))z® + 2(b — crgr)T + ar — &) + (g% + ck)((1 — gi)z + b — crgr) _
(982 + cx)2y/(1 — gB)a® + 2(bk — crge) + ax — )

z(cx — grbr) + ckbe — grax
(grz + ck)2\/(1 — g2)z? + 2(bx — crgk)T + ax — C2)
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se observa que el signo de la funcién derivada lo proporciona el numerador
{z(ck — grbr) + ckbx — grar} que es una funcién lineal.

Si (CV)'(zx)(CV)(zk+1) > 0 la funcién CV es monédtona, resultando creciente
si (CV)'(z) > 0 en el subintervalo [z, Zx+1], con lo que el minimo se obtiene en
Ty, y decreciente si por el contrario, (CV)(z) < 0 en el subintervalo [z, Zg+41],
obteniéndose el minimo en Tyy;.

Si (CV)(zx)(CV) (zk41) < 0, y dado que la funcién es continua, existe un

punto interior z* = Gk — %Ok donde (CV)(z*) = 0. En este punto es donde se

. . Ck — gkbx L : o
obtiene el minimo del coeficiente de variacién en la correspondiente regién primaria,

garantizdndose con el siguiente lema la convexidad de (CV)(z).

Lema 2.2.4 Si (CV) (zx)(CV) (zk+1) < 0, entonces siempre (CV)'(zx) < 0 y
(CV)(ze41) >0

Demostracién:

Si CV'(zx) > 0 resulta que (cx — gibx)zk + cxbr — grax > 0. Si CV'(2g41) < 0
resulta que (cx — grbk)Zr+1 + ckbr — grar <0

Restando quedard: (cx — gxbx)(zx — Zk+1) > 0

Dado que 7y —zx41 < 0, resultard necesariamente que cg—gibx < 0. Sustituyendo
los valores de ci, gk, by resulta

cx — gib = W (Vy) — (W(Va) = W(Vo))(2m (u, Va) = 2m(v, Vo) — IW(V3))+

+2m (U, Vo) + 2m (v, V) = 2m(u, V)[1 = W(V,) + W(V,)]+
+2m (v, Vo) 1+ W(V) =WV + IW(V,)[1 + W(V,) = W(V,)] =
= 2, Vi) 2W (Vo) + 2m (v, Va)2W (Vi) + IW (V3)2W (V) > 0,
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ya que todos los términos son positivos.

Se ha llegado a una contradiccién con que ¢ — gb < 0; por tanto, si
(CV) (z1)(CV) (zk41) < O entonces es (CV)'(zx) < 0y (CV)(zr41) > 0y la
funcién en [z, Tx,1] €s convexa, con el minimo en el interior. 0O

Al tener caracterizado el minimo sobre cada regién primaria, y el procedimiento
de actualizacién de los pardmetros, se plantea el siguiente algoritmo para obtener el
punto de un grafo general, donde el Coeficiente de Variacién tome el menor valor.

2.2.2 Algoritmo

CoefVar/G

Entrada
Sea G(V, E) un grafo general no dirigido con conjunto de vértices V, V| = n,
ordenado segin la matriz de adyacencias, (wi," -+, wys) l0s pesos asociados a
los vértices de modo que ¥, w; =1, E = {ey, - -,em} conjunto de aristas
de longitudes [;; i=1,---,m, y D la matriz de distancias entre vértices.

Sea OPT =0

Para j = 1 hastam
CB=10
Determinar zi,- -, ,_1, los puntos cuello de botella
de la arista e; = (u,v) y ordenarlos desde u hasta v, afiadirlos a CB
junto con zo =0, z, = L.
Guardar los conjuntos V B(z;) asociados.

Determinar los conjuntos de vértices V,(Io), Vy(lo), asi como
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los valores 2y, (u, Vy(1p)), 2m (4, Vu(lo)), W (Vi (Lo))
Calcular los valores ag, bg, co, o-
Calcular (CV)'(zo) = cobo — goao
(CV)(z1) = (co — gobo)Z1 + cobo — Goao
Prod = (CV)(z0)(CV) (z1)
Si Prod > 0, entonces
Si (CV)'(zo) > 0, entonces X +—

sino X +— z;
goo — cobo

si no X +—
co — gobo

Evaluar CV(X)
Si CV(X) < OPT, entonces
OPT +— CV(X)
X'+—X
ARISTA +— j
Para r = 1 hasta |[CB| -1
Actualizar a,, b, ¢, gr.
Calcular (CV)'(z;) = (¢; — g:br)zr + by — grar
(CV)(2r41) = (cr — grbr)Tri1 + &br — grar
Prod = (CV)'(z,)(CV)(2r41)
Si Prod > 0, entonces
Si (CV)(z,) > 0, entonces X +— z,

sino X < z.4;
GrQy — Crbr

si no X +—
Cr_grbr

Evaluar CV(X)
Si CV(X) < OPT, entonces
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OPT +— CV(X)
X*+— X
ARISTA +— j

Final para r
Final para j

Salida
{X*,ARISTA,OPT}: el punto del grafo donde se obtiene el menor valor
del Coeficiente de Variacién estd sobre la arista e;, a una distancia X* del

inicio y su valor es OPT.

2.2.3 Ejemplo

Figura 2.5: Ejemplo de grafo con 10 vértices



84 2. Localizacién de un servicio

Para el grafo de la Figura 2.5, cuyos vértices tienen asignados los pesos
{0.172,0.229,0.123, 0.063, 0.051, 0.055, 0.105, 0.092, 0.061, 0.049}

El algoritmo empieza por la arista (1,3). El conjunto de puntos cuello de
botella CB es {0,3}, y por tanto la regién primaria la forma todo la arista,
obteniéndose el minimo actual OPT = 0.518297 a una distancia £ = 1.77197
del vértice 1. Se contintia el algoritmo, y al iniciar la ejecucién de la arista
(3,8), el valor 6ptimo actual se mantiene en OPT = 0.518297. El conjunto
CB = {0,2.0645, 3.23607, 4.23607, 4.47214}

En la primera regién primaria {0, 2.0645} el minimo se obtiene en z = 2.0645 con
valor para el Coeficiente de Variacién de 0.38432. En la siguiente regién primaria
{2.0645, 3.23607}, se mejora el éptimo a OPT = 0.358538 en z = 3.00859.

En la siguiente regién primaria {3.23607,4.2360}, se mejora el 6ptimo a OPT =
0.351922 en = = 3.64941. Y para la iltima regién primaria correspondiente a esta
arista {4.23607,4.47214} ya no se mejora el éptimo.

Después de ejecutar el algoritmo resulta que el éptimo se encuentra en la arista
(5,9), a una distancia z = 1.07219 del vértice 5, y con un valor para el Coeficiente
de Variacién de OPT = 0.305175.

En la Figura 2.6, se muestra el comportamiento de la funcién coeficiente de
variacién para la arista (3.8) del grafo de la Figura 2.5.

2.2.4 Complejidad del Algoritmo

Para un grafo de |V| = n vértices y de |E| = m aristas, el proceso se repite para
cada arista, lo que supone una complejidad temporal O(m). Determinar los puntos
cuello de botella y ordenarlos sobre la arista requiere O(n log(n)) operaciones. En
cada regién primaria la actualizacién de los valores auxiliares g,c,a,b, que estdn
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coeficiente de variaci n en el arco

0.39

0.38

Figura 2.6: Coeficiente de Variaci6n para la arista (3.8)

asociados a los puntos cuello de botella requiere tiempo constante empleando las
relaciones que figuran en (2.6), (1.7) y (1.8).

La evaluacién de la funcién Coeficiente de Variacién CV, asi como de su derivada

CV’, se realiza en tiempo constante.

Por tanto la complejidad temporal global del algoritmo es O(mnlogn).

2.3 Estudio comparado de las medidas

Los algoritmos desarrollados permiten obtener las localizaciones en las que el Indice
de Schutz y el Coeficiente de Variacién alcanzan su valor minimo.

Para la Desviacién Absoluta Media, Berman y Kaplan [4] propusieron un algo-
ritmo de complejidad O(mn?), posteriormente Tamir [63] demostré que era posible
obtener el minimo de la Desviacién Absoluta Media en tiempo O(mn logn).

Para la Varianza, Hansen y Zheng [26] y Lépez de los Mozos [34] desarrollan
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algoritmos de complejidad O(mnlogn), para el caso de grafos generales. (para la
obtencién de los puntos del grafo donde se alcanza el minimo de la funcién Varianza.)

Con los cuatro algoritmos anteriores estamos en condiciones de abordar el estudio
comparativo de estas medidas.

Como primera etapa se ha elaborado un programa que permite representar
gréficamente el comportamiento de las medidas para cada arista de un grafo.

coeficiente de variaci n en el arco varianza en el arco

0.42 4.5
0.41
4

0.39

3.5
0.38

0.37

1 3 4
0.36

Indice de Schutz MAD

Figura 2.7: Comportamiento de las cuatro medidas sobre la arista (3,8)

Para ilustrar su funcionamiento se han elegido las aristas (3,8) y (6, 8) del grafo
de la Figura 2.5, resultando las graficas de las Figuras 2.7 y 2.8 que nos sugieren
una estrecha relacién entre la Desviacién Absoluta Media y la Varianza, asi como
entre el Indice de Schutz y el Coeficiente de Variacién.

Para el caso discreto, en el Capitulo 1 habiamos definido cuatro indices que nos
permitieron cuantificar el grado de coincidencia entre cada par de criterios. En el
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coeficiente de variaci n en el arco

N\

Indice de Schutz

0.17

varianza en el arco

Figura 2.8: Comportamiento de las cuatro medidas sobre la arista (6,8)

caso continuo pueden seguir empledndose dos de ellos.

El primer indice de comparacién estard definido por

100, si X} NX:#0
Il(i’j ={ ’

0,

si X;NX;=0

siendo X el conjunto de puntos de la red para los que se obtiene el menor valor de

fi(z)

X'={z*€G: fi(z*) < fi(z) Vze€G}

Si obtenemos los valores de I (i, j) para un conjunto de grafos, la media de los

mismos representaré el porcentaje de grafos en los que los criterios ¢ y j tienen algin

6ptimo en comun.
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El segundo indice se define como

fi(z%) = fi(z})
fi(z})

I,(i, ) = 100 x

donde f;(z}) es el valor 6ptimo de f;, y

:1;;* € X; / f,-(:cg*) = min{f;(z), Vze€ XJ*}

Para cada grafo, I»(3, j) representa el porcentaje en el que aumenta el valor de la
funcién f; cuando se sustituye su éptimo por el de la funcién f;. De las definiciones
se deduce que cuando I, (s, 5) vale 100, I5(i, j) vale 0 y reciprocamente, por ello nos
basta calcular los valores de I, para obtener los de ;.

Para estudiar el comportamiento de I» utilizaremos el concepto de grafo aleato-

rio.

Definicién 2.3.1 (Karonski [30]) Un grafo aleatorio es un par (G,P) donde G es
una familia de grafos y P una distribucion de probabilidad sobre G.

Si G es la familia de los grafos etiquetados de n vértices, podemos obtener cada
uno de los grafos G € G de dos formas mediante experimentos de Bernouilli:

e Partiendo del grafo vacio y ahadiendo cada una de las (g) aristas posibles
con probabilidad p, 0<p<1.

e Partiendo del grafo completo K, y eliminando cada una de las (g) aristas
con probabilidad 1 — p.

Con ambos procedimientos obtenemos grafos G(n,p) con un nimero de aristas
que se distribuye segiin una binomial, cuyo nimero esperado de aristas igual a

n
2 )P
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Para comparar el comportamiento de los cuatro criterios seleccionados se ha
generado un conjunto de grafos aleatorios con n variando de 10 hasta 100 y se han
obtenido para cada uno de ellos los doce indicadores I5(z, j); sus valores para cada

grafo aparecen en el Anexo 4.

Para los grafos de tamaifio 10, para cada nivel de p se ha generado un niimero
similar de grafos ponderados y no ponderados. En el Anexo 4 los ponderados son
los primeros 385 grafos de cada uno de los cinco conjuntos en que se dividen los
grafos de tamafio 10 en funcién de los valores de p:  0.2,0.4,0.6,0.8 y 1.

El percentil 100 de I3(i,j) nos da una indicacién del menor grado de igualdad
entre los criterios para los grafos de una muestra dada. Para eliminar los casos més
extremos hemos calculado el percentil 95 para cada indice resultando:

Grafos equiponderados

DAM IS VAR CV

DAM - 54.9 15.5 61.3
IS 97.2 - 71.7 14.8
VAR | 31.7 70.2 - 31.0

CV | 56.2 14.0 52.4 -

Grafos ponderados

DAM IS VAR CV

DAM - 56.6 23.9 81.1
IS 98.8 - 80.5 21.8
VAR | 44.5 165.7 - 151.1

Cv | 70.1 185 57.5 -

Podemos comprobar que, excepto para la tolerancia de la Varianza sobre los
6ptimos del Indice de Schutz, en todos los casos los valores son menores cuando
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los vértices estdn equiponderados; por ello, los grafos generados para n > 10 son
ponderados.

En el Anexo 5 podemos observar los percentiles 5, 10, 25, 50, 75, 95, 99 y
el rango de los indicadores para m y p que ponen de manifiesto que los valores
més bajos de I se obtienen para los pares Desviacién Absoluta Media - Varianza e
Indice de Schutz - Coeficiente de Variacién.

Como hemos senialado el grado de coincidencia entre criterios medido por el
indicador I; puede ser obtenido directamente de la frecuencia del valor cero para
el indice I,. En las tablas de percentiles se puede comprobar que sélo se supera el
25% de coincidencia en los éptimos de la Desviacién Absoluta Media y del Indice
de Schutz en la muestra de grafos de tamaio 10.

Los valores de I; son

n | DAM-IS DAM-VAR DAM-CV IS-VAR IS-CV VAR-CV
10 27.9 19.3 1.1 3.6 3.1 1.6
20 6.8 5.2 2.0 0.1 24 0.5
50 0.2 0.4 0.0 0.0 0.4 0.0
75 0.0 0.0 0.0 0.0 3.8 0.0
100 0.9 0.0 0.0 0.0 17.9 0.0

Para finalizar la comparacién, hemos estudiado el porcentaje de grafos para
los que sustituir el éptimo de un criterio dado por el obtenido por otro criterio,
representa un empeoramiento del valor de la solucién del 5% o del 10%.

Con un nivel de confianza del 95%, el error que cometemos por emplear la
proporcién calculada sobre los elementos de una muestra como estimador de la
proporcién poblacional, cuando la poblacién es infinita, viene dada por

e=/r(l—n) (i/%‘f)
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donde 7 es la proporcién de la poblacién y n, es el tamaifio de la muestra.

. .2 rd 1
Al no conocerse 7 la situacién peor se dard cuando valga 2" Por ello, con un
nivel de confianza del 95% los errores de estimacién serdn como maximo en nuestro

caso:

n Ng e 100 e
10 | 1925 | 0.022 2.2
20 | 1096 | 0.030 3.0
50 | 491 | 0.044 4.4
75 | 184 | 0.072 7.2
100 | 106 | 0.095 9.5

Con estos errores la estimacién del porcentaje de grafos para los que cada in-
dicador I,(i,j) toma valores menores que 5 aparece en el Anexo 6. Igualmente la
estimacién del porcentaje de grafos para los que cada indicador (¢, j) toma, valores

menores que 10 es la que aparece en el Anexo 7.

Cabe destacar los buenos valores que se obtienen para los pares Desviacién
Absoluta Media - Varianza e Indice de Schutz - Coeficiente de Variacién. Este

hecho se resume en el siguiente cuadro,

n | M-V |V-M| I-C | CI

10 | 79.5 | 65.4 | 78.9 | 84.2
20 | 91.5 | 74.6 | 92.5 | 96.3
50 | 95.3 | 83.3 | 97.8 | 99.0
75 | 100.0 | 90.2 | 99.5 | 100.0
100 | 99.1 | 90.6 | 98.1 | 98.1

% < 10

que pone ain m4s de manifiesto la relacién entre los dos pares de criterios absolutos
y relativos, cuya tolerancia (al sustituir el éptimo de uno de los criterios por el del
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otro) mejora cuando aumenta el tamafo del grafo, mientras que las funciones de
tolerancia I para los restantes pares de criterios empeoran.



Capitulo 3.

Localizacién miultiple en un grafo con el
criterio DAM

Como se ha sefialado en la introduccién de la presente memoria, uno de los criterios
para la clasificacién de los problemas de localizacién es el nimero de servicios que
se pretende instalar. En la literatura se constata que para abordar los problemas
con servicios multiples es conveniente realizar un estudio separado del caso de dos
servicios. Ademds, al igual que sucede para el problema de localizar un servicio, el
estudio previo restringido a redes drbol suele suministrar resultados tutiles para su

generalizacién a redes ciclicas.

Esta estrategia ha sido utilizada para el problema centro (Handler [23]), mediana
(Mirchandani y Oudjit [49], y Gavish y Sridhar [20]), y varianza (Lépez de los Mozos
y Mesa [37]). Por ello, para el criterio de la Desviacién Absoluta Media se comenzars
estudiando el problema de localizar dos servicios sobre un 4rbol.

3.1 Problema 2-DAM sobre un arbol.

Definicién 3.1.1 Para X = {z1,72} € T, un par de puntos sobre el drbol T,

definiremos la distancia de un vértice cualgquiera v del drbol a X como

95
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d(v, X) = min {d(v, z1),d(v, z2) }

Dado un 4rbol Ty un par X = {z1,z2} € T, la distancia d(v, X) induce una
particién del conjunto de vértices en dos conjuntos V' (1), V(2) segin sean los vértices
mds préximos al servicio ubicado en z;, o al servicio ubicado en z,.

Convenio: En caso de que d(v,z;) = d(v, z2) asumiremos que v € V(1). En

consecuencia,

V(1) ={veV:d(v,z) < d(v,z,)}; V(2)=V\V(Q)

Consideraremos definido un orden posterior sobre el conjunto de vértices con
raiz en el vértice v, que establecerd un orden para las aristas:

[Ul, Ut(1)], [U2, 'Ut(2)], <y [Un—h Ur]

Ademés sobre la arista e; = [u;, Uy;)] se medird = desde el vértice u;.

Definicién 3.1.2 La funcidn 2-Desviacion Absoluta Media (2-DAM) sobre un drbol
T, se define como la aplicacidn 2-DAM: T x T — R* tal que

2—DAM(X) = Z wifd(v,-,X) — Zm(X)]

veV
donde X = {z1,22} y 2m(X) = Y, wid(vi, X) es la funcidn mediana.

v, €V

Haciendo uso de la particién del conjunto de vértices V resultara:

2DAM(X) = > wild(vi,z1) = zam(X)|+ D wild(vi, 32) — 2m (X))
v;eV(1) %EV(2)

Supondremos que sobre cada arista sélo se localizard un servicio.



3.1. Problema 2-DAM sobre un 4rbol. 97

Sobre cada par de aristas la definicién de la funcién de la expresién (1.1) nos
permite denotar de igual forma a los puntos del drbol {z;,z2} € T y a los pares
(z1,72) € T2

Para el conjunto de dos aristas {ep,e,} € E si €2 = [0,1(ep)] X [0,1(eg)], ¥ si
X ={z1,z2} € T? sertd z; € €y, T2 € €.

Para resolver el problema general primero analizaremos el problema restringido

a un par de aristas fijas {ep, 5}

3.1.1 Problema restringido a dos aristas fijas

Sean las aristas e, = [up, Vip)], €q = [Uq, Ve(q)] de longitudes l,, [, respectivamente.
Se trata de encontrar un X* € £2 = 0,1, x [0,1,] tal que

2 DAM(X*) < 2-DAM(X) VX € &2

Para ello procederemos primero a determinar los posibles puntos en P(ep,€,), €l
{inico camino que conecta los vértices més cercanos de dichas aristas ep, g4, para los
cuales alguno de los vértices tenga la misma distancia, y en consecuencia determinen
un cambio de asignacién. Esta situacién es similar a la que presentaban los puntos
cuello de botella para el problema de un solo servicio.

Por tanto, consideramos los vértices v en el camino P(ep,e,) para los cuales
existe un z; € e, y un 7 € e, de modo que d(v,z;) = d(v,%3), ecuacién que
representa a una recta. Estas rectas al intersectarse con el rectdngulo [0, ;] x [0, ]
determinan las regiones primarias y, en consecuencia, la asignacién de los vértices
a los servicios permanece fija para todos los vértices en cada regién primaria.

Se diferenciaran los vértices asignados a cada servicio, segin accedan a él por
un extremo u otro de la arista, denotando a los conjuntos de vértices asignados al
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servicio ubicado en z; como:
AQ)={veV(1):d(v,z1) =d(v,u,) +z1}, ¥
B(1)={ve V(1) :d(v,z1) = d(v,up) — 1}
y a los conjuntos de vértices asignados al servicio ubicado en 2 como:
A2)={v e V(2) :d(v,z2) = d(v,ug) + 22}, ¥

B(2) ={v e V(2): d(v,z2) = d(v,uq) — T2}
Haciendo uso de la particién de vértices, la funcién mediana podra expresarse como

sigue

Z2m(X) = Z w;T — Z w;T1 + Z w;Ty — Z W;To+

vi€A(1) v;€B(1) v;€A(2) v;€B(2)

+ > wid(vi,up) + D wid(vi, ug) = G121 + gaTa + Zm(Up, Ug) (3.1)
€V (1) v eV(2)

donde g, = Z w; — Z Wi, go2= Z w; — Z Wi

v;€A(1) v;€B(1) v;€A(2) v;€B(2)

Los valores g;, g» permanecen constantes sobre cada regién primaria, ya que la
b 3
asignacién de vértices permanece fija.

Como consecuencia de la definicién podemos considerar

2DAM(z1,22) = Y, wild(vi, up)+T1—2m(X)|+ D wild(vi, up)—21—2m (X)|+
weA(l) vweB(1)

+ Y wild(vi,ug) + T2 — z(X) [+ D wild(vi, ug) — T2 — 2m(X)]

v;€A(2) v €B(2)

Si sustituimos la expresién de la mediana z,(X) obtenida en (3.1) obtenemos:

2-DAM(z1,22) = D wi|d(vi,up) + (1 — 91)Z1 — g2%2 — 2m (Up, Ug) |+
v;€A(1)
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+ Z wild(viaup) — (1+g1)71 — gom2 — zm(up,uq)|+

v;€B(1)

+ Z w;|d(vi, ug) — G171 + (1 — g2)Z2 — Zm(Up, ug) |+
v;€A(2)

+ Y wild(vi, ug) — g121 — (1 + 92)%2 — 2m(up, ug)|
v,€B(2)

Por lo que podemos expresar 2-DAM(z1,22) = D |Ai(z1, 22)],s
v; €V

donde cada A;(z,T2) = a;1T; + aiaZs + ¢; corresponde a la contribucion del vértice
genérico v; a la funcién 2-DAM(z1, z2).

En funcién de la asignacién de cada vértice v;, los coeficientes vendrdn dados
por las siguientes expresiones:
([ (1—g)w; >0, siie€ A1)
ain =14 —(1+g)w; <0, siie B(1)
| —q1w;, sii € A(2) U B(2)

[ —gow;, sii € A(1) U B(1)
aip=14 (1—go)w; >0, siie A2)
L —(1+go)w; <0, siie B(2)
| wild(vi,up) - Zm(Up, uq)), sii € A(1)UB(1)
T { w;(d(vi, Ug) — Zm(Up, uq)), sii € A(2)U B(2)
Los cambios de signo en la contribucién A;(z;,z;) determinan segmentos que es-
tablecen una particién en zonas de asignacién secundaria, en las que A;(z1,%2)

mantendrén el signo para todos los vértices, y en las cuales la funcién 2-DAM es
lineal. La funcién 2-DAM mantiene la continuidad al pasar a una zona contigua,

aunque no serd diferenciable.

A continuacién se estableceran las zonas secundarias y el signo que cada término
A;(z1,z2) tendrd para cada vértice.
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Para los vértices asignados al servicio ubicado en z; sobre el arista e, se van a
considerar los siguientes cuatro conjuntos.

Ay(1) = {v; € A(1) : ajezy +¢; 2 0, T2 € [0>l(J]}
Ai(1) = A1)\ A(1)

B2(1) = {Ui (S B(l) s Qo9 + Ci S 0, D) € [0, lq]}
Bi(1) = B(1) \ Bx(1)

An3slogamente se considerardn otros cuatro conjuntos para los vértices asignados
al servicio ubicado en z, sobre la arista e,.
Ay(2) ={vi € A(2) : apnz1+¢ >0, 1 €0,0]}

A1(2) = A(2) \ 42(2)
By(2) = {v; € B(2) : ajz1 + ¢; <0, z; € [0,0,]}
Bi(2) = B(2) \ B2(2)

Lema 3.1.3 Se verifica que:

v; € A3(1) U A3(2) = Ai(z1,22) 2 0; v; € Ba(1) U B2(2) = Ai(z1,22) <0

Es suficiente observar que si v; € A3(1) resulta que a; = (1 — g1)w; > 0y que
aiaTy + ¢; > 0. Luego se verifica que la suma A;(z1,Z2) es no negativa para toda la
regién primaria. Igualmente se razona en los demds casos.

En consecuencia, el signo de A;(z1,z2) puede cambiar solo para los vértices
v; € Ui_,(A1(k) U By(k)). Estos vértices definen rectas A;(z1,z2) = 0, cuyas
ecuaciones vendran dadas por una de las siguientes expresiones:

g2z2 = (1 — g1)z1 + d(vi, up) — 2m(up, Ug) siv; € A;(1)
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922 = —(1 + g1)@1 + d(vi, up) — 2m (Up, Ug) si v; € Bi(1)
(1 — g2)T2 = 171 — d(vi, Ug) + 2m (Up, Uq) si v; € A1(2)

(1 + go)zo = —g171 + d(v;, Ug) — Zm(Up, Uq) si v; € By(2)

Por tanto las rectas correspondientes a los vértices, que estdn en un mismo

conjunto serdn paralelas.

Las intersecciones de estas rectas entre si, en la regién primaria correspondien-
te, y con la frontera de esta regién establecen una teselacién en zonas a las que
llamaremos regiones secundarias. Es importante observar que, sobre cada regién
secundaria, el signo de A;(z;,z2) para i =1,2,...,n, no cambia.

Para obtener la expresién de la funcién 2-DAM(X) sobre cada regién secundaria
se descompondran los subconjuntos de vértices A;(k) y Bi(k), K = 1,2, en los
subconjuntos que aparecen a continuacion:

Para los vértices asignados al servicio localizado en z; sobre la arista ep:
A1) = {v; € A1(1) : goz2 > (1 — g1)@1 + d(vi, Up) — zm(up, ug)}
A1) = Ai(1) \ A1 (1)
Bi(1) = {vi € Bi(1) : gam2 > —(1 + g1)21 + d(vi, u1) — 2m (up, ug) }
Bi(1) = B,(1) \ Bi(1)
y para los vértices asignados al servicio localizado en z; sobre la arista e;:
A1(2) = {vi € A1(2) : (1 = g2)o2 < 171 — d(vi, Ug) + 2m(up, Ug)}
Al(2) = A2\ A1(2)
B}(2) = {v; € B1(2) : (1 + g2)z2 2> —g121 + d(vi, Ug) — Zm (Up, Ug) }
B}(2) = Bi(2) \ Bi(2)
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Lema 3.1.4 Se verifica que para k =1,2:
Ai(z1,72) <0 parav; € Al(k), Ai(z1,22) >0  para v; € A2(k),

Ai(z1,22) <0 parav; € BH(k), Ai(z1,22) >0  parav; € B?(k)

De acuerdo con lo anterior la funcién 2-DAM(z,, z;), se puede expresar sobre cada
regién secundaria (para un par de aristas fijas), como sigue.

2-DAM($1,£B2) = Z |Ai(.'131,.’L‘2)| = M.’El + NIEQ + C

v;,EV
donde
M= (1—g1)( Z w; — Z ?.Ui)+(1 +g1)( Z w; — Z wi)+
i€ Ax(1)UA2(1) icAl(1) i€B}i (1)UB2(1) i€B3(1)
+g1( > w; — > w;)
i€ A1 (2)UB] (2)UBa2(2) i€A2(2)UA(2)UB3(2)
N = go( > w; — > wi)+
i€ A} (1)UB(1)UB} (1) i€A3(1)UA2(1)UB2(1)
Hl—g)( > wi— Y w)+(A+e) Y wi— Y w)
i€ A2(2)UA(2) i€AL(2) i€B3(2)UB1 (2) i€B%(2)
C= > wild(vi, u1) — zm (U1, ug)]—
v;€A2(1)UAZ(1)UB2(1)
- > wid(vi, u1) — Zm (U1, ug) ]+
v €Al (1)UB2(1)uB}(1)
+ Z w;[d(v;, Ug) — Zm (U1, U2)]—

v;€A2(2)UAZ(2JUBE(2)

— Z wi[d(vi, Uz) - zm(uh U‘?)]

v;€A}(2)UB2(2)UBL (2)

Cada regi6n secundaria es un conjunto compacto de IR? y la funcién 2-Desviacién
Absoluta Media (2-DAM) cuando se restringe a una regién secundaria es una porcién
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de plano. Por tanto, sobre cada regién secundaria, el minimo se alcanzard en un
vértice o un segmento de la frontera. En consecuencia, serd suficiente evaluar la
funcién 2-DAM(X) en los vértices de cada regién para obtener el minimo.

Como consecuencia de los resultados anteriores proponemos el siguiente algo-
ritmo para obtener la localizacién de dos puntos sobre un 4rbol que minimiza la
Desviacién Absoluta Media.

3.1.2 Algoritmo

ALGORITMO 2-DAM/T

Entrada
Sea T(V, E) un 4rbol no dirigido con un orden posterior sobre el conjunto de
vértices V, |[V| = n, (w1,...,wn) los pesos normalizados asociados a dichos
vértices y E = {e;, -+, en_1} el conjunto de aristas de longitudes I(e;); =
1,...,n—1

Sea DAM =0

Para p = 1 hasta (n-2)
Para q = (p + 1) hasta (n-1)

Determinar las regiones primarias, estudiando los vertices
en el camino P(e,, eg).

Para ind =1 hasta nimero de regiones primarias
Determinar los conjuntos de vértices asignados a
cada servicio V'1,V2 y los subconjuntos A(1), B(1), A(2), B(2)
Calcular los valores g, g-

Determinar los vértices v; donde el signo de A; cambia.
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Calcular los segmentos S; que resultan de
intersectar A;(z;,z2) = 0 con la regién primaria.
Obtener la interseccién de segmentos
SiNS;, Vi, jconi#j
Evaluar 2-DAM(z,, z2) para los puntos de interseccién.
Si 2-DAM(z,,z) < DAM, entonces
DAM +— 2-DAM(z,, z5)
X*+— X
ARISTAS+— (p,q)
Final para ind

Final para q
Final para p

Salida
{X*,DAM} conjunto de valores éptimos. Se alcanza en las aristas e, €4, a

una distancia z; de up, zo de u, y cuyo valor de la funcién 2-DAM(z,, z,) es
DAM.

3.1.3 Ejemplo

Considérese el 4rbol T de la Figura 3.1, con vértices en orden posterior y enraizado
en vio. Los valores {0.172,0.229,0.123,0.063,0.051,0.055, 0.105, 0.092,0.061, 0.049}
corresponden a los pesos asignados a los vértices, y las longitudes de las aristas
dadas en el correspondiente orden son {3,2,1,3,4,2,2,4,1}.

Se quiere localizar X = {z,z,}, dos puntos sobre el arbol T', de modo que mi-
nimice la Desviacién Absoluta Media, 2-DAM(X). Si consideramos el seguimiento
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Figura 3.1: Ejemplo de 4rbol.

del algoritmo para las aristas e; = [v1,v3), es = [vs, vg] al ser las longitudes de las
aristas I(e;) = 3, l(es) = 4 resulta que £% = [0,3] x [0,4].

Las regiones primarias son:
R(1) = E2N{(z1,72) € R?*/zy < 1, — 1}
R(2) = 2N {(z1,72) ER¥/za 2 21 — 1 AT <3y +1}
R(3) =&2N{(z1,72) € R?*/z2 > 21 + 1 Az < 71 + 3}
R(4) = £2n{(z1, ) € R?/z, > 1, + 3},

como se muestra en la Figura 3.2.

Hay tres vértices vs, vig, Ug €n el camino P(e;,eg) que generan rectas primarias.
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Figura 3.2: Regiones primarias para las aristas 1 y 8.

Para la primera de las regiones primarias se obtiene:

A1) ={w}, B(Q) = {va,vs,vs,vs,s,v7,v9,v10}
A@2)={vs}, B(2)=0
g1 = —0.564, g2 = 0.092

Los vértices donde A; cambia de signo son: v,vs, y vg. Hay cuatro puntos de
interseccién y el dptimo se alcanza para el sefialado en la Figura 3.3.

Para la segunda regién primaria
A(l) = {U1}1 B(l) = {'U2, V3, U4, UIO}

A(z) = {US}’ B(2) = {1}5, Vs, U7, UQ}
g = —0.292, g = —0.18

Los vértices donde A; cambia de signo son: {vy, ve, v7, vg, ¥y, U10}-
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Figura 3.3: Regiones secundarias y punto éptimo.

Se obtienen los puntos de interseccién y de entre ellos el 6ptimo se logra para
(2.47538, 3.47538), siendo 0.850939 el valor de 2-DAM (ver Figura 3.4).

Se contintia del mismo modo para las otras dos regiones que quedan, resultando
que el 6ptimo sobre las aristas (e;, €g) , que también es el 6ptimo para el drbol, se
logra para el valor anterior; X* = (2.47538, 3.47538) y 2-DAM(X *) = 0.850939.

La funcién 2-DAM para el par de aristas e;,es se muestra en la Figura 3.5,
consiste en una unién de porciones de planos, es continua, pero ni céncava ni convexa
y con segmentos donde no es diferenciable.
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Figura 3.4: Regiones secundarias y punto 6ptimo.

3.1.4 Complejidad del Algoritmo

Se designard por V(P(z1,z2)) al conjunto de los vértices del camino P(z;,z2), y
mediante T, a la componente conexa obtenida al desconectar el drbol tras eliminar
las aristas del camino.

Lema 3.1.5 Sea (ep,eq) un par de aristas fijas y sea v € P(ep,e,) un vértice en
el camino para el cual ezisten T, € e,, T2 € e, de modo que d(v,z,) = d(v, z3).
Entonces todos los vértices de la componente coneza T, cambian la asignacién de
servicios de igual modo que v y ademds para los mismos valores T, € ey, T € €.

Demostracién:
En efecto, si u es un vértice del subéarbol Ty,

d(u, z,) = d(u,v) + d(v, z;)
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Figura 3.5: Funcién 2-DAM sobre las arista 1 y 8 con el punto éptimo.

d(u, z2) = d(u,v) + d(v, T2)

por tanto d(u,z,) = d(u,z2) equivale a d(v,z:) = d(v, z2). O

Esto implica que d(v, X), d(u, X) son superficies paralelas y que la proyeccién de
las rectas, donde las superficies no son diferenciables, sobre € sea el mismo segmento
que delimita las regiones primarias.

Lema 3.1.6 El nimero mdzimo de intersecciones entre los segmentos
{d(vi, X) = 2m(X) = 0; (z1,72) € E?} estd acotado por n?.

Demostracién:
Para cada par de aristas y en cada zona de asignacion primaria se divide el conjunto
de vértices en cuatro grupos: A(1), B(1), A(2), B(2). Para cada uno de los vértices
v; que mantienen su pertenencia a estos conjuntos resulta que las funciones d(v;, X),
para todo X = (z1,z2) € £2, son porciones de planos.

Notar que los vértices que cambian su asignacién son los que estén en el camino
que une e, con e, y los de los subérboles enraizados en éstos. Para estos vértices,
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d(v, X) es la unién de dos semiplanos (funcién céncava). Las superficies asocia-
das a vértices del mismo grupo son paralelas. Solo se intersectaran las superficies
asociadas a vértices de distinto grupo.

Globalmente s6lo hay cuatro direcciones de planos y/o semiplanos, segin los

grupos de vértices.

(1,0,-1), (d(v, X) = d(v,up) + z1)
(-1,0,-1), (d(v, X) = d(v, up) — z1)
0,1,-1), (d(v, X) = d(v,uq) + z2)
(0,-1,-1), (d(v, X) = d(v,uq) — z2)

La mediana z,(X) = )_ w;d(v;, X) sobre cada regién primaria es una porcién
v EV
de plano, y para el par de aristas, resulta una funcién céncava con segmentos pa-

ralelos no diferenciables. Por tanto, la interseccién de las superficies d(v, X) con
zm(X) son segmentos o bien una poligonal no cerrada cuya proyeccién sobre £2 da
lugar a los segmentos que determinan las regiones secundarias.

Para dos vértices de distinto grupo, en el peor caso, sus superficies se intersectan
dos veces con 2,(X) y la peor situacién se produce cuando los cuatro grupos de

vértices tienen similar niimero de elementos 1

Por ello, una cota del nimero de intersecciones sera:

n,n 2n n, 3,
21{324-?'*'2}—4"4 <n

O

En la implementacién del algoritmo, las intersecciones se obtienen con el empleo
de nueve sumas y seis multiplicaciones en el peor de los casos mediante el algoritmo
de Franklin, A. [17]. También puede emplearse el resultado de Mairson y Stolfi
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(1983) recogido en Preparata y Shamos [55], que establece: Dados dos conjuntos A
y B de segmentos sin intersecciones entre los elementos de cada uno de los conjuntos,
con |A| + |B| = n, sélo se precisa tiempo O(H + nlogn) para determinar las H
intersecciones de los segmentos de A con los segmentos de B; siendo ademds ésta la
cota inferior.

Complejidad del Algoritmo

Como el proceso se repite para cada par de aristas, su realizacién comporta

—1)(n—2
(n—1)(n-2) veces. Por el lema 3.1.10 , para cada par de aristas la complejidad

del proceso de determinacién de los puntos de interseccién estd acotada por n®. El
caleulo de la funcién 2-DAM sobre cada uno de ellos requiere la suma de n sumandos.
Por tanto, el niimero total de evaluaciones de la funcién 2-DAM es O(n%).

3.2 Problema p-DAM sobre un grafo general.

Tras estudiar el caso de localizar un servicio en grafo general y el de localizar dos
en el caso de redes 4rbol, se considerars la localizacién de servicios multiples sobre

una red general.

Es conocido que los problemas p-centro, p-mediana (Kariv y Hakimi (28], [29])
y p-varianza con p como entrada son NP-duros (Lépez de los Mozos [34]). Por ello
vamos a analizar el problema p-desviacién absoluta media.

En lo que sigue se demostrard que el problema de la p-desviacion absoluta media
es NP-equivalente al problema de decisién del conjunto dominante finito definido
por: “Dado un grafo G(V, E) y un entero positivo p (1 < p < n). (Existe un
subconjunto V; C V con | V; |< p tal que cada vértice de G estd en V" o es
adyacente a un vértice de VJ7”, conocido problema NP-completo (Garey y Johnson
[19]) incluso para grafos planos de grado médximo para los vértices igual a tres.
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Lema 3.2.1 Sea G(V, E) un grafo plano, no dirigido, con todas sus aristas de lon-

gitud 1, todos los vértices de igual peso y de grado menor o igual a tres. Entonces

: L . 2pn—
eziste un subconjunto V; C 'V de p vértices de modo que DAM(V,) = Lyt
non

Demostracién:

Como todos los vértices son de igual peso l, la situacién mas igualitaria se
producird cuando los p vértices en los que se ubiquen los p servicios, atiendan de
igual modo a los n—p vértices del grafo. Es decir, para Vo; € V\Vy, d(v;, V) =1
ya que todas las aristas son de longitud 1.

La mediana de éste conjunto V' sera:

n

. 1 . 1 n—0p
V) =Y dw V) =- 3 1=
n n

i=1 'U,'GV\V; n

La funcién p-desviacién absoluta media de V' serd:

DAM(V}) = %é|d(vi,‘/;,*)—zm(v;)| =% > Izm(Vp*)H% Y 1—za(V))] =

v €V v eV\Vy

n n——p) P
n n o n

1 -p, 1 n—p. p n—p
=E(P - )+;(n—P)(1— ( - )

Por tanto,

DAM(V;) = (n=p) i—p (3.2)

Lema 3.2.2 En el mismo grafo G(V, E) anterior de n vértices de igual peso y de

grado menor o igual a tres, para cualquier otro subconjunto V, C V de p vértices,

DAM(V,) > DAM(Vy) = % (n—p)

S
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Demostracién:
Consideremos que en V, estdn todos los vértices de V' excepto el vértice v, que se
sustituye por un vértice adyacente.

—_— _—
— oo ~e—
Uk Vg

Para los n — p vértices de demanda que no estdn en Vj, por las caracteristicas
del grafo (grado de los vértices menor o igual a tres) resultard, segin se ilustra en
el dibujo anterior, que

e sélo un vértice aumenta su distancia respecto de V' en 1 unidad, permane-

ciendo los n — p — 1 restantes a la misma distancia que antes, o

e dos vértices aumentan su distancia respecto de V;f en 1 unidad, permaneciendo
los n — p — 2 restantes invariables.

Para el primer caso

mV) =1 ¥ dw V)= S
weNY, n n n
. 1
2m(Vp) = zm(Vp )+ n
En consecuencia f
DAM(Y, nZId Vi» p) (Vp)|=
=1
n—p-—1 1
- Z |zm V)|+ n Il_zm( p)l+ﬁ|2_zm(vp)|=
v.EVp
- 1 —p—-1 — 1 1 — 1
_p(n—-p+ )+n p-1,_n p+ y+lp-_T p+ )=
n n n n

=g(n—p+1)+(n—p—1) (p—1)+1(n+p—1)=?g(n—p) 12p
n n n n n n n n nn
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P , sustituyendo podemos expresar

2
Como sabemos por (3.2) que DAM(V) = —ng L

w, 12p
DAM(V,) = DAM(V;) + ~—

y al ser 1 < p < n, resulta que

DAM(V,) > DAM(V;)

Para el segundo caso, la mediana serd

n—p—2

2m(Vp) = n n n

y la desviacién absoluta media,

DAM(V;) = =3 (v 5) = 2n(15)] =

g(n-—p+2)+n—p—2|1_n—p+2 2 n—p+2
n

- 2 -p—2)p—2 2 2(p-2
_p(n-p p2 (-p-2)p-2 2 2(p-2) _
n n nn n n n n n

—-p2 2 (n- 2 —-p 2 22
_n-p2% 2(=-p) 2p_ y_n-p¥ 2%

n n on n n'n n n o nn
Al sustituir (3.2) resulta que

DAM(V,) = DAM(V)) + — =
y al ser 1 < p < n, se verifica también para el segundo caso el que
DAM(V;) > DAM(V;)

Para cualquier otra configuracién de p vértices V,, se puede repetir de modo recur-
sivo el razonamiento, quedando demostrado el lema. O
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Teorema 3.2.3 Sea G(V, E) un grafo plano, no dirigido, con todas sus aristas de
longitud 1, los n vértices de igual peso y de grado menor o igual a tres. Entonces
el subconjunto V C V de p vértices, definido anteriormente en el que Yv; € V' \

Vy, d(v;,Vy) =1 es un conjunto de p vértices para el que se obtiene el minimo

M —
de la funcidn p-desviacion absoluta media, siendo DAM(V,) = —5” - 4

Demostracién:
Con los dos lemas previos, hemos encontrado un conjunto Vy C V' de p vértices, de
modo que cualquier otro subconjunto V, C V verifica

DAM(V,) > DAM(V;)

O

Los conjuntos de p vértices para los que se alcanza el minimo de la funcién DAM
se denominaran conjuntos de vértices p-desviacién absoluta media.

Teorema 3.2.4 El problema discreto de encontrar un conjunto de vértices p-
desviacidn absoluta media es NP-duro, incluso cuando la red es plana, todos sus
vértices tienen igual peso, las aristas la misma longitud y el grado mdzimo de cada

..
vértice es tres.

Demostracién:

Segiin el teorema, anterior, el conjunto V' es un conjunto p-desviacién absoluta
mediasi y sélosi Vu; € V\V), d(v;,V;) = 1, pero ésta condicién equivale a que vy
es un conjunto dominante de cardinal p y en consecuencia el problema de encontrar
un conjunto p-desviacién absoluta media, es equivalente al problema de decisién
del conjunto dominante finito que, segin Garey y Johnson, es NP-completo; lo que
implica que el correspondiente problema de busqueda es NP-duro. m]
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Teorema 3.2.5 El problema p-desviacidn absoluta media es NP-duro, incluso
cuando la red es un grafo plano en el que todos los vértices tienen igual peso, todas
las aristas la misma longitud, y el grado mdzimo de cada vértice es tres.

Demostracion:

Consideremos el grafo G(V, E) con |V| = n. Sin pérdida de generalidad su-
pondremos que todas las aristas son de longitud 1. Al ser indistinguibles todos los
vértices, la situacién més igualitaria se producird cuando todos los vértices en los
que se concentra la demanda tengan la misma distancia al servicio més préximo.

Sea X, un conjunto de p puntos cualesquiera de la red. Dado que el caso p=n
es trivial, se verificard que Vv; €V v, ¢ X, d(v;, X,)=d > 0.

Sea S C G el conjunto de puntos medios de las aristas

1
S = {.’I)ij S [’Ui,’Uj] e E: d(IL‘ij,’Ui) = d(:l)ij,’Uj) = 5}

Si suponemos que la demanda equidista de los servicios X, C SUV, sélo se

1

presentan dos situaciones para esta distancia comin: d=10d = 3

Si d = 1, entonces X, C V, reduciéndose el problema al estudiado anteriormen-
te: el conjunto de vértices p-desviacién absoluta media que hemos demostrado que
es NP-duro.

1
Sid= 5 entonces X,NS#0. Vv € Vi ={vi €V :v; ¢ X,} resulta que

1
d(thp) = _2-
Ya que el valor de la funcién mediana correspondiente a X, es:

1> 1 Va2
zm(XP) = Ezd(vi’xp) =- ; d(vi’XP) = |(2—,,2)|:
i=1 v;,€V(1/2)
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el valor de la funcién p-desviacién absoluta media de X, serd:

n

DAM(X,) = %z d(vi, X,) — 2m(X,)| =

=1

1 1
== Z |§ - zm(Xp)l + Z lzm(Xp)| =
v €V(1y2) vi€V\Vi1/2)
1 1 Vel 1 |V1 9]
~ Voo 15 - “’| SO (0~ Vo) =
IV<1/2>1 - Vgl _ [Vl n— V|
lV(l/ )| T n 2n |V(1/2 | n =T n

) = Vi)l n = Vo)

n n
El minimo se alcanza cuando |Vji2| =n o [Viiy2| = 0. El caso Vi)l =0
coincide con el ya estudiado, mientras que [V{1/2)| = n equivale a que Vi) =V y
X, C S. Podemos garantizar que si existe un conjunto X; C S, con | X;| = p, tal

DAM(X,

1
que Vv € V, d(v,X;) = , entonces X es un conjunto p-desviacién absoluta
media de la red y ademds MAD(X,) = 0.

A partir del grafo G(V, E), se construird G(V, E) como sigue:

V =8SuUV®, siendo VM = {v € V : §(v) = 1} el conjunto de vértices extremos
de G, E = EWUEyy), donde Eq 9 = {[zij, Tjk] : Tij> Tix € S A [vi, vj], [vj, 0] €
E adyacentes en G} el conjunto de nuevas aristas que enlazan los puntos medios
de aristas adyacentes del grafo inicial G, y E® = {[v;,zi;] : 6(v;) = 1,345 €
S A [vi,v;] € E}.

Se supone que los vértices de V estdn equiponderados y que todas las aristas
tienen de longitud la unidad.

La siguiente figura ilustra, mediante dos ejemplos, la construccién de G.
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b b
caso (a
@ ,
a 3 c - . a c
° TS —e . ° M
1 2 4 1 2 4
7 caso (b)
1 I:é- o1 <i{ 9 — 9
3 4 5 6 8 4 5 6
3 8

Podemos suponer f/;‘ c V\ VW = S sin perder generalidad, pues si V() =
(caso (b)), claramente 17;;’ CS. SiV® £ @ (caso (a)) y VI} tuviera un vértice
7 € V), podriamos actuar del siguiente modo: suprimirlo si el vértice adyacente
pertenece a 17;}, o bien sustituirlo por el vértice adyacente, que es de S sin que varie
el valor de la funcién DAM.

Con esta construccién existird un conjunto p-desviacién absoluta media X; C S
en la red inicial G tal que DAM(X;) = 0 si y sélo si existe un conjunto de p vértices
f/;* cv \ V) que es un conjunto dominante de la red G.

Por todo ello, la anterior equivalencia demuestra que el problema de decisién
planteado es NP-completo y por tanto el correspondiente problema de obtencién de
p puntos de la red que minimice la desviacién absoluta media es NP-duro. O

3.3 Problema 2-DAM sobre un grafo general.

Sea G(V, E) un grafo no dirigido, con un conjunto de vértices V finito, |V| =ny
con la demanda (wy, ..., w,) situada en los vertices de la red, que consideraremos
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n

normalizada,  ,w; =1y E conjunto de aristas (|E| = m) con longitudes positivas
i=1

asociadas {l(e)}ecE-

Definicién 3.3.1 Para un par de puntos sobre el grafo G, X = {z1,z2} € G, se
define la distancia desde un vértice cualquiera v del grafo al par X como

d(v, X) = min {d(v, z1), d(v, z2)}

La distancia d(v, X) induce una particién del conjunto de vértices en dos con-
juntos V/(1), V(2) de acuerdo con la mayor proximidad al servicio ubicado en z; o
al servicio ubicado en z,. Andlogamente al caso en que la estructura era un 4rbol,
cuando d(v, ;) = d(v, T3), se supondrd que v € V(1). Es decir:

Definicién 3.3.2 La funcién 2-Desviacidn Absoluta Media (2-DAM) sobre el grafo
9-DAM: G x G — R* se define por:

2 DAMX) = ¥ wild(vi, X) — 2m(X)|

v;EV

donde X = {z1,22} ¥ 2m(X) = D wid(v;, X) es la funcién mediana.
€V

Teniendo en cuenta la particién del conjunto de vértices V, podremos expresar

2DAM(X) = Y wild(vi,71) — zm(X)|+ D wild(vi, T2) — 2m (X))
v%EV(L) u€EV(2)

También aqui supondremos que sobre cada arista sélo se localizard un servicio, ya
que con ello no perdemos generalidad.

Una vez ordenado el conjunto de n vértices, consideraremos definidas las aristas
segin el orden de la matriz de adyacencias; es decir, el orden de los vértices sobre la
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arista e, = [v;, v;] serd siempre ¢ < j. Igualmente, un punto z sobre una arista [v;, ;]
lo referenciaremos por su distancia al extremo v;, siendo por tanto z := d(v;, z).

Para resolver el problema general primero analizaremos el restringido a un par
de aristas fijas {ep, 4}

Para el conjunto de dos aristas {e,, e,} € E, sea £2 = [0,1(ep)] X [0,1(eq)]; si
X ={z1,22} €G,serdz1 €e, § T2 € e,

3.3.1 Problema general restringido a dos aristas fijas

El objetivo ahora es determinar z; €e, y 22 € e, con X = {z1,22} € E2, de

modo que
PR(ey,e) = )Iglelglz Z w;|d(v, X) — 2 (X)]
v;,eV

Sean las aristas e, = [Up, vr], cOn p < T y €4 = [vg,s], cOn ¢ < s, de longitudes
l1, 1 respectivamente.

Dado que se necesitard conocer la asignacién de vértices a los servicios asi como
el extremo de la arista por la que acceden, empezaremos por obtener los vértices
que verifiquen alguna de las dos condiciones siguientes:

min{d(v, vp), d(v,v;)} > d(v,vq) + (d(v,v,) — d(v,vq) + 1)
min{d(v, ), d(v,vs)} 2 d(v,,) + 5(d(v, o) — d(v,v5) + 1)

Para estos vértices la asignacién al servicio es fija: en el primer caso, al servicio

T, en e, y en el segundo, al servicio z; en e,.
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Obsérvese que para cada vértice el punto més alejado de la arista que conserva
la misma asignacién es el punto cuello de botella asociado. Son puntos ) € ep, de
modo que para v € V(1), resulta d(v,z;) = d(v,v,) + 21 = d(v,v;) + &L — 21, lo
que da Iugar a z; = }(d(v,v,) — d(v,u,) +11) y parav € V(2), 2= 5(d(v,v,) -
d(v,v,) + l2). Para los vértices que faltan por asignar averiguaremos también si hay
puntos cuello de botella.

Ordenaremos en sentido creciente estos valores.

O<zl<---<ab=1, O<zi<---<af=]

Posteriormente, de modo ordenado para cada pareja [z%, zit'] X [}, 231"] estu-
diaremos la asignacién. Sabemos que el camino de cada vértice a cada una de las
porciones de aristas est4 determinado, estamos por tanto en la misma situacién que
en el caso de arboles, por lo que realizamos a partir de aquf un proceso andlogo. Es
decir, hemos dividido las aristas en subaristas, donde el camino desde cada vértice
a ellas es tnico; considerando a estas subaristas como aristas el proceso continua,
de forma similar al caso de grafos tipo 4rbol.

Estudiaremos si hay valores z; € [zi, 7] y 2, € [z}, 7] para los cuales existe
un vértice v de modo que d(v,z;) = d(v, T2), que al intersectarse con el rectangulo
[z}, 2] x [z}, z}""] determinardn cambios de asignacién a los servicios, asf como

distintas regiones primarias.

En cada regién primaria, la asignacién de los vértices a los servicios y el camino,
permanecen fijos para todos los vértices.

Vamos a mostrar con un ejemplo la situacién de las regiones primarias.

Consideramos el grafo de la Figura 3.6 que se obtiene al afiadir las aristas (2, 4),
(3,8) y (6,8) al drbol de la Figura 3.1.

Para el par de aristas (1,3) y (6,7) de longitudes 3 y 2 respectivamen-
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Figura 3.6: Ejemplo de grafo ciclico.

te s6lo se obtiene un punto cuello de botella z} = 1.17157, por tanto ten-
dremos dos rectdngulos, el primero de ellos queda dividido en cinco regiones
primarias por los segmentos [(1,0), (2.17157,1.17157)], [(0,1), (0.17157,1.17157)],
[(0.643709,1.17157), (1.81528,0)] generados por los vértices vg, v1o ¥ vs.

En la Figura 3.8 se pueden apreciar las distintas regiones primarias correspon-
dientes al primero de los dos rectdngulos considerado. Andlogamente, en el segundo
rectdngulo las regiones primarias son las de la Figura 3.9.

Se distinguirdn los vértices asignados a cada servicio, segin accedan a él, por
un extremo u otro de la arista. Asf los conjuntos de vértices asignados al servicio
ubicado en z; serdn denotados por:

A1) ={v e V(1) :d(v,z1) = d(v,vp) + z1},¥

B(l)={veV(Q):dv,z;) =d(v,v,) + 1 —z:1}
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Figura 3.7: Primeras regiones primarias para las aristas (1,3), (6,7)

mientras que los conjuntos de vértices asignados al servicio ubicado en z; seran:
A(2) = {v € V(2) : d(v,T2) = d(v,v,) + T2}, ¥

B(2) = {v € V(2) : d(v,72) = d(v,v,) + lo — T2}

Haciendo uso de la particién de vértices, la funcién mediana

zm(X) = Y wid(vi, X), se puede expresar

v;EeEV
m(X)= Y wimi— Y, wim+ Y, wiTe— > wizet
v;€A(1) v;€B(1) v;€A(2) v;€B(2)
+ Z w,-d(v,-,v,,)+ Z w,~(d(v,~,v,)+l1)+ Z w;d(v,-,'vq)-i— Z ’U),'(d(’U,',’U,)‘f‘lz)
v;€A(1) v;€B(1) v;€A(2) v;€EB(2)

Zm(T1,T2) = G171 + goZ2 + C (3.3)
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Figura 3.8: Regiones primarias independientemente.

donde g; = Z wi — Z Wi, G2= E w; — z wj

v"EA(l) v;€B(1) v;€A(2) v;€B(2)
C= Y wd,v)+ >, wildwi,v)+h)+ D widwi,vg)+ Y wi(d(vi,v,)+l2)
v;€A(1) v;€B(1) v;€EA(2) v;€B(2)

permanecen constantes sobre cada regién primaria, lo que implica que zp,,(X) es una
porcién de plano en cada regién primaria.

La funcién 2-DAM resultara:

2-DAM(z1,22) = Y, wild(vi, z1) — 2 (X)| + Y wild(vi, T2) — 2m (X))
vieV(1) %€EV(2)
Teniendo en cuenta el acceso a cada arista adoptard la expresién:

2-DAM(z1,22) = Y, wild(vi, vp)+z1—zm(X) |+ DY wild(vi, vp)+l—21—2m (X)|+
v;€A(1) v;€B(1)

+ Y wildwi,vg) + 32— 2 (X)|+ D wild(vi,vs) + I — T2 — 2 (X))
II,'GA(2) v,-EB(Z)
Sustituyendo z,,,(X) segin la expresién (3.3) se obtiene:

2-DAM(z1,22) = Y, wild(vi,vp) + (1 — g1)z1 — gox2 — C|+
viEA(L)

+ > wild(vi,v) + 1 — (14 g1)21 — goz2 — Cl|+
v;€B(1)
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Figura 3.9: Segundas regiones primarias para las aristas (1,3), (6,7).

+ Z w;|d(vi, vg) — G1Z1 + (1 — g2)T2 — Cl+
v;€A(2)

+ Z w;i|d(vi, vs) + 2 — G121 — (1 + g2)T2 — Cl= Y |Ai(z1,22)],

v;€B(2) v%EV
donde cada A;(z1,T2) = a1 + 6i2T2 + ¢ s la contribucién correspondiente del
vértice genérico v; a la funcién 2-DAM(z;, T2).

En funcién de la asignacién de cada vértice v;, los coeficientes vendrdn dados

por las siguientes expresiones:
(1-—g)w; >0, siieAl)
ain =14 —(1+g)w; <0, sii€ B(1)
—91Wi, sii € A(2) UB(2)




126 3. Localizacién multiple en un grafo con el criterio DAM

—goW;, sii € A(1) U B(1)
a2 =14 (1—ga)w; >0, sii€ A(2)
—(14g2)w; <0, siie B(2)
w;(d(v;, vp) — C), sii e A(l)
wi(d(vi,v,) + 1, — C), siie B(1)
wi(d(vi, vg) — C), sii€ A(2)
wi(d(vi,vs) + 12 — C), siie€ B(2)

(

Los cambios de signo en la contribucién A;(z;,z;) determinan segmentos que
establecen una particién en zonas de asignacién secundaria, en las que A;(z1,Z2)
mantendran el signo para todos los vértices, y en las cuales la funcién 2-DAM es
lineal. De una zona secundaria a otra contigua la funcién 2-DAM serd continua, ya
que el valor absoluto lo es, aunque también sabemos que no ser4 diferenciable.

A continuacién se establecerdn las zonas secundarias y el signo que cada término
Ai(z1,z2) tendrd para cada vértice.

Para los vértices asignados al servicio ubicado en z; sobre el segmento [z, zi*!
de la arista e, se empleard la siguiente notaci6n:

Ay(1) = {vi € A(1) : aipz2 + & 20, 1z € [, ™)}
Al(l) = A(l) \Az(l)

By(1) = {vi € B(1) : anza + <0, 13 € [}, 7]}
Bi(1) = B(1) \ B(1)

Anélogamente para los vértices asignados al servicio ubicado en z, sobre la arista
eq se denotard:

A(2)={vi€ A(2):anz1 +¢ 20, =z €[z}, z{"]}
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A1(2) = A(2) \ 42(2)
By(2) = {vi € B(2) rauz1 + ¢ <0,  x € [af, 2]}
B,(2) = B(2) \ B2(2)

Lema 3.3.3 Se verifica que:

siv; € Ag(1) U Ax(2) = Ai(z1,T2) > 0, y si v; € Ba(1) U By(2) = Ai(21,%2) <0

Es suficiente observar que si por ejemplo v; € Ay(1) resulta que a;; = (1—g1)w; >0
y que aipTz + ¢; > 0, luego A;(z1,z2) > 0 para toda la regién primaria.

En consecuencia, el signo de A;(z1,z2) puede cambiar sélo para los vértices
v; € U2_ (A;(k) U By(k)). Estos vértices definen una recta A;(z1,z2) = 0, cuyas
ecuaciones vendridn dadas por una de las siguientes expresiones:

9222 = (1 — g1)z1 + d(vi,vp) —C  siv; € Ai(1)

9212 = —(1 + g1)z1 + d(vi,ve) + 1 = C si v; € By(1)
(1 — g2)T2 = 171 — d(vi,vg) +C si v; € A1(2)
(1+ g)xz = —q171 + d(vi,v5) + 1o —C  siv; € By(2)

Por tanto las rectas correspondientes a los vértices, que estdn en un mismo
conjunto, serdn paralelas. Las intersecciones de estas rectas entre si, en la region
primaria correspondiente con la frontera de esta regién, establecen una teselacion
en zonas a las que llamaremos regiones secundarias. Es importante observar que
sobre cada regién secundaria el signo de A;(z1,z2) para i =1,2,---n, no cambia.

Para obtener la expresién de la funcién 2-DAM(X) sobre cada regién secundaria
se descompondran los subconjuntos de vértices A;(k) y Bi(k), k = 1,2, en los
subconjuntos que aparecen a continuacion:
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Para los vértices asignados al servicio localizado en z; sobre [z}, r*'] en la arista

ep:
Ai(l, R) = {’Ui € Al(l) P goZo > (]. - gl)IL'l + d(’Ui,’Up) - C,V(IEl,ZEz) € R}
AY(1) = Ai(1) \ A1 (1)
Bl (1;R) = {v; € Bi(1) : gaz2 > —(1 + g1)z1 + d(vi,vr) + li — C,V(z1,72) € R}
B{(1) = Bi(1)\ B (1)

y para los vértices asignados al servicio localizado en x, sobre [z3, 3] en la arista

€q
AN R) = {v; € Ai1(2) : (1 — g2)T2 < 171 — d(vi, vg) + C,V(z1,72) € R}
A(2) = 41(2) \ 41(2)
BH2;R) = {v; € B1(2) : (1 + g2)z2 > —q171 + d(v3,v5) + Iy — C,V(z1,22) € R}
B}(2) = Bi(2) \ B1(2)

Lema 3.3.4 Se verifica que para k =1,2:
Ai(z1,22) <0 parav; € Al(k; R), Ai(z1,72) >0  para v; € A%(k; R),

Ai(z1,72) <0 para v; € Bl(k; R), Ay(z1,72) >0  para v; € B(k; R).

Ahora estamos en condiciones de expresar la funcién 2-DAM(z1, z2), sobre cada
regioén secundaria, para un par de aristas fijas. Se tiene

2-DAM(:L‘1,:I:2) = Z |Ai(1}1,$2)| =Mz, + Nzo+ D
v;EV

donde

M=Q10-g)( >, wi— Y. w)+(1+g)( Y wi— Y w)+

i€ A2(1)UA3(1) icA}(1) i€B} (1)uBa(1) i€B%(1)
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+9:1( > w; — > w;)

i€ A} (2)UB] (2)UB;(2) i€A2(2)UA3(2)UBZ(2)
N = gof > w; — > w;)+
i€ A} (1)UB2(1)UB}(1) i€A3(1)UA2(1)UBZ(1)
+1l-g)( Y wi— Y w)+(l+e)( X wi-— 3 w)
i€A2(2)UA(2) i€AL(2) i€B2(2)UB{(2) i€B}(2)
D= Z w;[d(v;, vp) - C] - Z wi[d(vh Up) - C]+
‘U,’EAz(l)UA%(l) ’U,'EAi(l)
+ Z wi[d(via 'Ur) + lP - C] - Z wi[d(via Ur) + lP - C]+
v;€B(1) vi€Ba(1)UB] (1)
+ Y wild(w,)=Cl= Y wild(vi,v) — Cl+
v; EA2(2)UAZ(2) v;€AL(2)
+ > wild(vi,v,) + 1, - C] - > w;ld(v;, vs) + g — C]
'U,'EB%(2) 0;632(2)U311 (2)

Cada regi6n secundaria es un conjunto compacto de IR? y la funcién 2-Desviacién
Absoluta Media (2-DAM) definida sobre IR? es un plano. Por tanto, sobre cada
regién secundaria, el minimo se alcanzard en un vértice o un segmento de la frontera.
En consecuencia para obtenerlo, ser4 suficiente evaluar la funcién 2-DAM(X) en los
vértices de cada regién y guardar el minimo.

Como consecuencia de los resultados anteriores proponemos el siguiente algo-
ritmo para obtener la localizacién de dos puntos sobre un grafo que minimiza la

Desviacién Absoluta Media.
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3.3.2 Algoritmo

ALGORITMO 2-DAM/G

Entrada
Sea G(V, E) un grafo no dirigido con conjunto de vertices V, |V| = n, or-
denados segin la matriz de adyacencias, (wi,...,w,) los pesos normalizados
asociados a los vértices, £ = {e;, -+, en} el conjunto de aristas con sus lon-
gitudes asociadas y D la matriz de distancias entre vértices

Sea DAM =0

Para p = 1 hasta m-1
Para q = (p + 1) hasta m
Determinar los conjuntos de puntos cuello de botella y
ordenarlos z9,z2%,---, 2% 19,22,... zh
Para ind1 = 0 hasta k-1
Para ind2 = 0 hasta h-1
Determinar las regiones primarias, estudiando los vértices
en el camino P(e,, ;).
Para ind3 =1 hasta nimero de regiones primarias
Actualizar los conjuntos de vértices A;(1), Bi(1), Ai(2),
B;(2), parai=1,2
Calcular los valores ¢g1,g2 y C.
Determinar los vértices v; donde el signo de A; cambia.
Calcular los segmentos S; que resultan de
intersectar A;(z1,z2) = 0 con la regién primaria.

Obtener la interseccién de segmentos
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SinS;, Vi,jconiz#j

Evaluar 2-DAM(z,, z5) para los puntos de interseccién.

Si 2-DAM(z;,z2) < DAM, entonces
DAM +— 2-DAM(z, z2)
X*+— X
ARISTAS<«+— (p,q)

Final para ind3
Final para ind2
Final para ind1

Final para q
Final para p

Salida
{X*, DAM} conjunto de valores 6ptimos. Se alcanza en las aristas ep, €,
a una distancia 7, del vértice u,, y z, de ug con un valor para la funcién
2-DAM(z1, z2) igual a DAM.

3.3.3 Complejidad del Algoritmo

Para el comportamiento del algoritmo es importante notar que el modo de considerar
dos aristas de entre un conjunto de m, de todas las formas posibles sin tener en

m) _ m(m—1)

cuenta el orden, es (2 : con lo que la complejidad que aporta al

proceso es O(m?).

Para un par de aristas fijas, en el proceso de determinacién de los puntos cuello
de botella intervienen en el peor caso n — 2 vértices, que se agrupan en dos sub-
conjuntos que deberdn ser ordenados independientemente. Por tanto, el proceso
requiere O(nlogn) operaciones.
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La peor agrupacién posible es la que subdivide en dos grupos de igual tamano
ind1 hasta — — 1 e ind2 también hasta — — 1, por tanto se deberan estudiar O("Tz)
rectdngulos. La actualizacién de los conjuntos A;, B; para i = 1,2, asi como las
constantes g1, g2, C se realizan en tiempo constante.

La principal dificultad de implementacién del algoritmo se deriva de la deter-
minacién de las fronteras de las regiones primarias, que como hemos visto en el
ejemplo pueden ser de formas muy dispares, no siendo en general paralelogramos
como ocurre para el caso de redes arbol.

Para una regién primaria, los vértices para los que cambia el signo de A; son
los que estdn en los conjuntos A;(k) U By (k) para k = 1,2. Para estos deberemos
determinar el segmento interseccién con la regién primaria, asi como las intersec-
ciones entre todos ellos,para lo que se emplea el algoritmo rédpido de Franklin [17],
que reduce considerablemente el nimero de operaciones y ademds detecta la no
interseccién con una simple comparacién con 0, evitando en dicho caso el proceso.
Por el Lema 3.1.6 el nimero méximo de intersecciones est acotado por n?, y tal
como se sefiald, la cota minima para la determinacién de las H intersecciones es
O(H + nlogn).

Por 1ltimo es preciso evaluar la funcién en cada interseccién, lo que requiere la

suma de n términos.

Por todo ello, dado que las operaciones a realizar son del orden de m?(nlogn +
n? - n? - n), el algoritmo propuesto es de complejidad temporal O(m?n®).
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Localizacidon de servicios extensos

Como sefialamos en la introduccién, un aspecto que se tiene en cuenta cuando se
clasifican los problemas de localizacién es la estructura del servicio a ser localizado.

Cuando éstos son demasiado grandes (con respecto a sus actividades de interés
y a su entorno) para ser representados como puntos, los modelos de localizacién
puntual no pueden ser aplicados, ya que el conjunto a localizar no consta sélo de
puntos aislados sino que se ajusta a una determinada estructura, sugerida por la

forma del servicio.

Citemos como ejemplo situaciones en las que se pretende localizar oleoductos o
rutas de evacuacién, disefiar lineas de transporte de pasajeros o mercancias, realizar
perfiles geolégicos, establecer rutas de transporte de materiales peligrosos, etc. (ver
Mesa [48]).

Sea G(V, E) un grafo conexo no dirigido, sin bucles, con longitudes sobre las
aristas y pesos sobre el conjunto de vértices. La definicién de distancia puede
extenderse a cada par punto-estructura mediante

d(z,X) = min{d(z,z) :z € X} XCG, 2€G

Si consideramos a X como un camino, un arbol, o cualquier otro subconjunto
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conexo de G y tenemos en cuenta, como ya hemos hecho en los apartados previos,
distintas funciones objetivos, resultan los problemas de localizacién conocidos como
camino centro, camino mediana, camino varianza, etc. (Slater [60], Lépez de los
Mozos [34]).

El paso de la localizacién puntual a la localizacién de estructuras no es una mera
extensién, sino que supone la consideracién de problemas mds complejos, ya que
ciertas propiedades dejan de verificarse. Por ejemplo, tal es el caso de la propiedad
de convexidad de la funcién Coeficiente de Variacién puntual, que cuando se intenta
extenderla al caso de la funcién Coeficiente de Variacién de caminos, incluso sobre
redes 4rbol, se demostraré en este capitulo que dicha funcién tan solo verifica una
propiedad mds débil: la pseudoconvexidad.

La localizacién puntual sobre una red general con el criterio centro o mediana
se resuelve con un algoritmo de tipo polinomial; sin embargo, los correspondien-
tes problemas de localizacién del camino centro y del camino mediana sobre redes
generales son N P-duros (Hakimi [22]). Cuando la red sea tipo drbol, el algoritmo
disefiado en Morgan y Slater [53] para determinar un camino mediana es destacable
por tener una complejidad de tiempo lineal tras explotar las propiedades de la fun-
cién objetivo y de la propia estructura de drbol de la red. Asimismo, Hedetniemi et
al. [27], y Slater [61], partiendo del centro puntual y afiadiendo aristas, obtuvieron
independientemente un algoritmo de tiempo lineal para el camino centro. Lépez de
los Mozos, [34] haciendo uso del criterio varianza demuestra el siguiente

Teorema 4.0.5 El problema del camino de minima varianza sobre un grafo general
es NP—duro, incluso cuando la red tiene todas las aristas de igual longitud y los
vértices de igual peso.

La demostracién se basa en que el camino de minima varianza puede ser trans-
formado en el problema del camino hamiltoniano, que como es sabido (Garey y
Johnson [19]) es NP—completo, y su correspondiente problema de biisqueda es
N P—duro.



4.1. Camino de minima varianza con extremos libres 137

A continuacién, se restringird el dominio a redes drboles y se estudiaré la loca-
lizacién de caminos en los que los extremos puedan ser puntos cualesquiera de la
red, segiin la definicién (1.9), empleando los criterios varianza y su correspondiente
medida relativa, el coeficiente de variacién.

La tercera seccién de este capitulo la dedicamos al estudio de propiedades que
relacionan el punto de minima varianza sobre un 4rbol con la arista y el camino de
minima varianza del mismo drbol T.

4.1 Camino de minima varianza con extremos li-
bres

Sea T(V, E) un 4rbol no dirigido, con |V| = n, en el que se ha definido un orden
posterior y donde (wy, .. .,w,) es el vector demanda situado en los nodos de la red,

que consideraremos normalizada.

Sea P(z1,z2) C T el camino enlazando los puntos z1,z2 € T. La distancia de
un vértice del drbol v € T al camino P(z,z2) se define como d(v, P(x1,2)) =
min{d(v,z) : z € P(z,22)}.

Definicién 4.1.1 La funcién mediana para P(z,,12) se define como

2m(P(Z1,22)) = 2;/ wid(vi, P(1,72))

El orden en los vértices establece un orden para las aristas.

Para el conjunto de dos aristas e;, e, € £2 = [0,1;] x [0,;], se define a conti-
nuacién la varianza del camino que enlaza los puntos {z1,z2} € T con z; € ej;

Iy € €.
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Definicién 4.1.2 Para cade par de aristas sobre un drbol, la funcidn varianza

del camino que enlaza los puntos {z1,z.} en las aristas e;,ex, respectivamente,
es z,(P(z1,72)) : [0,;] x [0,1] — RT U {0}, definida como

zy(P(21,22)) = vai[d(vi’P(xhx?)) — 2m(P (21, 22))]”

Con esta notacién, el objetivo consistird en buscar un camino P* C T de modo
que 2,(P*) < 2,(P):YPCT

Sean las aristas e; = (u;,u), ex = (ug,v). En lo que sigue z;, y o se mediran
3 7 )

desde los vértices mds alejados entre si, es decir desde u; y ux o bien desde u; y v

segun la disposicién de las aristas.

Si el camino desde z; hacia z, enlaza por el vértice v su longitud es
|P(z1,22)| = [P(uj,ue)| — 21 — 22

mientras que si el camino desde z; hacia z, enlaza por el vértice u;, entonces su
longitud es
|P(21,2)| = |P(u),v)| — 21 — 22

Ambos casos se reducen a una misma situacién considerando z, medido desde el
vértice més alejado de la arista e;. Supongamos que u; y u son los vértices mds
alejados.

Mediante V, se denotard el conjunto de vértices del subdrbol enraizado en el

vértice s, que no contiene a las aristas e; y ex, y por W(V;) = Z w, Su peso.
vEV,

Vo=V \V.

Designaremos por V(P(zi,zs)) los vértices del camino P(z,z,), siendo
Ty,Ty,...,T, las componentes conexas (subdrboles) obtenidas al desconectar el
subdrbol de vértices en T'\ (T, U Ty,) por eliminacién de los vértices del cami-
no P(z,,z,) y de las aristas que los unen.
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La funcién mediana del camino tiene la siguiente expresién:

2m(P(z1,22)) = Y, wid(vi, P(z1,22)) =

v; €V
= Y wild(vi, us) + 2] + (Y wid(vi, P(21,22))) + Y wild(vi, ug) + 7]
UiEVuj h=1 v;€V} ‘U;‘GVuk

2m (P(1,T2)) = 2m(P) + W(Vy,)z1 + W (W, )22 (4.1)

J

donde denotamos por 2z, (P) a la mediana 2., (P(u;, ux)).

Desarrollando la expresién de la funcién varianza para el camino P(z1, Z2) resulta

2s(P(21,22)) = Z:Vwi[d('”ia P(z1,73)) — 2m(P (21, 22))]

zs(P(z1,22)) = ZV: .w,-((d(v,:, ;) — 2m(P))? + (21)*(W (V)2 + (22)*(W (V) >+
+2(d(v,:, Uj)—Zm(P))W(Vuj)xl—Q(d(’Ui, Uj)—Zm(P))W(%k)$2—2W(Vuj)W(Vuk)xlib"z-l-
F S wil(d(w, P) — am(P))? + (@)W (Vig )+

h=1 v;€V}

+(22)*(W (Vi) = 2(d(wi, P) = 2m(P))W (Vi )21 —
_2(d(vi7 P) - zm(P))W(Vuk)xQ + 2W(Vuj)W(Vuk)$1x2]]+



140 4. Localizacion de servicios extensos

+ > wil(dvi, ur) = 2m(P))? + (20)*(W (Vi) + (22)* (W (Vi) *+

veVuy

+2(d(vi, u) =2 (P))W (Vi) 22~ 2(d(v3, k) =2 (P))W (Vi )21 = 2W (Ve )W (Vi) 2102

Asociando los términos de igual grado

2(P(21,22)) = Y wi(d(vi, P) — 2 (P)))*+

+(m1) {(W (Vi)W (Vi) + (W (Vi )P (L= W (Vi) =W (Va )+ (W (Vay )W (Vi) 1+
+(@2) {(W (Vi)W (Vay )+ (W (Vi) (L= W (Vi) = W (Va, )) + (W (V)W (Vi) }+
+221 (W (V) 3 wild(vi,us) = 2m(P)) = W(Vay) 3 wi(d(vi, P) — 2(P)))+

vi€Va; vi€Vy;
+222(W (V) 3 wild(viux) — zm(P)) = W(V) 3. wi(d(vi, P) = zm(P)))+
vi€Vay vi€Va,

+20105 (W (Vo) )W (Vi )1 = W (V) = W(Va,) = W(Va )W (Vi )W (Vo)) -
_2x1$2(W(Vuk)W(%k)W(VU«j))

Haciendo operaciones resulta una funcién cuadrética de dos variables
24(P(m1,72)) = W (Vi )W (Vo) (1) + W (Ve )W (Vi ) (2)” — 2W (Vo )W (Vi )21 72+
+2(2m (uj, Vi) — W(Vuj)zm(P)):cl +2(2m (g, Vi, ) = W (Vi ) 2m(P)) 22 + 25 (P) (4.2)

donde z,(P) denota la varianza del camino discreto P(u;, ug)

Para obtener los valores zi,z,, donde la funcién anterior alcanza el minimo
calcularemos el gradiente, e impondremos que se anule, obteniendose asi el sistema
lineal de dos ecuaciones:

0zs(P(z1,2))
61131

0zs(P(x1,22))
6:1:2

=0

=0
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que genera:

{ W (Vi)W (V) (21) — 2W (Vi)W (Vi )32 + 2aim (5, Vy) = W (Vay) 2 (P)) = O
W(‘?uk)w(‘/uk)(zz)_2W(V ) ( uk)$1+2( (uk7 'U'k) W(Vuk)zm(P)) =

Al despejar z; en la primera ecuacién y sustituir en la segunda se obtiene:

1 W( uk)
I = Wp)(zm(P) - Zm(uk,%k) Z (U]a )W(Vu]))
1 . " W (Va,;)
T = W(P) (zm(P) - zm(u]’vuj) ( k: )W( uk))

donde W(P) =1—-W(V,,) - W(Vy,)
Adems4s se debe tener en cuenta que 0 < z; < ljy 0 < zg < Ui

La matriz Hessiana asociada para este punto, resultard definida positiva, lo que
garantiza un minimo. En efecto,

(9223 0%z, _ _
0?2,
6$16$2 - —QW( ) ( Uk)

W@ IW () W (Ve )W (Vi)
T\ WV )W (Va,)  2W (Ve )W (V)

H| = 4(W (Vo )W (V) )W (Vi )W (Vi) = W (Ve )W (Va,)?) =
=W(V) (uk)(4W( ) ( ) W(V;LJ)W(VM))
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Nétese el cardcter definido positivo, ya que se verifica que:
W (Vy,) = W(P)+ W (V)
W(V.,) = W(P) + W(V,,)

En consecuencia, si dicho punto (z1,z2) no estd en el compacto [0,;] x [0, li]
entonces el 6ptimo se alcanza en la frontera. Por lo cual, estudiaremos el comporta-
miento de la funcién en los cuatro segmentos de la frontera del dominio compacto.

W(V;,,k)ZmSP) - zm(uka Vuk)
W (Vi )W (V)
Encasodeque 22 <0 —= 2, =0, ysi zo>l 2z2=1;
W(V;tk)(zM(P) +_W(Vuj)lj) - zm(ulh Vuk)
W(Va) W (Vay)
Encasodequezo <0 —>2o=0, ysi xo>2l =zo0=1

1. Siz; 0=z, =0,y el valor para z, serd zo =

2. Sizy 2 1; =z, =1, siendo z, =

3. Si0< 2y <lj.
En caso de que o < 0 — 22 =0,
W (Vi) (P) = 2 (15, V)
W (VW (Vay)
Perosiz) <022, =0, ysiz; >l =z =

sobre dicho lateral z; =

En caso de que zo > Iy — z2 = I, y sobre dicho lateral z; =
Zm(P) + W (Vy, )k

W (Vy;)
Perosizi <022, =0, ysiz; 2l =z, =1

Ya tenemos caracterizado el punto donde se alcanza el éptimo del camino de
minima varianza con los extremos libres sobre dos aristas predefinidas.

La estrategia del algoritmo que presentamos es de tipo exhaustivo, recorriendo
todos los posibles caminos, calculando su minimo en cada caso y actualizando el
valor del éptimo si procede.
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Haciendo uso de los resultados obtenidos por Lépez de los Mozos [34] calcula-
remos los valores auxiliares necesarios al principio del algoritmo mediante un pro-
cedimiento recursivo, efectuando una pasada sobre los vértices del drbol T'. Estos
valores auxiliares son H(v;), el conjunto de hijos del vértice vi, W (V4,), zm(vi, Vi),
zg) (Uia Vvi)? Zm (Ul)

Para el caso en que el camino que enlaza la arista [u;, u] con [u, v] esté dispuesto
de modo que sea el vértice v el més alejado del u;, hay que adaptar los datos. Este
caso se presenta cuando las aristas [u;,u] y [ug,v] estdn en la misma rama del drbol;
es decir, si uy es antecesor de u;.

El modo de adaptar los datos para el caso que v sea el vértice extremo derecho
del camino es como sigue:
W(Vy) =1-W(Va,)

W (V,) = W(Va,)
W(P)=1-W(V,) - W(Vy,) =W(V,,) - W(V,)
Zm(v’ Vv) = zm(v) - zm(u’w Vuk) - luka(Vuk) (4'4)

Ademés debemos considerar el modo en que se van generando todos los posibles
caminos en el algoritmo, aprovechando el orden posterior de los vértices. Conforme
se va generando el camino, se calcula el valor de zm(P). Si ! es la longitud de la
arista que afiadimos, tanto si el vértice que se anade es antecesor del ltimo afiadido
como si es hijo de éste, la actualizacién de zy, (P) es 2y (P)  2m(P) — W(V,) -1

El procedimiento para generar todos los caminos siguiendo el esquema de
biisqueda en profundidad, consiste en ir desde v; a su antecesor, enlazando con
un hermano (en caso de tenerlos), o enlazando con el antecesor de un nivel inferior,
luego con los descendientes de éste (si los tiene) y sus descendientes, hasta llegar,
sucesivamente, a un vértice de grado uno. Al terminar todos los caminos desde v1,
eliminamos la arista (v;, %), y continuamos con los caminos que comienzan en v, del

mismo modo.
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4.1.1 Algoritmo

CamVar/T

Entrada
T(V,E) un 4rbol no dirigido con un orden posterior sobre el conjunto de
vertices V, |V| = n, (w,...,w,) los pesos asociados a los vértices de modo
que %, wi=1y E ={e, -+, en_1} €l conjunto de aristas de longitudes /;;
i=1,--,m—1.

Sea CamVar = o

Parai =1 hastan
Determinar H (i) , el conjunto de hijos de 4,
W (V (i), el peso del drbol enraizado en ¢
zm (i, V (3)), la mediana relativa del arbol enraizado en 4

zm (1), la mediana de %
Final para i

Para p = 1 hasta (n-2)

Recorrer en profundidad el drbol desde v,, generando
todos los caminos posibles desde v,

Para el camino P = P(v,, vg,) determinar los valores
2m(P), 23 (P), W (P), z(P)

Calcular (z1,z2) segin las férmulas (4.3)
Si (1, z2) es interior, entonces evaluar z,(P(z1, Z2))

si no, obtener (z1,z,) en la frontera y z,(P(z1, Z2))

Si  2,(P(z1,22)) < CamVar, entonces



4.1. Camino de minima varianza con extremos libres 145

CamVar «— z,(P(zy1,22))
X*+— X
P*«+—P

Final para p

Salida
{X*,P*,CamVar}  El camino de minima varianza estd en P*, a una dis-
tancia z; del inicio y z, del final, con un valor de la varianza igual a CamVar.

4.1.2 Ejemplo

Considérese el arbol de la figura 4.1, T cuyos vértices se enumeran en
orden posterior enraizados en vyy. El conjunto de pesos localizados en
los vértices {0.172,0.229,0.123,0.063, 0.051,0.055,0.105,0.092,0.061,0.049}, y
{3,2,1,3,4.12,2,1,4v/2, 2}, indica las longitudes de las aristas, ambos de acuer-
do con el orden establecido.

Se desean localizar dos puntos z;, z2 sobre dos aristas del &rbol T' de modo que
la varianza del camino que los une sea minima. Si aplicamos el algoritmo anterior,
después de calcular los valores auxiliares, y consideramos la iteracion correspon-
diente a las aristas e; = [v1,v3], es = [us, U], como las longitudes de las aristas son
I(e1) = 3, I(es) = 4/2 resulta que £2 = [0,3] x [0,4v/2).

El vértice més alejado del v, es el vg, por lo que vger = vs.

El camino P es el que contiene los vértices P{v1,vs, v10,V9,vs} Y Su peso
W(P) = 0.736

Los valores que se obtienen son 1z; = 1.53163, y =z, = 1.53163, siendo su
varianza z,(P(z1,z2)) = 1.22343.
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Figura 4.1: Ejemplo de arbol.

Sobre estas aristas se obtiene el 6ptimo para el drbol, resultando por tanto el
camino P(z1,22), que se muestra con trazo més grueso en la Figura 4.2

4.1.3 Complejidad del Algoritmo

La fase de preproceso requiere O(n) operaciones, ya que se realiza recorriendo los
vértices del drbol una sola vez.

(n—1)(n—2)

Son estudiados caminos, y todos los cédlculos se consiguen en
tiempo constante, haciendo uso de los datos del preprocesamiento. Por ello, la

complejidad global del algoritmo resulta O(n?).
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Figura 4.2: Camino de minima varianza para el drbol de la figura 4.1

4.2 Caso sobre una tinica arista

Vamos aqui a estudiar el caso particular en que ambos extremos del camino estén
sobre una sola arista; llamemos e; = (u;,u). Se considera por tanto que P(z1,z2) C
(uj,ux), y que 0 < 21 + 25 < 1, siendo [ 1a longitud de la arista e;.

Tendremos una particién del conjunto de vértices en dos conjuntos:
Vi ={veV/d(v,u;) <dv,u)} v Vo=V -V,

siendo W (V,,) + W(Vy,) = 1. La funcién mediana se puede expresar como

Zm(P(z1,T2)) = 22/ w;id(vi, P(z1,22)) =

= Z Wi[d(’l)i,’u]‘) + 1}1] + Z wi[d(vi,uk) + 332] —

viEVuj 'Uievuk
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= > wid(vi,u;) + T W(Vy,;) + > wid(ui, ug) + W(Vy,, )z,

v;EVy ’ v; €V,
que coincide con la expresién obtenida cuando los extremos del camino se encuentran
sobre dos aristas distintas:

2m(P (21, %2)) = 2m(P(uj, ur)) + W(Vy; )z + W (Vy,)z2

La varianza del camino P(z,z,) también se puede expresar como funcién po-

linémica en z, 5.

25(P(21,22)) = 3 wild(vi, P(21,22)) — 2m (P(21,72))]" =

= Z wi[d(vi, uj) + 1 — zZm(P) — W(Vuj)g;1 — W(Vuk)xz]z-i-
vi€Vu;
+ Y wild(vi, ur) + 22 — 2m(P) = W(Viy)z1 — W (Va,)za]” =
v;€EVug
= }:V wil(d(vi, P) = zm(P))* + (21)?(1 = W (V)" +

+(W (Vi )2 (2)* + 2[d(vi, 1) — 2m(P)IW (Vi )21~
—2[d(vi, u;) — 2m(P))W (Vi )22 — 2W (Vo )W (Vi) 2122] +
+ ZV w;[(d(vi, uk) — 2m(P))? + (1) (W (Va,;))? + (22)* (W (Vo)) *+

+2[d(v;, uk)—zm(P)]W(Vuk)x2—2[d(v,-, uk)—zm(P)]W(Vuj)x1—2W(Vuk)W(Vuj)a:1$2] =
= 3 wi(d(vi,u;) — zm(P))? + (@1)2(W(Va))*W (Vi) + (22)2(W (Ve ))*W (Ve )+

vi€Vay;
+2z1[W(Vuj) Z w;d(v;, u;) — W(Vuj)zm(P)]_

v,'EVuj

=25, (W (Va,) . wid(vi,us) — W (Vi )2m(P)] — 2212 W (Vo )W (Vo )W (Vi )+

J
vievuj

+ Y wild(vi, u) — zm(P)]+

vi€EVuy

+(@1)*W (V) (W (Va,))? + (@2)*W (V) (W (Vi) *+
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+2W(Vuk)[ Z wid(vi’uk) - zm(P)W(Vuk)]w2—

=2W (V) 3o wid(vi, ue) — 2m (PYW (Vi )21 —

v;€EVuy

_2W(Vuk)W(Vuk)W(%j)x1$2

Asociando los términos de igual grado resulta

2o(P(21,22)) = Y wi(d(vi, P) = zm(P)))*+

+ (@) { (W (Viy))*W (Vi) + (W (Vi)W (Va ) 1+
+ (@) {(W (V)P W (Vi) + (W (Vo)W (Ve ) 3+
+221 {(W (Va;) (2m (w5, Vayy ) =W (Vg ) 20 (P)) AW (Vaiy W (Vi ) 2 (P) — 2 (u, Vi )) -
+252{W (Vo) (W (Vo ) 2 (P) = 2 (w55 Vi, )+ W (Vi ) (2 (5 Vi ) =W (Vi ) 2 (P)) } =
=221 22{W (Vi)W (Vi )W (Va,) + W (Vi )W (Vi )W (Vo )} =
= 2,(P) + W (Vi, )W (Vi) (1) + W (Vi )W (Va, ) (m2)? — 2W (Vo )W (Vi )21 72+
+2{zm(uj, Va;) — W (Vi) 2m(P) }o1 + 2{2m (uk; Vi) — W (V)2 (P) } 22,

donde z,(P) = z,(P(uj, ut)) ¥ 2m(P) = zm(P(uj, ux))-

Finalmente, asociando términos, se obtiene
2(P(o1,72)) = 2(P) + W (V)W (V)21 — 22"+

2 (45, Vi )W (V) — 2 (s, Vi)W (Vi) 1 — 2]

El desarrollo anterior proporciona la siguiente conclusion:

Proposicién 4.2.1 El valor de la funcidn varianza coincide para cualquier camino
contenido en la arista e; centrado en el punto medio de la arista, es decir, tal que
sus extremos equidisten del punto medio.
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En particular, coinciden los valores de la funcidn varianza para el camino que
comprende toda la arista y para el camino degenerado constituido dnicamente por

el punto medio.

Para buscar los valores z,, o donde se alcanza el minimo para la funcién varianza
del camino, calcularemos el gradiente, e impondremos su anulacién. A partir del
sistema lineal de dos ecuaciones siguiente:

0zs(P(z1,z2)) _

8;1:1 0
0z, (P(z1,2)) _0
8.162

2W(VUJ)W(V;%)($1) - 2W(Vuj)W(Vuk)x2 + Q(Zm(uj’ Vuj) - W(V;LJ)ZM(P)) =0
2W(VZLJ)W(V;M¢)($2) - 2W(Vu]')W(Vuk)$1 + 2(zm(uk1 Vuk) - W(V%)zm(P)) =0

Este sistema equivale al:

{ W (Vi) )W (Vi) (@1 = T2) + Zm (uj, Vi) = W (Vi) 2m(P) = 0
W (Vi) )W (Vi) (@3 = 21) + (2 (0, Vay) = W (Ve )2m(P)) = 0

Dado que se verifica 2m(uj, Vu;) — W (Vi) zm(P) = W (Vi) 2m(P) — 2m (uk, Vay,), el
sistema es compatible indeterminado, y su tnica condicién asociada es:

_ Zm(P) _ Zm(ujavuj)
2T W) W)W (V)

T, — I 0<z1+z2<1

que admite la expresion

T — L = zm(ukquk) _ zm(up‘/u,)
T W) W (Vi)

0<z,<1,0< 29 <1, y0< 1z + 13 <, (dominio representado en la Figura 4.3).
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T2

Figura 4.3: Dominio donde (x,y) pueden variar

zm(uky Vuk) _ zm(“p VUJ)

W (Vuk) W(Vuj )

Sea

= a. Se presentan tres casos:

Caso 1: -l < a <. Entonces VP(z1,22), donde z; — 2 = o, la varianza tiene
un valor comin:  z,(P(z1,z2)) =
= 2,(P) + oW (Vy, )W (V) + 20{W (Va, ) 2 (5, Vi) = W (V) 2m (i, Vu)} =

_ [zm(uk;Vuk)W(Vuj) - zm(Uj,‘/uj)W(Vuk)P —
W (Vi )W (Vo)

= z,(P) — 012W(Vu.,-)W(%k)

= 2,(P)

Sobre todos estos puntos recaen los minimos, ya que la matriz Hessiana es defi-
nida positiva. Por tanto se verifica el siguiente lema.

Lema 4.2.2 Si —I < o <l entonces el segmento de minima varianza no es inico,
de hecho todos los puntos (z1,z;) tales que 2, —To=ca, 0<z+12<],
0 < 1,79 < 1l proporcionan caminos P(z1,z2) de minima varianza.

El punto A interseccién de z; + z2 = [ con z; — 22 = « , es el punto de minima
. . . o+l l—a
varianza sobre dicha arista, que corresponde con z; = —5 Ty =5
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Si denotamos por B la interseccién de z, — 2 = « con
uno de los ejes, cualquier otro punto del segmento AB,
. . . T — Ty =«
nos proporciona un segmento contenido en la arista en

estudio con minima varianza.

Tenemos por tanto infinitas soluciones en dicha arista.

B l

Caso 2: Si a > [, resulta que o no hay interseccién de la recta z; — 2 = « con el
dominio, o en el caso de igualdad se cortan en el vértice (I,0). Resulta que siempre
el minimo est4 en la frontera, concretamente en el vértice (I,0) siendo un caso
degenerado; es decir, el camino de minima varianza se reduce al punto de minima
varianza para la arista e; = (u;,u;) considerada, en el vértice uy.

Caso 3: Si a < —I[, también resulta un caso degene- Caso 3
rado; el minimo esta en la frontera, concretamente en ‘
el vértice (0,1). Esta situacién implica que el cami-
no de minima varianza se reduce al punto de minima ol

varianza sobre la arista e;; es decir, u;.
Caso 2

Tenemos asi probadas las siguientes propiedades.

Proposicién 4.2.3 El punto z* de minima varianza sobre una arista (uj,uy) es
interior a la arista si y sélo si

zm(uk) Vuk) zm(uja V'U/j) l

| o |=| W(Vuk) - W(Vu,J) <l

Proposicién 4.2.4 Sélo si el punto de minima varianza sobre una arista es interior
eriste un camino no degenerado P(z1,z2) C (u;,uy) de varianza minima.

Como consecuencia de la ignaldad z,(P(z1,%2)) = 2,(P) — &*W(V,,)W(V,,),

.. o+l l—«a ’
eligiendo z; = Y ®=

, resulta
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Proposicién 4.2.5 La varianza del punto de minima varianza sobre una arista es
estrictamente inferior a la varianza de dicha arista si o # 0.

4.2.1 Algoritmo

CamVarl/T

Entrada
T(V,E) un érbol no dirigido con un orden posterior sobre el conjunto de
vertices V, |V| = n, (wi, -+, wy) el conjunto de pesos asociados a los vértices

tal que %, wi =1y E = {e1,---,eq_1} €l conjunto de aristas de longitudes
li; i=1,---,n-—1.

Sea CamVarl = cc

Parai=1 hastan
Determinar H(7) , el conjunto de hijos de 1,
W (V (7)), el peso del drbol enraizado en 4
zm(3,V (1)), la mediana relativa del arbol enraizado en ¢

Zm (i), la mediana de &
Final para i

Para p = 1 hasta (n-1)
Calcular « segin las férmulas
Determinar zmin, punto de minima varianza puntual de la arista e,

Determinar zcam, punto de minima varianza para un camino contenido
en la arista e,

Evaluar z,(zcam)
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Si  z,(zcam) < CamVarl, entonces
CamVarl «+— z,(zcam)
X* «— zcam
P*«+——P
PtoX* +— zmun

Final para p

Salida
{X*, P*,CamVarl, PtoX*}. El camino de minima varianza estd en P*,
a una distancia z; del inicio y z, del final, con un valor de la varianza igual a
CamVarl. PtoX* es el punto de minima varianza del drbol.

4.2.2 Complejidad

Nétese que solo hay que estudiar n—1 caminos por lo que se simplifica la complejidad
respecto del caso en que los extremos del camino estdn en aristas distintas. La
complejidad total resulta O(n).

4.2.3 Ejemplo

Para el mismo 4rbol considerado en la Figura 4.1, la Figura 4.4 destaca con un
punto m4és grueso sobre la arista [8,9] dénde se obtiene el éptimo para el punto de
minima varianza, a una distancia 4.20303 del vértice 8 y a una distancia 1.45383
del vértice 9, con un valor para la varianza de 2.59896.

En la Figura 4.5 se marca con un trazo més grueso un camino de minima varianza
restringido a estar contenido en una sola arista. Esta es la arista [8,9], siendo el
camino de minima varianza el que estd a una distancia z; = 2.7492 del vértice 8 y
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Figura 4.4: Punto de minima varianza

termina en el propio vértice 9, ya que zo = 0. El valor de su varianza coincide con
el valor de la varianza del punto de minima varianza.

4.3 Relacién entre servicios extensos y puntuales
con el criterio varianza.

En esta seccién vamos a estudiar las relaciones existentes entre el servicio extenso y
el servicio puntual con el criterio varianza. Los resultados se han obtenido al intentar
demostrar que un punto de minima varianza est contenido en un camino de minima
varianza. Dicha propiedad, posiblemente interesante para rebajar la complejidad
del problema del camino de minima varianza, no ha podido ser demostrada en su
generalidad, pero si se han demostrado resultados que afectan a la estructura de
ambos problemas, el puntual y el de caminos, y a sus interrelaciones.
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Figura 4.5: Un camino con igual varianza que el punto de minima varianza

En la seccién anterior se demostré que sobre cualquier drbol, un punto de minima
varianza, si es interior a una arista, estd en un camino de minima varianza, con-
tenido en la arista, siendo el valor de las respectivas funciones varianza el mismo.
Consideraremos por tanto los caminos que en general abarquen més de una arista.

4.3.1 Grafos tipo estrella

En primer lugar vamos a considerar grafos tipo estrella. Sin perder generalidad, la
estrella la supondremos de n + 1 vértices, siendo v, el central, las aristas serdn por
tanto (vg,v1), (Vo, v2), "+ *, (o, vn). Los pesos iguales w; = —, para i=1,2,---,ny
para el central wy = 0. Asumiremos que las longitudes /; de las aristas son distintas
en general, verificando l;, > Iy > -+ > [,.

El primer resultado debido a Tamir [64] en comunicacién personal a la autora,
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razén por la que ha sido recogido en esta memoria, sefiala que el punto de minima
varianza estd contenido en el camino de minima varianza en un 4rbol tipo estrella.

Lema 4.3.1 Un punto de minima varianza estd sobre (vo,v1), la arista mds larga,

nly — B
distancia z* = ——— d donde B=) I;
a una distancia T 2t = 1) e vy, donde t_zl

Demostracion:

Consideremos fija una arista cualquiera e; = (vo,v;), sea £ € (vg,v;) y en
consecuencia 0 < z < [;.

Los valores de las funciones mediana y varianza para dicho punto genérico z

seran:
(n— 2):1:

(lj —z) = Zl+

2z
(l +IE)—7{

m(@) = ¥ i +2) +

i#j

M= =|H

S|

..
Il
-

Z d*(vi, ) = [2m (x)]z

ln 2_(lj+$) (lj_$)2_ln _ 2z
ngl i+2) n + n (n;(l’_'_x) n)

Si denotamos por L2(z) = Y (i +z)? y por L1(z) = Y (li +z) podemos
i=1 i=1
escribir

2(z) = %(L2(az) — 4lz) - %(Ll(x) — 2g)?2

Como resulta que las expresiones L1(z) y L2(z) no dependen de la arista (vo, v;)
considerada, para cada z se verifica que 4l;z > 4lpz > --- > 4l,z y por tanto el
menor valor se alcanzard para la arista de mayor longitud, j = 1.
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Desarrollando  L2(z) = > (i +z)* = > (17 + 2° + 2liz) =

i=1 i=1

n n
=Y Z+nz?+2z) ;= A+nz®+ 2Bz

i=1 i=1

n n
donde A=)Y12, B=>1; (4.5)
i=1

i=1

y sustituyendo en la expresién de la varianza resulta

1 2B — 4l B2 n-2 n—2
zs(x)z—A+$2+—1SL‘——2—(-———)2$2—2B 2 T
n n n n n
Derivando e igualando a cero se obtiene el punto estacionario
.'B* _ nl1 — B
T 2(n-1)
que resulta minimo, puesto que 2J(z*) > 0 O

Lema 4.3.2 Egziste un camino de minima varianza con extremos libres P*(z,y) que
estd contenido en P(v1,vs).

Demostracion:

Cuando el camino estd contenido en una arista, ya se ha probado en el caso de
un 4rbol general, que se puede reducir a un punto. Supongamos pues que el camino
se extienda sobre dos aristas, siendo éstas (v, v;), (vo, Ux). Si medimos z e y desde
el vértice central vy

1 li—z -y 12 z+y 1
Zm(P(xay))= E#Zklz‘i' Jn + n = ;;li_ n =_7,;(B_$—y)
i#], i=
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1
zs(P(z,y)) = n s Zd2 v;, P) — [2m(P(z, y))]2 =
1
=—ZF l—@+ m—w-"%B—wwV=
T izjk n n?
1&, 2y 2z 2y 1 9
== oL A2k (B_gp—y)P2=
;l’ + n + n n n2( )
1
(A 2z — 2y + 2 + y°) — E(B—x—y)2]
Comoly 21l > --- 2 I, el minimo se obtiene sobre las aristas de longitudes /; y
I3, resultando
P _ _]; A _ _ 2 2\ _ l _ _ 2
2s(P(z,y)) = n[( 20z — 2Ly + 2° +y°) n(B z—y)° (4.6)

O

Lema 4.3.3 Las distancias de los vértices vy,v2 al camino de minima varianza

P*(z,y) son iguales.

Demostracion:

Considerando la expresién (4.6) correspondiente a la funcién varianza de P(z,y)
sobre las aristas (vo,v1), (vo,v2), comprobamos que es una funcién de dos va-
riables, cuadrética y por ello continua y diferenciable sobre su dominio compacto
[0,4] x [0,1)].

Calculando las derivadas parciales e igualdndolas a cero para obtener los puntos
estacionarios resulta

0z,(P(z,y)) =2l 2z 2

= + — —_—

Oz n n  n?
0z(P(z,y)) -2l 2y 2 _

By " m T mBETY=0

(B-z—-y)=0
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Este sistema equivale a
B-z—-y
n
Sustituyendo B, segin la expresién de (4.5), obtenemos

=l1—:z:=l2—y

S 0+ 2( - 3) = n(l - )

i=3
n
Y li+20—y)=n(2—vy)
1=3
. . . T’l—3 li
resultando que el punto estacionario (z,y) se obtiene para ly —z =lh—y = $—2—
n —

Es decir, los vértices v; y vo estdan a igual distancia del camino de minima varianza.

Siendo { { n

Ylh-b), y= Y (la=1)

T =
n—2i3 n-2i3

El cardcter de minimo se garantiza por ser la funcién definida positiva, ya que

022,(P(z,y)) 2 2
—axz—)=;"n—z>° y [H|>0

Teorema 4.3.4 En un drbol tipo estrella el punto de minima varianza estd conte-

nido en el camino de minima varianza. (Tamir [64])

Demostracion:

nll—B

2n—2"’
la varianza, es menor que el extremo z del camino, ya que z* € (vy, 1)

donde se alcanza el minimo de

Deberemos probar que el punto z* =

Para, el camino, su extremo en la arista (vo,v1) es

1 n _nll—B—(ll—lz)
n—ZZ(h_lz)— n—2

=3

Tr =
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Demostrar que z* < z equivale a demostrar que

’I'Lll—B <’I’Ll1—B—(l1—l2)
2n —2 n—2

que a su vez equivale a

l1 - l2 < nl1 — B ’I’Lll — B o ll bl l2 n(nl1 - B)

n—2 n—2 2n — 2 n—2 2(n-1)(n-2)

Una nueva equivalencia es 2(n — 1)(l; — ly) < n(nl; — B)
(27’L — 2)(l1 - lz) < n[(l1 - 12) + (l1 - l3) + et (l1 — ln)]

(’I’L - 2)(l1 — lz) < n[(l1 — l3) S (ll — ln)]

y como partiamos del supuesto que l; > lp > -+ > [, resulta
(h=-bL)y<(l-BL)<--<(h—1)

quedando demostrado el teorema. ]

4.3.2 Arboles

Consideremos ahora T(V, E) un 4rbol general, no dirigido, con un conjunto de
vértices V finito, [V| = n y con la demanda (wy, ..., wy) situada en los vertices de
n

la red, que consideraremos normalizada, Y  w; = 1 con un orden posterior sobre los
.. i=1
vértices.

Para una arista fija (u,v) de longitud [ > 0, denotaremos por V,, al conjunto de
vértices del subarbol enraizado en u, incluyendo a u, y por V, a su complementario
V '\ Vi, considerando el vértice u como inicial, segiin el orden inducido por el orden
posterior. Se sabe que las regiones primarias coinciden con las aristas y en conse-
cuencia, segtin (1.4) para z € (u,v) la funcién mediana es zp, () = gT+2m(u), donde

g=W(V)-W(W,) = Y wi— > wj,ylavarianza z,(z) = (1—g°)z°+2bz+2,(u)
vieVy v;€Vy
donde 1 — g2 =AW (V)W (V,) =4c>0 y b=2(zn(u)W(Va) — 2m(u, V2)).
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Por tanto, la funcién z, es estrictamente convexa sobre cada arista, dado que su

expresion es cuadratica
2z,(z) = 4cx? + 2bz + 2,(u) (4.7)

Denotemos por P(z) el camino con vértice inicial fijo u, avanzando sobre la
arista (u,v) con extremo en z < I.

Definicién 4.3.5 La varianza del camino sobre la arista fija (u,v) y extremo inicial
fijo u es z,(P(z)) : [0,1,] — RT U {0}, definida como z,(P(z)) = z,(P(u,x))

Nétese que si se calcula se calcula la expresién correspondiente a 2y, (P(z)) es
posible posteriormente sustituirla en la expresién de la varianza.

zm(P(z)) = ) wid(vi,v) + Y, wi(d(vi,u) —z) =

= va,-d(v,-,u) — W)z = 2 (u) — W(V,)z (4.8)
z,(P(z)) = ZV w;(d(vi, w)— 2 (w)+W (V) )+ z‘; w;(d(v;, u)—T— 2z (u)+ W (V,)z)? =
= > wil(d(vi,u) — zm(w))® + W (V,)22? + 2W (Vo) z(d(vi, u) — 2m(u))]+

vi€Va

+ 3 wil(d(vi, v) — 2m(u)? + (1= W(W))’z* — 201 = W (Va))z(d(vi, u) — 2m(w))] =

v, eV,
= z,(u) + [W(V,))W(V,) + W (V,)*W (V,)]z®+

+22[W (V) 3 wild(vi,u) = 2m(w)) — (1 = W(V5)) D wi(d(vi,v) — zm(u)) =

vi€Va v;€Vy
= 2(u) + W(V)W(V,)2? + 2(W (V) 2 (1) — 2m (u, V)

Obteniéndose el siguiente resultado
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Proposicién 4.3.6 Para la arista (u,v), la funcidn camino varianza desde u sobre

la arista resulta tener la siguiente expresion:
z,(P(z)) = cz® + bz + z,(u) (4.9)
donde b= 2(zm (W)W (V,) — 20 (4, V,)) y 0 S e = W(V)W(V,) < §

El siguiente lema establece para una arista fija (u,v), la relacién existente entre
la funcién varianza puntual y la funcién varianza del camino sobre dicha arista con

origen £.0 u.

Lema 4.3.7 La varianza del camino P(u,z) dentro de la arista (u,v), donde
0 < = < [ verifica que coincide con la varianza puntual para T cuando T = 2%

Demostracién:

Para z = 27 resulta que z,(P(z)) = cz? + bz + 2,(u) = ¢(2%)® + b2Z + 2,(u) =

4cT? + 2bT + 25(u) = 2(T)

Lema 4.3.8 La solucidn dptima del problema varianza restringida a la arista (u,v)

se obtendrd en:

. -b
siendo xg = —
4c

Sea z} la solucién del problema que minimiza la varianza del camino desde u

sobre la arista (u,v). Derivando 2, (P(z)) = b+ 2cz, igualando a cero y despejando

z resulta z = _2-—6 y por tanto se demuestra el siguiente resultado
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Lema 4.3.9 La solucién dptima del problema que minimiza la varianza del camino
P(u,z}) se obtendrd para:

( —b
0 ;. — <
, 8t 2c“0
* -b . —b
T =4 —, 0< — <1
P 2c 5 Z?c“
!  —>1
L5 st 20>

Proposicién 4.3.10 Los valores donde se alcanzan los dptimos para el problema

varianza puntual y para el de la subarista resultan tener la relacidn 2T* = zp,

cuando T* < 2" Ademds,

1. Siz*=0=>zp=0

l
2. Si0<i*§§=>0<z}‘,§l

3.Sit<z<Ii=>ap=I

Ademés, los valores 6ptimos coinciden si z* < % puesto que

2(T*) = a+ 2b7* +4c(z*)?  y  z(P(zh)) =a+bzp +c(zp)’ =
= a + b(2%*) + ¢(27%)? = a + 26(F*) + 4c(Z*)? = 2,(Z*)

La varianza del punto de minima varianza, sobre cada arista es menor o igual que
la varianza de dicha arista.

Proposicién 4.3.11 Para cada arista fija (u,v) se verifica que 2,(Z*) <

(2cl +b)? .

z,(P(u,v)), cumpliéndose la siguiente relacion z,(T*) = z,(P(u,v)) — o
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Demostracién:
Partiendo de: z,(Z*) = a + 2b%* + 4c(z*)?  z,(P(u,v)) = a + bl + c(l)?

se obtiene al restar ambas expresiones,

2 (P(u,v)) — 2,(Z%) = b(l — 23*) + c(I* — 4(z*)?) = (I — 2z*) (b + c(I + 2Z%))

. b e b b,
Como Z* = o’ zs(P(u,v)) — 2,(2*) = (I + 2c)(b+ cl 2) =
_(l+_b_)(é+ l)-—(l+£)(£+l) —M
- 2¢" "2 )= 2¢" " 2c ©= 4c
Quedando demostrada la proposicién. O

Como consecuencia inmediata del resultado anterior resulta

Proposicién 4.3.12 La varianza del punto de minima varianza de un drbol es
menor que la varianza de la arista de minima varianza.

Sin embargo, un punto de minima varianza puede estar, y puede no estar, en la
arista de minima varianza como pone de manifiesto el siguiente ejemplo.

Consideremos un grafo tipo estrella como los del apartado 4.3.1 en el que la
5
arista e; tenga una longitud l; = -, la arista e, de longitud I, = 1 y todas las
demés arista de longitud [; =1,7=2,3,...,(n —1).

El célculo de las medianas y varianzas para los tres tipos de aristas posibles da

lugar a:

nll 1 n-2 1 dn—2)+1 7
1. P = —4 — = —==————=1-—
ara e, zm(el) z}:; n+4n n + an 4an 4n
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n-2 11 7 .
z(er) = — Zd (vire1) = [om(€2)) = ——=+ m-— (- )=
2 1 49 7 1
=1-24 -1 id
+ 16n 16n2 *on 2n 16n( > )
n—1
1 4n—2)+5 3
2. Paraen, en)—gﬁ —_— (—471,}‘—“‘=1'“Zﬁ
12 n—2 9.1 3
aen) = 5 2o () = (e = 2+ (G (- 2=
2 25 9 6 1 9
—1-24 2 _1_ = (17=Z
+ 16n 1 16n2 + 4n 16n( n)
3. Y por 1iltimo para cualquiera de las demds aristas e;, con j = 2,3,...,(n—1)
le)= D4 L n=3_6+an-12_, 6
T A 4 n 4n T 4n
13, , 1,25 1 3.,
== es) — 2= (22 4 — -3 22—
o189 3 113 9
- n'16 16 m? 'n 4n'2 n
Comparando z,(e;) con z5(e,) y con z(e;), 5 =2,3,...,(n — 1) se obtiene:
1 4G 1 40 1 5
- - (25— ) —(1T— )= — 1-2
zo(er) = 2slen) = 7525 = 2 = 75, (17 ) 16n( )=ty

como consecuencia z;(€e;) > zs(e,) siempre que el nimero de aristas sea n > 5.

1 13 9 1191

zs(ej) - zs(en) = ?4_72(7 — ;) - @ 7 — ﬁ) = ﬁ(g — g)

por tanto para j = 2,3,...,(n — 1), z(e;) > z(en) siempre que el nimero de
aristas sea n > 3.

Es decir, si el ntiimero de aristas del grafo estrella es n > 5, la arista de minima
varianza es e, la de menor longitud, estando un punto de minima varianza en la
arista de mayor longitud (Lema 4.3.1). Dado que en principio es posible que otro
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punto de minima varianza se encuentre en la arista més corta, comprobaremos que
para el caso particular de n = 10, la arista e, no contiene punto de minima varianza.

Sea £ € en, 2m(z) =1— 2=+ 22z, paran =10, 2zm(z) = 5 + 15T

zs(x) = % ;(F(’U,’,x) — [zm(:z;)]2 =

1.5 s 1 9 9 19 8 ,
= I\ - - 1 —(— —_ =
10(4+:E) -%-(4 7)* + 8(1 + z)?] (20+10m)
— _g_xz + _7_ + i
25" T T 0
-7
pardbola que tiene el minimo en z = —, con lo cual en dicha arista el punto de

minima varianza se sitia en el vértice extremo inicial (vértice central del grafo).
Comprobandose que, en este caso, en la arista de minima varianza no se encuentra

ningin punto de minima varianza.
Si en cambio el nimero de aristas del grafo estrella es n = 4, se verifica que

zs(e1) < zs(en) < 24(e;) para j # 1,n es decir, la arista de minima varianza es e,
la de mayor longitud, y en ella se encuentra un punto de minima varianza.

4.3.3 Varianza puntual y varianza sobre la arista.

Para una arista fija (u,v) conocemos que
zy(z) = a + 2bz + 4cz”
siendo a = z,(u), b= 2(2m(W)W (Va) — zm(u, Va)),

yO<e=W(WV)W(V,) < §
—b . :
Sea 7o = P el valor resultante de igualar a cero la derivada de z,(z).

Hay cuatro situaciones posibles:
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1. Si 2y < 0, el 6ptimo se alcanza en u ya que se verifica:

2(Z*) = 25 (u) < 25(P(u,v)) < z,(v)

Esta situacién se presenta cuando b > 0 que equivale a

2 (W)W (V) =2m(u, V) >0 & [2m(u, Vi) +2m(u, VOIW (V) =2m(u, Vi) > 0

2 (U, VOW (V) =2 (u, V)[I-W (V)] >0 & 20 (u, Vi)W (Vo) > 2 (u, V)W (VL)

Zm (4, V) 2m(u, V)
W) = W)

y como zpm (4, V) = zm(v, Vo) + W (Vi) equivale a

om0, V) Zm(v, V)

W) | W)

2. Sizo>1 entonces zs(Z*) = 25(v) < 25(P(u,v)) < 25(u)
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zm(u, Vu) - Zm(u)W(Vu) > [ que equivale a

En este caso,

2W (V)W (Vo)
z—';v(%/—v)) — () > 2W (VI z"v*é’(‘vv)) > zm (W) + 2W (Vi)l
2, Vu)(W—(lx‘/T) C1) > zm(u, Vi) + 2W (V)L
- V,,)x (Q > zm(u, Vi) + 2W (V)

: l s L
3. Si0<zp < o entonces el 6ptimo se alcanza en el interior

2(T*) < 25(u) < 2,(P(u,v)) < 24(v)

A(P)

2m(u, V) — zm(u2W(Vu)
2W (V)W (Va)

{ Zm (U, V) > 2 (W)W (Vi)
zm(u, Vo) — zm(W)W (V) < W (Vo)W (Vo)1

<

Para esta situacién 0 <

DN | o~

0 < 2 (8, V) = (2m (1, Vi) + 2m(u, VW))W (V) < W (V)W (Va)l
0 < zm(u, V) (1 = W (Vi) = 2m(t, V)W (Va) < W (Vi)W (V)1
0 < 2 (1, V)W (Vo)) = 2m(u, Vo)W (Vi) < W (Vi)W (Vo)1

zm(u; Vu) _ zm(“) Vu)

AN

0<
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como zp (u, V) = 2, (v, V) + W(V, )

Zm (v, V) Zm(u, V)
0<—W(V,,) +l—-———W(Vu) <l

zm(u,Vu) _ zm('”;}—/u)
W) W)

> >0

Ll . . .
4. Si — < 7y < I, entonces consideraremos el punto de interseccién de las
funciones que describen la varianza puntual y la varianza del camino de origen
fijo el vértice u.

Sea z; la abcisa del punto de interseccién de las curvas.
Iy = j — 2[2m(u, Va) — zm(f‘)W(VU)]
'™ 3¢ W (V)W (V,)

o Sizr<l= 2(z*) < 2(P(u,v)) < 24(v) < z,(ut)

o Siz;>1=  2,(z*) < 2(v) < 2(P(u,v)) < z4(u)

Para este caso,
W (V)W (V)l < 2 (1, Va) = (2m (1, Vi) + 2m(u, V) )W (Va) < W (V)W (V)2

W (V)W (V)l < 2m(u, V) (1 = W(V2)) = 2m(u, VW (Va) < W (Vo)W (V)2

W (V)W (V) < 2m(u, V)W (Va)) = 2m (w0, Vi)W (V) < W (Vi)W (V)2

N (AN TCA

<21
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como 2y, (u, V) = zm(v, Vi) + W(V,,)I

zm(v,%)+l_zm(u,%) <9

l < W(Vv) W(Vu)

20, Vi) 2m(u, Vi)
<y " we <!

Podemos por tanto concluir el siguiente lema

Lema 4.3.13 Sea (u,v) una arista y sea el punto =* donde se obtiene la minima

varianza para la arista. 810 < z* < I, entonces

2m(v, Vi) _ 2m (1, Vo)
W,  W(V)

[>|

4.4 Camino de minimo coeficiente de variacion
con extremos libres

Marsh y Schilling [44] sefialan que una de las propiedades que es conveniente que
cumplan las medidas de equidad es la invarianza de escala y el principio de trans-
ferencia. El Coeficiente de Variacién verifica ambas, de ahi que estudiemos para el
caso de los drboles el camino de minimo coeficiente de variacién.

Sea T(V,E) un 4rbol no dirigido, con [V| = n y sea (wy,...,w,) el vector
demanda situado en los nodos de la red, que consideraremos normalizada. Aprove-
charemos la estructura de arbol, habiendo definido previamente un orden posterior
sobre los vértices.

Sea P(z1,72) C T el camino enlazando los puntos 1,22 € T
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Definicién 4.4.1 El coeficiente de variacidn para P(z1,z2) se define como

Zs(P(Ilil, $2))
zm (P (71, T2))

CV(P(z1,22)) =

Consideraremos el problema para un par de aristas fijas. Sean e;,ex € E cuyas
longitudes son [, [ respectivamente.

Para £ = [0,1;] X [0, 1], se define a continuacién el coeficiente de variacién del
camino que enlaza los puntos {z1,z2} € T con z; € e;; T2 € €.

Definicién 4.4.2 Para cada par de aristas sobre un drbol, el coeficiente de varia-

cidn del camino que enlaza los puntos {z1,z2} en las aristas e;, er respectivamente
es CV(z1,22) : [0,1;] X [0,1x] — R* de modo que CV (z1,22) = CV(P(z1,22))

El objetivo es buscar un camino P* C T de modo que

CV(P*)<CV(P):YPCT

Sean las aristas e; = (uj, u), ex = (ug,v). Siempre z1, y o se miden desde los
vértices més alejados entre si, es decir desde u; y ug, o bien desde u; y v segin
la disposicién de las aristas, de igual modo que se hizo el estudio del camino de

minima varianza.

En ambos casos, z2 es medido desde el vértice mds alejado de la arista e;,
reduciéndose el estudio a una séla situacién. Supongamos que u; y ux son los vértices
m3és alejados. Sean T, y T, los drboles enraizados u; y ux que no contienen a las
aristas e; y ey, respectivamente.

Designaremos por V(P(z1,z2)) los vértices del camino P(zq,z2), siendo
Ti,Ty,- -+, T, las componentes conexas (subdrboles) obtenidas al desconectar el
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subdrbol T\ (T, UT,,) tras eliminar los vértices del camino P(z1,,) y las aristas
que los unen.

Dado que la expresién de la funcién mediana (4.1) es
zm(P(x17x2)) = Zm(P) + W(Vui)xl + W(Vu]')x%

donde por 2y, (P) = 2m(P(ui, uj)),

la correspondiente para el coeficiente de variacién de caminos resulta:

zs(P(z1,22))

zm(P(ui,uj)) + W(V;;,-)Jvl + W(Vuj)il?z (410)

CV(P(z1,%2)) =

donde
25(P(1,32)) = W(Vi, )W (Va,) (21)" + W (Vo )W (Viy ) (22)* — 2W (Vi )W (V)71 20+

+2(2m (Ui, V) = W (V) 2m(P)) 21 + 2(2m(ujs Vi) = W (Vi) 2m(P)) 22 + 25 (P)
Yy 2(P) = 2zs(P(ui, uj))

La funcién CV (P(z1,72)) es continua en &, = [0,1;] x [0,] y diferenciable en
el abierto ka Estamos interesados en obtener los valores z;, 2, donde la funcién
anterior alcanza el minimo, para ello calcularemos el gradiente, e impondremos que
se anule.

8CV(P(a:1, IBQ)) _
61'1 -

OCV (P(z1,z2))
0z,

0

=0
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(Vas(Plan, ) (1 2 ""‘"“E;i"”” _
Zm (P(z1,T2)) 22(P(21,22))  2m(P(z1,22))
o (Plon,27)) (1 2Elesea 3zm(1;g;m>>
zm(P(z1,22)) \22,(P(21,22))  2m(P(z1,22)) )

Se obtiene el siguiente sistema:

( 1 Bza(Pa(a:l,:z:z)) 23zm(P(w1,wz)2
~OV(P(z1, 2, _
OV (Plor, ) (za(P(zl,zz)) Plo1,2) )

9zs(P(z1,22)) 23Zm(P(z‘1 22)) )
0

l i dza Oz2
2CV(P( 1,%2)) (zs(p($1,$2)) Zm(P(z1, Z2))

\

Puesto que CV(P(z1,12)) # 0, las soluciones del sistema anterior serdn las que

nos proporcione el siguiente sistema

Ozs(P(z1,z2)) 28zm!P§w1,z2)!
A1 911 =0

2(P(z1,22))  zm(P(z1,32))
025 (P(z1,%2)) 23zm§P§z1,£B2)!

dz2 _ dz2 =0
zs(P(z1,22))  2m(P(21,72))

Haciendo uso de las férmulas (4.1) y (4.2), y que las respectivas derivadas son:

02s(P(z1,22)) 9

B2, = 2AW (Va )W (Vi )21 — W (Vi )W (V) T2 + 2m (s, Vi) — W (Ve ) 2m (P))]
BZS(Pa(Z 22)) — oW (T )W (Vi )22 - W (Vs )W (Vi) %1 + 2ty Vi) = W (Vi) 2 (P)]

Sustituyendo en el sistema, se obtienen las soluciones para la primera compo-

nente
1

W (Vi)W (Vi)

T =

(zm(ukyvuk)W(Vuj) - ZM(uj7Vuj)W(VUk) +
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Zm(uk7 Vuk)W(Vuj)(zm(P) - zm(uj’ Vuj))
zm(uj’ Vuj) + Zm (U, V'Uk) - zm(P)
W(V;tk)(zm(uj’ Vuj)2 - zS(P)W(Vuj) - zm(P)2W(Vuj)))
zm(“j: Vuj) + zm(ulw %k) - zm(P)

+

y para la segunda componente:

o= 1 (Zm(Uk,Vuk)W(Vuj)(zm(P) — 2m(u, V)
2 W (Vi )W (Vi) 2m (), Vi) + 2m Uk, Vi) = 2m(P)

W (Vi) (2 (5, Vay;)* — 2o(PYW (Viy;) — Zm(P)zw(%,-)))
zm(uj, Vuj) + zm(uk’ V;Lk) - zm(P)

+

+

Asf pues, el sistema es compatible indeterminado verificando que

T1 — Lo = Zm(Uk,Vuk) _ zm(u_ﬂ‘/;/,,) —
' 2 W(Vuk) W(V“j)

(67

Ademis teniendo en cuenta los rangos 0 < z; < I; y 0 < 25 < I, se deduce que las
posibles soluciones seran todos los puntos del segmento de interseccién de la recta

T — T3 = a con el rectdngulo [0, ;] x [0, lx]

1 —Tyg=0C

Sin embargo, la matriz Hessiana en estos puntos resulta ser indefinida, por lo que
no garantiza el minimo. Por tanto es necesario un estudio alternativo en términos

de convexidad generalizada.
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Definicién 4.4.3 Una funcidn f : S C R — R, diferenciable en S se dice que es
pseudo-conveza sobre un dominio convezo y abierto S siVz,y € S, f(y) < f(z)
implica que (y — z)Vf(z) <0

Teorema 4.4.4 El coeficiente de variacidn de caminos es una funcion pseudo-

conveza sobre el rectdngulo abierto éfk = (0,1;) x (0, ).

Demostracion

La funcién varianza z;(P(z1,z2)) es estrictamente convexa sobre el rectdngulo

2
&2

Una funcién mondtona no decreciente y no lineal de una funcién convexa es una
funcién convexa (Mérquez [42], Martos [45]); por ello, el numerador /2,(P(z1, z2))
es una funcién convexa y no negativa (al considerar la raiz positiva). La funcién
zm(P(z1,72)) es lineal (por tanto céncava) y positiva, excepto el caso trivial en el
cual el camino coincide con todo el arbol.

Finalmente, como es conocido que el cociente entre una funcién convexa, no
negativa y diferenciable sobre un convexo abierto, y una funcién céncava positiva,
definida sobre el mismo dominio, es una funcién pseudo-convexa en dicho dominio,
resulta que la funcién CV (P(z;,z;)) es pseudo-convexa. O

Al ser pseudo-convexa se tiene garantizado que la condicién VOV (P(zy, z2)) =0
implica que (z1,z2) sea minimo, y que todo minimo local es global.

Dado que la funcién CV (P(z;, z2)) es pseudo-convexa en éfk, los puntos que anu-

. 52, _ _ Zm(“ky%k) _ Zm(Uj,Vuj)
lan VCV (P(z1,22)), es decir, {(z1,72) € & 1 71— T2 = e i )

son minimos globales de la funcién en el abierto. Para completar el andlisis se

estudiard el comportamiento en la frontera.
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En 6&;), la funcién también es pseudo-convexa, puesto que sobre cada uno de los
segmentos abiertos de la frontera, la funcién coeficiente de variacién es el cociente de
una funcién convexa 4/z,(P(z;)) entre una céncava positiva. Por ello analizaremos
los cuatro segmentos abiertos de la frontera y los cuatro vértices del rectdngulo.

1. En el segmento 22 =0, 2z (P(21,0)) = zm(P) + W(Vy;) 11

25(P(21,0)) = 25(P) + W (Vi,)W (Vo )21 + 2[2m (us Va;) = W (Vi) 2m (P)] 1

se buscan los puntos estacionarios, derivando e igualando a cero.

La condicién CV'(P(z1,0)) = 0, equivale a resolver

zs(P(z1,0)) (W(Vuj)W(Vuj)xl + 2 (5, Va,) = WV, )om(P) — W(Va) ) —0
zm(P(z1,0)) zs(P(z1,0)) zm(P(z1,0))

es decir,

W(Vuj)W(Vuj)xl + Zm(“j) Vuj) — W(Vu]')zm(P) — W(Vuj)
ZS(P(III1,0)) zm(P(th))

cuya solucién tnica es

VV(Vuj)[zrn(P)2 + 25(P)] — zm(P)zm(uj’VUj)
W(Vuj)[zm(P) — 2m(uj, Vuj)] ’

\/Zs p $1,lk
CV(P(z1,lx)) = Zm((P(Em,lk))))’ donde

2s(P(z1, 1)) = W(Vuj)W(Vuj)zf+2[zm(uj, Vuj)—W(Vuj)zm(P)—W(Vuj)W(Vuk)lk]x1+

T = 0<$1<lj.

2. Caso zg = lx. En este segmento,

AW (Vo )W (V)i + 2[(2m (uks Vi) — W (Vi) 2m(P)) ]k + 25(P),
2m(P(@1, 1)) = 2m(P) + W (V)31 + W (Vi V-

Repitiendo el proceso del caso anterior:

z(P(z,le) z:n(P(xl’lk)))
22,(P(z1,1x))  2m(P(z1,1k))

CV'(P(z1, 1)) = OV (P(21, )) (
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2 (P(z1, lt)

L icién CV'(P = 0, equival 1 2Pz b))
a condicién CV'(P(z1,1)) ) quIvale & TeSONVeT (P (71, k)

2 (P(21, k)
Zm (P(xh lk))
donde

2, (P(z1, ) = 2(W (Vo )W (Vi )21+ 2m (w5, Vi, ) =W (Vi ) 2 (P) =W (Vi )W (Vi ) )

De lo que resulta

Zm(P)z + ZS(P) + W(Vuk)llzc + 22,,,,(’u,k, Vuk)lk _
2 (P) = 2m (uj, Vi;) + W (Vi )l

T =

Zm(’l.tj, ‘/uj) Zm(P) + W(Vuk)lk
- W(Vu,) 2m(P) — zm(uj, Vuj) +W(Va)l’

0<z <j

3. Casoz; =0
25(P(0, 2)) = z,(P) + W(Vuk)W(Vuk)mg + 2[2m (uk, Vi) = W (Vi ) 2 (P)] 22,
2m(P(0, Z2)) = 2m(P) + W(Vy, )z2.

Los puntos estacionarios verifican:
2, (P(0, z3)) ( 2(P(0,35) zﬁn(P(O,:L'Q))) _0

Z2m(P(0,22)) \22,(P(0,z2)) zm(P(0,z2))

donde 2! (P(0,z2) = 2W (Vy,, )W (Va, )22 + 2[2m (ur, Vi) — W (Ve ) 2m (P)]-

z, (P(O,.’L‘z) _ z:n(P(03 £L‘2))

La solucién de —2 =
224(P(0,72))  zm(P(0,2))

CV'(P(0,2,)) =

se obtiene para

W(Vuk)[zm(P)2 + 25(P)] = 2m(P)2m(ux; Vu,)

W Vo) om(P) — e, V)] L2

Tg =

Zs (P(lj’ :122))
zm (P (L, 72))

25(P(lj, 22)) = 25(P) + W (Vi)W (Vi )& + W (Vo )W (Vo )23+

4. Caso 1 =1;, CV(P(lj,x,)) = , donde

+2[zm(uk7Vuk)_W(%j)W(Vuk)lj_W(Vuk)zm(P)]x2+2[zm(uj7 Vuj)—W(Vuj)zm(P)]lj’



4.4. Camino de minimo coeficiente de variacién con extremos libres 179

Zm(P(21,1;)) = 2m(P) + W(Vy)li + W(Vy,;) 22
Los puntos estacionarios verifican

2(P(,22)  _ 2 (Pl 22))
2zs(P(lj1x2)) zm(P(lj’x2))

2 (P(lj, z2) = 2W (Va, )W (Va )2+ 2{m (uk, Va,) =W (Vi )W (V) =W (Ve )2 (P)]

, donde

Por tanto, resulta

2m(P)? + 25(P) + W (Vy,; ) + 22m (uj, V)l B
zm(P) - zm(uk’ V;tk) + W(Vuj)lj

2z (ks Vi) [2m (P) + W (Vi) 1s]
W(V;tk) [zm(P) - zm(uk’ Vuk) + W(Vu])lJ] ’

Tg9 =

0<zy <

Los posibles valores donde se alcance el minimo han sido seleccionados, pues coin-
ciden con los cuatro puntos estacionarios de la frontera junto con los del segmento
interior, siempre que estén en el dominio, y los vértices del rectdngulo. Evaluaremos
la funcién en ellos (nueve valores, en el peor caso) y guardaremos el minimo. En
caso de que mejore la solucién obtenida hasta el momento para otros caminos con
extremos en distintas aristas, actualizaremos el valor del éptimo. Si el éptimo se
alcanzara en el interior guardaremos los dos extremos del segmento, que sobre el
4rbol representardn respectivamente los caminos mds corto y més largo con extre-
mos en las aristas e;, ey determinadas y con igual valor de la funcién coeficiente de

variacion.

La estrategia del algoritmo que presentamos es similar a la empleada para obte-
ner el camino de minima varianza con extremos libres. Es un proceso exhaustivo que
calcula el camino de minimo coeficiente de variacién con extremos sobre dos aristas
predefinidas. Las aristas extremas varfan de todos los modos posibles, actualizando
el camino y el valor de la funcién coeficiente de variacién, si procede.
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4.4.1 Algoritmo

CV/T

Entrada
Sea T'(V, E) un 4rbol no dirigido con un orden posterior sobre el conjunto de
vértices V, |[V| = n y sea (wy,--+,wy) los pesos asociados a los vértices de

modo que Y ; w; = 1.

Sea E = {e1, - -, €n—1} conjunto de aristas de longitudes l;; i=1,---,n—1,
Sea CamCV =

Para i =1 hastan
Determinar H(z) , el conjunto de hijos de 4,
W (V (z)), el peso del drbol enraizado en ¢
2m (1, V(3)), la mediana relativa del drbol enraizado en i
Zm (1), la mediana de ¢
Final para i
Para p = 1 hasta (n-2)
Recorrer el 4rbol desde v, generando todos los
caminos posibles desde v,
Para el camino P = P(vy, vger) determinar su peso W(P) y
los valores zp,(P), 23 (P), z,(P)
Calcular (z, z2) el punto estacionario segin las férmulas desarrolladas
Calcular los puntos estacionarios en la frontera
Si los puntos son interiores, entonces evaluar CV (P(z1, z2))

Evaluar CV (P(z1,12)) en los vértices del rectdngulo
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Obtener el minimo de todos ellos y guardarlo
en el vector (CV (P), 1, z2)
Si CV(P) < CamCV, entonces
CamCV «— CV(P)
X*+— X
P*«—P
Final para p

Salida
{X*,P*,CamCV}.  El camino de minimo coeficiente de variacién estd en

P*, a una distancia z; del inicio, y zo del final, con un valor del coeficiente
igual a CamCV.

4.4.2 Ejemplo

Sobre el 4rbol T de la Figura 4.1, se pretende localizar dos puntos i,z sobre dos
aristas del drbol T de modo que se minimice el coeficiente de variacién del camino
que los une. Si aplicamos el algoritmo anterior, después de calcular los valores
auxiliares, y consideramos la iteracién correspondiente a las aristas eg = [vs, Vo),
eo = [vg, v10], como las longitudes de las aristas son I(eg) = 5.65, I(eg) = 2 resulta
que £2 = [0,5.65] x [0, 2].

El vértice més alejado del vg es el vyg, por lo que vger = V1. El camino P es el
que contiene los vértices P{vs, vg,v10}, cuyo peso es W(P) = 0.303

Los valores que se obtienen son z; = 4.41115 y x5 =2 y el correspondiente
valor del coeficiente de variacién es 0.383682.

Sobre estas aristas se obtiene el éptimo para el drbol, resultando por tanto el
camino P(zy,Zs), que se muestra con trazo grueso en la Figura 4.6.
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Figura 4.6: Camino de minimo coeficiente de variacién para el arbol de la figura
4.1

4.4.3 Complejidad del Algoritmo

Debido a que el algoritmo tiene la misma estructura que el algoritmo que calcula
el camino de minima varianza, la complejidad temporal de este algoritmo es la
misma, O(n?). Hay que destacar que aunque la complejidad no aumenta respecto
del algoritmo de minima varianza, para cada camino (en cada bucle) se realizan més
operaciones, ya que hay que obtener 9 valores, evaluar la funcién en ellos y realizar
las correspondientes comparaciones para guardar el menor valor en cada caso.
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