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A FEde y Paula



El Tajo es mds bello que el rio que pasa por mi aldea,
pero el Tajo no es mds bello que el rio que pasa por mi aldea

porque el Tajo no es el rio que pasa por mi aldea.

En el Tajo hay grandes navios,
y todavia lo navega,
para quienes en todo ven lo que no estd,

la memoria de las carabelas.

El Tajo baja de Esparia

y entra en la mar por Portugal.

Todos lo saben.

Mas poco saben cudl es el rio de mi aldea
y a donde va

y de donde viene.

Y por eso, porque pertenece a menos gente,

es mds libre y mayor el rio de mi aldea.

Por el Tajo se va al Mundo.

Mads alld del Tajo estda América

y la fortuna de quienes la encuentran.

Nunca nadie ha pensado en lo que hay mds alld

del rio de mi aldea.

El rio de mi aldea no hace pensar en nada.

Quien estd junto a €l sélo estd junto a é€l.

Fernando Pessoa
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Resumen

El drea de investigacién sobre dibujos de grafos (graph drawing) se ha conver-
tido en un campo extensamente estudiado, constituyendo una interesante conexién
entre la computacién y la teoria de grafos. Dentro de ella, la representacién orto-
gonal de grafos ocupa un lugar importante por su aplicacién al disefio de circuitos
VLSI, dando lugar a diversos problemas de optimizacién. Esta memoria esta dedi-
cada al estudio de las inmersiones ortogonales de grafos en superficies, con el objeto
de minimizar el nimero de codos.

Motivados por el trabajo de Tamassia realizado en el plano, nos planteamos
el problema de caracterizar la inmersién ortogonal cilindrica que presenta el minimo
nimero de codos, entre todas las equivalentes a la de partida. Comenzamos reali-
zando la caracterizacién de la asignacién ortogonal éptima, concepto que recoge la
informacién de los 4ngulos y codos del trazado, obteniéndola en tiempo polinomial.

En el plano, los conceptos de asignacién ortogonal e inmersién en la malla
son equivalentes. Sin embargo, en el cilindro la situacién es muy distinta, por lo que
realizamos un estudio detallado de la relacién entre ambas estructuras, destacando
las diferencias con respecto al plano. Igualmente, disefiamos algoritmos efectivos
que proporcionan inmersiones ortogonales cilindricas, de forma que el nimero total
de codos obtenido constituye una buena aproximacién del valor 6ptimo, guiados por

dos enfoques, uno global en el grafo y otro local en cada arista.

Desde un punto de vista practico, es necesario el estudio de inmersiones
ortogonales de grafos en superficies. Este hecho nos conduce al planteamiento de
dos importantes problemas en este 4mbito, demostrando su naturaleza NP-completa:
dada una inmersién en una superficie, decidir si admite una inmersién ortogonal sin
codos esencialmente equivalente; y por otra parte, encontrar una superficie en la
que un grafo dado admita una inmersién ortogonal sin codos. Dada la intratabi-
lidad computacional de estos problemas, para obtener soluciones dptimas, presen-
tamos algoritmos lineales de construccién de inmersiones ortogonales en superficies

arbitrarias, que constituyen buenas aproximaciones a la solucién 6ptima.



Introduccién

De un extenso campo de aplicaciones industriales ha surgido la necesidad del
dibujo y visualizacién de grafos. Entre ellas podemos citar la planificacién y
supervision de la produccién, la elaboracién de base de datos o el manejo de
redes [72, 46, 75]. Por ejemplo, en esta 1ltima la red tiene que estar distribuida
de forma que los puntos de riesgo potencial resulten ficilmente accesibles para
los servicios de urgencia, como bomberos o ambulancias. De igual forma,
cada situacién presentard la necesidad de verificar diversas propiedades, que

se traducen en condiciones sobre el tipo de trazado del grafo.

El Teorema de Kuratowski [44] constituye, en buena medida, al menos
desde un punto de vista tedrico, el inicio de esta disciplina. Data de 1930 y
en él se caracterizan los grafos que admiten una inmersién en el plano. Este
resultado no condujo a un algoritmo efectivo, teniendo que esperar varios afios
para conseguirlo. Para los grafos no planos, ya desde entonces se conocia la
existencia de alguna superficie de mayor género, en la que el grafo se podia
representar.

A finales de los afios 60 empezé a surgir la necesidad de algoritmos para
la representacién de grafos, debido al incremento, cada vez mayor, del nimero
de elementos que componian un circuito y que hacian el disefio demasiado
complicado. En el libro de Lengauer [47] podemos encontrar una recopilacién
de estos primeros algoritmos para el disefio de redes. Fue entonces, cuando

Hopcroft y Tarjan [37] (1974) obtienen el correspondiente resultado practico al
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Teorema de Kuratowski de planaridad, dando una caracterizacién que condujo

al disefio de un algoritmo efectivo.

La evolucién de este area derivd, a finales de los 80, en un gran in-
terés por el disefio de algoritmos para obtener representaciones “estéticamente
agradables” de grafos. Este hecho estuvo motivado por la ingenieria y los pro-
cesos de producién, en los que se llegd a la conclusion de que la informacién
sobre el proceso constituia una importante fuente de datos para su control.
Se necesitaban por tanto, herramientas que estructuraran la informacioén, de
forma que ésta fuera facilmente comprensible. La representacion de grafos
constituia una muy buena herramienta para ello. Fruto de este interés, se
obtienen los trabajos de Nishizeki y Chiba [17] (1985) y otros, para la repre-
sentacion de grafos planos en tiempo lineal.

En funcién de la aplicacién, se han desarrollado diferentes formas de
dibujar un grafo y se ha dedicado mucho esfuerzo en el disefio de buenos
algoritmos de representacién. Como muestra de ello podemos citar [5, 66, 6,
14, 56, 78]. Hoy en dia, el campo de representaciéon de grafos constituye una
fructifera linea de investigacién, con resultados importantes, tanto tedricos

como computacionales.

Esta memoria se centra en un tipo concreto de representacién, como es
el trazado ortogonal, en el cual las aristas se deben dibujar a lo largo de lineas
de una malla ortogonal, lo que da lugar a un dngulo minimo entre aristas de
90 grados. Este hecho hace que el dibujo sea altamente manejable, aunque
contenga un mimero elevado de aristas. Este tipo de trazado se utiliza en el
disefio de circuitos, donde la ortogonalidad es un requisito tecnolégico, y en

aplicaciones de base de datos.

La definicién general y precisa de dibujo ortogonal es la siguiente. Cada
vértice esta representado por una caja en el espacio R™ con lados paralelos a
los ejes coordenados y cada arista por una secuencia de segmentos consecutivos
conectando las cajas correspondientes a sus extremos. Cada segmento tiene

que ser paralelo a uno de los ejes coordenados. El punto donde una arista



vii

cambia de direccién se llama codo. Si un dibujo ortogonal no contiene codos

se llama rectilineo. La Figura 1.1 muestra un ejemplo de dibujo ortogonal.

Figura I.1. Un trazado ortogonal.

El principal objetivo de los dibujos ortogonales de grafos es obtener
dibujos “buenos”. Este calificativo no esta definido, a menos que fijemos unos

criterios para ello, como son los siguientes:

e Tamaiio de la malla: Minimizar las dimensiones del subespacio que ocupa
el dibujo.

¢ Nimero de codos: Cada codo necesita un punto de la malla y esto hace
que aumente el tamaiio de ésta. Ademds, desde el punto de vista técnico,
existen numerosas razones de produccién y funcionamiento que obligan a
que el nimero de codos sea el menor posible. Por esta razén se pretende
minimizar, tanto el ndmero total de codos en el dibujo, como el que

aparece en cada arista.

e Nimero de cruces: Minimizar el ndimero de cruces entre aristas en pun-
tos que no correspondan a vértices, puesto que entorpecen el buen fun-

clonamiento del circuito.
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e Tamaiio de los vértices: Es importante mantener un control sobre el
tamafio de los vértices si éstos se representan mediante cajas. Es in-
teresante saber si es posible dibujar un grafo sin codos, aumentando el
tamafo de los vértices; sin embargo cajas muy grandes producen efectos
visuales negativos, por lo que se pretende mantener un tamafio pequefio

para las cajas.

Estos cuatro elementos, junto con el espacio en el que consideremos la repre-

sentacién, conducen a diferentes problemas sobre dibujos ortogonales.

En general, en los tipos de representaciones ortogonales consideradas
en la literatura cada vértice esta asociado a un punto del espacio, aunque
también podemos encontrar trabajos con cajas representando los vértices [24,

9]. Nuestra visién se realizard desde el primer punto de vista.

Una condicién necesaria-y suficiente para que un grafo plano admita
una inmersion ortogonal plana es que sea un 4-grafo, es decir que las valencias
de sus vértices sean menores o iguales a cuatro. En [61, 75] se prueba que
todo 4-grafo plano admite una inmersién ortogonal plana con drea O(n?) y
se presentan grafos que requieren area cuadratica. Storer [63] y Tamassia y
Tollis [67] obtienen inmersiones ortogonales planas de grafos en una malla de
tamafno n X n con 2n + 4 codos si son 2-conexos, y 2.4n + 2 en otro caso. El

nimero de codos a lo largo da cada arista es cuatro, como maximo.

Estos resultados proporcionan inmersiones ortogonales planas de grafos,
en las que se ha computado el drea y numero de codos que presentan. Puesto
que la situacién éptima corresponderia a los valores minimos de estos ele-
mentos, asi como del nimero de cruces si no se trata de un grafo plano,
surgen los correspondientes problemas de optimizacién, obteniendo la natu-
raleza intratable de ellos. El problema de determinar si un grafo admite una
inmersién rectilinea es NP-completo [31] y lo mismo ocurre para decidir si un
grafo se puede representar sobre una malla de tamafo fijado [27, 43]. Los

resultados sobre la NP-dureza de la minimizacién del drea y de la longitud
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total de las aristas en representaciones ortogonales de grafos quedan recogidos
en [63, 8, 13, 32, 38, 21]. Igualmente, el problema de minimizar el ndmero de
cruces es también NP-duro [30]. Estos resultados dirigen las investigaciones
hacia heuristicas que sean razonablemente efectivas, introduciendo restriccio-
nes en los problemas. Di Battista, Liotta y Vargiu [7] demuestran que para
la familia de grafos 3-planos se puede determinar en tiempo polinomial una

inmersién ortogonal plana con el minimo nimero de codos.

Préacticamente, la mayoria de los trabajos realizados hasta ahora se han
centrado en representaciones de grafos en R2, bien sea para grafos planos o
no. Podemos encontrar algunos resultados sobre representacién de grafos en
R3 [58]. Sin embargo, si retomamos el origen de esta linea de investigacién, nos
encontramos con que el disefio de circuitos, desde un punto de vista practico,
lleva a considerar grafos no planos, los cuales admiten una inmersién en otro
tipo de superficie, determinando la necesidad de evitar cruces inapropiados,
para lo que hay que realizar orificios de una cara a otra de la placa. También se
requieren conexiones entre nodos situados en los bordes. Todo esto hace que
la modelizacién plana de una placa sea inapropiada. Este hecho, junto con
las representaciones ortogonales estdndares de las superficies, introducidas
por Cobos [19], nos conduden al trazado de grafos en superficies distintas al
plano. Este tipo de representacién de las superficies proporciona dos familias
de rectas ortogonales, por lo que el concepto de dibujo ortogonal es facilmente
generalizable. Estos incentivos nos llevan al planteamiento de problemas so-
bre inmersiones ortogonales en superficies, quedando recogida su naturaleza,

también NP-dura, en esta memoria.

La intratabilidad computacional de los problemas anteriormente cita-
dos, ademds de conducir a diversos resultados de aproximacién, ha originado
una variante que, en lugar de plantear aspectos ortogonales de un grafo dado,
considera una inmersién plana de un 4-grafo y se pregunta por una inmersién
ortogonal equivalente que presente el minimo nimero de codos. Para este pro-
blema, Tamassia [64] ha obtenido un algoritmo O(n?log n) que lo resuelve. En

esta memoria se realiza el mismo planteamiento en el cilindro, obteniéndose



resultados de caracterizacién tedricos y algoritmos efectivos.

En cuanto al ndimero de codos, dos lineas determinaban su tratamiento,
una global en el grafo y otra local en cada arista. El algoritmo O(n?logn) de
Tamassia se rige por la primera y su implementacion, realizada en la Uni-
versidad de Roma “La Sapienza”, ha dado lugar a inmersiones 6ptimas pero
con un nudmero elevado de codos en diversas aristas. Podemos encontrar otras
heuristicas [40, 50, 51, 12, 53, 10] guiadas por la linea local, en las que se pre-
tende que el nimero de codos en cada arista sea lo menor posble y en las que
se reduce el tiempo de computacién a lineal. En algunas se tratan con grafos
3-planos y 4-planos 3-conexos, obteniéndose en algunos casos inmersiones or-
togonales con, tnicamente un codo en cada arista. En [11] se conserva la

inmersién dada al pasar a la malla ortogonal plana.

Hemos disefiado algoritmos polinomiales para inmersiones ortogonales
en el cilindro y en superficies en general, realizando el cémputo del nimero de
codos obtenido, que para el caso cilindrico constituye una mejora con respecto

al plano.

La presente memoria se ha dividido en dos partes, en funcién de la
superficie sobre la que se trazan las inmersiones ortogonales. Recogiendo los
conceptos basicos necesarios para ambas partes hemos incluido un capitulo de
Preliminares, con el cual el lector puede situarse en el contexto en el que se

desarrolla el trabajo.

La primera parte de la memoria, inmersiones ortogonales cilindricas,
estd compuesta por dos capitulos, siendo el cilindro la superficie base de am-
bos. En el primer capitulo se parte de una inmersién cilindrica no plana,
y se realiza un estudio exhaustivo de sus asignaciones ortogonales asociadas,
conjunto de angulos y codos, proporcionando un algoritmo polinomial para
construir la asignacién asociada que presenta el minimo ndmero de codos.
El planteamiento de este problema fue motivado por una visita del profesor

Tamassia, como generalizacién de su trabajo presentado en [64].
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En el segundo y tdltimo capitulo de esta parte se trata la conversién
de una asignacion ortogonal a una inmersién ortogonal cilindrica que conserve
la inmersion de partida. Este paso en el plano es automatico, sin embargo
demostramos que en el cilindro es totalmente diferente, dando lugar a asigna-
ciones ortogonales realizables y no realizables. Presentamos su caracterizacion
y dentro de las realizables determinamos, de forma teérica, la que proporciona
el minimo nimero de codos. Para la generacién de inmersiones ortogonales
cilindricas, presentamos un algoritmo, que de forma global en el grafo, y en
tiempo polinomial, aproxima el nimero de codos conservando la inmersién de
partida. Para reducir el tiempo de computacién y bajo una visién local en
cada arista, demostramos que todo 4-grafo admite una inmersién ortogonal en
el cilindro con, a lo mds, dos codos en cada arista, siendo minimo este valor
dos, mejorandose asi los resultados conocidos para el plano. Para grafos 2-
conexos, un algoritmo lineal proporciona una tal inmersién, partiendo de una

cilindrica y siendo éstas equivalentes.

En la segunda parte de la memoria el planteamiento es mas general.
Trabajamos con superficies de género arbitrario, utilizando las representa-
ciones ortogonales estandares de éstas, introducidas en el capitulo de pre-
liminares. Estas representaciones de las superficies proporcionan relaciones
de ortogonalidad entre dos familias de rectas, haciendo posible el tratamiento
de inmersiones ortogonales. Planteamos dos problemas de minimizacién del

numero de codos demostrando su naturaleza NP-dura.

En el primer capitulo de esta parte introducimos el concepto de inmer-
siones esencialmente equivalentes, para distinguir entre subgrafos esenciales
y no esenciales en una inmersién. Probamos la naturaleza NP-completa del
problema de decidir si, dada una inmersién en una superficie, admite una

rectilinea esencialmente equivalente.

Garg y Tamassia [31] plantearon el problema de determinar si un grafo
plano admite una inmersién rectilinea plana, demostrando su naturaleza NP-

completa. Si no nos restringimos al plano, sino que trabajamos con superficies
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generales, se obtiene el problema tratado en el dltimo capitulo de la memo-
ria. Partimos de un grafo, con el fin de determinar una inmersién ortogonal
de él que minimize el nimero de codos entre todas las posibles en cualquier
superficie. Nos encontramos con la intratabilidad del problema, al probar su
naturaleza NP-dura, la cual nos conduce al disefio de algoritmos eficientes para
construir inmersiones ortogonales en superficies con un nimero total de codos
que constituye una aproximacién local del valor éptimo. Las complejidades de
estos algoritmos dependen linealmente del nimero de vértices del grafo y del

género de la superficie.
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Capitulo 0

Preliminares

0.1 Introduccién

El presente capitulo se dedicard a dar las definiciones generales y establecer
algunas de las notaciones que se utilizardn a lo largo de esta memoria. La
materia que tratamos se puede enmarcar bajo dos contextos generales muy
relacionados, como son la Teoria de Grafos y la Algoritmica. Por una parte
tratamos nociones basicas de grafos, desde su definicién y propiedades, hasta el
concepto de inmersién plana, para después generalizarlo a superficies de género
mayor, proporcionando una nueva representacién de éstas. Por otro lado re-

flejamos aspectos algoritmicos e introducimos la Teoria de la NP-completitud.

Seria recomendable para una completa comprensién de la memoria,
sobre todo para aquellos lectores no familiarizados con la materia, la lectura
de textos basicos como pueden ser el de Harary [35] de Teoria de Grafos,
Aho, Hopcroft y Ullman [1] de Algorftmica, Garey y Johnson [29] sobre NP-
completitud o los de Nishizeki y Chiba [55] y Chartrand y Lesniak [16] de
Algoritmica aplicada a la Teoria de Grafos. Los textos citados hasta ahora se

pueden considerar como clésicos dentro de su materia. En cuanto a inmersiones
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de grafos en superficies de mayor género podemos nombrar los de White [76],

Gross y Tucker [33] y como més reciente el debido a Liu Yanpei {78].

0.2 Notaciones en Teoria de Grafos

Como hemos indicado, comenzamos introduciendo notaciones en Teoria de

Grafos.

Se define un grafo G como un par (V, A) formado por un conjunto de
vértices V' y una coleccién de aristas A, donde cada arista [ € A es un par no
ordenado de vértices distintos de G, es decir, [ = {v;,v;} con v;,v; € V. Dos
aristas son incidentes si comparten un vértice. Un vértice v y una arista son
incidentes si el vértice v es uno de los que definen a dicha arista. Dos vértices
se dicen adyacentes si ambos definen una arista de G. Se denota por n y m al

numero de vértices y aristas de un grafo, respectivamente.

Si en el grafo las aristas estan formadas por pares ordenados de vértices

obtenemos un grafo dirigido o digrafo.

Como caso mas general, si un vértice es adyacente a él mismo decimos
que en A existe un lazo. Si dos vértices son adyacentes a través de mas de una
arista decimos que existen en A aristas multiples. Llamamos multigrafo a un

grafo en el que se permiten lazos y aristas multiples.

Dado un grafo G=(V, A) se denomina valencia del vértice v € V al
nimero de aristas de G que inciden en dicho vértice, y se denota por &(v).
Si el grafo G=(V, A) posee n vértices y todos ellos poseen la misma valencia,
se dice que es regular. Como caso particular, si la valencia de cada vértice
es n — 1, el grafo no admite mds aristas y se dice que se trata de un grafo
completo, denotandose por K, donde n representa el nimero de vértices (ver

Figura 0.1).

Llamaremos k-grafo a aquél cuyos vértices tengan valencia a lo mas k.
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Figura 0.1: Los grafos completos K3 y Kj.

En el caso en el que todos los vértices tengan la misma valencia e igual a k
diremos que el grafo es k-valente.

Un grafo G=(V, A) se dice que es bipartito si podemos hacer una par-
ticién del conjunto V en dos subconjuntos V; y V, de tal forma que cualquier
arista [ € A estd definida por un vértice de V; y otro de V,. Un grafo bipartito
de m + n vértices (m vértices en V; y n en V3) tal que al anadirle una nueva
arista deja de ser bipartito, se dice que es un grafo bipartito completo y se
denota por Ky, .

Figura 0.2: El grafo bipartito completo K3 3.

Dados dos vértices v; y v; de un grafo G, un camino en G que une
v, con vy es un conjunto ordenado de vértices @ = {vi,w,..., Wk, v2} con
la condicién de que cada vértice sea adyacente al anterior y al posterior.
Definiremos la longitud de un camino o como el nimero de vértices que posee
menos uno. También se llama camino en G de v; a v, a la sucesién de aristas
{{v1, w1}, {wr,ws},...,{wk,va}}. Lalongitud de este camino (que es la misma

que la de @) viene determinada por el nimero de aristas que lo componen.



4 0. Preliminares

Un camino se dice que es simple si no contiene vértices repetidos. Re-
sulta facil comprobar que si existe un camino que une a los vértices v; y vj,
existe un camino simple que también los une y por ello, siempre que hablemos
de un camino nos estaremos refiriendo a uno simple. La Figura 0.3 muestra

un camino de longitud 4.

U1 (%]

Figura 0.3: Un camino de longitud 4 entre los vértices v; y vs.

Un ciclo es un camino que comienza y termina en el mismo vértice,
diciéndose que es simple si los tnicos vértices que se repiten son el primero
y el dltimo. En general al referirnos a un ciclo lo haremos a uno simple. Al
grafo compuesto por un tnico ciclo de longitud n se le llama grafo ciclico y se

le denota C, (ver Figura 0.4).

Figura 0.4: Los grafos ciclicos C3 y Cj.

Notemos que los grafos K3 y C3 coinciden.

Sea R la relacién de equivalencia entre los vértices de un grafo G,



0.2. Notaciones en Teoria de Grafos 5

definida por v Rw si y sélo si existe un camino en G entre v y w. Llamare-
mos componentes conezas (o simplemente componentes) de G a las clases de
equivalencia del conjunto cociente G/R, y diremos que un grafo es conezo si

solo tiene una componente conexa.

A lo largo de la memoria consideraremos grafos conexos, ya que de lo

contrario razonariamos con cada una de sus componentes conexas.

Se dice que el grafo G’ = (V', A’) es un subgrafode G=(V,A)siV' CV
y A’ C A. Dado un grafo G=(V,A) y un conjunto W de vértices de G, se
define el subgrafo inducido por G — W como el subgrafo de G cuyo conjunto
de vértices es V' = V — W y cuyas aristas son las aristas de G definidas por
parejas de vértices de V’. Diremos también que el grafo inducido por G — W

es el grafo resultante de eliminar de G los vértices de W.

Un vértice v de un grafo G se dice que es un punto de corte si el grafo
inducido por G — {v} posee un niimero superior de componentes conexas que
el grafo G. Un grafo conexo que no posee puntos de corte se dice que es un

grafo 2-conezo.

Si G es un grafo conexo y G’ es un subgrafo 2-conexo de G, se dice que
G' es maximal si cualquier subgrafo de G que contenga a su vez a G’ como
subgrafo, contiene puntos de corte. A los subgrafos maximales 2-conexos de
un grafo G se les denomina bloques de G. Obsérvese que cada bloque B de un

grafo G contiene a todos los puntos de corte adyacentes a vértices de B.

Si G es un grafo 2-conexo, evidentemente, no tiene puntos de corte y,
por tanto, el grafo resultante de eliminar cualquier vértice de G resulta ser
conexo. Sin embargo, puede ocurrir que al eliminar dos de sus vértices se
rompa la conexién. En ese caso, diremos que dicho par de vértices constituyen
una pareja de corte. Un grafo 2-conexo que no posea parejas de corte se dice

que es 3-conezo.

En general, para romper la conexién de un grafo conexo sera necesario
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eliminar un conjunto de, al menos, k vértices. A este conjunto de k vértices se
le denomina conjunto de corte y diremos que el grafo es k-conezo. Podemos

observar ejemplos de grafos con distintos grados de conexién en las Figuras 0.5

]

(a) (b)

Figura 0.5: (a) Un grafo conexo con un punto de corte v, (b) y sus bloques.

(a) (b)

Figura 0.6: (a) Un grafo 2-conexo no 3-conexo, (b) y otro 3-conexo.

Si Gy = (V1,A1) y G2 = (Va,A;z) son dos grafos y ¢ : Vi — V; es
una aplicacién inyectiva de tal forma que si los vértices v y w de G; son
adyacentes en (; entonces ¢(v) y ¢(w) son adyacentes en G, se dice que ¢
es un homomorfismo de G; en G3. St ¢ es un homomorfismo biyectivo de G,
en G, de forma que ¢! es un homomorfismo de G, en G, entonces se dice
que ¢ es un isomorfismo entre G; y 2. En tal caso, se dice que G; y G son

isomorfos.

Las definiciones dadas anteriormente para grafos se pueden generalizar

a digrafos y multigrafos.
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Dado un grafo G decimos que la numeracién 1,2,...,n de sus vértices
es una st-numeracion si los vértices 1 y n son adyacentes y para cada 7, 2 <
j < n —1, existen dos vértices i y k adyacentes con j tal que 1 < 7 < k.
Al vértice 1 se le llama fuente y se le denota s mientras que al n se le llama
sumidero denotandolo por ¢. La Figura 0.7 muestra una st-numeracién del
grafo dado. Even y Tarjan [26] demuestran que todo grafo 2-conexo admite

una st-numeracién y presentan un algoritmo lineal en el nimero de vértices y

3

aristas del grafo para encontrarla.

Figura 0.7: Una st-numeracién de un grafo.

0.3 Inmersiones de grafos en superficies

El disefio de circuitos impresos es un claro incentivo para la representacién
de grafos en distintas superficies. Muchas cuestiones se han planteado sobre
dibujos planos de grafos que han derivado en diversos e importantes resultados.
No han ocupado un lugar menos significativo las investigaciones realizadas

sobre otras superficies dando lugar a una amplia literatura sobre el tema.

Nuestro objetivo en esta seccién consiste en fijar los conceptos sobre

superficies e inmersiones de grafos, con los que trabajaremos a lo largo de



8 0. Preliminares

la memoria, e introducir una nueva representacién de las superficies que nos

permitira abordar nuestros problemas.

Suponemos conocidos conceptos bésicos como espacio topoldgico, com-
pacidad, conexién por arcos, espacio de Hausdorff, homeomorfismo, etc. En
este contexto decimos que una superficie S es un espacio topolégico compacto,
de Hausdorff, conexo por arcos y localmente homeomorfo a un disco, esto es,
para cada punto p de S existe un conjunto abierto de S conteniendo a p, el
cual es homeomorfo a un disco abierto del plano. Una superficie se puede
obtener de la siguiente forma: tomamos una coleccién de poligonos convexos
en el plano disjuntos dos a dos (y sus interiores) con lados de longitud uno e
identificamos cada lado con otro, posiblemente en el mismo poligono. Esto da
lugar a un espacio topolégico S y a un grafo G, cuyos vértices son los de los
poligonos y cuyas aristas son los lados. Si G es conexo, S es conexo por arcos
y si S es localmente homeomorfo a un disco en cada uno de los vértices de G,

entonces S es una superficie. Decimos que G es una inmersion 2-celular de S.

Definimos seguidamente las superficies S;. Denotamos por Sp a la es-
fera. Si recortamos dos discos abiertos disjuntos de So e identificamos sus
fronteras de tal forma que las orientaciones en el sentido de las agujas del reloj
de éstas no coincidan, estamos afiadiendo un asa a Sp. Si anadimos g asas
obtenemos la superficie orientable S,. S; representa la superficie térica y S,

el doble toro. Al nimero de asas de una superficie S se le llama género de S.

Como caso particular de la construccién anterior, la superficie orienta-
ble de género g, o superficie poligonal estdndar, la podemos construir identifi-
cando los lados de un 4g-poligono como nos indica la Figura 0.8, dando lugar

a sus g asas.

Enunciamos asi, el conocido Teorema de Clasificacién de Superficies:

Teorema 0.3.1. [28] Toda superficie orientable es homeomorfa a una de las

superficies poligonales estdndares.
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Figura 0.8: Una de las asas de una superficie de género g.

En este punto, podemos considerar representaciones topoldgicas de
grafos en distintas superficies. Un dibujo de un grafo G en una superficie
S es aquél en el que los vértices estan representados por puntos y las aristas
por curvas de S. Decimos que G estd inmerso o admite una inmersién en S
si es posible obtener un dibujo de tal forma que dos aristas cualesquiera no se
intersecten en puntos que no sean vértices comunes a ambas. Si consideramos
el complementario en S de una inmersién de un grafo obtenemos una serie de
regiones distintas llamadas caras de la inmersién. El conjunto de aristas que

delimitan una cara se le llama frontera de la cara.

Dada una inmersién P de un grafo en una superficie, su dual geométrico
P* se define como sigue: se sitda un vértice en cada cara de P y por cada
arista z compartida por dos caras se define en P* una arista entre los vértices

asociados a dichas caras, cruzando tinicamente la arista z.

La relevancia del plano como caso particular dentro de las superficies

hace que demos las siguientes definiciones.

Un grafo G = (V, A) se dice que es plano si admite una inmersién plana.
Considerando la proyeccién estereografica representada en la Figura 0.9, es
facil ver que un grafo es plano si y sélo si admite una inmersién en la esfera,

es decir también es un grafo esférico.

Diremos que un grafo es 4-plano si es un 4-grafo y plano.
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Polo
Norte

Esfera

Plano

Figura 0.9: Proyeccion estereografica.

Nos encaminamos seguidamente a enunciar uno de los teoremas mads
importantes en Teoria de Grafos, el Teorema de Kuratowski, que caracteriza
los grafos planos.

Si | = {v;,v2} es una arista de un grafo G=(V, A), llamaremos par-
ticidn de la arista [ al resultado de sustituir dicha arista por el camino simple
{vi, w1, ..., ws,v2} donde los vértices w;, para 1 < ¢ < k, son todos distintos

y ninguno de ellos perteneciente a V.

Dado un grafo G se define una subdivision de G al grafo resultante de
realizar sucesivas particiones de algunas de sus aristas. Diremos que dos grafos

G y G, son homeomorfos si existe un tercer grafo G3 que sea subdivisién de

G1 y Gg.

Teorema 0.3.2. [44] Un grafo G es plano si y sdlo si no contiene a ningin
subgrafo homeomorfo a K5 ni a K3 3.

Volviendo al estudio general de inmersiones de grafos en superficies, nos
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centramos en la relacién existente entre el nimero de vértices, aristas y caras
de una inmersién. Aunque de todos es conocida como la férmula de Euler,
son varios los autores que hay que citar al hablar de dicha férmula. En 1750
Euler escribi6 una carta a Goldbach comunicédndole que habia encontrado una
nueva férmula relacionando el nimero de vértices n, aristas m y caras f de un

poliedro (esférico), pero que no habia sido capaz de probarla.
n—m+f=2

La carta completa se puede encontrar en [39]. Cauchy [15] en 1813 dio una
prueba, bdsicamente teérica de la férmula pero fue en 1811 cuando Lhuilier [48]
clasificé las aparentes excepciones y generaliz6 la férmula de Euler a superficies

cerradas orientables, resultado que recogemos en el siguiente teorema:

Teorema 0.3.3. [/8] Si G es una inmersidn 2-celular de una superficie orien-
table S,, se tiene que

n—m+f=2-2g

donde n, m y f denotan, repectivamente, el nimero de vértices, aristas y caras

de G.

El nimero n — m + f no depende de G y se le llama caracteristica de
Fuler de S.
De la férmula de Euler se obtiene el siguiente resultado:
Teorema 0.3.4. [7/] Si G es un grafo con n vértices y m aristas inmerso en
una superficie de género g entonces
m < 3n — 6+ 6g.

La herramienta combinatoria basica para inmersiones de grafos en su-

perficies orientables es una simple, pero importante y poderosa observacién
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debida a Heffter [36] (1891) y Edmonds [23] (1960). Sea G un grafo inmerso
en Sy, el sistema de rotacion en los vértices del grafo se define de la siguiente
forma: sea p un vértice de G, la inmersién origina una permutacion ciclica 7,
de las aristas incidentes en p donde 7,(a) es el sucesor de a siguiendo el sentido
de las agujas del reloj alrededor de p. A dicha permutacién ciclica se le llama

rotacion en p. Se puede observar un ejemplo en la Figura 0.10.

Figura 0.10: La rotacién en p es la permutacion ciclica abedef.

Dos inmersiones de un grafo G en una superficie se dice que son equi-

valentes si sus sistemas de rotacién coinciden.

Las superficies poligonales estandares constituyen una forma de repre-
sentacion de cualquier superficie orientable S, sin embargo la carencia de un
sistema de referencia ortogonal en ellas, fundamental a lo largo de esta memo-
ria para definir malla en cualquier superficie, hace que consideremos otra forma

de representacién equivalente a la dada.

Como indicamos anteriormente S; representa la superficie térica, la
cual se puede obtener como figura geométrica girando una circunferencia ) de
radio r alrededor de un eje situado a una distancia d > r del centro de Q. El
conjunto C de las circunferencias que generan cada uno de los puntos de @) en
su recorrido alrededor del eje, denominadas paralelos y el conjunto C, de las

circunferencias originadas por ) en cada momento de su giro alrededor del eje,
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denominadas meridianos, constituyen un sistema de cooordenadas ortogonal,
ya que cada punto de la superficie del toro viene determinado univocamente

por la interseccién de un paralelo con un meridiano (ver Figura 0.11).

Figura 0.11: Sistema de coordenadas en el toro.

V

YV

Figura 0.12: Toro plano.

Si cortamos y desarrollamos el toro por un paralelo y un meridiano
obtenemos una representacién como la indicada en la Figura 0.12, en la que
los bordes superior e inferior asi como el derecho y el izquierdo del rectangulo
obtenido se encuentran respectivamente identificados. En virtud del homeo-
morfismo existente entre los puntos del toro y los del rectdngulo, esta es una

representacion del toro sobre el plano que recibe el nombre de toro plano.

A partir del toro plano, superficie de género 1, Cobos [19] obtiene las de
mayor género de la siguiente forma. Si recortamosen el toro plano una ventana,
rectangulo de lados paralelos a los del toro plano, en el que identificamos el
borde superior con el inferior asi como el derecho con el izquierdo, obtenemos

una superficie plana homeomorfa al doble toro (ver Figura 0.13) pues basta
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con observar que la ventana que hemos introducido le agrega un asa al toro
(una circunferencia que rodee a dicha ventana representaré a la circunferencia

de unién de las dos asas del doble toro).

V

\1/

\\'d

A\

Figura 0.13: El doble toro.

Figura 0.14: Representacién poligonal del doble toro.

Podemos observar que los bordes del toro plano inicial y los de la ven-
tana que hemos afiadido se corresponden con un paralelo y un meridiano en
cada una de las asas, como indica la Figura 0.15, al igual que los lados a,
b, ¢ y d del octégono S,, superficie poligonal estandar asociada al doble toro
(ver Figura 0.14), se corresponden con las curvas cerradas indicadas en la

Figura 0.16.
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Figura 0.15: Las secciones en el doble toro que producen O,.

Figura 0.16: Las secciones en el doble toro que producen S,.

En general, si denominamos superficie ortogonal estdindar y denotamos
O, (g > 0) a la superficie resultante de abrir g — 1 ventanas en el toro plano
(véase la Figura 0.17) e identificamos Op con Sy, se puede dar el siguiente

teorema general de clasificacién de superficies:

Teorema 0.3.5. [19] Toda superficie orientable y coneza es homeomorfa a

una de las superficies ortogonales estindares Og, 01,0, ...0,.

Podemos hablar de rectdngulos en la superficie ortogonal estandar como

los que delimitan las ventanas de la superficie junto con el rectangulo exterior.

Igual que en el toro plano, en toda superficie ortogonal estandar pode-
mos hablar de dos familias de rectas perpendiculares entre si, los paralelos y
los meridianos. Los primeros se corresponden con la direccién horizontal y los

segundos con la vertical. Estas dos familias de rectas determinan un sistema de
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Figura 0.17: La superficie ortogonal estandar de género g.

referencia ortogonal en O, y el conjunto de ambos tipos de rectas constituyen

lo que llamaremos malla en la superficie.

N 7\ N N /N

Figura 0.18: Inmersiones iguales combinatoriamente y distintas desde un

punto de vista topoldgico.

Claramente las nociones de inmersién topoldgica e inmersién combi-
natoria no coinciden, tal y como muestra la Figura 0.18. Aprovechando la
descripcién de las superficies mediante las representaciones ortogonales es-
téndares, podemos afiadir alguna informacién suplementaria a la rotacién en

cada vértice que nos da la inmersién combinatoria, para obtener asi la in-
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formacién necesaria para una descripcién de la inmersién topolégica. Una
inmersién topoldgica de un grafo G en una superficie O, determina un sis-
tema de rotacién en los vértices y etiqueta las aristas cuyas curvas asociadas
en la superficie tienen interseccién no vacia con algin lado de alguno de los
rectdngulos de O,. Asi, las herramientas que nos proporciona una inmersién
en una superficie ortogonal estindar tienen doble naturaleza: rotacién en los

vértices y aristas concretas, llamémoslas aristas esenciales.

Diremos que un ciclo de la inmersién es esencial u homotdpicamente
no nulo si la curva cerrada asociada a dicho ciclo no encierra un disco abierto.
Notemos que los ciclos esenciales estan estrechamente relacionados con las

aristas esenciales.

Dos inmersiones de un grafo G en una superficie son equivalentes si
coinciden sus sistemas de rotacién y sus ciclos presentan la misma naturaleza,

esencial o no esencial.

Pasamos a dar los conceptos basicos, sobre los que trabajaremos en
esta memoria. Una inmersidn ortogonal de un grafo en la superficie orto-
gonal estdndar de género g asocia a cada vértice un punto de la superficie y
transforma cada arista en una cadena de segmentos consecutivos contenidos
en paralelos o meridianos, de tal forma que dos cadenas asociadas a aristas
distintas no se cruzan en puntos que no sean vértices. En definitiva, una in-
mersién ortogonal es una inmersién en la malla de O,. Cada arista estara
representada por una serie de segmentos consecutivos, horizontales y verti-
cales, de forma que cada vez que se produzca un cambio de direccién en dicha

cadena se origina un codo en la inmersion.

Una inmersidn rectilinea de un grafo en O, es una inmersién ortogonal
en la que cada arista estd representada por un dnico segmento horizontal o

vertical, es decir, una inmersién ortogonal sin codos.

La forma més frecuente de representar un grafo, como acabamos de ver,

es mediante una estructura de tipo topoldgico; los vértices se asocian a puntos
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de la superficie y las aristas a arcos de curvas de Jordan con determinadas
propiedades. Sin embargo, en diversas situaciones es recomendable utilizar
otro tipo de representacién que establezca las relaciones existentes entre sus
vértices. La mds frecuente, y cada vez considerada por mas autores, es la
relacién de visibilidad obteniendo en dicho caso una representacion de visibili-
dad. En una representacién de este tipo los vértices vienen determinados por
objetos que pueden, o no, impedir la visibilidad entre otros y las aristas vienen

determinadas por ciertas relaciones de visibilidad entre sus vértices.

Entre las representaciones de visibilidad, la més conocida es la bar-
visibilidad. En un grafo de bar-visibilidad, los vértices son segmentos verti-
cales y dos vértices son adyacentes si las dos barras verticales que representan
pueden verse la una a la otra horizontalmente y de forma no degenerada.
En otras palabras, debe existir un rectangulo de altura no nula y limitado a
derecha e izquierda por ambas barras de tal forma que no intersecte a ninguna
de las demas barras verticales. Esta nocién de visibilidad también es denom-
inada, con frecuencia, como e-visibilidad (Tamassia y Tollis [68]), ya que las
barras deben ser capaces de verse entre ellas bajo un rayo de visibilidad de
grosor € > 0. La relacién entre las representaciones de bar-visibilidad y las
inmersiones ortogonales es muy fuerte puesto que las direcciones de los seg-
mentos que constituyen los vértices (vertical) y de las relaciones de visibilidad
(horizontal) coinciden con las que presentan las aristas en una inmersién orto-
gonal. Esta analogfa nos va a permitir en determinadas situaciones pasar de

una representacién a otra, como veremos mas adelante.

La idea general ha sido establecer las relaciones entre representaciones
topoldgicas y de visibilidad de grafos. En este sentido diremos que un grafo G
es bar-representable si existe una configuracién de segmentos verticales cuyo
grafo de e-visibilidad es precisamente G. En la Figura 0.19 se muestra un grafo
representado topolégicamente y una representacién de bar-visibilidad que lo

hace bar-representable.

Wismath [77], e independientemente Tamassia y Tollis [68] caracteri-



0.3. Inmersiones de grafos en superficies 19

et RSSS—
DD ENR——

W seeeEsEEE—— O I

I 6
) | :
7

Figura 0.19: Las representaciones bar y topoldgica de un grafo.
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zaron los grafos bar-representables en el plano. Fueron éstos tltimos quienes
plantearon el problema en superficies como el cilindro [71] y la esfera [69],
generalizado posteriormente por Cobos [19] para superficies de mayor género.
En el caso del cilindro, una bar-representacién de un grafo estd compuesta
por segmentos sobre generatrices representando los vértices, y las aristas son
rayos de visibilidad en la direccién de los circulos maximos. El algoritmo
VISIB-2C [71] construye una bar-representacién cilindrica de un grafo plano

2-conexo en tiempo lineal en el nimero de vértices del grafo.

En la esfera, los vértices se representan mediante segmentos sobre para-
lelos y los rayos de visibilidad siguen la direccién de los meridianos. Tamassia
y Tollis [69] caracterizan los grafos que admiten una representacién de visi-
bilidad en la esfera. Demuestran que es equivalente la bar-representabilidad
de un grafo G en la esfera y la existencia de un st-grafo esférico G' siendo G
isomorfo al grafo no dirigido que se obtiene de G’ ignorando la direccién de sus
aristas y eliminando los vértices s y t. En este contexto, un st-grafo esférico
es un digrafo aciclico plano con exactamente una fuente (vértices sin aristas

entrantes), s, y exactamente un sumidero (vértices sin aristas salientes), t.
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0.4 Aspectos algoritmicos

Dado que algunos de los resultados que se obtienen en este trabajo son al-
goritmizables, debemos establecer, también en este aspecto, la notacién que

utilizaremos para los algoritmos que se formulen.

Al ser nuestro objetivo el de la claridad, en general nos expresaremos
utilizando el lenguaje natural a la hora de describir un algoritmo, aunque

también indiquemos esquematicamente los pasos a seguir.

La mayor o menor bondad o complejidad de un algoritmo depende de

dos factores, a saber:

e El tiempo que tarda en realizarse.

e El espacio (memoria) que ocupa.

El segundo factor es un problema subsanable (dentro de lo posible),

pues basta con ampliar la memoria al tamafio necesario.

El primer factor es el que en realidad va a marcarnos las pautas por las
que debe regirse el disefio de un algoritmo, ya que el tiempo es un problema que
no tiene solucién posible. El tiempo empleado en la ejecucion de un algoritmo
es la suma de los tiempos de las operaciones que han sido realizadas. En el
campo del disefio y analisis algoritmico se suele expresar dicho tiempo médulo
una constante multiplicativa, dando lugar a lo que se conoce como efectividad o
complejidad del algoritmo. Asi, la complejidad de un algoritmo es una funcién
g(n) donde n es el tamafio de la entrada del problema, definida como el mayor

tiempo empleado para resolver el problema con entradas de tamafio n.

La notacién que daremos a continuacién, denominada notacion asin-
tética, debida a Bachmann [2] (1894), y popularizada desde su incorporacién
sistemdtica por Knuth [42] (1976), serd la que utilicemos en la presente memo-

ria para medir la efectividad de un algoritmo, donde todos los analisis se re-
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fieren a su complejidad computacional correspondiente al peor caso que pueda
presentarse:

O(f(n)) denota al conjunto de todas las funciones g(n) tales que existen
una constante positiva C' y un natural ng de forma que |g(n)| < C f(n) para
todo n > no.

Q(f(n)) denota al conjunto de todas las funciones g(n) tales que existen
una constante positiva.C y un natural ny de forma que g(n) > Cf(n) para
todo n > no.

O(f(n)) denota al conjunto de todas las funciones g(n) tales que existen
dos constantes positivas Cy y Cz y un natural ny de forma que C; f(n) < g(n) <
Caf(n) para todo n > nq.

o(f(n)) denota al conjunto de todas las funciones g(n) tales que para
toda constante positiva C existe un natural ny de forma que g(n) < Cf(n)

para todo n > ng (0, equivalentemente lim,_; ﬂ(%))- =0).

Se deduce por tanto, que O(f(n)) es el concepto que se utiliza para
describir cotas superiores, mientras que (f(n)) corresponde a cotas inferiores.

El concepto que se necesita para algoritmos “Sptimos” es O(f(n)).
De esta forma, si el nimero de operaciones que realiza un algoritmo es
3n* + 20n? + 5n 4+ 11 < (3420 + 5 + 11)n* = 39n,
diremos que el algoritmo es O(n*).

Un algoritmo que sea O(n?) con p € N se dice que es polinomial,
utilizandose el término lineal para el caso p = 1. En el supuesto de que p =0

se dird que el algoritmo corre en tiempo constante.
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0.5 NP-completitud

El apelativo NP-completo ha sido uno de los pocos términos que en muy poco
tiempo han ganado una notoriedad considerable. En el corto periodo de tiempo
desde su introduccién en los cercanos afios 70, este término ha venido a sim-
bolizar el abismo de la intratabilidad que los disefiadores de algoritmos tenian
que afrontar cada vez con mas frecuencia cuando pretendian resolver problemas
més grandes y complejos. Una amplia variedad de problemas surgidos de inves-
tigaciones en dreas como matematicas o computacion se conocen actualmente
como NP-completos, y la coleccién de tales problemas continda aumentando

diariamente.

La eficiencia de un algoritmo, como indicamos en la seccién anterior, se
mide en funcién del tiempo que tarda en resolver el problema. Sin embargo,
esta consideracién no es muy precisa puesto que las caracteristicas del com-
putador utilizado influyen notablemente; trabajando con la misma maquina

podemos hablar de algoritmos mas o menos eficientes.

Anteriormente introdujimos el concepto de algoritmo polinomial y en
contraposicién diremos que un algoritmo es ezponencial si la funcién que de-
fine su complejidad no se puede acotar. Esta distincién adquiere importancia
cuando se trabaja con tamafios grandes en las entradas. La Tabla 0.5 muestra
las diferencias entre las efectividades de algoritmos de distinta complejidad
en funcién del tamafio de la entrada. Notemos el excesivo crecimiento que se

produce en algoritmos exponenciales.

tiempo /tamano 10 100 500 1000
1000n 0.01 s. 0.1s. 0.5 s. 1s.
100nlogn 0.003 s. 0.06 s. 0.45 s. ls.
n3 0.001 s. ls. 2 min. 16 min.
2" 0.001 s. 40000 siglos

Estos ejemplos indican algunas de las razones de porqué los algoritmos
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polinomiales son, generalmente, preferibles a los exponenciales. Esta perspec-
tiva y la distincién entre los dos tipos de algoritmos son basicos en el concepto
de intratabilidad y Teorfa de la NP-completitud, materia a la que estd dedicada

esta seccidn.

La distincién entre algoritmo polinomial y exponencial data de 1964, de-
bida a Edmonds [22] y Cobham [18]. En particular, Edmonds catalogaba a los
algoritmos polinomiales como “buenos” algoritmos y conjeturaba que ciertos
problemas podrian no ser resueltos por tales algoritmos. En esta linea, un pro-
blema no estard “bien resuelto” hasta que se conozca un algoritmo polinomial
que lo haga y un problema serd intratable si es tan duro que, probablemente,

ningtin algoritmo polinomial pueda resolverlo.

Todas estas y muchas mas consideraciones condujeron a Cook [20] en
1971 a la Teoria de la NP-completitud. En su trabajo “The Complexity of
Theorem Proving Procedures” introdujo el concepto de “reduccién polinomial”
y definié la clase de problemas de decisién NP demostrando que la mayorfa
de los problemas catalogados hasta entonces de intratables, en su versién de
problemas de decisién, pertenecian a dicha clase. En tercer lugar demostré
que un problema en NP, el problema de “satisfacibilidad”, tenifa la propiedad
de que cualquier otro problema en NP se podia reducir polinomialmente a él.
Como conclusién, el problema de satisfacibilidad era el “mas duro” en NP
y conjeturaba esta misma naturaleza para otros problemas en la clase. Fue
Karp [41] quien los catalogé como problemas NP-completos presentando una

coleccién de ellos.

Seguidamente damos todos estos conceptos y resultados basicos de NP-
completitud. Podemos realizar un estudio mas detallado de esta materia con-
sultando el texto de Garey y Johnson [29] Computers and Intractability: a
guide to the Theory of NP-Completeness.

Un problema de decisién es aquel cuyas dos tnicas soluciones son Sf y
NO. Si IT es uno de estos problemas denotamos por Dy al conjunto de sus

entradas y por Y al subconjunto de entradas con respuesta afirmativa.
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Se dice que un algoritmo es determinista si para cada entrada del pro-
blema proporciona una solucién. La clase de problemas P estd formada por
aquellos problemas de decisién para los que existe un algoritmo determinista

polinomial que los resuelve.

Para introducir la segunda gran clase de problemas de decisién, la clase
NP, necesitamos considerar otro tipo de algoritmos. Un algoritmo no determi-
nista estd compuesto por dos etapas: la etapa “guessing” y la etapa “ check-
ing”. Dada una entrada I de un problema de decisién, la etapa “guessing”
origina una estructura S. Los datos I y S constituyen la entrada de la etapa
“checking”, la cual comprueba de forma determinista si la estructura S hace
que la entrada I pertenezca a Y. Un algoritmo no determinista “resuelve” el
problema de decisién II si se tienen las dos propiedades siguientes para todas

las entradas I € Dp:

a) Si I € Y, entonces existe alguna estructura S que, una vez originada en
la primera etapa a partir de I, conduce a la respuesta S{ para I y S en

la segunda etapa.

b) Si I ¢ Y, entonces no existe ninguna estructura S que, originada para

I, conduzca a la respuesta sf para [ y S.

En realidad un algoritmo no determinista no resuelve el problema en el sentido
estricto de la palabra, sino que “comprueba” si cierta estructura asociada a

una entrada es una solucidén real a dicha entrada.

Un algoritmo no determinista que resuelve (comprueba) un problema
de decisién II se dice que corre en tiempo polinomial si existe un polinomio p
tal que, para cada entrada I € Yj, existe una estructura S que conduce a la
respuesta Sf para I y S en la segunda etapa en tiempo p en funcién del tamaiio
de I. Notemos que esta condicién hace que exista una cota polinomial sobre
el tamafio de S ya que solamente una cantidad polinomial de tiempo se puede

emplear para leer la estructura S en la segunda etapa.
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La clase de problemas NP estd formada por aquellos problemas de de-
cisién que pueden ser resueltos (comprobados) por algoritmos no deterministas

polinomiales.

La relacién entre las clases P y NP es fundamental en la Teoria de
NP-completitud. Cualquier problema de decisién resoluble por un algoritmo
determinista polinomial también es resoluble por uno no determinista poli-
nomial, es decir P C NP. Para ver esto, solamente se necesita observar que
cualquier algoritmo determinista puede constituir la etapa “checking” de un al-
goritmo no determinista. SiIl € Py A es un algoritmo determinista polinomial
para II, se puede obtener uno no determinista polinomial para II simplemente
utilizando A como segunda etapa e ignorando la primera. Por tanto, Il € P
implica I € NP.

Por otra parte, existen fuertes razones para creer que esta inclusién es
propia, es decir P # NP. Los conocimientos actuales conducen a trabajar bajo
esta hipétesis en lugar de encaminar los esfuerzos para demostrar lo contrario.
Una visién del mundo NP, tal y como lo consideramos, estd mostrada en la
Figura 0.20.

NP

C D

Figura 0.20: El mundo NP.

Bajo este supuesto, la distincién entre P y NP-P es significativa e im-

portante. Todos los problemas en P se pueden resolver mediante algoritmos
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polinomiales, mientras que todos los problemas en NP-P son intratables. Asi,
dado un problema de decisién II € NP, si P#NP, nos gustaria saber cudl de las
dos posibilidades se tiene para II. Por supuesto, hasta que no se pruebe que
P#NP, no podemos esperar demostrar que un problema particular pertenece a
NP-P. Por esta razén, la teoria de la NP-completitud esta enfocada a obtener
resultados del tipo “si P#NP entonces II € NP-P.”

Dados dos problemas de decisién II; y II,, diremos que una funcién
f : Dn, — Dn, es una transformacidn o reduccién polinomial de II; a IIs,

denotando II; co II;, si satisface las dos condiciones siguientes:

a) f es computable por un algoritmo polinomial,

b) VI€ Dy, I € Yn, < f(I) € Yn,.

La existencia de una transformacién polinomial de II; a Iz nos indica
que si existe un algoritmo polinomial que resuelve II;, entonces existe otro que
resuelve II,, esto es, I, € P == II; € P. Equivalentemente, si II; es intratable

entonces II, también lo es.

Un problema de decisién IT es NP-completo si Il € NP y, dado cualquier
problema II’ € NP, II' oo II. La observacién anterior conduce a identificar
los problemas NP-completos como “los mds duros” en NP. Si un problema
NP-completo se puede resolver en tiempo polinomial, entonces también son
resolubles polinomialmente todos los problemas de la clase NP. Si un pro-
blema de NP es intratable entonces también lo son todos los NP-completos. La

Figura 0.21, suponiendo P#NP, muestra una ampliaciéon del mundo NP.

La definicién de problema NP-completo dada anteriormente no propor-
ciona una forma sencilla de demostrar que un problema pertenece a dicha
clase, puesto que tendriamos que definir una transformacién polinomial para
cada problema de NP. La siguiente definicién, equivalente a la anterior, si
constituye un método sencillo para probar la naturaleza NP-completa de un

problema, a partir de otro conocido problema NP-completo. Un problema II
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NP

Figura 0.21: El mundo NP ampliado.

es NP-completo si:

a) Te NP,y

b) existe un problema NP-completo II' tal que II' oo II.
Por tanto, para demostrar que un problema II es NP-completo nos basta con.
realizar los siguientes cuatro pasos:

a) demostrar que II pertenece a la clase NP,

b) seleccionar un conocido problema NP-completo II,

¢) construir una transformacién f de II'a Il y

d) probar que f es una transformacién polinomial.

Hasta ahora nuestro estudio se ha centrado en la clase de problemas

NP, sin embargo pueden existir problemas fuera de esta clase que sean “tan
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duros” como los NP-completos. A ellos dedicamos el concepto de problema

“NP-duro” para problemas generales.

Un problema de bisqueda estd formado por un conjunto de entradas
y para cada entrada un conjunto de soluciones. Un algoritmo resuelve un
problema de biisqueda si, dada una entrada, devuelve la respuesta NO cuando
su conjunto de soluciones es vacio y en otro caso proporciona una solucién

contenida en dicho conjunto.

La generalizacién de “transformacién polinomial” para problemas de
biisqueda estd motivada por la observacién de que cualquier transformacién
polinomial entre dos problemas de decisién proporciona un algoritmo polino-
mial que resuelve el primero a partir de uno, también polinomial, que soluciona

el segundo.

Dados dos problemas de bisqueda I y IT’, una reduccion de Turing poli-
nomial de II en I’ es un algoritmo A que resuelve II utilizando una hipotética
subrutina S para resolver II' de forma que, si S fuera un algoritmo polino-
mial para II’, entonces A también seria un algoritmo polinomial para II. La

existencia de esta reduccién se denota II cor II'.

Un problema de bisqueda II es NP-duro si existe un problema L NP-

completo tal que L ooy II.

No es dificil observar que un problema NP-duro no se resuelve polino-

mialmente a menos que P=NP.

El primer problema NP-completo es un problema de decisién sobre va-
riables booleanas, el problema de SATISFACIBILIDAD (Cook, 1971 [20]), y se

enuncia en los siguientes términos.

Sea U = {uj,us,...,u,} un conjunto de variables booleanas. Una asig-
nacion de verdad para U es una funcién t : U — {T, F'}. Si t(u) = T decimos
que u es verdadera bajo t; si t(u) = F decimos que u es falsa. Si u es una

variable de U entonces u y @ son literales sobre U. El literal u es verdadero
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bajo t si y sdlo si la variable u es verdadera bajo t; el literal @ es verdadero si

y solo si la variable u es falsa.

Una cldusula sobre U es un conjunto de literales sobre U, por ejemplo
{u1,uq, ur}; representa la disyuncién de dichos literales y se satisface bajo una
asignacion de verdad si, y sélo si, al menos uno de sus miembros es verdadero
para la asignacién. La cldusula dada se satisface bajo cualquier asignacién de
verdad t excepto cuando t(u;) = F, t(uq) = T y t(ur) = F. Una colecciéon C
de clausulas sobre U se satisface si y sélo si existe alguna asignacién de verdad
para U que satisface simultaneamente todas las clausulas de C. Tal asignacion

de verdad se llama asignacion de verdad satisfactoria para C'.

Bajo estos conceptos, el problema de SATISFACIBILIDAD se define como

sigue:

Satisfacibilidad (SAT) [20]
Entrada: Un conjunto U de variables y una coleccién C' de clausulas sobre U.

Pregunta: jExiste una asignacién de verdad satisfactoria para C?7

Por ejemplo, U = {uj,us} y C = {{w1,%z}, {U1,u2}} constituyen una
entrada de SAT cuya respuesta es “si”. Una asignacién de verdad satisfactoria
para C vendria dada por ¢(u;) = t(uz) = T. Por otro lado, reemplazando C
por C' = {{uy,us}, {u1, %3}, {u7}} obtenemos una entrada cuya respuesta es

“no”; C' no se satisface.

A partir de este primer problema NP-completo fueron surgiendo diver-
sos problemas de la misma naturaleza en areas muy diversas. Como hemos
indicado anteriormente, en [29] podemos encontrar una amplia lista de ellos,
aunque no todos, por supuesto, ya que las investigaciones actuales han dado

lugar a muchos mds, no incluidos.

Presentamos en tltimo lugar dos de dichos problemas NP-completos,
variantes de SAT, a los que nos remitiremos en los dltimos capitulos de esta

memoria.
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3-satisfacibilidad (3SAT) [20]
Entrada: Un conjunto U de variables y una coleccién C de clausulas sobre U
compuestas por 3 elementos.

Pregunta: ;Existe una asignacién de verdad satisfactoria para C?

Not-all-equal-3sat (ne3sat) [60]

Entrada: Un conjunto U de variables y coleccién C' de clausulas sobre U
compuestas por 3 elementos.

PREGUNTA: ;Existe una asignacién de verdad sobre U tal que cada clausula

de C contenga al menos un literal verdadero y uno falso?



Parte I

Inmersiones ortogonales

cilindricas
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Existe una amplia literatura sobre inmersiones ortogonales planas, la
cual se va ampliando ultimamente con algunos trabajos en tres dimensiones.
Es clara la aplicacién que presentan este tipo de dibujos en el disefio de cir-
cuitos impresos, los cuales se realizan sobre placas que determinan superficies
diversas, en general no planas. Es por ello por lo que consideramos este tipo
de cuestiones en otras superficies, y comenzamos, por su simplicidad, con el
cilindro.

Dos capitulos componen esta parte de la memoria. En el primero ana-
lizamos la estructura constituida por el conjunto de dngulos y codos asociado
a una inmersién cilindrica. Esta nocién queda recogida bajo el concepto de
asignacién ortogonal y desarrollamos una teoria que nos conduce a determi-
nar en tiempo O(n?log n) una asignacién ortogonal con el minimo mimero de

codos entre todas las asociadas a la inmersidén cilindrica dada.

Abordamos en el segundo capitulo la forma de traducir la informacién
que nos proporciona una asignacién ortogonal y pasar asi a una inmersién or-
togonal cilindrica, para lo cual tenemos que determinar la direcciéon de los seg-
mentos. Este paso en el plano es directo obteniéndose situaciones analogas para
las dos direcciones posibles, horizontal y vertical, pero la estructura métrica del
cilindro hace que la situacién sea totalmente distinta en este caso, surgiendo
diferencias importantes en cuanto a la asignacién de direccién. Este andlisis
nos conduce a la nocién de asignaciones ortogonales realizables, como aquellas
que determinan una inmersién ortogonal cilindrica. Disefiamos algoritmos li-
neales de construccién de asignaciones ortogonales realizables y caracterizamos
las realizables entre todas las posibles asociadas a una inmersién cilindrica
dada. Entre ellas nos cuestionamos la determinacién de la 6ptima en cuanto

al numero de codos, caracterizandola en términos tedricos.

El algoritmo GLOBAL construye en tiempo polinomial inmersiones or-

togonales equivalentes que aproximan el mimero de codos.

Pasando a un enfoque local del mimero de codos en cada arista, de-

mostramos que todo grafo 4-plano admite una inmersién ortogonal cilindrica
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con, a lo mas, dos codos en cada arista. Se muestran ejemplos que prueban
la condicién minima de este valor dos. El algoritmo LOCAL proporciona en
tiempo lineal en el numero de vértices de la inmersion, tales inmersiones orto-
gonales equivalentes, para grafos 2-conexos. Es de destacar que los resultados

aqui obtenidos para el cilindro, mejoran los que se dan en el plano.



Capitulo 1

Asignaciones ortogonales

cilindricas

Toda inmersién ortogonal define de forma intrinseca un conjunto de angulos
y codos, obtenidos al recorrer las aristas de cada cara de la inmersién. Esta
estructura posee un significado propio si se considera independiente del dibujo,
pudiendo ser definida sobre cualquier inmersién cilindrica, bajo ciertas restri-
cciones para que defina una representacién factible. Este hecho conduce al
concepto de asignacion brtogonal asociada a una inmersién cilindrica. En
este capitulo definimos este concepto y nos planteamos el problema de encon-
trar una asignacién ortogonal asociada a una inmersién cilindrica dada, que
proporcione el minimo mimero de codos. La resolucién se basa en la transfor-
macién del problema en uno de flujos de minimo coste sobre una red asociada
a la inmersién. Esta transformacién constituye una equivalencia entre ambos
problemas, la cual da lugar a un algoritmo que construye una asignacién orto-
gonal cilindrica éptima en tiempo O(n?logn) donde n es el nimero de vértices
de la inmersién cilindrica dada. El desarrollo de este capitulo es paralelo al

trabajo realizado por Tamassia [64] sobre el problema anélogo en el plano.

35
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1.1 Introduccién

La topologia que presenta una placa en la que se ha disefiado un circuito,
puede variar en funcién del fin destinado para ella. Si se requieren conexio-
nes entre vértices situados en los bordes entonces, o bien los trazados tienen
que intersectar a otros dibujados anteriormente, situacion no deseable, o bien
tienen que seguir la topologia de una superficie cilindrica. En general, un
gran numero de conexiones conduce a superficies de mayor género, problema
que trataremos en la segunda parte de la memoria. Nos centramos en los dos
capitulos siguientes en el cilindro como superficie para dibujos ortogonales de

grafos.

Como aplicaciones de este estudio, ademas de la citada en el disefio
de circuitos VLSI [46, 75], podemos mencionar el trazado de planos del suelo
arquitectdnico [49, 57] y el trazado estético de diagramas utilizados en disefio

de sistemas de informacién (4, 3].

Estos problemas quedan modelizados de forma general en cuestiones
sobre inmersiones ortogonales de grafos. Muchas variantes han surgido en este
estudio, tratadas bdsicamente en un contexto plano. Tamassia [64] disefia un
algoritmo polinomial que proporciona una inmersién ortogonal plana equiva-
lente a una dada, con el minimo nimero de codos entre todas las posibles. Este
problema fue planteado en un trabajo de Storer [62], en el que la existencia
de un algoritmo polinomial para resolverlo quedaba como problema abierto.
Si en lugar de partir de una inmersién se parte inicamente de un grafo, el
resultado cambia notoriamente. Garg y Tamassia [31] prueban que obtener
una inmersién de un grafo con el minimo nimero de codos es un problema de

naturaleza NP-dura.

La condicién necesaria y suficiente para que un grafo admita una in-
mersién ortogonal es que sea un grafo 4-plano. Este tipo de grafos han sido
los considerados en los problemas anteriores. Si se reduce la valencia de los

vértices, Di Battista, Liotta y Vargiu [7] obtienen un algoritmo polinomial
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que construye inmersiones ortogonales con el minimo nimero de codos para
3-grafos.

Nuestro trabajo sigue esta linea planteada en la superficie cilindrica.
También en este caso, la condicién necesaria y suficiente para que un grafo
cilindrico admita una inmersién ortogonal en el cilindro es que sea un 4-
grafo. La condicién necesaria es obvia y la suficiente, aunque es simple, queda

probada en el Lema 2.2.2, que veremos mas adelante.

Comenzamos considerando la estructura que constituye los cambios de
direccién y los codos existentes en una posible inmersion ortogonal cilindrica,
definiendo el concepto de asignacidn ortogonal, en el que no se fijan las di-
recciones de los segmentos. El paso a la malla cilindrica se abordard en el
Capitulo 2.

Partimos de una inmersién cilindrica P de un 4-grafo, de forma que
contenga al menos un ciclo esencial para que no constituya una inmersién
plana. Las distintas asignaciones ortogonales asociadas a P representan las
posibles formas de dibujar P en la malla cilindrica conservando la inmersién.
Nos planteamos la caracterizacién de la asignacién ortogonal con el minimo
nimero de codos asociada a P, quedando determinada al transformar el pro-
blema en uno de flujo de minimo coste. El algoritmo polinomial ASIG-OPTI

construye una asignacién ortogonal cilindrica éptima asociada a P.

Aunque el problema ha sido planteado con 4-grafos, los resultados
también son validos para multigrafos, conservando la condicién sobre la valen-

cia de los vértices.

Pasamos a dar unas definiciones previas antes de abordar de lleno el

problema.

Un cilindro (infinito) C es la unién de una familia infinita de lineas
paralelas a una recta, llamada eje del cilindro, y a la misma distancia de

ella. Un cilindro se define también como el lugar geométrico de los puntos



38 1. Asignaciones ortogonales cilindricas

que equidistan del eje. Alternativamente, se puede definir como la unién de
una familia infinita de circunferencias del mismo radio, cuyos centros estan
situados sobre el eje y dibujadas sobre planos ortogonales a éste. Las rectas y
las circunferencias definen de forma natural un sistema de coordenadas sobre
el cilindro, puesto que cada punto de C se obtiene como la interseccién de
una unica recta y una tnica circunferencia. De igual forma, estas dos familias
de curvas definen una malla sobre el cilindro; a las rectas paralelas se las
conoce como generatrices y corresponden a la direccion vertical, mientras que
las circunferencias perpendiculares a dichas rectas son los circulos mdzimos

del cilindro, asociados a la direccién horizontal (ver Figura 1.1).

/KY\!(Y\
ANXNAAX/

Figura 1.1: Malla en la superficie cilindrica.

Un cilindro infinito es homeomorfo al plano menos un punto, o a la
esfera menos dos, puntos que se conocen como Polo Norte y Polo Sur. Este
homeomorfismo nos conduce a representar el cilindro como una banda limitada
por rectas verticales identificadas entre si, obtenida al desarrollar el cilindro
por una de sus generatrices. Las geodésicas del cilindro pasan a ser rectas en
su representacién plana y la malla estd constituida por una familia de rectas

horizontales y otra de verticales. Las Figuras 1.2 y 1.3 ilustran estos hechos.

En el Capitulo 0 definimos inmersién de un grafo en cualquier superficie.
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Figura 1.2: Representacién plana del cilindro.

Figura 1.3: Malla en la representacién plana del cilindro.
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En este punto vamos a particularizarla al cilindro, por lo que una inmersién
cilindrica de un grafo estara constituida por puntos del cilindro representando
los vértices, y las aristas seran segmentos que no se intersectan entre si, excepto
en sus extremos. Diremos que un grafo es cilindrico si admite una inmersién en
el cilindro. Es ficil ver que, al igual que grafo plano y esférico son conceptos
equivalentes, grafo cilindrico y plano también lo son. Los homeomorfismos
existentes entre plano, cilindro y esfera hacen que si un grafo admite una
inmersién en alguna de las tres superficies, también admita inmersiones en
las otras dos. Esto es, los conceptos de grafo plano, cilindrico y esférico son

equivalentes.

De forma analoga, particularizamos la definicion de inmersién ortogonal
para la superficie cilindrica. Una inmersidn en la malla del cilindro o inmersion
ortogonal cilindrica de un grafo es una inmersién cilindrica en la que las aristas
estdn representadas por cadenas de segmentos consecutivos, horizontales y
verticales. En este punto es importante sefalar que al hablar de inmersiones
en la malla del cilindro, estamos estableciendo la principal diferencia con el
caso plano, ya que estamos tratando un problema de naturaleza métrica y no

solo topologica.

Las inmersiones cilindricas, al igual que las demds, dan lugar a un
sistema de rotacién en los vértices y a un conjunto de ciclos esenciales. En
este caso, un ciclo de la inmersién serd esencial u homotdpicamente no nulo
si'la curva asociada a dicho ciclo, la cual estard compuesta por segmentos, no
encierra un disco abierto. Si una inmersién cilindrica no contiene ningin ciclo

esencial la llamaremos inmersién plana.

Toda inmersién cilindrica determina un conjunto de caras sobre el cilin-
dro, entre las que aparecen dos no acotadas (solamente una si es una inmersién
plana), una de las cuales contiene al Polo Norte y la otra al Polo Sur. Si de-
notamos por n, m y f al ndmero de vértices, aristas y caras de la inmersién,

respectivamente, entonces la férmula de Euler establece que n — m 4 f = 2.

La estructura topolégica de una inmersién cilindrica se describe sefia-
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lando los ciclos esenciales y recorriendo las aristas que constituyen la frontera
de cada cara, explicitando las caras no acotadas o externas. Cada cara f de la
inmersion tendra asociada una lista circular P(f) formada por las aristas que
la forman, recorridas en el sentido de las agujas del reloj, es decir, dejando el
interior de la cara a la derecha. Notemos que cada arista aparece exactamente
en dos de estas listas, es decir pertenece a la frontera de dos caras de la
inmersion. Si estas dos caras son la misma decimos que la arista constituye

un puente.

Pasamos a considerar algunas definiciones basicas en teoria de flujos
en redes, herramientas necesarias para nuestros resultados. Como referencia
podemos citar [59] y [45].

Una red N = (U, A, s,t,b, c¢) viene definida por:

a) Un conjunto finito de vértices U.

b) Dos vértices distinguidos s y ¢, llamados fuente y sumidero, respectiva-

mente.

¢) Un conjunto A de pares ordenados de vértices, llamados aristas, que

incluye la arista especial de retorno (¢, s).
d) Una capacidad positiva b(a) para cada arista a.

e) Un coste c(a) para cada arista a.
Un flujo en N es una funcién z : A — R verificando:

a) 0 < z(a) < b(a) para cada arista a.

b) ¥, z(u,v) — ¥, z(v,w) = 0 para cada vértice v

donde u y w son vértices de U de forma que (u,v) y (v,w) sean aristas de A,

respectivamente.
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El valor del flujo z, denotado |z|, viene dado por el flujo en la arista de retorno:
|z| = z(t, s).
El coste del flujo z es la cantidad:

COST(z) = >_ c(a)z(a).

a€A

La Figura 1.5 muestra un flujo en la red descrita en la Figura 1.4.

El problema del fluyjo de minimo coste consiste en determinar el flujo
de minimo coste entre todos los de valor fijo dado. Se plantea de la siguiente

forma:

MIN-COST-FLOW: Dada una red N y un nimero positivo z, encontrar un flujo

z en N de valor |z| = z que tenga coste minimo.

El algoritmo de aumentacion para el problema MIN-COST-FLOW con-
siste en aumentar el flujo inicial nulo a lo largo de caminos de coste minimo [45].
En el caso de capacidades enteras y costes no negativos, la obtencion del
camino mds corto se puede realizar mediante una variacion del algoritmo de
Dijkstra. Por lo tanto, el algoritmo de aumentacién es de orden O(z(|U| +
14]) log|U)).

Un ciclo aumentador del flujo C con respecto a un flujo z es un ciclo,
con una asignacién de recorrido, en el grafo no dirigido que resulta de igno-
rar las direcciones de las aristas de N y eliminar la arista de retorno (t,s),

verificando las siguientes propiedades:
a) Para cada arista a de C' cuya direccién en N coincida con el recorrido
del ciclo, se tiene que z(a) < b(a). A estas aristas se le llaman directas.

b) Para cada arista a de C cuya direccién en N sea opuesta al recorrido del

ciclo, se tiene que z(a) > 0. A estas aristas se le llaman inversas.
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V2

0

U3

s V :
arista | capacidad | coste | arista | capacidad | coste
(s,v1) 1 0 | (vs,vs) 4 2
(s, v6) 9 3 | (vs,vs) 1 1
(s,v7) 3 5 | (ve,vs) 10 1

(v1,v7) 7 1 (ve, v7) 1 0
(v2,v1) 2 -1 | (vr,vs) 6 -2
(v3, v2) 3 1 | (vat) 2 0
(v, v4) 3 1 | (vs,t) 8 7
(vs,v1) 5 4 (t,s) 00 0

Figura 1.4: Ejemplo de red.
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Figura 1.5: Flujo en la red de la Figura 1.4 de valor 9 y coste 55.

El coste de un ciclo aumentador del flujo viene dado por la suma de los costes

de las aristas directas menos la suma de los costes de las aristas inversas.

En la Figura 1.6 se presentan dos ciclos aumentadores del flujo de la

Figura 1.5, uno de coste negativo y otro positivo.

1.2 Asignaciones ortogonales de inmersiones

cilindricas

Con el objetivo general de obtener inmersiones ortogonales cilindricas que pre-
senten pocos codos, comenzamos introduciendo el concepto de asignacién or-
togonal, la cual vendrd a constituir el conjunto de codos y cambios de direccién
(horizontal y vertical) factibles de las aristas de una inmersién cilindrica, ca-
racterizando aquella que proporciona la asignacién ortogonal con el minimo

nimero de codos entre todas las posibles asociadas a una inmersién cilindrica
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Figura 1.6: Dos ciclos aumentadores del flujo definidos sobre el mostrado en

la Figura 1.5.
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dada. De esta caracterizacién se obtiene un algoritmo polinomial para cons-

truirla, el algoritmo AsIG-OPTI, presentado al final del capitulo.

Se llama asignacidn ortogonal H de una inmersién cilindrica P de un

grafo 4-plano G a un conjunto de listas H = UsepH(f) ordenadas circular-

mente, verificando las siguientes propiedades:

a)

Para cada cara f de P se define una lista H(f), cuyos elementos tienen

la forma r = (e[r], s[r], a[r]), donde:

a.l) e es una arista de f.

a.2) s es una secuencia binaria en la que cada digito indica la existencia
de un codo en e. Los valores 0 y 1 denotan dngulo menor y dngulo
mayor respectivamente, formado por el codo en la cara f. Si e no

contiene codos pondremos la notacion e.

a.3) a toma el valor 1, 2, 3 6 4. Este valor nos informa sobre el angulo
que forma en la cara f la arista e con la siguiente en la ordenacion.
Cada unidad en el valor de a representa un angulo de 90 grados.
El valor 4, es decir 360 grados, indica que la arista siguiente es ella

misma, es decir e contiene un vértice de valencia 1.

Para definir H(f) recorremos circularmente las aristas de f, dejando la
cara a la derecha, y a cada una de ellas le asociamos los valores s y a de

la forma anterior.

El niimero de codos C'(H) de una inmersién ortogonal viene dado por

cy =35 3 Ishl (1)

f reH(f)
donde |s| es la longitud de la secuencia binaria s.
Sean r y v un par de elementos de la asignacién ortogonal asociados

a la misma arista. Entonces la secuencia binaria s[r'] se puede obtener

de s[r] cambiando el orden de la secuencia binaria s[r] e intercambiando
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ceros y unos. Esta propiedad significa que cada arista tiene que tener

una descripcion consistente en cada una de las caras en las que aparece.
c) Se define para cada elemento r
rotacién(r) = ceros(s[r]) — unos(s[r]) + (2 — al[r])

donde ceros(s(r]) y unos(s[r]) denotan el nimero de ceros y unos en la

secuencia s, respectivamente. Se tiene que verificar:

—4 si f es cara externa con dos polos
> rotacién(r) =¢ 0  si f es cara externa con un polo

reH(f) 4  si f es cara interna.

Esta propiedad significa que cada cara descrita por H es un poligono,
es decir que las aristas que componen la cara forman un ciclo en la

inmersidn.

d) Para cada vértice v de G descrito por H, la suma de los dngulos entre
pares de aristas de la misma cara, incidentes en v, los cuales vienen dados

por el campo a de los elementos de H(f), es igual a cuatro.

Se llama segmento de una asignacién ortogonal a cualquiera de los

siguientes elementos:

e Una arista sin codos.

e La parte de una arista comprendida entre un vértice y el primer codo de

la secuencia correspondiente.

e La parte de una arista comprendida entre dos codos consecutivos.

La Figura 1.7 muestra una inmersién cilindrica de un grafo 4-plano y
una asignacién ortogonal asociada a ella. Se explicita, para cada cara f;, ¢ =
1,...6, su correspondiente lista H(f;). Se puede comprobar facilmente que se

verifican todas las propiedades de una asignacién ortogonal.
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fe

H(fl):{(ehe’z)a (613a€72)’ (66,1)1)7 (68,633)7 (697671)a (65’671)7 (62’6’3)}
H(f2)={(8670’1)’ (67,0,1)}
H(f3)={(€7,1,1), (6137571)a (612,031)1 (6117633)’ (61036’1)7 (6976?1)’ (68,6,2)}

H(f4)={(64,6,1), (657672), (610a6’1)a (6117€a3), (312,1,1), (61,6,1), (82,6,1),
(63,171)a (6167€a2)’ (615?671)}

H(f5)={(e37071), (64,6,1), (614’5’1)}

H(f6)={(6143632)7 (815,6,2), (6167672)}

Figura 1.7: Ejemplo de asignacién ortogonal.
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Los resultados que vamos a presentar a continuacién hacen uso de
técnicas de flujos en redes, por lo que comenzamos asociando una red a cada

inmersion cilindrica dada.

Sea G = (V, E) un grafo 4-plano y P una inmersién cilindrica donde
F es el conjunto de sus caras y P(f) es la lista circular asociada a la cara
f € F en P. Definimos la red N(P) = (U, A, s,t,b,¢) asociada a G y P, de la

siguiente forma.

o Sea Vel subconjunto de vértices de V que tienen valencia menor o igual
que tres. Los vértices de N(P) los forman los vértices de V, las caras de

P, la fuente s y el sumidero t¢.

U=VUFU/{s,t}

e Las aristas de N(P) son de varios tipos
A=Ay UArUA, U A U{(9)},
donde,

a) Ay estd constituido por aristas del tipo (v, f), donde v € VyfeF,
de forma que v es un extremo de alguna arista de P(f). Las aristas

de Ay tienen capacidad infinita y coste cero. Definimos

E(v,f)={e€ P(f)/la arista e y la

siguiente en la lista P(f) son incidentes en v}.

b) Ar contiene dos aristas (f,g) y (g, f) para cada par {f, g} de caras

distintas, de forma que el conjunto
E(f,9) = {e € E/e aparece tanto en P(f) como en P(g)}

es no vacio. Ademéds, Ar contiene un lazo (f, f) por cada cara f

que contenga un puente. Se define
E(f,f) = {e € E/e es un puente de la cara f}.

Las aristas de Ar tienen capacidad infinita y coste uno.
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c) As contiene

c.1) Aristas del tipo (s, f) donde f es una cara interna que verifica

|P(F)l <3.
c.2) Aristas del tipo (s,v) donde v € V.

Las aristas de A, tienen coste cero y capacidad:
s, f)=4—|P(fl vy b(s,v)=4-6(v)

d) A; contiene aristas del tipo (f,t) donde f es una cara externa o una
interna cuya lista P(f) tiene longitud |P(f)| > 5. Las aristas de A,

tienen coste cero y capacidad:

|P(f)|+4 si f es cara externa con dos polos
b(f,t) =< |P(f)l si f es cara externa con un polo
|P(f)] —4 si f es una cara interna.

fr

Figura 1.8: Inmersién cilindrica.

La Figura 1.8 muestra una inmersién cilindrica y su red asociada, dis-

tinguiendo los vértices de cada tipo (Figuras 1.9, 1.10 y 1.11).
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o
' fa© vy
o
Vg 0 Vg
fr

Figura 1.9: Aristas de Ay: capacidad = oo y coste = 0.

fr

Figura 1.10: Aristas de Ap: capacidad = oo y coste = 1.
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Figura 1.11: Aristas de A, y A;: la capacidad se muestra en cada arista y el

coste es nulo.

Una vez definida la red N(P) asociada a la inmersién cilindrica P, va-
mos a probar la equivalencia entre existencia de flujo en dicha red y asignacion
ortogonal asociada a P. Esta relacién queda implicita al hablar de flujo orto-

gonal en N(P), cuyo significado viene dado por las siguientes consideraciones:

a) Cada unidad de flujo en la red N(P) representara un angulo de 90 grados:
para las aristas de Ay el flujo z(v, f) representa el angulo que forman las
aristas incidentes en v en la cara f, el cual viene dado por (z(v, f)+1)90;
para las aristas de Ar el flujo z(f, g) representa el nimero de codos que
aparecen a lo largo de las aristas que separan la cara f de la cara g, y

que forman un angulo de 90 grados con la cara f.

b) La dltima propiedad en la definicién de asignacién ortogonal se traduce
diciendo que la suma de los dngulos en cada vértice tiene que ser 360
grados. La propiedad anterior nos indicaba que cada cara tiene que ser

un poligono.
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c) El coste del flujo es igual al niimero de codos de la asignacién ortogonal.

Vamos a imponer que el valor del flujo en N(P) sea igual a

2(P) =) b(s,u) = 3_ b(w,1)

uelU welU
donde la igualdad entre los dos términos se obtiene de la férmula de Euler

como sigue. Definimos

F' = {f € F/f es cara interna y |P(f)| > 5}
F" = {f € F/f es cara interna y |P(f)| < 3}

y, puesto que partimos de una inmersién cilindrica P no plana, sean f; y f, las
dos caras externas, conteniendo un Polo cada una de ellas. Entonces se tiene:

> b(w,t) = Y b(s,u) =

welU uelU
IP(FA)l+ PR+ 2 (P-4 -1 @— P+ 2 (4= 8()] =
feF! feF! veV
fX;UP(f)I —4)+8+ 2;1(5(1)) —4) =
Y IP(H)I = 4IF|+8+ 3 d(v) —4lV| =
feF veV

20E| - 4|F| +8 +2|E| - 4]V]| =
A(lE| - |F| - |V|+2) =0.

Este valor del flujo nos conduce a imponer que el flujo en las aristas de A,
y A, sea igual a su capacidad. Ademds como a cada vértice de V' le llega
exactamente una arista con capacidad a lo mas tres, el flujo de las aristas de

Ay no puede ser mayor que tres.

Los dos resultados siguientes establecen la equivalencia entre la existen-
cia de flujo de valores enteros en N(P) de valor z(P) y asignacién ortogonal

asociada a P definida anteriormente.
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Lema 1.2.1. Asociado a cada asignacidn ortogonal de una inmersion cilin-
drica P de un grafo {-plano eziste un flujo ortogonal x en N(P) con valores

enteros, cuyo valor es z(P) y cuyo coste es igual al nimero de codos de P.

Demostracién: Sea H una asignacién ortogonal de P. El flujo z en N(P) se
construye a partir de H de la siguiente forma. Para cada arista (v, f) de Ay,
el flujo z(v, f) se obtiene del campo a de los elementos de H(f) asociados a la
arista (v, f):

x(v,f) = Z (a[r] - 1)7

r€R(v,f)
donde

R(v, f) = {r € H(f)/tanto e[r] como la arista e[r] asociada al

elemento r’ siguiente a r en la lista H(f) son incidentes en v}.

Para cada arista (f, g) de Ar, el flujo z(f, g) se obtiene del campo s de

los elementos de H(f) asociados a la arista (f, g):

z(f,g)= Y, ceros(s[r]),
r€R(f.9)

donde
R(f,g) = {r € H(f)/e[r] € E(f,9)}.

El flujo z(f, g) representa los dngulos de 90 grados dentro de la cara f
que aparecen a lo largo de las aristas que separan f de g. Si f = g, entonces
z(f, f) es igual al ndmero total de codos a lo largo de los puentes de f.

El flujo en las aristas de A, y A; es igual a la capacidad, como viene

impuesto por el valor del flyjo.

Para demostrar que la funcién z definida es un flujo, tenemos que pro-
bar por una parte que se mantiene la capacidad como cota superior del flujo,

y por otro lado que el flujo se conserva en cada vértice.
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La primera condicién se puede comprobar facilmente a partir de la
definicién de N(P) y z. La segunda condicién se demuestra a partir de las
propiedades de asignacién ortogonal como sigue. Para los vértices de V, y en

virtud de la cuarta condicién de una asignacién ortogonal, se tiene

> z(v, f) — z(s,v) =

feF
>, Y (afr]-1) - (4-d(v)) =
fe€F reR(v,f)
Z Z a[r] — Z Z 1-4+446v)=
fEF reR(v,f) feF reR(v,f)

4—-6(v)—4+4(v)=0.

Para probar la condicién de flujo en los vértices de F' notemos que

o E(f,9) = E(g,f)
e U R(f.9)=H(f)

E(f,9)#0

o U R, f)=H(f)
E(v.1)%0

Teniendo en cuenta estas consideraciones y a partir de las propiedades segunda

y tercera en una asignacién ortogonal, se tiene:

a) Si f es una cara externa o una interna verificando |P(f)| > 5:

Zx(f,u)_ Z x(w,f)=

uelU welU
> zfig+a(ft) -1 X 2w, )+ X 2(e: )=
E(f.9)#9 E(v,f)#0 E(g,f)#0

Y % ceros(slr]) + 1P(f)| + e

E(f.9)#0r€R(f.,9)
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[ Z Z (alr] = 1) + Z Z ceros(s[r])] =

E(v,f)#0 r€R(v,f) E(g,f)#0reR(g,f)
Y~ (ceros(s[r]) — unos(s[r]) — alr] + 1) + |P(f)| + c =
reH(f)

> (rotacién — 1) + |P(f)|+c=
r€H(f)

= PNl =c+|P(f)l +¢=0,

donde c es 4, 0, 6 -4 si f es cara externa con dos polos, con un polo o

cara interna, respectivamente.

b) Si f es una cara interna verificando |P(f)| < 3:

Z.’I)(f,u)— Zx(w’f)=

uel wel
Y aw(fig)-1 X 2w, N)+ Y 2(gf)+als,f)l =
E(f.9)#0 E(v,f)#0 E(g,f)#0
S Y ceros(s[r])-
E(fg)#0reR(f.9)
[ > X (all=D+ > 3 ceros(s[r]) +4 - [P(f)l} =
E(v,f)#0 reR(v,f) E(g,f)#8reR(g,f)
>~ (ceros(s[r]) — unos(s[r]) —a[r] +1) + |P(f)| —4 =

reH(f)
> (rotacién — 1)+ |P(f)| —4 =
re€H(f)
A—|P(f)l +|P(f)l —4=0.

Por dltimo, para los vértices s y t, la conservacién del flujo se obtiene
directamente de la definicién del valor del flujo z(P).

Para terminar tenemos que probar que el coste del flujo coincide con el

nimero de codos de H, para lo que consideramos la expresién (1.1).
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COST(z) = Y c(a)a(a) = 3. a(f,0)=

agA (frg)eAF
S (Y ceros(s[r])+ ). ceros(s[r])) =
E(frg)¢0 rER(f,g) TGR(gvf)
> > ceros(s[r]) + unos(s[r]) =
E(f.9)#0reR(f.9)
> X lslll=
E(f,9)#9r€R(f.9)
3 Z > lslrll=C(H).
f reH(f)

Reciprocamente, el siguiente resultado nos proporciona una asignacién
ortogonal de P a partir de un flujo entero en N(P) de valor z(P) de forma

que el coste de éste coincide con el nimero de codos de la asignacion.

Lema 1.2.2. Para cada flujo entero z en N(P) de valor z(P) ezxiste una asig-
nacion ortogonal asociada a P, de forma que el nimero de codos que contiene

es tgual al coste del flujo z.

Demostracién: Los valores a y s asociados a las aristas de P en la asignacion
ortogonal que vamos a definir se obtienen a partir del flujo = en las aristas de

Av y Af, respectivamente.

Para cada arista (v, f) de Ay, sean rq, ..., s los elementos de R(v, f)

(ver la definicién de R(v, f) en la prueba del Lema 1.2.1). Sea

a[TI] = .’L'(U, f) +1

a[r;] =1 para 2 <1 < n.
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Para cada par de aristas (f,g) y (g, f) en Ap, sean r{, ..., r] los
elementos de R(f,g), y r{, ..., r los correspondientes elementos en R(g, f)

(ver la definicién de R(f,g) en la prueba del Lema 1.2.1). Si f = g entonces
ri y ri son los pares de elementos en H(f) correspondientes a los dos lados del

mismo puente. Sean

=] 50 S "

02(49)12(8:)  en otro caso,

z(9,f) si f=
s[r] = { ! f=g (1.3)

0%(9:1)12(/9)  en otro caso,

s[ri] = s[r’] = e para 2 <i < m. (1.4)

Veamos que los campos definidos anteriormente constituyen una asig-
nacion ortogonal asociada a P. La primera condicién se verifica facilmente
teniendo en cuenta que la asignacién ortogonal definida se ha obtenido a par-
tir de P, y que a[r] se considera un valor en el conjunto {1,2,3,4}. La segunda
propiedad se sigue de las expresiones (1.2), (1.3) y (1.4), en las que se define el
campo s. Para la tercera y cuarta condicién, como veremos seguidamente, se
tiene en cuenta que, como el valor del flujo es z(P), el flujo en las aristas inci-
dentes a la fuente o al sumidero coincide con la capacidad. De la conservacién
del flujo en los vértices de N(P) correspondientes a las caras de la inmersién,

se tiene que

Z x(v,f)'{' Z (x(gaf)—x(f,g)):

E(v,.f)#0 E(f.9)#0
|P(f)| +4 si f es cara externa que contiene dos polos
=19 |P(f)] si f es cara externa que contiene un polo
|P(f)] —4 si f es cara interna.
Entonces, la tercera condicién, rotacién de los elementos de f, se deduce como
sigue:

Z rotacion(r) = Z [ceros(s[r]) — unos(s[r]) + (2 — a[r])] =

re€H(f) reH(f)



1.2. Asignaciones ortogonales de inmersiones cilindricas 59

> (a(f:9)—2(g: M) +2AP(HI = 3 2(v,f)—IP(f)l=

E(f.9)#9 E(v,f)#0

> @(f9)-2(0:.0)~ 3 =, f)+IP(f)l=

E(f.9)#0 E(v,f)#0

—4 si f es cara externa que contiene dos polos
=4 0 si f es cara externa que contiene un polo

4  si f es cara interna.

La propiedad cuarta se verifica en virtud de la conservacién del flujo
en los vértices del grafo:

doz(u,v) =D z(v,w)=z(s,v) — Y. z(v,f)=

u w ) E(v,f)#0
4—6v)— > =z(v,f)=0,
E(v,f)#0
luego '
E x(v,f) =4- 5(”),
E(v,f)#0
por lo que
Yo arl= Y. Yarl= > [#v,f)+1+4n,-1]=
r€R(v,f) E(v,f)#0 i=1 E(v,f)#0
3o z(v, f) +6(v) = 4—§(v) + 6(v) = 4.

E(v,f)#0

Finalmente, a partir de (1.1), (1.2), (1.3) y (1.4) se tiene la igualdad
entre el coste del fujo y el ndmero de codos de la asignacién, de la siguiente

forma:

C=35 ¥ blll=5 T (a(/.9)+2(9,0) =
f reH(f) (fig)eAp
Y c(a)z(a) = COST(z).

a€A
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Por tanto, podemos hablar indistintamente de asignacién ortogonal aso-
ciada a P o de flujo en N(P).

Aunque la definicién de asignacién ortogonal no es breve, su significado
si debe ser claro. Una asignacién ortogonal de una inmersién cilindrica nos
indica sobre los cambios de direccién en la malla que se producen en las aris-
tas de P, bien sea al pasar de una arista a otra, incidentes en un vértice, o
bien al considerar un codo en la arista. Se asegura que estas operaciones son
compatibles entre caras con frontera comin y que realmente se describe una
inmersion cilindrica. Notemos también que la asignacién ortogonal es adimen-
sional, es decir no fija la longitud de los segmentos sobre la malla, se conocen
los cambios de direccién que se producen aunque no la direccién que presenta
cada segmento. Si nos fijamos en la Figura 1.7, las aristas que delimitan la
cara externa fg presentan la misma direccién en la asignacion, puesto que cua-
lesquiera dos de ellas forman un dngulo 2 (180 grados) en dicha cara. Por el
contrario, al pasar en f; de €; a e; se forma un dngulo 1 (90 grados) en ella,
luego se produce un cambio de direccién, y de igual forma, es y eg presentan
direcciones distintas al formar un dngulo 3 (270 grados) en f;. La existencia
de un codo origina un cambio de direccién en los segmentos que lo forman. Por
ejemplo, la arista e;; estd compuesta por dos segmentos formando un codo,
luego tienen que tener direcciones distintas. En él, el dngulo 1 (270 grados)

corresponde a la cara f; y es la cara f3 la que contiene el de 90 grados o dangulo
0.

Sin embargo, aunque estemos hablando de direcciones en la malla del
cilindro, no toda asignacién ortogonal determina una inmersién ortogonal

cilindrica de P, como veremos en el Capitulo 2.

Continuamos con nuestro propésito de obtener la asignacion ortogonal
de P con el minimo ndmero de codos y para ello, los dos lemas anteriores y
los resultados que damos a continuacién nos conducen a una transformacién
de dicho problema en el MIN-COST-FLOW.
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Lema 1.2.3. Eriste un flujo de minimo coste en N(P) con valor z(P) que

toma valores enteros.

Demostracién: Puesto que las capacidades en N(P) son valores enteros, este
lema se sigue de forma inmediata a partir de los resultados de la teoria de
flujos en redes [45]. ]

Este resultado y los Lemas 1.2.1 y 1.2.2 garantizan el siguiente teorema.

Teorema 1.2.4. Dada una inmersion cilindrica P, el minimo nimero de co-
dos entre los que contienen las asignaciones ortogonales asociadas a P es igual

al coste minimo de un flujo factible en N(P).

En este sentido podemos hablar de asignacién ortogonal optima y
de flujo dptimo como aquellas estructuras que nos proporcionan el minimo

numero de codos y coste minimo, respectivamente.

La transformacién en el problema MIN-COST-FLOW proporciona una
sencilla caracterizacién de las asignaciones ortogonales 6ptimas, a partir de la

de los flujos éptimos. La recogemos en los siguientes resultados:

Lema 1.2.5. Un flujo z en la red N es de minimo coste (optimo) entre todos
los flujos del mismo valor si y sélo si N no contiene ciclos aumentadores del

flujo (con respecto a z) de coste negativo.

Demostracién: Ver [45]. L

Teorema 1.2.6. Una asignacion ortogonal H tiene el minimo nimero de co-
dos (dptima) entre todas las asignaciones ortogonales asociadas a una misma
inmersién cilindrica P si y solo si no existe una curva dirigida, cerrada y

simple J verificando las siguientes condiciones:
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a) J intersecta a cada arista de H a lo mds dos veces,

b) J entra a vértices y codos de H cuyos campos a y s son mayores o iguales

a 2, o iguales a 1, respectivamente.

¢) Mds de la mitad de los cruces entre J y las aristas de P se producen en
aristas que forman un codo de asignacion 1, dngulo mayor, en la cara

por la que entra la curva.

Ademds, si existe una curva J con estas caracteristicas, se puede encontrar

una asignacion ortogonal H' asociada a P tal que

a) H' tiene menos codos que H;

b) H y H' solamente se diferencian en las aristas y vértices cruzados por

J.

Demostracién: La prueba consiste en demostrar que existe una curva J en
H verificando las propiedades anteriores si y sélo si la red N(P) admite un
ciclo aumentador del flujo de coste negativo con respecto a z, siendo z el flujo
ortogonal correspondiente a H que nos proporciona el Lema 1.2.1. Una vez
probada esta afirmacidn, la primera parte del teorema se obtiene en virtud del
Lema 1.2.5.

Supongamos que la red N(P) admite un ciclo aumentador del flujo
de coste negativo C = (ay,...,ax). Si C contiene a la fuente o al sumidero
entonces contiene a dos aristas incidentes en uno de estos vértices, una de
las cuales tiene que ser directa, sin embargo esto no es posible puesto que en
dichas aristas z(a) = b(a).

Construimos a partir de C una curva J, compuesta a trozos por los

arcos Jp, ..., Jg, de la siguiente forma:

a) Marcamos un punto ps en cada cara f de P.
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b) Por cada arista a; de C' dibujamos un arco J; entre los extremos de a;,

es decir,

b.1) si a; = (v, f) € Ay es directa, entonces dibujamos J; desde v a py

dentro de la cara f,

b.2) si a; = (v, f) € Ay es inversa, entonces dibujamos J; desde py a v
dentro de la cara f,

b.3) si a; = (f,g9) € AFr entonces dibujamos J;, o bien de ps a py, 0
bien de p, a p; segin si a; es directa o inversa, respectivamente,
atravesando una tnica arista de las compartidas por f y g en P
y siguiendo la topologia de la asignacién. En el primer caso im-
ponemos que J; no atraviese ningtin codo, en caso de que existan.
En el dltimo caso z(a;) > 0 y este valor representa el nimero de
codos que presenta la arista, de forma que el angulo mayor de los
codos, denotado 1 en la asignacién ortogonal, aparece en la cara g.
En estas condiciones hacemos que J; atraviese uno de estos codos

por su angulo mayor.

La primera condicién de J se verifica puesto que la curva solamente
atraviesa aristas de G correspondientes a las de C en A, y cada arista de G
estd asociada a lo més a dos de Ar. Por definicidn, si J entra por un codo lo.
hace por el dngulo de asignacién 1 en H. Si entra por un vértice v lo hace desde
una cara f, luego la arista (v, f) es inversa en C y su flujo es no nulo. Este
flujo corresponde a un dngulo de asignacién z(v, f)+1 (ver Lema 1.2.1), luego
su campo a asociado es mayor o igual que 2. Por tanto se cumple la segunda
condicién del teorema. La tercera y dltima condicién se sigue del hecho de
que C es de coste negativo: en N(P) el coste de las aristas de Ay es cero y
para las de Ar es uno, luego el coste de C' lo determinan las aristas (f,g) y
como éste es negativo el ciclo contiene mds aristas inversas que directas. Por
definicién de J estas aristas inversas dan lugar a arcos de curva que atraviesan

codos entrando por el angulo mayor.

Para probar el reciproco supongamos que existe una curva J verificando
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las propiedades a, b y ¢ del teorema. En primer lugar dividimos la curva en
arcos Jp, ..., Jx, donde cada J; tiene un extremo en una cara, y el otro extremo
es, o bien un vértice, o bien una cara: en el primer caso J; no puede atrave-
sar ninguna arista de P, mientras que en el ultimo caso tiene que atravesar
exactamente una arista. Construimos entonces, un ciclo aumentador del flujo

C = (ay, ..., ax) de la siguiente forma:

a) si J; va desde una cara f a un vértice v € V, sea a; = (v, f); a; es una
arista inversa de C, puesto que, de la condicién b, la arista (v, f) tiene
flujo (v, f) > 1;

A

b) si J; va desde un vértice v € V' a una cara f, sea a; = (v, f); a; es una

arista directa de C;;

c) si J; va desde una cara f a una cara g, entonces sea a; = (g, f) una arista
inversa si J; entra desde f por un codo de asignacion 1; en otro caso sea

a; = (f, g) una arista directa de C.

Las condiciones a y b aseguran que el ciclo asi definido es un ciclo
aumentador del flujo. La condicién ¢, junto con el coste nulo de las aristas del

tipo (v, f), asegura que C tiene coste negativo.

Para la segunda parte, la existencia de la curva J nos conduce a un
ciclo aumentador del flujo de coste negativo, de forma que al aplicarlo, es
decir, aumentando una unidad el flujo de las aristas directas y disminuyendo
una unidad en las inversas, se obtiene otro flujo del mismo valor y menor
coste. Este nuevo flujo, en virtud del Lema 1.2.2, asegura la existencia de una

asignacién ortogonal H' asociada a P verificando las condiciones expuestas.

En virtud de este teorema podremos hablar indistintamente de ciclo
aumentador del flujo de coste negativo en el flujo o de su curva asociada en

la asignacién ortogonal. En este sentido diremos que un ciclo aumentador del
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flujo de coste negativo es homotdpicamente nulo o esencial si su curva asociada
lo es.

Dado un ciclo aumentador del flujo de coste negativo en un flujo orto-
gonal z, es posible definir otro flujo z’ con las propiedades vistas en el Teo-
rema 1.2.6. Queremos dar unas ideas basicas de como varian los campos a y
s de las asignaciones ortogonales asociadas a los flujos z y z’, basandonos en
los Lemas 1.2.1 y 1.2.2. El campo a viene dado por el flujo en las aristas de
la forma (v, f). Si C contiene una arista (v, f), la anterior o la siguiente sera
(v,g), siendo una directa y otra inversa. Supongamos que (v, f) es directa y
que (v, g) es inversa, es decir J entra en v desde la cara g y sale a la cara f.
El flujo en (v, f) aumenta una unidad y el de (v, g) disminuye en una unidad;
esto se traduce en un aumento del campo a de (v, f) y una disminucién en
el de (v,g), es decir el dngulo por el que J entra a un vértice decrece una
unidad, o lo que es lo mismo, aumenta una unidad el d4ngulo por el que sale.
El flujo en las aristas de la forma (f, g) nos informa sobre el nimero de codos
existentes en las aristas que separan f de g, que en la inmersién ortogonal
viene dado por el campo s. Una curva que cruze una arista por un codo de
H (por definicién J entra por el dngulo mayor del codo) nos indica que en C
aparece una arista inversa de la forma (f,g), luego se disminuye el flujo en
una unidad, es decir, desaparece dicho codo. Si el cruze no se produce en un
codo significa que se trata de una arista directa, luego el aumentar el flujo
se traduce en afadir un nuevo codo. Nuestro objetivo es reducir codos de la
asignacién ortogonal luego deben aparecer en el ciclo més aristas inversas que
directas del tipo (f,g), lo que se traduce en N(P) a ciclos de coste negativo.
En la Figura 1.12 damos ejemplos de curvas en las condiciones de teorema

anterior aplicadas a asignaciones ortogonales.

Como resultado inmediato del Teorema 1.2.6 obtenemos el siguiente

corolario, ilustrado en la Figura 1.13(a).

Corolario 1.2.7. Toda asignacidn ortogonal con el minimo nimero de codos

carece de aristas con codos de distinta asignacion en la misma cara.
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Figura 1.12: Aplicacion de curvas a inmersiones ortogonales.
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Este resultado también es valido en el plano, sin embargo, al contrario
de lo que ocurre en [64], no podemos afirmar que todo puente esté represen-
tado en una asignacién ortogonal éptima como una arista sin codos. En la

Figura 1.13(b) se muestra un ejemplo.

-t

(a) (b)

Figura 1.13: (a) La curva sefialada elimina los dos codos de la arista; (b) la

arista e es un puente con un codo.

Como conclusién, hemos demostrado que encontrar una asignacion or-
togonal 6ptima asociada a una inmersién cilindrica 4-plana es equivalente a
obtener un flujo éptimo en N(P). Este hecho nos va a conducir a la obtencién

de un algoritmo eficiente para determinar dicha asignacién éptima.

1.2.1 Aspectos algoritmicos

Dedicamos esta parte al disefio de un algoritmo polinomial que proporcione una
asignacién ortogonal éptima asociada a una inmersién cilindrica 4-plana dada,
basandonos en la caracterizacién demostrada anteriormente y transformacién
en un flujo 6ptimo en N(P). Este flujo éptimo se puede obtener aplicando
convenientemente el algoritmo de aumentacién, €l cual requiere tiempo poli-

nomial en el nimero de vértices y aristas de la red y del valor impuesto al
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flujo. El siguiente lema demuestra que estos valores en nuestro planteamiento

crecen linealmente en el nimero de vértices de P.

Lema 1.2.8. Sea P una inmersion cilindrica de un grafo 4-plano G = (V, E).
Se verifican las siguientes desigualdades para la red N(P) = (U, A, s,t,b,¢) y
el valor del flujo z(P):

a) U< 2V]+4
b) |A] < B|V]+3

c) z(P) < A4|V|.

Demostracién: De la definicién de N(P) tenemos que

U=VUFU{s,t}

A=AvUAprUA;UAU{(9)}

Recordamos que V era el conjunto de vértices de G de valencia no mayor que
3. Sea V; el conjunto de vértices de G de valencia k, entonces aplicando la

férmula de Euler se tiene que
Ul = |E| - |[Va| + 4.
Puesto que
4
2E| = Y kI, (15)
k=1
obtenemos

1 3
Ul = (il +2[Va| + 3|Va] + 2|Va]) < 5|V + 4.

Para la segunda desigualdad tenemos que

|A| = |Av| + |AF| + |As| + [Aef +1 <
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< 2|E| - 4[Va| +2|E| + [V] = [Val + |F| — |Fa| +1

donde
Fro={f € F /f esinterna y |P(f)| = k}.

Aplicando de nuevo la férmula de Euler y la igualdad 1.5 obtenemos

|A| < 5IE| - 5|Vi| — |Fal +3 <

t\DIO‘!

(IVil + 2|Va| + 3| V3| + 4|V4|) — 5| F4| +3 <

1
< 75|V| 43,

Recordemos que el valor impuesto al flujo es z(P) = Y _ b(w, ). Puesto
welU .
que consideramos inmersiones cilindricas que no sean planas, existiran dos

caras externas f; y f, conteniendo cada una de ellas un polo, por lo que nos
queda
2(P) = [P(f)l+|P(f)l+ > maz{0,|P(f)] -4}

f#fl 1f2
Si definimos

= {f € F /f es interna y |P(f)| = k},

entonces

2|E]

2(P) = |P(f)l + [P(f2)l + kX_: |Fel(k —4) - ; |Fel(k —4) =

2|E| 2|E|

= [P(f)l + [P(f2)l + X_ kIFe| — 4Ele|+Z|Fk|(4 k).
k=1

En los tres primeros sumandos se consideran las longitudes de todas las caras,
esto es 2|E|, y como el sumatorio del cuarto término estd extendido solamente

a las caras internas se tiene

3

3
2(P)=2|E| —4(|F| —2) +4)_ - D _kl|Fi,
k=1

k=1
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donde el dltimo término es negativo, por lo tanto
2(P) < 2|E| - 4(|F| = 2) + 4(|F| - 2) = 2|E|,
y como el grafo considerado es 4-plano |E| < 2|V, por lo que concluimos que

2(P) < 4V].

El siguiente algoritmo proporciona una asignacién ortogonal con el

minimo numero de codos.

Algoritmo ASIG-OPTI

Entrada: Grafo 4-plano G e inmersién cilfndrica P de G.

Salida: Asignacién ortogonal H asociada a P con el minimo nimero de codos.
Paso 1. El algoritmo recibe como entrada a la inmersién cilindrica P.

Paso 2. Se construye la red N(P).

Paso 3. El algoritmo de aumentacién proporciona el flujo de minimo coste z

en N(P) de valor z(P).

Paso 4. A partir del flujo éptimo z se construye la asignacién ortogonal

6ptima H correspondiente a z segin indica el Lema 1.2.2.
La correccidén de este algoritmo viene dada por el siguiente teorema:

Teorema 1.2.9. Dado un grafo 4-plano G de n vértices y una inmersion
cilindrica P de G, el algoritmo ASIG-OPTI construye una asignacion orto-

gonal de P con el minimo nimero de codos en tiempo O(n?logn).
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Demostracién: Siendo U y A los conjuntos de vértices y aristas de G, respec-
tivamente, se puede comprobar facilmente que los pasos 1 y 2 del algoritmo
se pueden realizar en tiempo O(|U] + |A|). Puesto que las capacidades en la
red son enteras y los costes positivos, el paso 3 se puede ejecutar en tiempo
O(z(P)({U| + |A|)log |U|). El Lema 1.2.8 nos proporciona cotas superiores de
|U|, |A| y 2(P), las cuales son lineales en el nimero de vértices del grafo por

lo que obtenemos el resultado requerido. [

Encaminados a la obtencién de inmersiones ortogonales cilindricas con
pocos codos, o en el caso éptimo con el minimo nimero de codos, el algoritmo
As1G-OPTI construye una asignacién ortogonal éptima de P y a partir de ella

quisieramos llegar a una inmersién ortogonal cilindrica equivalente a P.

Como hemos comentado anteriormente una asignacion ortogonal no fija
las direcciones de los segmentos; tendriamos dos posibilidades de horizontal o
vertical para un segmento y éstas determinarian las direcciones de los restantes
siguiendo la asignacién. Sin embargo, existen asignaciones ortogonales para
las que ninguna de las dos posibilidades conducen a inmersiones en la malla.
Este hecho nos encamina a un estudio mas detallado de la naturaleza de las

asignaciones ortogonales, que realizaremos en el siguiente capitulo.

1.3 Conclusiones y problemas abiertos

Con este capitulo como origen, hemos abierto la linea de investigacién so-
bre inmersiones ortogonales en superficies no planas. Por ser la “siguiente” al
plano hemos comenzado con el cilindro. Con un trabajo de Tamassia como an-
tecedente, hemos resuelto el problema de caracterizar y determinar en tiempo
polinomial una asignacién ortogonal con el minimo ndmero de codos, asociada
a una inmersién cilindrica dada P. Las técnicas empleadas son las mismas
que presenta Tamassia para el caso plano, recurriendo a problemas de flujos

de minimo coste en redes.
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Una vez caracterizado el conjunto de dngulos y codos éptimo asociado
a P, surge de manera natural la necesidad de su conversién a una inmersién
ortogonal equivalente a P. Para ello, puesto que una asignacién ortogonal
es adimensional y sin direccién, lo primero que habria que hacer es dotar de
direccién a los segmentos. En [64] podemos observar que, en un contexto
plano, este paso es automadtico, tratando indistintamente las dos direcciones
de horizontal y vertical para un segmento. Hemos dedicado el Capitulo 2
al estudio de este tema, puesto que unos primeros ejemplos determinan la

naturaleza totalmente distinta de la versién cilindrica del problema.

En general, una asignacién ortogonal éptima, aunque presente el mini-
mo numero de codos, puede contener aristas con un nimero elevado de ellos,
lo que hace antiestética la inmersién. De esta dificultad surge el planteamiento
del problema aproximando el nimero de codos en cada arista por separado,

que sera tratado en el proximo capitulo.

Si en lugar de partir de una inmersién cilindrica, solamente tenemos
un grafo 4-plano como entrada, el problema sugiere ser bastante diferente.
Garg y Tamassia [31] demuestran la naturaleza NP-completa del problema de
decidir si un 4-grafo admite una inmersién rectilinea plana. Queda abierto el
correspondiente en el caso cilindrico para asignaciones ortogonales, en el que
considerar todas las asociadas a cada inmersién del grafo dado nos conduciria
a un método no efectivo. Habria que recurrir a nuevas técnicas de ataque, bien

para obtener algoritmos polinomiales, o bien para demostrar su intratabilidad.



Capitulo 2

Inmersiones ortogonales

cilindricas

Bajo dos enfoques distintos consideramos el estudio de las inmersiones ortogo-
nales cilindricas en este capitulo. Desde un punto de vista global, obtenemos
un método lineal para construir inmersiones en la malla con 4n codos, y si-
guiendo la linea de minimizar el nimero de codos, introducimos el concepto
de asignacién ortogonal realizable como aquella asociada a una inmersién or-
togonal. Caracterizamos, por un lado, las asignaciones ortogonales realizables,
proporcionando un algoritmo lineal para obtener la correspondiente inmersién
en la malla, y por otro lado, la que presenta el minimo nimero de codos entre
todas las realizables. Conservando la inmersién dada, se presenta un algoritmo
polinomial para construir inmersiones ortogonales cilindricas que aproximan

el nimero 6ptimo de codos.

El otro punto de vista es local, estudiando inmersiones ortogonales
cilindricas con pocos codos en cada arista. Asi, un grafo k-ortogonal es aquél
que admite una inmersién cilindrica cuyas aristas contienen como méximo k
codos. Demostramos que k = 2 es el minimo valor éptimo para el cual todo

4-grafo cilindrico es k-ortogonal, y damos un algoritmo lineal que, partiendo

73
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como dato de entrada de una inmersién de un grafo 4-plano 2-conexo, cons-
truye inmersiones 2-ortogonales cilindricas equivalentes a la dada. El valor

k = 2 constituye una mejora con respecto a los resultados existentes en el
plano [52].

2.1 Introduccién

Para poder realizar el trazado de un circuito sobre una placa, ademads de
los datos acerca de los angulos entre aristas y codos de éstas, se necesita
conocer la direccién que presenta cada segmento del dibujo en la malla. La
primera informacién viene dada por la asignacién ortogonal, sin embargo, como
comentamos anteriormente, ésta carece del segundo dato. Se presentan dos
posibilidades en cuanto a la direccién de un segmento, vertical u horizontal, que
en un contexto plano conducen a dos situaciones equivalentes. Ejemplos muy
simples muestran que la asignacién de vertical u horizontal a un segmento es
muy significativa, puesto que en funcién de la direccién tomada, la asignacion

ortogonal puede o no conducir a una inmersién en la malla cilindrica.

En este hecho radica la gran diferencia entre inmersiones planas y
cilindricas, que nos conduce a un tratamiento distinto del problema, distin-
guiendo entre asignaciones ortogonales realizables (aquellas que admiten una
direccién sobre sus segmentos que determina una inmersién en la malla) y no
realizables. En el caso plano todas las asignaciones son realizables para ambas

direcciones.

Bajo esta dicotomia planteamos el problema de determinar la asig-
nacién ortogonal realizable que presente el minimo nimero de codos entre
todas las asociadas a la misma inmersién cilindrica. De esta forma, el enfoque
bajo el que se trabaja es global en la inmersién. En la Universidad de Roma
“La Sapienza” se ha implementado el algoritmo obtenido por Tamassia [64]
para determinar una inmersién ortogonal plana con el minimo nimero de co-

dos, conservando la inmersién del grafo 4-plano dado. La préactica demuestra
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que, a medida que se aumenta el nimero de vértices de la inmersién, se origi-
nan aristas, en general en la cara externa, presentando un nimero elevado de
codos. Aunque el valor total de codos sea minimo en la representacién, esto no
evita la existencia de estas lineas de conexién “problemadticas” que dificultan
la corriente en el circuito. Si los codos no estan uniformemente repartidos en

el trazado, la placa presentara zonas de diferente calidad.

Este es el motivo que ha conducido a los investigadores al disefio de
placas con pocos codos en cada linea de conexién. La modelizacion de esta
situacién se realiza bajo el problema de determinar inmersiones ortogonales
que presenten en cada arista un nimero de codos menor a una cierta cantidad.
Diversos trabajos realizados desde este planteamiento podemos encontrar en
un contexto plano, de los que citamos algunos de ellos. Storer [63] y Tamassia
y Tollis [67] obtienen inmersiones ortogonales planas de grafos en una malla
de tamano n X n con 2n +4 codos si son 2-conexos, y 2.4n + 2 en otro caso. El
nimero de codos a lo largo da cada arista es cuatro, como méaximo. Para grafos
3-planos y 4-planos 3-conexos se han obtenido mejores cotas [40, 50, 51]. Biedl
y Kant [12] presentan un algoritmo lineal que dibuja inmersiones ortogonales de
grafos conexos en una malla de tamafio n X n con, a lo més, 2n+2 codos, donde
cada arista se dobla como méaximo dos veces. Mas recientemente, Liu, Morgana
y Simeone [53] obtienen un algoritmo lineal para representar ortogonalmente
grafos 2-conexos con dos codos por arista, como maximo (excepto el octaedro).

El nimero total de codos es 2n + 4 en una malla de tamafio (n +1) x (n +1).

Todos los trabajos mencionados anteriormente se enmarcan en un con-
texto plano, bien partiendo de un grafo, o bien de una inmersién, con el fin
de obtener representaciones ortogonales. Siguiendo el objetivo general de este
trabajo de generalizacién a superficies no planas, en este capitulo desarrolla-
mos este tipo de problemas en la superficie cilindrica. Los dos aspectos del
problema, global y local, determinan dos partes diferenciadas en él. En una
primera parte, tratamos sobre asignaciones ortogonales realizables, es decir
aquellas que conducen a inmersiones ortogonales cilindricas. Presentamos su

caracterizacién en términos de inmersiones esféricas ascendentes de digrafos,
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presentando, a partir de éstas, un algoritmo lineal que dibuja la asignacién

ortogonal realizable en la malla.

Dentro de la linea global y partiendo de una inmersién cilindrica de un
grafo 4-plano, obtenemos un algoritmo lineal que dibuja dicha inmersién en
la malla con 4n codos (se obtiene también cuatro codos, a lo maés, en cada
arista). En términos de flujos en redes, caracterizamos la asignacién ortogo-
nal realizable que presenta el minimo nimero de codos, entre las asociadas
a la inmersién dada. Para obtener algoritmos efectivos, proponemos una via
alternativa, en la que se presenta un algoritmo de orden O(n%logn) que, con-
servando la inmersién cilindrica dada, construye inmersiones ortogonales que

aproximan el nimero éptimo de codos.

Pasando a la segunda parte, nos centramos en el enfoque local. En este
caso partimos de un grafo y determinamos el valor minimo de k, k = 2, para
el que todo grafo admite una inmersién cilindrica ortogonal con, a lo mas, k&
codos por arista. En dltimo lugar se da un algoritmo que, para inmersiones de
grafos 2-conexos, construye inmersiones ortogonales equivalentes en las condi-
ciones anteriores. Es interesante observar que, en general, se mejoran con estos

algoritmos los obtenidos para el plano [53].

2.2 Asignaciones ortogonales realizables

En esta seccién se introduce el concepto de asignacién ortogonal realizable
como aquella asociada a una inmersion en la malla. Puesto que son estas in-
mersiones las que nos ocupan, caracterizamos tales asignaciones ortogonales
y diseflamos un algoritmo lineal que construye sus representaciones ortogo-
nales asociadas. Con el fin de distinguir las realizables y las no realizables,
llevamos a cabo un estudio exhaustivo de ellas obteniendo asignaciones orto-
gonales realizables de inmersiones cilindricas con 4n codos. En la misma linea
del capitulo anterior, nuestro objetivo consiste en determinar una asignacién

ortogonal realizable éptima, que reduzca, en general, los 4n codos obtenidos.
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La caracterizacion teérica de estas asignaciones realizables se determina en

términos de flujos en redes, considerando flujos ortogonales realizables.

Es facil observar que toda inmersién ortogonal cilindrica lleva aso-
ciada intrinsecamente una asignacion ortogonal, que se obtiene a partir de
los dngulos que aquella define en la malla. El paso de un circulo maximo
a una generatriz, o viceversa, determina un valor de 1 6 3 en el campo a,
dependiendo de la cara que se esté recorriendo. Un valor 2 en este campo
significa que no se cambia de direccién. Los codos que presente la inmersién
dan lugar a los campos s de las aristas. El hecho de partir de una inmersion
ortogonal hace que los cambios de direccién que contiene verifiquen todas las
condiciones para constituir una verdadera asignacion ortogonal, o lo que es lo
mismo un flujo ortogonal en la red. Reciprocamente, si pretendemos pasar de
una asignacién ortogonal a una inmersién en la malla lo primero que tenemos
que hacer es dotar de direccién a los segmentos, sin embargo esta accién nos
puede conducir a estructuras no factibles. Un sencillo ejemplo se considera en
la Figura 2.1, en la que se muestra una asignacién ortogonal de la inmersién

representada P.

N A
9 P
2\ e,
€1
L 2 2!
u 2
2

Figura 2.1: Asignacién ortogonal H; de la inmersién cilindrica P.

Si se le asigna la direccién vertical a la arista €1, la asignacién determina
la direccién también vertical del resto de las aristas, lo que conduce a un dibujo

no factible, puesto que los vértices u; y us tienen que ser los mismos, e iguales
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a u (ver Figura 2.2 (a)). Por el contrario si e; toma la direccién horizontal, el

Ug

Uy

(a) (b)

Figura 2.2: (a) La direccién vertical de e, conduce a una inmersién no equiva-

lente a P. (b) La direccién horizontal de e, determina una inmersién ortogonal
de P.

resto de las aristas también son horizontales, originando la inmersién ortogonal

equivalente a P de la Figura 2.2 (b).

Puesto que en el primer caso obtenemos otra inmersién distinta de la
dada, no podemos catalogar de ninguna forma dicha asignacion y direccién en
el contexto de nuestro problema. Este caso se presenta unicamente cuando
P contiene un ciclo esencial y la asignacién ortogonal considerada hace que
sus aristas presenten la misma direccién. Si ésta es horizontal no tenemos

problema, pero el caso vertical da lugar a un dibujo no factible.

En la Figura 2.3 se muestra otra asignacién ortogonal de P, en la que
la direccién horizontal para e; da lugar a un dibujo en la malla en el que los
vértices u; y us, que deberfan ser el mismo, se encuentran a diferente altura
(Figura 2.4 (a)). Para salvar esta situacién una de las aristas tiene que dejar

de ser un segmento en la malla (Figura 2.4 (b)).

Si dotamos a la arista e; de direccién vertical obtenemos la misma

situacién (ver Figura 2.5).
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Figura 2.3: Asignacién ortogonal H, de la inmersién cilindrica P.

€1 €1 P
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Uy €y ’__62]/

U2

(a) (b)

Figura 2.4: (a) Los vértices u; y us, representando al vértice u, se encuentran

a distinta altura. (b) Inmersién P no ortogonal.
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Figura 2.5: (a) La arista e; contiene puntos a distinta altura. (b) Inmersién

P no ortogonal.

Tamassia en [64] demuestra que para inmersiones planas de grafos 4-
planos la relacién entre asignacién ortogonal e inmersién en la malla es biu-
nivoca. Puesto que en el cilindro, como hemos visto, no se establece tal tipo
de relacién, surge de forma natural el problema de caracterizar los flujos orto-
gonales que originan una inmersién en la malla del cilindro, introduciendo el

concepto de asignacion o flujo ortogonal realizable.

Una asignacién (flujo) ortogonal H de una inmersién cilindrica P se
dice realizable si existe una inmersién ortogonal equivalente a P cuyos angulos

y codos constituyen H.

En estos términos la asignacién H; es realizable, mientras que H; no

lo es.

Esta dicotomia nos conduce de forma natural a la caracterizaciéon de las
asignaciones ortogonales realizables, la cual se realiza en términos de digrafos

y esfericidad ascendente (upward spherical ).

Sea H una asignacién ortogonal de una inmersion cilindrica P de un
grafo 4-plano G = (V, A), y sea r un segmento de H al cual se le ha asig-

nado una direccién en la malla (horizontal o vertical) asi como un sentido de
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recorrido. Vamos a dotar de direccién y sentido al resto de los segmentos de H
obteniendo asi una asignacidn ortogonal dirigida, caracterizada por el hecho de
que los caminos formados por segmentos con la misma direccién son caminos
dirigidos. A partir de la direccién de r y teniendo en cuenta los campos a 'y s de
la asignacién dotamos de direccién en la malla al resto de los segmentos de H.
El sentido de r hace dirigidos a los demds segmentos, teniendo en cuenta los
sistemas de rotacién en los vértices de la inmersién y siguiendo las siguientes
pautas: la estructura deseada para las aristas incidentes en cada vértice es la
mostrada en la Figura 2.6 (a) y los segmentos que definen un codo determinan

distintos casos en funcién de su direccién y de la topologia de la inmersion

(ver Figura 2.6 (b)).

Y
4
\ %

(1) (2) 3) (4)
(b)

Figura 2.6 : Estructuras formadas por los segmentos dirigidos de la asignacién

ortogonal.

Notemos que los casos (1) y (2) de los sentidos en los codos hacen que,
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en general, las aristas de la asignacién no sean dirigidas. En una asignacién
ortogonal dirigida son los segmentos los que estdn compuestos por vértice
inicial y vértice final. Una caracteristica importante de estas asignaciones es
que los caminos compuestos por segmentos con la misma direccién son caminos

dirigidos.

Figura 2.7: Inmersién cilindrica dotada de una asignacién ortogonal.

Se presentan los siguientes ejemplos para clarificar este proceso. Con-
sideramos la asignacién ortogonal mostrada en la Figura 1.7, la cual se explicita
en la Figura 2.7 indicando los dngulos determinados por cada par de aristas
incidentes y los codos que contiene. En ella se hace especial mencién del seg-
mento r, al cual se le dota de dos asignaciones de direccién y sentido que da

lugar a las dos asignaciones ortogonales dirigidas de las Figuras 2.8 y 2.9.

Asociado a cada asignacién ortogonal dirigida H se define el digrafo
Dy = (Wi, Ap), donde cada vértice de Vj, es, o bien un vértice de V (si no
es incidente a ningin segmento horizontal), o bien es el resultado de contraer

en un punto cada camino maximal compuesto por segmentos horizontales de
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Figura 2.8: Asignacién ortogonal dirigida obtenida a partir de la horizontali-

dad de r y sentido de a a b.
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Figura 2.9: Asignacién ortogonal dirigida obtenida a partir de la verticalidad

de r y sentido de b a a.



2.2. Asignaciones ortogonales realizables 85

H. Recordemos que estos caminos son dirigidos segin la construccién de
H. El conjunto de aristas de D} se obtiene eliminando de A los segmentos
horizontales y anadiendo una arista dirigida por cada segmento vertical de H
y en el mismo sentido. Los extremos de estas aristas seran, o bien vértices
de H no incidentes en segmentos horizontales de la asignacién dirigida, o
bien vértices resultado de contracciones. Este dltimo caso corresponde a la
incidencia de vértices pertenecientes a caminos contraidos con otros vértices

de la asignacion.

Se llama inmersion asociada a la asignacion ortogonal dirigida H, y
se denota I';, a la inmersién de Dy que se obtiene a partir de P situando
los vértices resultado de contracciones sobre el camino del que proceden y
dibujando las nuevas aristas siguiendo la topologia de la inmersién cilindrica
P. Las inmersiones I';, asociadas a las asignaciones ortogonales dirigidas de las

Figuras 2.8 y 2.9 son las mostradas en las Figuras 2.10 y 2.11, respectivamente.

Figura 2.10: Inmersién asociada a la asignacién ortogonal dirigida de la

Figura 2.8.
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Figura 2.11: Inmersién asociada a la asignaciéon ortogonal dirigida de la
Figura 2.9.
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Una inmersion cilindrica I' de un digrafo D decimos que es esférica
ascendente si existe una inmersion equivalente sobre el cilindro de forma que

todas sus aristas sean estrictamente ascendentes.

Bajo estos términos el teorema de caracterizacién de las asignaciones

(flujos) ortogonales realizables se enuncia como sigue:

Teorema 2.2.1. Una asignacion ortogonal es realizable si y solo si admite
asignaciones de direccion y sentido de sus segmentos que la convierte en asig-

nacion dirigida cuya inmersion asociada es esférica ascendente.

Demostracién: En primer lugar vemos que si H es una asignacién ortogo-
nal realizable entonces se le puede asociar una inmersién esférica ascendente.
Por ser H realizable estd asociada a una inmersién en la malla P, luego sus
segmentos llevan asignada intrinsecamente una direccién de horizontalidad o
verticalidad. Consideramos los segmentos verticales como ascendentes y los
horizontales recorridos de izquierda a derecha. Asi, P pasa a ser un grafo di-
rigido de forma que la inmersién que resulta al contraer los caminos maximales

formados por segmentos horizontales es esférica ascendente.

Para demostrar el reciproco partimos de una asignacién ortogonal di-
rigida H, procedente de una inmersién cilindrica P, de forma que la inmersién
asociada ['; sea esférica ascendente. Esta propiedad hace que, aunque en gene-
ral I es un multigrafo dirigido, no sea posible la existencia de lazos ni de ciclos
dirigidos. Por cada conjunto de aristas miiltiples entre dos vértices, mantene-
mos una de ellas subdividiendo las restantes al afiadir vértices virtuales. El
digrafo obtenido deja de ser un multigrafo y la inmersién asociada sigue siendo

esférica ascendente.

Localizamos las fuentes y sumideros de I';; el vértice con menor altura
sera una fuente y el de mayor un sumidero. Consideramos una arista dirigida
desde el Polo Sur hasta esta fuente y otra desde dicho sumidero al Polo Norte.

Para las restantes fuentes hacemos llegar una arista dirigida hasta cada una
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de ellas, procedente de un vértice con menor altura contenido en la misma
cara que la fuente. De forma analoga, para eliminar los restantes sumideros,
anadimos una arista dirigida desde cada uno de ellos hasta otro vértice de
mayor altura contenido en la misma cara que el sumidero. Llamamos virtuales

a estas aristas anadidas en las fuentes y sumideros.

Para simplificar la notacién seguimos llamando D; al digrafo que ob-
tenemos después de las modificaciones, y I' a la inmersién. Esta sigue siendo
esférica ascendente, y por tanto aciclica, y solamente contiene una fuente, el

Polo Sur, y un sumidero, el Polo Norte, luego D;, es un st-grafo esférico.

La caracterizacion de los grafos que admiten una representacion de
visibilidad en la esfera, realizada por Tamassia y Tollis [69], asegura que el grafo
resultante de eliminar las direcciones de las aristas de Dy, por su condicién de
st-grafo esférico, es bar-representable en la esfera y que es posible construir tal
representacion en tiempo lineal en el niimero de vértices de Dy, en definitiva de
G. Esta representacién de visibilidad en la esfera da lugar a una en el cilindro
en la que los vértices de D}, son subconjuntos conexos de circulos maximos (en
la representacién cilindrica plana un segmento horizontal), y las aristas son

rayos de visibilidad a lo largo de generatrices (direccién vertical).

Llamamos intervalo de representacién de visibilidad a los subconjuntos
horizontales. A partir de esta representacién de visibilidad vamos a obtener
una inmersién en la malla asociada a H, equivalente a P. En primer lugar
eliminamos los rayos de visibilidad correspondientes a las aristas virtuales.
Seguidamente tenemos que solventar situaciones como las ilustradas en las
Figuras 2.12 y 2.13.

Se realiza un barrido de Sur a Norte y de izquierda a derecha en los
intervalos de la representacién de visibilidad. Cada uno de estos intervalos,
situados sobre circulos méximos, corresponde a un vértice de Dy, luego a
un camino maximal de segmentos horizontales o a un vértice de P (original
o virtual). Si estamos en este segundo caso (ver Figura 2.12), el intervalo

correspondiente ve, a lo més, a otros dos intervalos, uno superior y otro inferior.
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Figura 2.12: (a) Aristas incidentes en v; (b) digrafo asociado; (c) posible

estructura en la representacién de visibilidad del digrafo.
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Figura 2.13: (a) Posibles incidencias en H; (b) digrafo asociado; (c) posible

estructura en la representacién de visibilidad del digrafo.
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Contraemos dicho intervalo en un punto, el de incidencia del rayo de visibilidad
inferior. Notemos que el rayo superior quedaria desplazado, situacién que

queda resuelta en el siguiente paso.

Si el intervalo corresponde a un camino horizontal (ver Figura 2.13)
tenemos que trasladar rayos de visibilidad para que incidan sobre el mismo
punto del intervalo. Notemos que el orden en el que estan situados los rayos
superiores o inferiores no hay que alterarlo puesto que I'y y la representacién
de visibilidad poseen la misma estructura topoldgica, y por definicion I'y, con-
serva la topologia de la inmersién cilindrica asociada a H. Los rayos inferiores
se han considerado en una etapa anterior, luego en este punto no se modifi-
can. Realizamos un barrido, de izquierda a derecha, de los rayos de visibilidad
superiores del intervalo I correspondiente. De las adyacencias en P sabemos
si un rayo tiene que situarse sobre la misma generatriz que alguno inferior,
o si por el contrario estd situado en un extremo del intervalo o entre dos
rayos inferiores. En cualquiera de los casos sea R el rayo de visibilidad que
tenemos que trasladar. Consideramos la semibanda S delimitada por I, la
generatriz g que contiene a R y la que contiene al rayo superior incidente en
I, inmediatamente a la derecha de R o a la izquierda, segin sea el desplaza-
miento a la derecha o izquierda respectivamente. Situamos R en su posicién
correspondiente contrayendo la semibanda S en direccién horizontal y prolon-
gando la parte izquierda (derecha) de los intervalos intersectados por g (ver
Figura 2.14).

Los vértices de la inmersién buscada vienen dados por puntos de los
intervalos: los de incidencia de los rayos de visibilidad y posiblemente otros
puntos correspondientes a vértices que no son incidentes en H a segmentos
verticales. Estos datos se obtienen de la inmersién cilindrica P. Los rayos
de visibilidad determinan los segmentos verticales y los horizontales quedan

constituidos por fragmentos de los intervalos de visibilidad.

Hemos obtenido una inmersién equivalente a P en la malla del cilindro,

cuyos angulos y codos se corresponden con los de la asignacién ortogonal H,
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Figura 2.14: Situamos los rayos de visibilidad segin las adyacencias en el

vértice z.

luego ésta es realizable. ( u

Este teorema, ademas de caracterizar las asignaciones ortogonales reali-
zables, proporciona un algoritmo lineal que construye una inmersién ortogonal
equivalente a la dada a partir de la inmersién I, asociada a la asignacion or-
togonal dirigida y realizable.

La existencia de ciclos dirigidos contenidos en la inmersién dirigida de
la Figura 2.10 hace que ésta no sea esférica ascendente, luego la asignacién
ortogonal dirigida de la que procede no es realizable. Por el contrario, la de
la Figura 2.11 si lo es, tal y como muestra el grafico 2.15. A partir de esta
inmersidén esférica ascendente se ha obtenido en la Figura 2.16 una inmersién

ortogonal de la asignacion ortogonal dada en la Figura 2.7.

Notemos que si al segmento r le asignamos el sentido contrario al dado,
la inmersién dirigida asociada sigue siendo esférica ascendente si intercambia-
mos los papeles de las caras externas, luego con dicho sentido la asignacion

ortogonal dirigida también es realizable y la inmersion ortogonal que origina
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Figura 2.15: Dibujo esférico ascendente de la inmersién de la Figura 2.11.
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Figura 2.16: Inmersién ortogonal de la asignacién ortogonal dirigida y reali-

zable de la Figura 2.9.

es igual a la dada cambiando los polos que contienen las caras externas. Como
conclusién, si una asignacién ortogonal dirigida es realizable, también lo es si

cambiamos el sentido de los segmentos.

Una vez que sabemos identificar las asignaciones ortogonales realiza-
bles, siendo éstas las que nos interesan, pues nos conducen a inmersiones or-
togonales, vamos a caracterizar teéricamente, también en términos de flujos,
la éptima, aquella que contiene el menor nimero de codos entre todas las aso-
ciadas a la misma inmersién cilindrica P. La idea general es comenzar con
una inmersién ortogonal equivalente a P, con un nimero de codos arbitrario,
y después ir disminuyendo tal nimero. En esta linea el siguiente resultado
proporciona una inmersién ortogonal de un grafo 4-plano equivalente a una
dada, con 4n codos, siendo n el nimero de vértices del grafo. Su demostracién

conduce a un algoritmo que corre en tiempo O(n).

Lema 2.2.2. Dada una inmersion cilindrica P de un grafo 4-plano de n vér-
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tices, es posible obtener en tiempo O(n), una inmersion ortogonal equivalente

a P con a lo mds 4n codos.

Demostracién: Podemos suponer que el grafo G es conexo, tal y como in-
dicamos anteriormente. Queremos obtener una representacion bar-cilindrica
de (G, es decir una representacion de visibilidad en el cilindro, equivalente a P.
En tiempo lineal [71] en el nimero de vértices se puede saber si un grafo es bar-
cilindrico, y en caso afirmativo obtener una representacion de bar-visibilidad
en el cilindro equivalente a la inmersién dada. En cualquier caso se asegura
que todo grafo 2-conexo es bar-cilindrico. En virtud de estos resultados com-
probamos si G es bar-cilindrico, y si lo es obtenemos una representaciéon de

bar-visibilidad en el cilindro equivalente a P.

En caso contrario se define un grafo 2-conexo G’ a partir de G, aha-
diendo aristas, del cual podremos obtener una inmersién bar-cilindrica. Lo-
calizamos los vértices de corte de G y consideramos sus sistemas de rotacion.
En cada vértice de corte recorremos las aristas incidentes en el sentido de
la rotacién y conectamos los extremos de dos aristas consecutivas si éstos
pertenecen a bloques distintos, atin no considerados en el recorrido. De esta
forma obtenemos una inmersién cilindrica P’ de un grafo G’ 2-conexo en

tiempo lineal.

El algoritmo VISIB-2¢C [71], aplicado a P’, nos proporciona una re-
presentacién bar-cilindrica, K, de G', equivalente a P’. En ella los vértices
han sido representados mediante segmentos sobre generatrices (intervalos de
visibilidad) y los rayos de visibilidad son horizontales. Notemos que todos los
intervalos de visibilidad de K se corresponden con vértices de G, sin embargo,
al haber anadido aristas a GG para construir G, apareceran en K vértices
visibles que no constituyen una arista de G. En este sentido decimos que K

es una representacién de visibilidad débil de P en el cilindro.

Como G es 4-plano cada intervalo u de K es débilmente visible, a lo mas,

por cuatro intervalos de la representacidn, cuyos rayos de visibilidad definen, al
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incidir, cuatro puntos distintos de u. Situamos el vértice de G correspondiente
al intervalo en uno de los puntos intermedios, 0 en cualquier extremo en el
caso de la incidencia de dos tnicos rayos. Las distintas posibilidades que se
pueden tener, dependiendo de la direccién de los rayos de visibilidad, son las
mostradas en la Figura 2.17. Los restantes casos se obtienen por simetria de

alguna de las seis configuraciones consideradas.

S
)

(4)
Figura 2.17: Distintas configuraciones de visibilidad.

A partir de K construimos una inmersién ortogonal @), equivalente a
P. Los vértices de Q ya los hemos fijado y las aristas se definen como se
muestra en la Figura 2.18, dependiendo de la configuracién de visibilidad de

cada intervalo.

Notemos que por cada vértice hemos obtenido cuatro codos, luego @

contiene en total 4n codos. Cada arista presenta como méaximo cuatro codos.
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(1)

¥ Ei

(3)

(4) (5) (6)

Figura 2.18: Inmersién ortogonal a partir de la configuracién de visibilidad.
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Todos los pasos realizados en la demostracién requieren tiempo lineal,
luego la construccién de una asignacién ortogonal realizable a partir de una

inmersién cilindrica de un grafo 4-plano se realiza en tiempo lineal. [

Conservando la inmersién, hemos obtenido una representacion de P
en la malla, es decir, hemos dibujado el grafo de forma que los segmentos
de las aristas estan contenidos en circulos méaximos o generatrices del cilindro.
Esta inmersién en la malla determina una asignacién ortogonal realizable, pero

ademas, fija la direccién de los segmentos de las aristas.

Para un segmento de la asignacién ortogonal, existen dos posibilidades
en cuanto a su direccién, vertical u horizontal. Obsérvese, ademads, que fijando
la direccién de uno de los segmentos, a partir de la asignacién ortogonal, es
posible determinar la direccién del resto de los segmentos. En este sentido di-
remos que una asignacioén ortogonal realizable H es bidireccional si existen dos
inmersiones ortogonales equivalentes cuyos angulos y codos coinciden con H y
de forma que la diferencia entre ellas radica en la direccién de sus segmentos.

En caso contrario diremos que es unidireccional.

La bidireccionalidad o unidireccionalidad de una asignacién radica en
la existencia de ciclos esenciales en la inmersién, los cuales determinan el
caracter cilindrico de ésta. El estudio de las asignaciones ortogonales segin

este caracter nos permitira caracterizar la éptima de forma mas simple.

Sea C un cicloy P una inmersién ortogonal y esencial de él. Fijamos un
sentido de recorrido 7 de los circulos méaximos (paralelos) del cilindro y recor-
remos P en el sentido que nos indica 7. Diremos que un segmento horizontal
de P es positivo si se recorre en el mismo sentido que 7, en caso contrario di-
remos que es negativo. Notemos que el caracter de los segmentos horizontales

sera el mismo para los dos sentidos de recorrido posibles.

Un segmento vertical es ascendente si se recorre en direccién norte, y

descendente en direccion sur.



98 2. Inmersiones ortogonales cilindricas

En este contexto enunciamos y demostramos el siguiente lema:

Lema 2.2.3. Toda inmersion ortogonal y esencial de un ciclo cuyos segmentos
horizontales sean positivos da lugar a una asignacidn ortogonal realizable y

unidireccional.

Demostracién: Si cambiamos la direccién de las aristas de la inmersién los seg-
mentos horizontales pasan a ser segmentos verticales, y para obtener la misma
asignacion ortogonal en la malla, como partimos de segmentos horizontales
positivos, todos los verticales seran, o bien ascendentes o bien descendentes.
Si todos los segmentos verticales tienen el mismo caracter, la inmersién ob-
tenida no es factible, no es posible obtener un ciclo, sino un camino cuyos
extremos son distintos. Por tanto no podemos obtener otra inmersién del ciclo
en la malla con la misma asignacién ortogonal, intercambiando horizontalidad

y verticalidad. u

Realizando un estudio en la misma linea para inmersiones cualesquiera

obtenemos lo siguiente.

Teorema 2.2.4. Una asignacion ortogonal asociada a una inmersion ortogo-
nal cilindrica de un grafo 4-plano es bidireccional si y solo si la inmersion es

plana.

Demostraciéon: La condicién suficiente se sigue del estudio realizado en el
plano [64].

Para la condicién necesaria tenemos que probar que ninguna inmersion
en las condiciones del teorema contiene ciclos esenciales. Por reducciéon al
absurdo, supongamos que existe una inmersién ortogonal cilindrica P que da
lugar a una asignacién bidireccional y que contiene un ciclo esencial. Partimos,

por tanto, de un ciclo C y dos dibujos P; y P, de él en la malla con la misma
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asignacién ortogonal, cuya diferencia es la direccién de los segmentos de las
aristas. Sin pérdida de generalidad podemos situar vértices ficticios en cada

uno de los codos de la representacién de C.

*
J
1
1
1
4

n=1 n=2 n=23

Figura 2.19: Ciclos esenciales con menos de tres vértices.

!

Figura 2.20: Ciclos esenciales con cuatro vértices.

Si P, contiene una arista vertical, presenta al menos cuatro vértices,
puesto que las inmersiones ortogonales esenciales de ciclos con tres o menos
vértices son las representadas en la Figura 2.19, en las que todas las aristas
son horizontales. En estos ciclos, al cambiar la direccién de las aristas pasan

a ser verticales por lo que no pueden constituir ningin ciclo (Lema 2.2.3).

Si P, contiene cuatro vértices existen dos posibilidades; por una parte
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un ciclo con todas las aristas horizontales, y si existe alguna vertical, el ciclo

esencial posible, salvo simetrias, es el mostrado en la Figura 2.20.

Figura 2.21: Ciclos esenciales con cinco vértices.

A partir de estos dos ciclos no es posible obtener otros cambiando la
direccién de las aristas; para el primero porque obtendriamos todas las aristas
verticales, y aplicando el Lema 2.2.3 obtenemos el resultado para el segundo.
Los ciclos esenciales de cinco vértices se obtienen realizando la subdivisién de
una arista de un ciclo de cuatro vértices, por lo tanto no admiten inmersiones
equivalentes con la misma asignacién ortogonal y distinta direccién de las

aristas (ver Figura 2.21).

Se pueden obtener ciclos de seis vértices en le malla por subdivisién de
una arista de un ciclo de cinco vértices, pero no son éstos los tinicos existentes,
tal y como muestra la Figura 2.22. En ella se presentan los restantes casos de
ciclos de seis vértices, salvo simetrias. El ciclo mostrado en la Figura 2.22(a)
se encuentra en las condiciones del Lema 2.2.3, por lo que no admite un cam-
bio de direccién en las aristas. Para el otro ciclo razonamos de la siguiente
forma. Notemos que la arista e = (a3, a3) es negativa para cualquier sentido
de recorrido, en particular para el considerado. Vamos a definir una inmersién
ortogonal (); de un ciclo esencial C’, a partir de P;, de forma que la existencia
de P, nos determine una inmersién @); de C’ con la misma asignacién ortogo-

nal que ()1, cambiando la direccién de las aristas. Prolongamos la semirrecta
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ay a)

4 7 7
)
as| = a2 22
AN

(a) (6) ()

Ao

Figura 2.22: Dos tipos de ciclos esenciales de seis vértices y reduccion de uno

de ellos.

vertical de origen a; que contiene a a;, hasta que intersecte a otra arista de
Py, bien sea en un punto intermedio o en un extremo, determinando asi un
punto b de P,. La existencia de b estd garantizada por el hecho de que P; es
un ciclo esencial, luego tiene que recorrer todo el cilindro. ¢); queda definido

al eliminar el camino que va de a; a b en C y sustituirlo por la arista vertical

(az,b) (ver Figura 2.22(c)).

Al camino que se elimina, correspondiente a la arista negativa de P, se
le llama. bolsillo de extremos a, y b. Realizando el mismo proceso en P, cam-
biando la nocién de verticalidad por horizontalidad, obtenemos una inmersién
ortogonal @, de C’ equivalente a Q, las cuales difieren en la direccién de sus
aristas. La inmersién @), de C' se encuentra en las condiciones del Lema 2.2.3,
luego la existencia de Q),, que se traduce a la de P,, nos lleva a una con-

tradiccion.

Supongamos que el ciclo C tiene n vértices. Si P, no contiene aristas
negativas, el Lema 2.2.3 contradice la existencia de P;. Supongamos que al
recorrer P; aparecen aristas negativas. Eliminamos el bolsillo de una de ellas,
y lo sustituimos por una arista vertical, tal y como vimos anteriormente. Note-

mos que de esta forma se pueden suprimir varias aristas negativas, todas las
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pertenecientes al bolsillo de la considerada. En cualquier caso, el nimero de
vértices disminuye al realizar este proceso. Asi se define una inmersién ortogo-
nal @;, de un ciclo C’ con un nimero de vértices menor que n. Eliminamos de
P, las aristas correspondientes al bolsillo suprimido en P;, sustituyéndolas por
una arista horizontal de vértices los extremos del bolsillo. Queda asi definida
una inmersion ortogonal (7 en la malla, del ciclo C’, equivalente a ();. Las aris-
tas comunes a P; y (); también lo son en P, y (), pero con distinta direccion,
y la arista vertical afiadida en @; pasa a ser horizontal en (). Obtenemos
por tanto, que la diferencia entre ¢); y @2 es la direccién de las aristas. La
existencia de (), y por tanto la de P;, no es factible al aplicar la hipotesis de

induccién a @Q;.

Concluimos que una inmersién ortogonal de un grafo 4-plano en las

condiciones dadas no puede contener un ciclo esencial. [

Puesto que nuestro problema se centra en inmersiones cilindricas no
planas, en virtud de los resultados anteriores, la existencia de ciclos esenciales
haré que las asignaciones ortogonales realizables que consideremos sean unidi-
reccionales. Por tanto, dada una asignacién ortogonal, ésta puede no ser rea-
lizable para ambas direcciones sobre un segmento, realizable para una y para
otra no serlo, pero en ningin caso, si trabajamos con inmersiones cilindricas

propiamente dichas, puede ser realizable para las dos direcciones.

Retomando los resultados considerados sobre Teoria de flujos en re-
des, recordamos la equivalencia entre asignacién ortogonal de una inmersion
cilindrica P y flujo en la red N(P) de valor z(P). En esta relacién el nimero
de codos de la asignacién coincide con el coste del flujo correspondiente, luego
obtener la asignacién éptima es equivalente a obtener el flujo de minimo coste.
El Lema 1.2.5 caracteriza dicho flujo como aquel que no admite ciclos aumen-
tadores de coste negativo. El Teorema 1.2.6 presenta el concepto equivalente
a ciclo aumentador de coste negativo para asignaciones ortogonales, este es,
curva sobre el cilindro bajo ciertas condiciones relativas a la asignacién, y por

tanto caracteriza la asignacién ortogonal 6ptima.



2.2. Asignaciones ortogonales realizables 103

Puesto que vamos encaminados a caracterizar la asignacién ortogonal
realizable que proporciona el minimo nimero de codos, tenemos que estudiar
como varian estos resultados sobre flujos en redes cuando particularizamos el

estudio a dichas asignaciones.

Hablamos de flujos ortogonales realizables cuando nos referimos al flujo

que proporciona el Lema 1.2.1 a partir de una asignacién ortogonal realizable.

En general, la aplicacién de un ciclo aumentador de coste negativo a
un flujo ortogonal realizable no tiene que originar necesariamente otro flujo
realizable. Bajo esta perspectiva decimos que un ciclo aumentador de coste
negativo en un flujo ortogonal se llama realizable si el flujo ortogonal a que da

lugar es realizable.

La caracterizacién de los flujos ortogonales realizables éptimos viene

dada por el siguiente teorema.

Teorema 2.2.5. Un flujo ortogonal realizable asociado a una inmersion ci-
lindrica P es de minimo coste entre todos los flujos ortogonales realizables
asociados a P si y sélo si no contiene ciclos aumentadores del flujo de coste

negativo, esenciales y realizables.

Demostracién: El Lema 1.2.5 garantiza la condicién necesaria de forma inme-

diata, al ser los ciclos considerados de coste negativo y realizables.

Para demostrar la condicién suficiente vamos a probar que dado un ciclo
aumentador del flujo de coste negativo, asociado a un flujo ortogonal = existe
otro ciclo aumentador asociado a z de coste negativo, esencial y realizable,
de forma que ambos ciclos aplicados a z originan el mismo flujo. Con este

resultado y en virtud del Lema 1.2.5 se obtiene la condicién a probar.

Sea C un ciclo aumentador de coste negativo asociado a z. Si C no
es realizable el flujo =’ obtenido a partir de = tiene menor coste pero no es

realizable. Nuestro objetivo es caracterizar el flujo ortogonal realizable de
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minimo coste, sin embargo, aunque z’ no sea realizable, hay que considerarlo,
ya que puede admitir un ciclo C’ de coste negativo que de lugar a otro flujo ="
realizable. En esta situacién demostramos que a partir de C' y C’ es posible
definir un ciclo aumentador C”, asociado a z, de coste negativo que da lugar
al flujo 2", luego un ciclo realizable. Tanto C como C’ son ciclos de la red

N(P) luego la relacién entre ellos vendra dada por los siguientes casos:

Caso 1) C'y C' comparten vértices pero no aristas,
Caso 2) C'y C' comparten aristas,

Caso 3) C' y C’ son disjuntos.

u = vy

C = {u1,...,un}

[
C" = {u1, ..., un, u1,v2, .-, U}

Figura 2.23: Ciclos aumentadores de coste negativo que solamente comparten

vértices.

En el primer caso C" se define uniendo los dos ciclos por uno de los
vértices comunes y teniendo en cuenta el sentido de recorrido de cada uno
(ver Figura 2.23). El hecho de no compartir aristas hace que C” sea de coste

negativo para z y que de lugar a z".

En el caso 2 tenemos en cuenta si las aristas comunes se recorren en

el mismo sentido en C y C’, es decir si tienen el mismo caricter (directas
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[
C'={v1,...,v,V41,---,Um}
v v
™ Uj+1 i Vjt1
Uiy = uy
Uy = V5 Uj
Uz U2
_ "— v
C={uy,ug, ..., u...,un} C" = {u1,uz, ..., %, Vj41,--.,Um}
(a)
[
C'={v1,..,Yj,Vj41,---,Vm}
Um
Vi+1
Uy = v
U = v
Up T
C={w,...,ui,...,uUn}
[/ - .
C"={u1, ..., U, Vjt1, -« s Um, UL, .- Uiy, Un}

(6)

Figura 2.24: Ciclos aumentadores de coste negativo con aristas comunes: (a)

aristas con caracter distinto en cada ciclo; (b) aristas con el mismo caracter

en ambos ciclos.
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o inversas) para z y z' respectivamente. El recorrido en distinto sentido se
traduce en que los flujos z y z” toman los mismos valores en dichas aristas, la
unidad de flujo que aumenta un ciclo la disminuye el otro. En esta situacién
se define C" eliminando de C U C' las aristas comunes, como nos ilustra la
Figura 2.24 (a). Cada arista eliminada tiene distinto cardcter en C'y C’, luego
el numero de aristas directas eliminadas es el mismo que inversas, por lo que
C" sigue siendo un ciclo aumentador de coste negativo para el flujo z. La
aplicacién de C” a z da lugar a z” luego es un ciclo aumentador de coste
negativo realizable. En el caso en el que el recorrido sea el mismo realizamos
la unién de los dos ciclos para definir C”, recorriendo asi dos veces las aristas
comunes (ver Figura 2.24 (b)). Asi definido C” es un ciclo aumentador del
flujo de coste negativo para z. Esta composicién de ciclos da lugar a z” luego

C" es realizable.

C'"=CumuC’'Ur

Figura 2.25: Ciclos aumentadores de coste negativo disjuntos.

Nos queda estudiar el caso en el que los dos ciclos sean disjuntos. Vamos
a unir C' y C' por un camino en N(P) para obtener un nuevo ciclo de forma
que aplicado a x nos de z”. En la red no existen vértices, que sean también de
P y adyacentes entre si, luego todo ciclo en N(P) contiene al menos un vértice
que es una cara de P. Elegimos f y f’, dos vértices de C'y C’ respectivamente,
correspondientes a caras de P. La conexién de la inmersién P considerada nos
permite elegir un camino en N(P) entre f y f’, que denotamos ;, no dirigido

y formado por aristas de Ap. Como dos caras de P son adyacentes en la red



2.2. Asignaciones ortogonales realizables 107

mediante dos aristas dirigidas en distinto sentido, siempre es posible considerar
como directas las aristas de ;. Llamamos «, al camino 7, recorrido de f’ a f,
por lo que estara formado por aristas inversas. Definimos C” = CU~; UC' U7,
(ver Figura 2.25). Este ciclo aumentador es de coste negativo para z puesto
que C'y C’ lo eran y los caminos afiadidos aportan el mismo nimero de aristas
directas que inversas. La unidad de flujo que aumenta una arista de v; queda
disminuida por la correspondiente arista inversa de 7, luego C” aplicado a
z da lugar a z”. Hemos definido por tanto, un ciclo aumentador de coste

negativo y realizable.

Por ultimo nos queda analizar €l caso en el que C' sea homotdpicamente
no nulo y realizable, obteniendo un nuevo ciclo aumentador C* de coste nega-
tivo homotdpicamente nulo y realizable. El andlisis anterior nos garantiza que,
sin pérdida de generalidad, podemos suponer que C estd definido en un flujo
ortogonal realizable z, es decir, flujo asociado a una inmersién en la malla, y
por ser realizable sabemos que su aplicacién dara lugar a otra inmersion orto-
gonal z’. El ciclo C, por ser esencial, divide a la asignacién ortogonal asociada
a z en dos partes conteniendo un polo cada una. La aplicacién del ciclo sobre
z hard que se modifiquen los campos a y s de las aristas atravesadas por C,
luego en una de dichas partes cambia la asignacién de horizontal y vertical de
sus segmentos, al pasar a z’. Si llamamos A a la parte afectada, la asignacion
ortogonal de los segmentos de A no cambia de = a z’ (excepto la de los atrave-
sados por C), pero si la direccién, por lo que tenemos una inmersién en la malla
bidireccional. En virtud del Lema 2.2.4, A no contiene ciclos esenciales de P,
es decir existe una cara en A atravesada por C' que contiene circulos maximos
del cilindro, y como partimos de un grafo conexo podemos suponer que dicha
cara es exterior. Definimos la curva homotépicamente nula C* sustituyendo
el arco de C contenido en la cara exterior de A por un arco que rodee a la
inmersién tal y como nos indica la Figura 2.26. C'y C* tienen el mismo coste y
dan lugar al mismo flujo ya que atraviesan las mismas aristas de la inmersion,
luego C* es un ciclo aumentador de coste negativo homotdpicamente nulo y

realizable asociado a z.



108 2. Inmersiones ortogonales cilindricas

’\ inmersién

cilindrica

P

Figura 2.26: Los ciclos C y C* dan lugar al mismo flujo, siendo C* ho-

motdpicamente nulo.
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Como conclusién, para obtener un flujo ortogonal realizable 6ptimo
solamente hay que tener en cuenta los ciclos aumentadores del flujo que sean

realizables y no esenciales. u

El Teorema 1.2.6 caracterizaba la asignacion ortogonal éptima, aso-
ciando a cada ciclo aumentador de coste negativo sobre un flujo, una curva
con ciertas caracteristicas sobre la asignacién ortogonal. En la misma linea,
el siguiente resultado asocia una curva particular a cada ciclo aumentador
del flujo realizable y no esencial, caracterizando asi, a la asignacién ortogonal

realizable 6ptima.

Teorema 2.2.6. Una asignacién ortogonal realizable H asociada a una in-
mersién cilindrica P de un grafo 4-plano G tiene el minimo nimero de codos
entre todas las asignaciones ortogonales realizables asociadas a P si y sdlo si

no eriste una curva cerrada dirigida J, en general no simple, tal que

a) J intersecta a cada arista de P a lo mds cuatro veces.

b) J entra a vértices y codos de P cuyos campos a y s son mayores o iguales

a 2, o iguales a 1, respectivamente.

¢) Mds de la mitad de los cruces entre J y las aristas de P se producen en
aristas que forman un codo de asignacidn 1, dngulo mayor, en la cara

por la que entra la curva; estos cruces tienen lugar en dicho codo.

Ademds, si eziste una curva J con estas caracteristicas, se puede encontrar
una asignacion ortogonal realizable H' asociada a P tal que
a) H' tiene menos codos que H;

b) H y H' solamente se diferencian en las aristas y vértices cruzados por

J.
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Demostracién: Puesto que la prueba sigue los mismos pasos generales que la del
Teorema 1.2.6, solamente sefialaremos las diferencias existentes entre ambas.
La construccién de la curva J, a partir de un ciclo aumentador realizable y
de coste negativo, se realiza de forma andloga, teniendo en cuenta que ésta
puede cortar a una misma arista de P a lo mds cuatro veces, e imponiendo
que los arcos de curva sobre el cilindro correspondientes a la misma arista
de la inmersién sean distintos, para no perder informacién en cuanto al ciclo

aumentador.

La segunda diferencia esencial es la existencia de posibles autointerse-
cciones en la curva, bien en vértices de P o bien en puntos asociados a caras,

correspondientes a vértices repetidos en el ciclo sin repeticién de aristas.

Puesto que la construccién de la curva definida en el Teorema 1.2.6
seguia la topologia de la inmersién P, tenemos informacién sobre si el ciclo es

esencial o no. ]

Para comprobar si una asignacién ortogonal realizable es 6ptima, en
virtud de los dos resultados anteriores, solamente tenemos que considerar las
curvas no esenciales; y si la aplicaciéon de tal curva conduce a un flujo no

realizable, no tenemos que tenerla en cuenta y tomar solamente las realizables.

El proceso para obtener una asignaciéon ortogonal realizable éptima,
es decir una inmersién ortogonal equivalente a P con el minimo numero de
codos, consistiria en, a partir de la inmersién ortogonal equivalente a P que
nos proporciona el Lema 2.2.2, localizar un ciclo aumentador del flujo de coste
negativo realizable y no esencial, cuya aplicacién al flujo actual origina una
nueva asignacién ortogonal realizable. Este proceso se repetiria hasta llegar
a una asignacion ortogonal realizable que no admita tales ciclos, la cual seria

Optima segun el Teorema 2.2.5.

El paso de aplicar un ciclo C a un flujo = consiste en disminuir una uni-
dad el d4ngulo por donde entra, aumentandolo por donde sale. Para comprobar

si el nuevo flujo z’ es realizable o no (Teorema 2.2.1), tenemos que asignar dire-
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cciones a sus segmentos. Puesto que z es realizable, conocemos las direcciones
que presentan sus segmentos en una inmersién ortogonal suya, luego el aplicar
C a z va a suponer determinar cual de los dos segmentos que constituyen un
angulo, cambia de direccién. Las dos posibilidades no son factibles ya que
conducirian a dos inmersiones ortogonales con la misma asignacién de angulos
y codos, pero con distintas direcciones en sus segmentos, y puesto que P con-
tiene algin ciclo esencial, el Lema 2.2.4 no hace posible esta situacién. Por
tanto, dado un ciclo C, para comprobar si z’ es realizable hay que considerar
dos digrafos asociados, obtenidos de los dos posibles cambios de los segmentos
que forman un dngulo por el que entra C, y comprobar si alguno (a lo mas
uno) conduce a una asignacién ortogonal dirigida realizable. Esta dicotomfa
se traduce en considerar el cambio de direccién de los segmentos que cruza C
y que se encuentran en el interior de la curva sobre la inmersion, y por otro
lado cambiar los que quedan fuera. En la Figura 2.27 la curva C; da lugar
a una asignacion ortogonal realizable si se cambian las direcciones de los seg-
mentos interiores, como se muestra en la inmersién ortogonal de 2.28 (a). Por
el contrario el cambio de los exteriores determina una inmersién no realizable
(Figura 2.28 (b)). En la misma inmersién ortogonal, la curva C; (Figura 2.29)
es realizable si se modifica la direccién de los segmentos exteriores, obteniendo
la asignacion ortogonal realizable del grifico 2.28 (a). Notemos que el interior

de C coincide con el exterior de C5, y viceversa.

De los resultados anteriores podemos obtener un proceso para deter-
minar, dada una inmersién cilindrica de un 4-grafo, una asignacién ortogonal
realizable 6ptima, es decir una inmersién ortogonal con el minimo numero de
codos. Sin embargo este proceso no conduce a un algoritmo efectivo, puesto
que para aplicar unicamente ciclos aumentadores de coste negativo realizables
tenemos que considerar todos los existentes en la red bajo el flujo ortogonal en
cuestion, y comprobar si son realizables o no. El nimero de ciclos aumenta-
dores de coste negativo es exponencial en el mimero de vértices de la red, luego
el proceso descrito seria exponencial. Podemos reducir el nimero de codos pero
no obtenemos en tiempo polinomial la inmersién ortogonal 6ptima. Este in-

conveniente nos conduce a buscar otras vias que nos proporcionen inmersiones
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C

Figura 2.27: C] es la curva asociada a un ciclo aumentador de coste negativo

realizable y no esencial.

/ AN AN N
a
d b e
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(a) (b)

Figura 2.28: Asignaciones ortogonales obtenidas de la aplicacién de C;: (a)
realizable al cambiar la direccion de los segmentos interiores, (b) no realizable

al cambiar los exteriores.
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Cy

Figura 2.29: La curva C; también es realizable si cambiamos las direcciones

de los segmentos exteriores.

ortogonales con pocos codos, que en la practica son vélidas aunque no se al-
cance el minimo. Adem4s, la existencia de muchos codos en una misma arista
hace no atractiva la inmersién ortogonal, como puede ocurrir en la éptima,
por lo que se recurre a métodos que proporcionen inmersiones con pocos codos

en las aristas. Bajo este enfoque abordamos la siguiente seccion.

2.3 Aproximacién en el nimero de codos

Nos planteamos en esta seccién el problema de obtener inmersiones ortogonales
cilindricas que, aunque no proporcionen el minimo nimero de codos, presenten
una buena aproximacién de él, siguiendo dos lineas distintas, una global en el

grafo y otra local en cada arista.

Dada una inmersién cilindrica de un grafo 4-plano disefiamos un al-
goritmo polinomial que proporciona una inmersién ortogonal equivalente a la
dada, la cual aproxima el nimero minimo de codos entre todas las inmersiones

ortogonales equivalentes, de forma global en el grafo.
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Bajo el segundo enfoque local, en primer lugar presentamos resultados
tedricos que garantizan la existencia de inmersiones ortogonales cilindricas de
grafos, con [ codos en cada arista, 0 < [ < 2, en funcién de la valencia del
grafo. Estos hechos constituyen una mejora sobre lo obtenido en el plano
por Liu, Morgana y Simeone [52]. En segundo lugar, en cuanto a aspectos
computacionales, el mismo algoritmo lineal dado para el plano [53] es vélido
en el cilindro, proporcionando inmersiones ortogonales equivalentes a partir de

representaciones cilindricas con menos restricciones que en el plano.

2.3.1 Globalmente

El algoritmo que describimos a continuacién nos sirve de herramienta para
obtener inmersiones ortogonales cilindricas equivalentes con pocos codos. Pue-
den aparecer casos en los que se obtenga justamente el minimo ndimero de

codos, aunque en general las inmersiones obtenidas no van a ser éptimas.

El algoritmo ASIG-OPTI proporciona una asignacién ortogonal éptima
asociada a una inmersion cilindrica dada. Si ésta es realizable para alguna
direccién de sus segmentos, lo que se obtiene es una inmersién éptima en la
malla. En caso contrario presentamos un método de obtencién de “buenas”

inmersiones ortogonales.

Vamos a definir un tipo especial de grafo dual a partir de una asignacioén
ortogonal con segmentos dotados de direccién. Sea P una inmersién cilindrica
de un 4-grafo G y H una asignacién ortogonal asociada. Si asociamos a un
segmento arbitrario de H la direccién d, donde d puede ser vertical u horizontal,
ésta determina junto con la asignacién ortogonal la direccién del resto de los
segmentos. Definimos el digrafo dual H} relativo a los segmentos dirigidos
de H de la siguiente forma: los vértices de H representan las caras de Py
por cada segmento compartido por dos caras de la inmersién, el grafo dual
contiene una arista entre los vértices correspondientes a dichas caras. Cada

arista del dual lleva asociada la direccién de su segmento correspondiente en
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la asignacion, por lo que podremos hablar en Hj de aristas horizontales y
verticales. Notemos que H} es el dual geométrico de P relativo a segmentos,

en lugar de aristas, con direcciones asignadas.

Los vértices del dual correspondientes a las caras externas ocupan un
lugar distinguido, por lo que los denotamos A y B, cara inferior y superior,
respectivamente. El siguiente lema trata sobre la conexién existente entre

ellos.

Lema 2.3.1. Eziste un camino en H} formado por aristas horizontales que

conecta los vértices A y B.

Demostracién: Partimos de la asignacién ortogonal cilindrica dirigida H aso-
ciada a P y desarrollamos el cilindro por una generatriz que no contenga ningiin
segmento vertical. Esta operacién origina la divisién de ciertos segmentos de
H por vértices o puntos. En el primer caso duplicamos el vértice para obtener
uno en cada generatriz de la representacién plana, y en el segundo caso hace-
mos lo mismo afadiendo dos vértices nuevos al grafo. Notemos que estos
vértices afectados por la operacién tienen valencia uno, luego hemos obtenido
en el plano una asignacién o representacién ortogonal H' de un grafo 4-plano.

Las asignaciones de direccién de los segmentos de H no se modifican al pasar

a H'.

Aplicamos el algoritmo FIND LENGTHS [64] a H' siguiendo las direccio-
nes de sus segmentos y obtenemos una inmersién ortogonal plana en tiempo

O(n' + b), donde n’ es el nimero de vértices de H' y b el nimero de codos.

Las caras externas de P estan contenidas en la cara externa de la in-
mersién plana asociada a H', la inferior situada bajo la inmersién ortogonal
obtenida y la superior sobre ella. Trazamos una recta vertical r en el plano,
que no contenga a ningiin segmento vertical y que divida a la inmersién en dos
partes, una a la izquierda y otra a la derecha de r. Se presenta un caso degene-

rado en el que esta operacioén no es posible, correspondiente a una inmersién de
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un ciclo esencial y a una asignacién que impone la direccién vertical de todos
los segmentos del ciclo. Sin embargo, este tipo de asignacién corresponde al

caso no factible que presentaba la Figura 2.2 (a).

La existencia de r determina un camino en H} entre A y B, formado
por aristas horizontales en el dual. Estas aristas son las correspondientes en
Hj alos segmentos de H que intersecta r. Obtenemos asi el resultado deseado.
|

Pasamos a la descripcién del algoritmo GLOBAL que nos proporciona
una inmersion ortogonal con pocos codos, estudiando a continuacién su corre-
ccion y complejidad. La entrada estard compuesta por una inmersién cilin-
drica P de un 4-grafo y la salida serd una inmersién ortogonal en el cilindro,
equivalente a P, con, a lo mas, b+ 2a codos, donde b es el minimo niimero de
codos de una asignacién ortogonal éptima H asociada a P, y a es la menor
longitud de los caminos en H} que conectan A y B y estidn formados por
segmentos de igual direccién. La idea bésica del algoritmo es, en caso de que
la asignacién ortogonal éptima no sea realizable, desarrollar el cilindro por una
generatriz, minimizando el numero de segmentos horizontales intersectados,
para obtener una inmersién ortogonal plana y después afiadir, a lo mas, dos

codos en cada segmento intersectado, para salvar la posible diferencia de altura.

Algoritmo GLOBAL

Entrada: Inmersién cilindrica P de un 4-grafo G.
Salida: Inmersién ortogonal cilindrica equivalente a P con b + 2a codos.
Paso 1. El algoritmo recibe como entrada a la inmersién cilindrica P.

Paso 2. Se aplica el algoritmo ASIG-OPTI a P obteniendo una asignacion

ortogonal 6ptima H asociada a P.

Paso 3. Elegimos un segmento arbitrario s de H.
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Paso 4. Para la direccion d vertical y horizontal:
Paso 4.1. Dotar a s de direccién d y sentido arbitrario, convirtiendo a
H en una asignacion ortogonal dirigida.
Paso 4.2. Si H es realizable aplicar el Teorema 2.2.1 y FIN.

Paso 4.3. Si H no es realizable volver al Paso 4.
Paso 5. Para la direccion d vertical y horizontal:

Paso 5.1. Dotar a s de direccién d y construir el dual Hj.
Paso 5.2. Eliminar las aristas verticales del dual.
Paso 5.3. Determinar el camino de menor longitud entre A y B en el

grafo resultante y llamar [ a su longitud.

Paso 6. Sea a = min{l,,l;}, d la direccién para la que se ha obtenido la

longitud @ y ¢4 el camino correspondiente en H}.

Paso 7. Se prolongan las aristas horizontales intersectadas por cq, como in-

dican las Figuras 2.30 y 2.31, obteniendo la generatriz g.
Paso 8. Se desarrolla el cilindro a lo largo de g.

Paso 9. Se duplican los puntos intersectados por g en P, situando en ellos

vértices de valencia 1. Se obtiene una asignacién ortogonal plana H'.

Paso 10. Se aplica el algoritmo FIND LENGTHS [64] a H' siguiendo las di-
recciones de sus segmentos originadas por d, obteniendo una inmersién

ortogonal plana de H'.

Paso 11. Se vuelve a la superficie cilindrica identificando las dos rectas ver-

ticales a que dio lugar g y eliminando los vértices afiadidos.

Paso 12. Si situan dos codos en cada arista intersectada por g si los corres-
pondientes puntos sobre las dos copias de g presentan distinta altura,

segun nos indica la Figura 2.32.
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Figura 2.30: Camino ¢; en H} que proporciona la menor longitud entre A y

B.

L~ - = 4
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Figura 2.31: Prolongacién de las aristas horizontales intersectadas por cg y

obtencién de la generatriz g que corta inicamente a dichas aristas horizontales.
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Figura 2.32: Obtencién de la inmersién ortogonal cilindrica anadiendo, en

general, dos codos a cada arista cortada por g.

Paso 13. FIN.

Pasamos al analisis de cada uno de los pasos del algoritmo GLOBAL, de-
mostrando la posibilidad de realizacién e indicando su complejidad, resultados

que quedan recogidos en el siguiente teorema:

Teorema 2.3.2. Dada una inmersidn cilindrica P de un 4-grafo de n vértices,
el algoritmo GLOBAL proporciona una inmersion ortogonal cilindrica equiva-
lente a P en tiempo O(n?logn), que presenta, a lo mds, b+ 2a codos, donde
b es el nimero de codos de una asignacidn ortogonal dptima asociada a P y a
es la longitud del menor camino en el dual entre las caras externas, formado

por segmentos con la misma direccion.

Demostracién: Para simplificar la prueba, omitiremos los pasos que se reali-
cen en tiempo constante. La lectura de la inmersién P de entrada se realiza
en tiempo lineal en n, nimero de vértices. Aunque sea un multigrafo, el
ndmero de aristas que presenta es de orden n por la condicién de 4-grafo. El
segundo paso requiere tiempo O(n?log n) como indica el Teorema 1.2.9 y pro-

porciona una asignacién ortogonal éptima @ asociada a P. Denotemos por b
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al nimero de codos que contiene. El Lema 2.2.2 nos garantiza la existencia de
una inmersién en la malla equivalente a P con 4n codos, luego una asignacién

ortogonal con tal nimero de codos. Puesto que b es minimo, se tiene que
b < 4n.

El bucle que constituye el Paso 4 se realiza a lo més dos veces, una para
cada direccién posible. Dentro de él, en el primer paso hay que recorrer todos
los segmentos de () para asignarles direccién y sentido a partir de d. Como

b = O(n) este paso emplea tiempo lineal.

Seguidamente el algoritmo comprueba si la asignacién dirigida obtenida
del paso anterior es realizable. Para ello, en virtud del Teorema 2.2.1, hay que
construir la inmersién asociada a @, I'y, y comprobar si es esférica ascendente.
Lo mismo que ocurria en el paso anterior, el hecho de ser ) éptima, hace
que I'; se construya en tiempo lineal. La condicién de ser esférica ascendente
también se comprueba en tiempo lineal [65]. En caso afirmativo, el mismo teo-
rema citado proporciona un método lineal para obtener la inmersién ortogonal

optima correspondiente, finalizando en este caso el algoritmo.

El bucle del Paso 5 se realiza dos veces. En cada una de ellas la cons-
truccién de @)} requiere tiempo lineal en el nimero de vértices de P, de nuevo
por la condicién 6ptima de (). Este dual contiene tantos vértices como caras
la asignacién y el mismo mimero de aristas que ésta segmentos. En definitiva
todos los valores son lineales en n. Una vez eliminadas las aristas verticales
obtenemos otro grafo en el que existe un camino entre los vértices corres-
pondientes a las caras externas, como nos indica €l Lema 2.3.1 En este grafo
buscamos el camino de menor longitud entre A y B, aplicando el algoritmo

lineal que aparece en [54].

Una vez obtenido el menor camino para ambas direcciones, y determi-
nado el valor a, el proceso indicado en el Paso 7 (Figuras 2.30 y 2.31) se realiza
también en tiempo lineal ya que el caso extremo seria aquél en el que todas

las aristas de ) fueran horizontales y ¢4 intersectara a todas.
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El algoritmo FIND-LENGTHS [64] aplicado a @’ emplea tiempo O(n'+b),
donde b es el numero de codos de @ que no varia al pasar a @’. El valor n’ es el
nimero de vértices de @', que en general, el Paso 9 hace que sea mayor que el
de @. El numero de vértices afladidos depende de las aristas que intersecta g,
y por cada una de ellas a lo més dos vértices nuevos. En definitivan’ = O(n) y

como con b ocurre lo mismo, el Paso 10 del algoritmo GLOBAL requiere tiempo

O(n).

El tiempo necesario para realizar los pasos restantes viene dado, de

nuevo, en funcién de las aristas intersectadas por g.

Concluimos, por tanto, que el algoritmo GLOBAL proporciona una in-
mersién ortogonal cilindrica equivalente a P en tiempo O(n?logn), que pre-
senta b + 2a codos, como maximo, donde b es el numero de codos de una
asignacién ortogonal éptima asociada a P y a es la longitud del menor camino
en el dual entre las caras externas, formado por segmentos con la misma di-

reccion. , ]

Notemos que si al algoritmo GLOBAL finaliza en el Paso 4.2, la in-
mersién ortogonal obtenida es éptima; corresponderia al caso en que la asig-
nacién ortogonal éptima fuera realizable. En caso contrario se aumenta el

ndmero de codos en 2a, donde a es minimo en el proceso realizado.

Como hemos comentado anteriormente, en general este algoritmo no
proporciona el minimo nimero de codos entre todas las asignaciones ortogo-
nales realizables. Un ejemplo de ello lo constituye la asignacién mostrada en
la Figura 2.33 (a). Dicha asignacién es éptima puesto que no presenta codos.
La generatriz por la que hay que desarrollar intersecta a dos aristas horizon-
tales, siendo este el valor minimo de a puesto que la inmersién contiene dos
ciclos esenciales disjuntos. La Figura 2.33 (b) muestra la diferencia de altura
que hay que salvar afiadiendo dos codos. La inmersién ortogonal resultante es
la de la Figura 2.34 (a), pero en el grifico (b) de la misma, se muestra una

inmersién ortogonal sin codos de la misma inmersién cilindrica.
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Figura 2.33: Asignacién ortogonal 6ptima en la que es dividida una arista
horizontal.
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Figura 2.34: (a) Inmersién ortogonal obtenida por el algoritmo GLOBAL con la
asignacién y generatriz de la Figura 2.33, presentando dos codos. (b) Inmersién

ortogonal 6ptima sin codos.
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2.3.2 Localmente

El algoritmo GLOBAL proporciona inmersiones ortogonales cilindricas mini-
mizando el nimero de codos de asignaciones ortogonales y de aristas cortadas
al desarrollar el cilindro. Estos valores de optimizacién son globales en la in-
mersion; en contraposicién, en esta seccién abordamos el tema centrandonos
en el numero de codos que contiene cada arista. Este es un enfoque local en
el grafo, que computando el nimero de total de aristas nos conduce también

a un resultado global.

Por otra parte, en el estudio realizado hasta ahora se ha partido de
una inmersién cilindrica, y no unicamente de un grafo. Los problemas sobre
inmersiones ortogonales cambian sustancialmente si se parte de un grafo o de
una inmersién. Tamassia [64] disefia un algoritmo polinomial que proporciona
una inmersién ortogonal plana con el minimo nimero de codos, equivalente
a una dada como entrada. Sin embargo, si solamente partimos de un grafo
4-plano como dato, este autor junto con Garg [31] demuestran la naturaleza

NP-dura del problema analogo.

Todas estas posibilidades nos dan juego para resolver problemas inter-
medios entre ambos planteamientos. Puesto que no se puede pretender partir
de un 4-grafo y obtener la inmersién plana con el minimo nimero de codos,
se plantea el problema de determinar alguna inmersién del grafo que presente
pocos codos, en funcién de los existentes en cada arista. En esta linea Liu,
Morgana y Simeone presentan resultados [52] en un contexto plano. Nuestro
objetivo consiste en generalizar la situacién a la superficie cilindrica, alcan-
zando mejoras con respecto al plano, en el sentido de obtencién de un menor
niimero de codos. Demostramos que todo grafo 4-plano admite una inmersién
ortogonal cilindrica con, a lo més, dos codos en cada arista, pudiéndose reducir

este nimero si se disminuye la valencia de los vértices del grafo.

En la misma linea, estos iltimos autores presentan un algoritmo li-

neal [53] que proporciona inmersiones ortogonales planas de grafos 2-conexos.
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Este mismo proceso es aplicable en el cilindro, por lo que obtenemos un al-
goritmo lineal que construye inmersiones ortogonales cilindricas equivalentes,
con dos codos en cada arista, a partir de inmersiones cilindricas 2-conexas
no planas. Notemos que en nuestro caso podemos partir de una inmersién
y obtener otra equivalente en el cilindro, mientras que en el caso plano se

requiere solamente un grafo como entrada.

Necesitamos algunos conceptos previos antes de plantear y abordar el
problema. Decimos que un 4-grafo cilindrico es k-ortogonal si admite una
inmersién ortogonal cilindrica en la que cada arista presenta a lo mas k codos.

A tal inmersién se la llamara k-ortogonal en el cilindro.

Vamos a llamar Ilg al grafo mostrado en la Figura 2.35, también cono-
cido como octaedro. Notemos que es un grafo 4-valente de 6 vértices formado

por ciclos de longitud tres. A este tipo de ciclos los llamaremos tridngulos.

\/

d

Figura 2.35: Octaedro.

I, denotard al grafo completo K4 o tetraedro (Figura 2.36), grafo
ciibico o 3-valente de 4 vértices también formado por ciclos de longitud tres.

Liu, Morgana y Simeone [52] demuestran el siguiente resultado para

inmersiones planas de grafos:
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Figura 2.36 : Tetraedro.

Teorema 2.3.3. [52] Un grafo k-plano, 1 < k < 4, es (k — 1)-ortogonal en el

plano.

En un contexto cilindrico, el resultado equivalente supone una mejora

con respecto al plano, el cual queda recogido en el siguiente teorema:

Teorema 2.3.4. Un grafo plano con vértices de valencia a lo mds k, 2 <
k <4, es (k — 2)-ortogonal en el cilindro. Si el grafo es 1-valente entonces es

0-ortogonal en el cilindro.

Demostracién: Denotemos por G al grafo 4-plano de entrada. Si es 1-valente y
lo suponemos conexo entonces esta formado por una unica arista. Si no fuera
conexo, por varias aristas aisladas. En cualquier caso es trivial ver que admite

una inmersion en el cilindro sin codos.

Para k = 2, G es un camino o un ciclo, en €l caso de que sea conexo.
Si es un camino admite inmersién sin codos en el plano y en el cilindro. Por el
contrario, si es un ciclo tinicamente admite inmersién sin codos en el cilindro,

como ciclo esencial.
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En el caso en el que G sea un 3-grafo, sabemos por [52], que admite
una inmersién en el plano con, a lo mds, un codo en cada arista si y sélo si
no es Il;. Luego para los grafos no isomorfos al tetraedro tenemos garanti-
zada la existencia de una inmersién 1-ortogonal en el cilindro. La Figura 2.37

demuestra que para II4 también es posible.

Figura 2.37: Inmersién 1l-ortogonal del tetraedro en el cilindro.

Por lo tanto, todo 3-grafo admite una inmersién 1-ortogonal en el cilin-

dro.

Para concluir la prueba tenemos que considerar el caso en el que G sea
un 4-grafo plano. De nuevo se demuestra en [52] que G es 2-ortogonal en el
plano si y sélo si no es isomorfo a IIg. Al pasar a inmersiones cilindricas, todos
los grafos que admitian una en el plano también la admiten en el cilindro,
y para la excepcién constituida por el octaedro, la Figura 2.38 muestra una

inmersion 2-ortogonal de Ils.

Este teorema nos proporciona inmersiones ortogonales cilindricas con a

lo mas dos codos en cada arista. Necesitamos ver que este resultado es 6ptimo,
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Figura 2.38: El octaedro es 2-ortogonal en el cilindro.

es decir encontrar un grafo que no admita inmersiones 1-ortogonales. Para ello

presentamos el siguiente lema.

Lema 2.3.5. Toda inmersidn ortogonal cilindrica de un 4-grafo con alguna
cara exterior formada por vértices de valencia cuatro, presenta alguna arista

con, al menos, dos codos.

Demostracién: Supongamos una inmersién ortogonal en las condiciones del
lema. Del Polo Sur al Polo Norte, realizamos un barrido en el cilindro traslando
un circulo maximo, hasta encontrar un primer vértice de la inmersién, v, que
serfa el vértice de menor altura. Podemos suponer que es la cara inferior la
formada por vértices de valencia 4; de lo contrario se realiza el barrido de Norte
a Sur. Este vértice pertenece a la cara externa inferior, luego tiene valencia 4,
por lo que todas sus direcciones estan saturadas. En particular, la direccién
inferior a v estard ocupada por una arista con al menos dos codos, por ser v

el primer vértice encontrado en el barrido.

Esto implica que la inmersién no puede ser 1-ortogonal. La Figura 2.39

clarifica la situacion. ]
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Figura 2.39: La arista e contiene al menos dos codos.

Ya sabemos que el octaedro en el plano no admite inmersiones 2-
ortogonales, luego tampoco 1-ortogonales. Sus posibles inmersiones cilindricas,
propiamente dichas, se obtienen eligiendo dos caras como caras externas,
bien disjuntas, compartiendo un vértice o una arista (ver Figura 2.35). En
cualquiera de los casos, la frontera de las caras externas estarian constituidas
por triangulos formados por vértices de valencia 4. El Lema 2.3.5 garantiza que -
las inmersiones ortogonales cilindricas de Ils presentan aristas con al menos
dos codos. Se concluye asi que IIg no es l-ortogonal, y por tanto que el Teo-
rema 2.3.4 es 6ptimo. Notemos que en el caso del octaedro, como ambas caras
externas estarian constituidas por vértices de valencia 4, cualquier inmersioén

ortogonal cilindrica de él contiene dos o mas aristas con dos o mas codos.

Puesto que si un grafo contiene un subgrafo que no es k-ortogonal,
entonces el grafo tampoco lo es, nos planteamos una linea de estudio para
determinar que grafos son minimos en este sentido. Decimos que un grafo no

k-ortogonal es minimo si no contiene subgrafos propios que tampoco lo sean.

En este contexto nos centramos en el octaedro, del que sabemos que
no es l-ortogonal. Para determinar si es minimo tenemos que comprobar la
naturaleza de sus subgrafos. El menor subgrafo que contiene seria el obtenido

al eliminar una arista, y como todas las aristas juegan el mismo papel en el
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grafo podemos eliminar una cualquiera. El subgrafo obtenido eliminando la

arista (a, f) es 1-ortogonal tal y como muestra la Figura 2.40, luego el octaedro
es minimo para la l-ortogonalidad.

Figura 2.40: Inmersién 1-ortogonal de un subgrafo propio del octaedro.

Como hemos comentado anteriormente, en toda inmersién ortogonal
de IIg en el cilindro apareceran dos aristas con dos o mas codos. Por tanto
el grafo resultante de subdividir una arista del octaedro sigue siendo minimo

para la 1-ortogonalidad.

Queda abierta la linea de investigacién sobre inmersiones k-ortogonales
en el cilindro, teniendo caracterizado el valor minimo de k, k = 2, para el que
todo 4-grafo es k-ortogonal. El estudio del octaedro y del grafo que resulta al
subdividir una arista, como grafos minimos, da lugar a un problema abierto,

como es el caracterizar los grafo minimos para la 1-ortogonalidad.

Pasamos seguidamente al aspecto computacional del problema. A par-
tir de los resultados teéricos anteriores y para grafos 2-conexos, el algoritmo
LOCAL origina inmersiones 2-ortogonales cilindricas equivalentes en tiempo li-
neal cuando recibe como entrada inmersiones en el cilindro de grafos 2-conexos.
Constituye una traduccién del que aparece en [53] para el plano, sin embargo

en nuestro caso se puede partir de una inmersién cilindrica y conservarla al
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pasar a la malla. El nimero de codos que se obtiene es dos en cada arista,

mejorando el resultado plano de tres codos en cada una.

Algoritmo LOCAL

Entrada: Inmersién cilindrica no plana P de un 4-grafo G 2-conexo.
Salida: Inmersion 2-ortogonal cilindrica equivalente a P.

Paso 1. El algoritmo recibe como entrada la inmersién cilindrica P de n

vértices.
Paso 2. Se define una st-numeracién de G de forma que:

e Los vértices 1 y 2 pertenezcan a la cara externa inferior.
o Los vértices n — 1 y n pertenezcan a la cara externa superior.
e Los vértices 1 y n no sean adyacentes.
e Los pares (1,2) y (n — 1,n) no constituyan pareja de corte de G.
Paso 3. La inmersion 2-ortogonal se construye considerando en cada vértice
las estructuras que muestra la Figura 2.41, en funcién de las aristas

entrantes o salientes que define la st-numeracién. Si el vértice en curso

no es 4-valente se toman solamente las aristas incidentes que presente.

La correccién y complejidad del algoritmo LOCAL vienen dados por el

siguiente teorema:

Teorema 2.3.6. Dada una inmersion cilindrica P de un 4-grafo 2-conezo de
n vértices, el algoritmo LOCAL proporciona una inmersion 2-ortogonal cilin-

drica equivalente a P en tiempo O(n).
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Figura 2.41: Estructuras de las aristas incidentes en cada vértice de la in-

mersion.
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Demostracién: La lectura de P es lineal en n puesto que se trata de una
inmersi6n cilindrica. La 2-conexién del grafo y los resultados de [53] hacen
posible la existencia de una st-numeracién con las condiciones dadas. El hecho
de que la arista (1,n) no pertenezca a la inmersién no constituye un problema,
ya que podemos afadirla como arista virtual, aunque la inmersién deje de ser

cilindrica. La obtencién de tal st-numeracién se realiza en tiempo lineal.

Por ultimo, las estructuras consideradas son las mismas que en el caso

plano, luego la correccién de este paso se remite a [53]. |

2.4 Conclusiones y problemas abiertos

La linea de investigacion sobre inmersiones ortogonales ha adquirido una gran
importancia en los dltimos afios dentro del area de representacion de grafos.
La ténica general en los trabajos existentes ha sido un planteamiento plano
de los problemas, apareciendo alguno sobre ortogonalidad en R3. Nuestro

propésito ha sido la generalizacién a otras superficies, dedicando esta parte de '

la memoria al caso del cilindro.

En el capitulo anterior nos centramos en las asignaciones ortogonales,
y en este hemos analizado la forma de pasar a la malla cilindrica, dependiendo
de la direccién sobre los segmentos. La conclusién mds evidente es la gran
diferencia que surge en el problema, con relacién al caso plano. Tamassia [64]
prueba que toda asignacion o representacién ortogonal plana equivale a una
inmersion, independientemente de la direccién considerada. Puesto que en el
cilindro este hecho no ocurre, hemos introducido y caracterizado las asigna-

ciones ortogonales realizables.

El propédsito del trabajo de Tamassia, asi como el nuestro, consiste
en determinar una inmersién ortogonal equivalente a la dada, con el minimo
nimero de codos. Para el plano, es posible en tiempo O(n®logn) y para el

cilindro hemos caracterizado tedricamente tal inmersiéon. Sin embargo, este
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resultado no nos conducido a un algoritmo eficiente. Por tanto, queda como
principal problema abierto, el disefio de un algoritmo, probablemente uti-
lizando otras técnicas, que sea capaz de proporcionar en tiempo polinomial

una inmersioén ortogonal cilindrica éptima.

Como alternativa, presentamos otras vias de resolucién que, aunque
no obtengan el resultado 6ptimo, se aproximen a la solucién. En un primer
resultado, bajo nociones de representaciones de visibilidad, se obtienen en
tiempo lineal, inmersiones ortogonales equivalentes a las dadas, con 4n codos,
siendo n el nimero de vértices del grafo. El algoritmo GLOBAL mejora este

resultado aunque emplea tiempo O(n?logn).

El planteamiento considerado en los problemas anteriores ha sido global
en el grafo en cuanto al mimero de codos. Esto puede originar pocos codos
en la inmersidn total, pero también aristas con un ndmero elevado de codos,
situacién que no es deseable. Por este motivo se ha abordado una linea de
estudio local en cada arista. Hemos denotado grafos k-ortogonales a aquellos
que admiten una inmersién ortogonal cilindrica con, a lo mads, k codos en
cada arista. Todo grafo 4-plano es 2-ortogonal en el cilindrico. El octaedro
es un ejemplo de grafo que requiere la existencia de aristas con dos codos.
Como problema abierto permanece el de determinar todos los grafos que se
encuentran en esta situacién, es decir caracterizar los grafos minimos para
la l-ortogonalidad. Se presenta en dltimo lugar el algoritmo LOCAL para
grafos 2-conexos que proporciona en tiempo lineal inmersiones 2-ortogonales
equivalentes a las dadas. Este algoritmo hace uso de una st-numeracién del
grafo, luego es necesaria la 2-conexién. Queda pendiente el desarrollo de otros
métodos para obtener en tiempo eficiente inmersiones 2-ortogonales cilindricas

de grafos cualesquiera.

No hemos considerado en nuestro trabajo el estudio del area que ocupan
las inmersiones ortogonales cilindricas obtenidas. Para el cilindro la nocién de
rea tiene que ser diferente a la del plano puesto que la estructura topoldgica

de aquél, hace que los circulos maximos recorran, digdmoslo de alguna forma,
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toda la “anchura” del cilindro. La dimensién a determinar seria la altura de

los trazados ortogonales.



Parte 11

Inmersiones ortogonales en

superficies
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Tal y como se ha comentado repetidas veces a lo largo de esta memoria,
una de las principales motivaciones para el estudio de las inmersiones ortogo-
nales de grafos es el disefio de circuitos impresos. Naturalmente, por cuestién
de simplicidad, los estudios tedricos han comenzado con el plano, sin embargo,
en la practica los circuitos impresos no suelen corresponderse con grafos planos,
sino con grafos en superficies de mayor género. Es por ello que se hace nece-
sario el estudio tedrico de inmersiones ortogonales de grafos en superficies. En
la primera parte de esta memoria se inicié dicha tarea, considerando el caso
no plano mas simple como es el cilindro; en esta segunda parte nos centramos

en inmersiones de grafos en superficies de cualquier género.

Para poder hablar de inmersién ortogonal en una superficie S cualquiera
necesitamos en primer lugar, una representacién de S adecuada en la que
se pueda generalizar los conceptos de vertical y horizontal, definiendo asi la
nocién de malla en S. Las representaciones ortogonales estandares de las
superficies presentan esta caracteristica y es con ellas con las que trabajamos

al tratar inmersiones ortogonales.

Con el objetivo de minimizar el mimero de codos, el primer intento
se centraria en obtener inmersiones ortogonales éptimas a partir de grafos o
representaciones dados. Bajo esta linea general aparecen situaciones en las

que el problema es de naturaleza NP-dura.

Una inmersién de un grafo en una superficie cualquiera, si aquella es
plana, no contiene ningiin ciclo esencial. La generalizacion que nos proponemos
nos lleva a considerar inmersiones no planas, en las que hay que distinguir
una parte esencial y otra no esencial o plana. En el Capitulo 3 introducimos
el concepto de inmersiones esencialmente equivalentes en superficies, el cual
nos informa sobre la posible equivalencia entre ambas partes por separado, y
demostramos que el problema de la inmersidn ortogonal dptima esencialmente
equivalente es de naturaleza NP-dura: dada una inmersién ¢ de un 4-grafo en
una superficie S, el problema de encontrar una inmersién ortogonal en S,

esencialmente equivalente a ¢ es de naturaleza NP-dura.



138

Si en lugar de partir de una inmersién en una superficie, inicamente
partimos de un grafo G, y nos preguntamos por la inmersién ortogonal éptima
de G entre todas las posibles en cualquier superficie, obtenemos el problema
de la inmersion ortogonal en superficies. En el Capitulo 4 demostramos su

naturaleza NP-dura.

La intratabilidad de estos problemas motiva la busqueda de algoritmos
efectivos, que, aunque no proporcionen el minimo numero de codos, originen
inmersiones “buenas”, en la linea de pocos codos. Este incentivo nos lleva en
una segunda parte del Capitulo 4, a presentar dos algoritmos lineales GPCs e
IPCS, que construyen inmersiones ortogonales con un cierto numero de codos
en cada arista. La entrada del primero estd compuesta por un 4-grafo 2-conexo,
en general no plano, y para el segundo se parte de una inmersién de un 4-grafo

2-conexo en una superficie.



Capitulo 3

Inmersiones ortogonales

esencialmente equivalentes

En este capitulo presentamos el concepto de inmersiones esencialmente equiva-
lentes para representaciones de grafos en superficies de género arbitrario. Esta
nocién distingue las dos componentes, esencial y no esencial, de una inmersion.
Demostramos que el problema de determinar si existe una inmersién ortogo-
nal esencialmente equivalente a una dada, con €l minimo nimero de codos, es
de naturaleza NP-dura. Esta cuestién constituye el problema de la inmersion

ortogonal esencialmente equivalente.

3.1 Introduccién

Cuando el ingeniero se plantea el disefio de un circuito impreso en el que tiene
que trazar unas determinadas conexiones mediante segmentos horizontales y
verticales, se encuentra con el problema de cruces en la placa entre distintas
lineas en puntos que no corresponden a nodos. Estos nodos, en los que se

realizan las conexiones, y los trazados de éstas definen un grafo, en la mayoria

139
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de los casos no plano. En funcién de cémo se dibuje este grafo en la placa,
se producird un nimero mayor o menor de cruces. La situacién ideal seria
encontrar la representacién con el minimo nimero de cortes entre aristas,
problema conocido como “crossing number”, del que se conoce su naturaleza
NP-dura [30].

Existen diversas heuristicas que proporcionan dibujos con un nimero
aceptable de cruces. Para evitarlos, una técnica habitual en el disefio de VLSI
es realizar orificios de una cara de la placa a la otra. De esta forma no se
disefia el circuito en una superficie plana, sino en otra de género mayor, de
forma que las ventanas de la representacién ortogonal estandar de ésta evitan
los cruces indeseados. Ademds, como es bien sabido, los trazados de las placas
siguen la direccién horizontal y vertical. Estos hechos nos han conducido al

estudio de inmersiones ortogonales de grafos en superficies no planas.

En el disefio puede que tnicamente interese las conexiones entre los
nodos, o bien que haya que tener en cuenta la posicién relativa entre ellas.
Estas dos posibilidades conducen a dos planteamientos; en la primera se parte
del grafo para construir la placa y en el segundo caso ademds de éste se conoce
una inmersién suya. El primer planteamiento es el considerado en el capitulo

siguiente y en este trataremos con inmersiones de grafos.

Como hemos apuntado, consideramos a lo largo de estos dos capitulos
las representaciones ortogonales estandar de las superficies. Una condicién
necesaria y suficiente para que un grafo admita una inmersién ortogonal en
una superficie adecuada es que sea un 4-grafo, es decir vértices con valencias

no mayores a cuatro.

Toda inmersién de un grafo en una superficie ortogonal estandar nos
informa sobre las aristas que cortan a alguno de sus rectangulos, dando lugar
a una clasificacion de los ciclos en esenciales y no esenciales, y en el grafo entre
subgrafo esencial y no esencial. Puesto que son dos partes con propiedades
claramente distintas, dadas dos inmersiones de un grafo comparamos estos dos

subgrafos por separado, derivando en el concepto de inmersiones esencialmente



3.2. Inmersiones rectilineas esencialmente equivalentes 141

equivalentes.

En este contexto planteamos el problema de la inmersién ortogonal
6ptima esencialmente equivalente en los siguientes términos: dada una in-
mersién de un 4-grafo en una superficie, nos preguntamos por una inmersién
ortogonal esencialmente equivalente a la dada con el minimo nimero de codos.

Demostramos en este capitulo la naturaleza NP-dura de este problema.

3.2 Inmersiones rectilineas esencialmente equi-

valentes

Para demostrar la naturaleza NP-dura del problema de la inmersién ortogo-
nal éptima esencialmente equivalente, pasamos a términos de problemas de
decisién y NP-completitud. En nuestro caso el problema de decision asociado
preguntaria por la existencia de una inmersién rectilinea en la superficie esen-
cialmente equivalente a la dada. La naturaleza NP-completa de éste determina

la NP-dureza del primero.

Para abordar este problema tenemos que definir, en primer lugar, el
concepto de inmersién esencialmente equivalente. Recordamos que dos in-
mersiones de un grafo en la superficie O, son equivalentes si sus sistemas de
rotacién coinciden y sus ciclos presentan la misma naturaleza en cuanto a
esencial o no esencial. Esto nos lleva a distinguir en un grafo inmerso en una
superficie entre los “subgrafos planos” y los ciclos esenciales que contiene; la
naturaleza de estas dos partes es claramente distinta y es esta dicotomia la
que nos conduce a dicho concepto. En el Capitulo 0 hablamos de inmersiones
equivalentes y de conexién de grafos y a partir de ellos decimos que dos in-
mersiones en una superficie son esencialmente equivalentes si los dos subgrafos
constituidos, uno por los bloques con ciclos esenciales y el otro por los bloques
sin ciclos esenciales, son equivalentes dos a dos. La Figura 3.1 muestra una

inmersién de un grafo en el toro, dos inmersiones de dicho grafo no esencial-
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mente equivalentes a la dada se pueden contemplar en las Figuras 3.2y 3.3 y
se considera en la Figura 3.4 una inmersién del grafo esencialmente equivalente

al ejemplo dado.
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Figura 3.1: Inmersién ¢ de un grafo en el toro.
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Figura 3.2: Inmersion no esencialmente equivalente a ¢.

En esta seccién demostramos la naturaleza NP-dura del problema plan-

teado y para ello consideramos en primer lugar su correspondiente problema
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Figura 3.3: Inmersién no esencialmente equivalente a ¢.

' 4

b

AN

N vy
1
v3 U
V4

Figura 3.4: Inmersién esencialmente equivalente a ¢.
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de decisién, que formulamos de la siguiente forma:

INMERSION RECTILINEA ESENCIALMENTE EQUIVALENTE (IREE):
ENTRADA: Superficie S, 4-grafo G, inmersién ¢ : G — S.

PREGUNTA: ;Existe una inmersién rectilinea de G en S esencialmente equi-
valente a ¢?

El problema IREE es el problema de decisién asociado al de biisqueda
planteado al comienzo de la seccién y como hemos visto en Preliminares la
naturaleza NP-completa del primero conduce de forma inmediata al cardcter
NP-duro del segundo. Siguiendo la forma habitual de demostracién en la
teoria de la NP-completitud, consideramos el problema 3-SAT, planteado en

el Capitulo 0, para relacionarlo con IREE.

Teorema 3.2.1. El problema de la inmersidn rectilinea esencialmente equi-
valente (IREE) es NP-completo.

Demostracién: En primer lugar comprobamos ficilmente que IREE pertenece -
a la clase NP. Consideramos un algoritmo no determinista polinomial con las
dos etapas siguientes: la etapa “guessing” origina una inmersién ¢' de G en S.
Los datos G, S y ¢ del problema, junto con ¢’ serd la entrada de la segunda
etapa o etapa “checking”, la cual verifica en tiempo polinomial en el numero de
aristas de G si ¢’ es, por una parte, esencialmente equivalente a ¢ y por otra,
rectilinea. Para comprobar si ¢ y ¢’ son esencialmente equivalentes tenemos
que localizar en primer lugar los bloques de cada grafo, operacién que se puede
hacer en tiempo lineal [1]. Puesto que el concepto de esencialmente equivalente
distingue “parte esencial y no esencial” de una inmersién, el siguiente paso sera
clasificar los bloques de ambas inmersiones segin si contienen ciclos esenciales
o no. La primera etapa de este algoritmo no determinista ha originado una
inmersién ¢’ de G en S, esto es, ha proporcionado el sistema de rotacién en
cada vértice y ha etiquetado las aristas que cortan a algin rectangulo de la
representacion ortogonal estandar de S (es decir, la inmersién también nos

proporciona los ciclos esenciales); de esta forma podemos considerar por un
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lado los bloques “esenciales” y por otro los “no esenciales” de ambas inmer-
siones y comprobar si el caricter del mismo bloque, segin esta clasificacion,
en ambas inmersiones es el mismo. Es claro que el numero de bloques que
contiene cada inmersién es lineal en el nimero de aristas o vértices del grafo,
luego también lo es esta operacién. Llegado a este punto el ultimo paso del
algoritmo no determinista consiste en comparar los bloques analogos de ¢ y ¢’
y comprobar si coinciden los sistemas de rotacién en cada vértice, operacién

que emplea tiempo polinomial.

Para verificar si la inmersién ¢’ es rectilinea basta comparar para cada
arista las coordenadas de sus vértices en S, a lo mas dos comparaciones
por arista, y comprobar si alguna de las dos coordenadas coincide en am-
bos vértices. Si existe alguna arista para la cual sus dos vértices no tienen

ninguna coordenada en comin, entonces ¢’ no es rectilinea.

La segunda parte de la demostracién define una transformacién poli-
nomial del problema 3-SAT en IREE, segin la notacién introducida 3-SAT oo
IREE. Sea U = {uy,uy,...,u,} un conjunto de variables y C = {c1, ¢, ...,cm}
un conjunto de cldusulas constituyendo una entrada arbitraria R de 3-SAT. A
partir de R construimos una inmersién ¢z de un grafo Gz en una superficie

adecuada como sigue.

A cada cldusula ¢;, i = 1,...,m, excepto a las que contienen a un literal
y a su negacién, le asociamos la inmersién mostrada en la Figura 3.5, a la que
denotaremos ¢;, en la que cada subgrafo sefialado en la Figura 3.6 representa

uno de los tres literales de la cldusula, dispuestos en el mismo orden que éstos.

Situamos estas inmersiones en la esfera, desde ¢; hasta ¢, de Norte a

Sur, y consideramos las variables comunes a sus correspondientes cldusulas.

Si existen dos clausulas consecutivas que contienen al literal w; (6 ),
1 < I < n, se aflade una arista entre sus subgrafos asociados como se indica en
la Figura 3.7 (a). Con esta operacién se construye una especie de “camino”

en la inmersién entre los subgrafos asociados a los literales u; y otro entre los
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Figura 3.5: Inmersién asociada a cada cldusula.

Figura 3.6: Inmersién asociada a cada literal.

u;. Entre los dltimos literales de estos caminos se realiza la unién mostrada

en la Figura 3.7 (b).

Notemos que cada subgrafo asociado a un literal se une a lo mds dos
veces, una con una subinmersién superior y otra con una inferior, utilizando

para dichas uniones vértices distintos del subgrafo.

De esta forma hemos definido una inmersién ¢r de un grafo Gr. Para
evitar posibles cruces entre las aristas de ¢z en puntos que no sean vértices,
aumentamos e} género de la superficie; partiendo de la esfera consideramos ¢z
como una inmersién de G en una superficie S cuyo género, a lo mas, es igual

al cuadrado del nimero de aristas de dicha inmersidn.

La transformacién definida es polinomial en el mimero de clausulas y
variables ya que la inmersién ¢ estd compuesta, como maximo, por m subin-
mersiones como la mostrada en la Figura 3.5. Cada una de las uniones entre
las variables de las clausulas (Figura 3.7) se realiza en tiempo constante, y

para determinar cuales tenemos que realizar hay que efectuar O(nm) com-
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w (W) a7 (w)

(a) (b)

Figura 3.7: (a) Unién entre inmersiones asociadas al mismo literal.

(b) Unién entre inmersiones asociadas a literales opuestos.

paraciones. Por tanto hemos asociado una inmersién ¢ de un 4-grafo G en
una superficie S a cualquier entrada arbitraria del problema 3-SAT, mediante

una transformacién polinomial.

La Figura 3.8 ilustra un ejemplo concreto para el conjunto de variables
U = {u1,us, us, ug,us} y de cldusulas C = {c, c2,c3} donde ¢; = {uz, us,us},

G2 = {uhm, Us} ycé= {U2, ’U,3,7a—g}.

Para concluir que 3-SAT oo IREE nos queda probar que R es satisfacible

si y sélo si existe una inmersién rectilinea de Gr esencialmente equivalente a

Pr.

En cualquier inmersién rectilinea de Gr esencialmente equivalente a
¢r, decimos que el subgrafo asociado a un literal de una clausula es vertical si
los dos vértices de valencia 1 en él estdn situados sobre el mismo meridiano; y
es horizontal si aquellos estdn situados sobre el mismo paralelo (estas son las

dos tnicas opciones). Con esta notacién exponemos los siguientes hechos:

e Toda inmersién rectilinea de cada ¢; contiene un subgrafo vertical ya que,
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[
4
®
[

Y

Figura 3.8: Un ejemplo para tres clausulas.

segiin nos muestra la Figura 3.9, los vértices de valencia 1 que resultan
al eliminar de ¢; los subgrafos asociados a los literales, estdn situados en

paralelos distintos.

o Los vértices de valencia 4 contenidos en los subgrafos de la Figura 3.6
y las posteriores uniones realizadas hacen que, en cualquier inmersién
rectilinea de ¢, dos subgrafos correspondientes a literales asociados a la
misma variable sean, uno vertical y otro horizontal si y sélo si un literal es
la negacion del otro. Dicho de otra forma, todos los subgrafos asociados
al mismo literal presentaran la misma direccién (podremos hablar de la
direccién de cada literal), mientras que dos subgrafos correspondientes a

literales opuestos tendran direccién contraria.

Estos dos hechos demuestran que, dada una inmersion rectilinea en S

esencialmente equivalente a ¢r, la siguiente aplicacion sobre U es una asig-
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SRS

(a) (b) (c)
Figura 3.9: Inmersiones rectilineas del grafo asociado a una clausula.

nacion de verdad satisfactoria para R:

Hw) T si el literal u; es vertical
uy) =
: F si el literal u; es horizontal

donde T corresponde al valor verdaderoy F al falso.

Las cliusulas que contienen a un literal y a su negacién se satisfacen
trivialmente y en el caso en el que alguna variable no tenga representante en

ninguna cldusula, se le asigna un valor arbitrario.

Las afirmaciones anteriores han permitido la obtencién de una respuesta
afirmativa de 3-SAT a partir de una de igual tipo para IREE; pasamos a la
segunda parte en la que, dada una asignacién de verdad satisfactoria para R,
construimos una inmersién rectilinea de Gr en S esencialmente equivalente a
¢r. El método a seguir es la induccién en el niimero de cldusulas de R. Si
m = 1 es trivial y para valores pequefios de m se aplican las mismas técnicas
que en el paso de induccién. En lo que sigue trataremos indistintamente al
literal y a su subgrafo asociado. La idea general que guiard el proceso es la
misma que la considerada en la implicacién anterior, esto es, los subgrafos
verdaderos presentaran direccién vertical y los falsos direccién horizontal y
cada inmersién ¢; adoptaréd la estructura mostrada en la Figura 3.9 (c). Se

cubrird la diferencia de altura con los subgrafos verticales y se completard
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el recorrido de un paralelo con los horizontales. La Figura 3.10 muestra las
direcciones que puede adoptar cada ¢;, obteniendo dos posibles estructuras en

funcién de la consecutividad de sus literales verdaderos.

Figura 3.10: Dos posibilidades en la secuencia de direcciones de los subgrafos

de cada clausula.

Para llevar un mayor control sobre la estructura de la inmersién que
vamos a definir, podemos dividir la superficie en n+1 bandas verticales, de las
cuales las n ultimas estardn asociadas a los n literales y la primera al subgrafo

de cada inmersion ¢; que no corresponde a literales.

Consideramos una entrada R formada por m clausulas; por hipdtesis
de induccién podemos obtener una inmersién rectilinea ¢% originada por las
m — 1 primeras cldusulas, con las propiedades impuestas, a partir de la cual
vamos a construir una inmersién rectilinea esencialmente equivalente a ¢ al

anadir la ultima cldusula c,,.

Para cada variable eliminamos de ¢%, las uniones realizadas entre los dos
“caminos” asociados a sus literales y afiadimos ¢,, al sur de dicha inmersion,
de forma ascendente y de izquierda a derecha siguiendo el orden de los literales
de c,,. Para cada literal u; de la clusula realizamos un barrido en ¢%, de cm-1
a c;, hasta encontrar el primer subgrafo también asociado a ;. El dibujo del
nuevo literal u; en relacién con el ya dibujado se realiza en funcién de las

siguientes pautas:

a) El nuevo dibujo se realiza a la derecha del ya considerado.
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b) Si ambos literales son verdaderos se realiza el dibujo de forma que exista

un paralelo que intersecte a ambos.
¢) Anédlogamente para un meridiano si son falsos.

d) Los literales verdaderos tienen que preservar el orden ascendente, es de-
cir, dados dos literales verticales, en general de clausulas distintas, el
de indice superior tiene que contener puntos (distintos de los vértices)
mas altos que otros del de indice inferior. Esta condicién se verifica

trivialmente para los literales de la misma cldusula (ver Figura 3.10).

e) Cada literal tiene que tener interseccién no vacia y no finita con su banda
correspondiente. En caso de consecutividad de literales verdaderos se
realizara el dibujo en la banda asociada al de indice mayor. Este caso
puede da lugar a la tinica excepcién del punto primero con respecto al

dibujo de la siguiente clausula.

El paso siguiente ser4 la adecuacién del subgrafo restante de ¢,, después

de dibujar los literales y considerando la estructura indicada anteriormente.

El dltimo paso del proceso sera realizar las uniones entre los “caminos”
asociados a los literales opuestos de cada variable, las cuales se realizan segin
nos indica la Figura 3.11, operacién factible por las condiciones impuestas en
el dibujo.

El género de S garantiza que los tinicos puntos comunes entre las aristas

de ¢r son vértices.

Claramente se observa que la inmersién obtenida es esencialmente equi-

valente a ¢x.

Con esto hemos demostrado que si R es satisfacible es posible construir
una inmersién rectilinea esencialmente equivalente a ¢g. Concluimos, por

tanto, que IREE es de naturaleza NP-completa. [ |
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Figura 3.11: Inmersiones rectilineas de las uniones de la Figura 3.7.
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La Figura 3.12 muestra una inmersion rectilinea esencialmente equiva-
lente a la dada en la Figura 3.8, correspondiente a la siguiente asignacién de
verdad satisfactoria para el ejemplo dado:

t(up) =1 t(ug) =0

A4

AN
b9 o
08¢

>

Figura 3.12: Inmersién rectilinea del grafo mostrado en la Figura 3.8.

Como apuntébamos al principio de la seccién, de la NP-completitud de
IREE, Teorema 3.2.1, se sigue la naturaleza NP-dura del correspondiente pro-

blema de optimizacién, resultado que queda recogido en el siguiente corolario:

Corolario 3.2.2. Dada una inmersion ¢ : G — S de un grafo G en una
superficie S, computar una inmersion ortogonal de G en S esencialmente equi-

valente a ¢ con el minimo nimero de codos es un problema NP-duro.
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3.3 Conclusiones y problemas abiertos

El objetivo de esta parte de la memoria ha sido iniciar el estudio sobre inmer-
siones ortogonales en superficies arbitrarias, generalizando el problema plan-
teado en el plano. La motivacién de esta linea se centra en el disefio de circuitos

impresos, los cuales se realizan en superficies, en general, no planas.

Hemos introducido la relacién de equivalencia esencial entre inmersiones
en superficies, para distinguir entre subinmersién esencial y no esencial. En
este contexto se tiene la naturaleza NP-dura del problema de la inmersién

ortogonal 6ptima esencialmente equivalente.

Es claro que si dos inmersiones son equivalentes entonces también lo
son en el sentido esencial, sin embargo es ficil comprobar que pueden ser esen-
cialmente equivalentes y no equivalentes, un ejemplo de ello lo encontramos en
la Figura 3.4. Este hecho hace que la naturaleza NP-completa de IREE no de-
termine el mismo cardcter para el problema andlogo considerando inmersiones
equivalentes. Surge de esta forma un problema abierto, para el que habria
que buscar un algoritmo efectivo que proporcionara una inmersién ortogonal

6ptima equivalente a la dada, o bien demostrar que es NP-duro.

Este seria el problema abierto mas inmediato que surge a partir de
los resultados presentados, sin embargo la actualidad del tema deriva en in-
numerosas lineas de investigacién. Si en lugar de tratar con superficies en
general, particularizamos en una concreta como el toro, doble toro, etc., pode-
mos plantearnos los mismos problemas e intentar obtener algoritmos efectivos
que construyan inmersiones ortogonales o rectilineas en ellas, con la idea de
minimizar el numero de codos. Esta es la linea tratada en la primera parte

para el cilindro.

Puesto que el caracter NP-duro de un problema no es “bueno” en el sen-
tido computacional, podemos imponerle a la inmersién propiedades especificas,

como grado de conexidn, o disminuir la valencia de los vértices, para compro-
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bar si bajo estas restricciones podemos obtener resultados computacionales
efectivos.

Nuestro planteamiento nos impone considerar 4-grafos para que admi-
tan inmersiones ortogonales. Podemos encontrar en el plano trabajos en los
que los vértices estan representados por estructuras tales como rectangulos,
por ejemplo [24], lo que permite considerar valencias mayores en los vértices.

Esta misma linea se puede seguir en otras superficies.

Con estas consideraciones creemos cumplido el objetivo de crear una
idea en el lector sobre la magnitud de esta nueva linea de investigacién en
superficies, pero quedan sin citar innumerables problemas abiertos en este
ambito.



Capitulo 4

Inmersiones ortogonales de

grafos en superficies

Este capitulo presenta dos partes distinguibles pero muy relacionadas. En la
primera seccién presentamos el problema de la inmersion ortogonal en super-
ficies y demostramos su naturaleza NP-dura: dado un 4-grafo, obtener una
inmersién ortogonal de él que minimize el nimero de codos entre todas las
posibles en cualquier superficie. Este caracter conduce al disefio de algoritmos
efectivos, que aunque no proporcionen el mimero minimo, construyan inmer-
siones con un nimero bajo de codos. En una segunda parte, el algoritmo
GPCS, a partir de un 4-grafo 2-conexo con n vértices, origina una inmersién
ortogonal de él en una superficie de género ¢, con, a lo més, 2( 4+ 1) codos en
cada arista, donde [ es el nimero de cruces que presenta dicha arista en un
dibujo plano del grafo. El tiemplo empleado por este algoritmo es O(n + c).
Si la entrada la forma una inmersién de un 4-grafo 2-conexo en una superficie
S, el algoritmo IPCS constituye una variante del anterior, dando lugar a otra

inmersién, posiblemente distinta, del grafo en una superficie S’.

157
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4.1 Introduccién

El problema de minimizar el nimero de agujeros en una placa, cambios de una
cara a otra del circuito, se modeliza en el problema del género de un grafo, este
es, determinar la superficie de menor género en la que el grafo dado admite
una inmersién. Fue C. Thomassen [73] quien demuestra en 1989 su naturaleza
NP-dura. Este resultado hace que desistamos del disefio de una placa con el

minimo numero de agujeros.

Otras cantidades se deben minimizar en un circuito, como es €l nimero
de codos en los trazados horizontales y verticales entre terminales. Partiendo
de un grafo y trabajando en el plano, Garg y Tamassia [31] prueban que
comprobar si un grafo admite una inmersién rectilinea plana es un problema
NP-completo. Como hemos comentado anteriormente, las placas se disefian so-
bre superficies en general no planas, por lo que parece interesante plantearnos
el mismo problema en otras superficies. Bajo este incentivo, el problema IRS
se enuncia de la siguiente forma: dado un grafo verificar si admite una in-
mersién rectilinea en alguna superficie. En la Seccién 4.2 demostramos que
IRS es un problema NP-completo, por lo que su correspondiente problema de

optimizacion es NP-duro.

Para problemas intratables computacionalmente, la linea que se sigue
es obtener estructuras, aunque no 6ptimas, si “buenas”. En contraposicion al
resultado de Garg y Tamassia [31], diversos autores, como Storer [63], Tamas-
sia y Tollis [70], Kant [40], etc., proporcionan algoritmos polinomiales para
construir inmersiones ortogonales planas de grafos dados con un numero lineal

de codos.

Otra practica utilizada es la de obtener inmersiones ortogonales con
pocos codos en funcién de los que presente cada arista. En este sentido pode-
mos citar a Even y Granot [25], tres codos por arista, y a Liu, Morgana y
Simeone [53], que disefian un algoritmo polinomial que construye inmersiones

ortogonales planas de grafos 2-conexos con, a lo mds, dos codos por arista (tres
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si es el caso del octaedro).

La Seccién 4.3 sigue esta linea. Puesto que la naturaleza del problema
no facilita la obtencién de una inmersion ortogonal éptima de un grafo dado,
entre todas las inmersiones posibles en cualquier superficie, construimos algo-
ritmos lineales para grafos 2-conexos. El algoritmo GPCS parte de un grafo de

este tipo y el IPCS de una inmersién.

4.2 Minimizar el nimero de codos es NP-

duro

En la linea de obtener inmersiones ortogonales, motivados por el disefio de
circuitos impresos, nuestro siguiente objetivo consiste en definir una repre-
sentacién ortogonal de un grafo dado, en alguna superficie de forma que mini-
mize el nimero de codos. Este capitulo estd dedicado a probar la naturaleza

NP-dura de este problema.

En el lenguaje de la NP-completitud la cuestion planteada correspon-
derfa a un problema de bisqueda y si hablamos de inmersiones rectilineas
estariamos considerando su correspondiente problema de decision, cuya natu-
raleza NP-completa nos conduciria a la NP-dureza del de optimizacién. En este

contexto enunciamos el problema de decisién de la siguiente forma:

INMERSION RECTILINEA EN SUPERFICIES (IRS):
ENTRADA: Grafo G.
PREGUNTA: ;Existe una superficie S y una inmersién rectilinea de G en 57

En la parte del Capitulo 0 dedicada a los temas de NP-completitud estu-
diamos dos problemas NP-completos estandares, 3-SAT y NE3SAT. El primero
de ellos fue considerado en el Capitulo 3 y es el segundo el que nos va a permitir

obtener nuestro resultado.
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Teorema 4.2.1. El problema de la inmersidn rectilinea en superficies es de

naturaleza NP-completa.

Demostracién: La prueba esta compuesta de dos partes: en la primera probare-
mos que IRS pertenece a la clase de problemas NP y en la segunda definimos
una transformacién polinomial de NE3SAT en IRS (NE3SAT oo IRS).

Partimos de un grafo G como entrada del problema. Para el primer
punto consideramos un algoritmo no determinista que, una vez generada una
inmersién de G en una cierta superficie, en la etapa “checking”, comprueba
si dicha inmersién es rectilinea. Como se probd en el Teorema 3.2.1 esta
operacion se realiza en tiempo polinomial en el nimero de aristas de G, luego
es posible disefiar un algoritmo no determinista polinomial que comprueba la
veracidad de IRS.

En una segunda etapa demostramos que NE3SAT oo IRS; para ello de-
finimos en primer lugar una aplicacién polinomial que asocia a cada entrada
de NE3SAT otra de IRS y posteriormente probamos la equivalencia entre sus

respuestas afirmativas.

Sea U = {u1,uz,...,u,} un conjunto de variables y C = {e1,¢3,...,¢m}
un conjunto de clausulas sobre U, formando una entrada arbitraria R de
NEJ3SAT. Partiendo de R construimos un grafo G de la siguiente forma:
a cada clausula, excepto a las que contienen a un literal y a su negacion, se
le asocia un vértice, y cada variable u;,7 = 1,...,n se representa por una
secuencia de ciclos C5 de longitud 3, adyacentes al ciclo anterior y posterior
mediante vértices distintos. Los ciclos de la secuencia en posicién impar repre-
sentaran a la variable en su forma afirmativa y aquellos que ocupen posicién
par estaran ligados a la variable en su forma negativa. La longitud de estas
secuencias vendra determinada por el nimero de veces que aparece la variable
en las cldusulas, en cualquiera de sus dos formas, afirmativa o negativa, de
tal manera que existan suficientes vértices de valencia dos en la cadena para

poder unirlos con los vértices que representan las clausulas, aumentando de



4.2. Minimizar el nimero de codos es NP-duro 161

esta forma la valencia de aquellos vértices al pasar de grado dos a tres, esto
es, cada vértice que representa a una clausula tendra valencia tres, una arista
por cada literal, incidente en uno de los vértices de valencia dos perteneciente
a uno de los ciclos asociados a dicho literal. De esta forma obtenemos un grafo
Gr con vértices de valencia tres representando a las clausulas y secuencias de
ciclos C3 representando a los literales, con vértices de valencia dos y tres, estos

ultimos correspondientes a adyacencias entre ciclos o con clausulas.

Para definir las adyacencias entre literales y clausulas se sigue el orden
numérico de éstas y en cuanto a los ciclos, sus vértices se van tomando si-
guiendo la secuencia. En un 1iltimo paso se eliminan los ciclos cuyas unicas ad-

yacencias sean con vértices de otros ciclos que también estén en esta situacion.

La Figura 4.1 muestra el grafo construido a partir del conjunto de
variables U = {ui,us,us,us} y del conjunto de cldusulas C = {c1, ¢z, c3}

donde ¢; = {uy,%3, us}, co = {UT,u3, us} y cs = {2, us, us}.

Figura 4.1: Un ejemplo para tres clausulas.

Para construir la secuencia de ciclos asociados a una variable, a lo
més, consideramos 2m ciclos, luego en total necesitamos O(nm). El grafo Gz
contiene, como maximo, m vértices asociados a las cldusulas, cada uno de ellos

de valencia 3. Estas observaciones nos llevan a asegurar que la transformacién
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definida es polinomial en el nimero de variables y cldusulas.

Para concluir demostramos la equivalencia entre las respuestas afirma-
tivas a las entradas R y Gr. Trabajamos, como hemos comentamos en varias
ocasiones, con las representaciones ortogonales estandares de las superficies,
por lo que la diferencia entre unas y otras sera el nimero de asas o ventanas,
caracteristica que no influye en la rectilinealidad; por tanto podemos tratar

indistintamente a inmersiones rectilineas de Gr en superficies distintas.

En primer lugar analizando las caracteristicas de cualquier inmersién

rectilinea de Gz llegamos a los siguientes hechos:

a) La longitud de los ciclos de las secuencias, longitud tres, da lugar a
una dnica inmersion rectilinea posible de Cj3, ésta es, una circunferencia
horizontal o vertical, en la que cada arista forma un angulo de 180 grados
con la siguiente en el ciclo. Por lo tanto, las tres aristas de un mismo ciclo
presentaran la misma direccidn, horizontal o vertical, en la circunferencia
asociada a éste, pudiendo hablar, por tanto, de la direccién del ciclo en

la inmersién rectilinea.

b) Las inmersiones rectilineas de dos ciclos asociados a la misma variable
presentan la misma direccién si y sélo si la paridad de la posicién que

ocupan en la secuencia es la misma.

¢) Las inmersiones rectilineas de dos ciclos asociados a la misma variable
presentan direcciones distintas si y s6lo si sus posiciones en la secuencia

tienen distinta paridad.

Como conclusion de las aseveraciones anteriores, dada una inmersién
rectilinea de G, obtenemos una correspondencia entre los literales asociados
a cada variable y las dos direcciones vertical y horizontal; a cada literal u; (@7)

le hacemos corresponder la direccién d; (d;) que presentan sus ciclos asociados.
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Este hecho conduce a la siguiente asignacion de verdad sobre U:

T si d; es vertical
t(w) = . .

F si d; es horizontal
donde T corresponde al valor verdadero (direccién vertical) y F al valor falso

(direccién horizontal).

Por otro lado, como cada vértice asociado a una clausula tiene valencia
tres, entre sus aristas incidentes aparecera una con direccion vertical y otra
con direccién horizontal. La arista vertical sera incidente con un vértice de
un ciclo asociado al literal correspondiente, y necesariamente dicho ciclo tiene
que presentar direccién horizontal, es decir el literal tiene asignado, segun la
aplicacién anterior, el valor falso; un razonamiento andlogo se siguiria para
la arista horizontal, incidente en un vértice asociado a un literal con valor

verdadero.

Estas aserciones demuestran que la aplicacién sobre U definida ante-
riormente hace que todas las cldusulas contengan un literal verdadero y otro
falso. Las clausulas que contienen a un literal y a su negacién, no representadas
en Gr se satisfacen trivialmente y a las variables que no estén representadas
en ninguna cldusula se le asigna un valor arbitrario. Por tanto, a partir de
una inmersién rectilinea de Gr en una cierta superficie, hemos definido una

asignacion de verdad satisfactoria para R.

Para finalizar la prueba vamos a construir una inmersién rectilinea de
G en una cierta superficie a partir de una asignacién de verdad satisfactoria

para R.

Comenzamos considerando el toro para después aumentar su género en
la medida que lo necesitemos. Para cada ciclo asociado a un literal verdadero
elegimos como circunferencia un meridiano y para los asociados a literales
falsos un paralelo, teniendo en cuenta que en este punto no se sitdan, atn,
sus vértices. Los puntos de la superficie que representan a los vértices corres-

pondientes a las clausulas ¢;, ¢ = 1,...,m, son elegidos arbitrariamente sobre
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ella sin que estén contenidos sobre las circunferencias (paralelos y meridianos)
elegidas. Las aristas que parten de ¢; y que se corresponden con literales
verdaderos son incidentes a meridianos, por lo que su direccién tiene que ser
horizontal; lo contrario ocurre con los falsos. Esto nos conduce a dibujar las
aristas “verdaderas” horizontales y las “falsas” verticales, siguiendo el mismo
criterio de asignacion que en el paso anterior. Como cada ¢; tiene valencia 3 y
hemos partido de una asignacién de verdad satisfactoria, en cada uno de estos
vértices hay que dibujar dos aristas verticales y una horizontal o viceversa. El
sentido de dichas aristas queda determinado imponiendo la condicién de que si
al trazar una de ellas, partiendo de ¢;, tenemos que cruzar una circunferencia
a la cual también es incidente ¢;, entonces elegimos el sentido contrario. El
trazado de estas aristas determina puntos sobre las circunferencias, lugares
que elegimos para situar los vértices correspondientes. Los restantes vértices
de valencia dos de los ciclos se situan aleatoriamente sobre las circunferencias

asociadas.

Esta inmersion es considerada sobre una superficie de género una uni-
dad mads del cuadrado del nimero de aristas de G, para asi evitar cruces -

inapropiados entre las aristas.

Queda asi demostrada la equivalencia entre las respuestas afirmativas
de ambos problemas, por lo que concluimos con la naturaleza NP-completa del

problema IRS. |

La Figura 4.2 muestra una inmersién rectilinea del grafo representado
en la Figura 4.1, sobre una superficie de género 16, obtenida a partir de la

siguiente asignacién de verdad satisfactoria para las cldusulas dadas:
t(u1) =1 t(usz) =0

De forma inmediata se obtiene la naturaleza NP-dura del correspon-

diente problema de optimizacién, que enunciamos como sigue:
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Figura 4.2 : Inmersién rectilinea del grafo de la Figura 4.1.
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Corolario 4.2.2. Dado un grafo G, encontrar una superficie S y una in-
mersion ortogonal ¢ de G en S tal que ¢ minimize el nuimero de codos entre

todas las inmersiones de G en cualquier superficie es un problema NP-duro.

4.3 Inmersiones ortogonales con pocos codos

La naturaleza NP-dura del problema planteado en la seccion anterior hace que,
en lugar de buscar el minimo nimero de codos, nos planteemos el disefio de
algoritmos polinomiales que proporcionen inmersiones ortogonales de grafos en
superficies con un nimero pequefio de codos. Este recurso, como apuntabamos
anteriormente, es muy utilizado en el disefio de circuitos impresos con propie-

dades que originan problemas de la misma naturaleza.

Siguiendo esta linea presentamos un algoritmo lineal que, partiendo
de un 4-grafo 2-conexo de n vértices, en general no plano, proporciona una
inmersién ortogonal de él en una superficie, con, a lo més, 2({ 4+ 1) codos en
cada arista, donde / es el nimero de cruces que ésta presenta en un dibujo |
plano del grafo. Este algoritmo es output sensitive, es decir su complejidad
depende de los datos de salida, en este caso O(n + ¢) donde c sera el género
de la superficie. No abordamos los detalles técnicos del algoritmo, sino que

exponemos las operaciones generales que hay que seguir en cada paso.
El algoritmo recibe como entrada en el Paso 1 un 4-grafo G 2-conexo.

El Paso 2 proporciona un dibujo de G en el plano. Puesto que en
general G no va a ser plano, no sera posible obtener una inmersién plana de él,
luego el dibujo presentara cruces entre aristas en puntos que no representan
vértices. Imponemos que en estos puntos se produzca un unico cruce entre
dos aristas (carencia de cruces miiltiples), propiedad que podemos obtener
modificando ligeramente la posicién de las aristas. Para no trabajar con un
nimero elevado de estos puntos, la situacién éptima seria construir un dibujo

con el minimo nimero de cruces entre ellas. Sin embargo este problema es
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el llamado nimero de cruces (crossing number) de un grafo y como sabemos
Garey y Johnson [30] probaron en 1983 su naturaleza NP-dura. Como situacién
extrema, cada arista puede estar cruzada, a lo mas, por todas las restantes,

-1 .
luego 1("2—1 — 1 cruces en cada arista en el peor de los casos.

Denotemos por ¢ — 1 al nimero de cruces totales producidos para un
grafo con n vértices y m aristas. Si consideramos este dibujo inmerso en el
toro y colocamos una ventana en cada uno de los cruces, podemos suponer que
estamos trabajando con una inmersién de G en una superficie de género ¢, de
forma que ninguna arista intersecta al rectangulo exterior de su representacion
ortogonal estandar. En realidad estamos haciendo uso del homeomorfismo
existente entre el plano con ¢ — 1 ventanas y la superficie de género ¢ a la que
se le han eliminado dos circunferencias adyacentes por un punto (lo que se

denomina un 8).

Y 7

(b)

Figura 4.3: (a) El vértice v es un vértice de corte. (b) El shift realizado elimina

el cruce o vértice virtual.

En estas condiciones el Paso 3 elimina los cruces o ventanas situando
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un vértice en cada uno de ellos, llamémosles vértices virtuales, los cuales
tendran valencia cuatro debido a la unicidad de los cruces en los puntos del

plano.

En general, el grafo plano asi obtenido no sera 2-conexo, localizéndose
los posibles puntos de corte en vértices virtuales (debido a la 2-conexién de
G). Si uno de estos vértices es punto de corte es posible obtener otro dibujo
en el que se ha eliminado el cruce correspondiente realizando un shift en el

dibyjo, tal como indica la Figura 4.3.
El Paso 4 realiza un shift en el dibujo por cada vértice de corte.

Por tanto, podemos suponer que el grafo plano G’ de n + ¢ — 1 vértices
y m + 2(¢c — 1) aristas es 2-conexo de valencia menor o igual que cuatro.
Estas propiedades nos indican que es posible aplicar el algoritmo presentado
en [53] a G', operacidén que se realiza en el Paso 5, obteniéndose una inmersién
ortogonal plana de G’ con, a lo maés, 2 codos por arista (tres si el grafo de

partida es el octaedro).

El Paso 6 consiste en eliminar los vértices virtuales anadidos y situar
una ventana en cada cruce, obteniendo de esta forma una inmersién ortogonal
de G en una superficie de género c¢. El nimero de codos que presenta cada
arista de GG viene dado en funcién del nimero de cruces que presentaba en su
dibujo plano original. Se obtiene el caso éptimo cuando el nimero de cruces
del dibujo considerado sea justamente el nimero de cruces de un grafo, que
para el grafo completo K,,, O(n*) es una cota superior de él [34]; en el peor
de los casos cada arista estaria cruzada por todas las demas. Denotamos por
[ al nimero de cruces que presenta una arista en el dibujo plano de partida.
En definitiva concluimos que la inmersién ortogonal de G en la superficie de

género c¢ presenta, como maximo, 2( + 1) codos en cada arista.

A continuacién esquematizamos el algoritmo de la siguiente forma:
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Algoritmo GPCS

Entrada: 4-Grafo G de n vértices, m aristas y 2-conexo.

Salida: Superficie S e inmersién ortogonal de G en S con, a lo mas, 2({ + 1)
codos en cada arista, donde [/ es el nimero de cruces que presenta la

arista en un dibujo plano de G.
Paso 1. El algoritmo recibe como entrada al grafo G.

Paso 2. Se construye un dibujo plano de G sin cruces multiples entre las

aristas.
Paso 3. Se situa un vértice virtual en cada cruce.
Paso 4. Para cada vértice de corte se realiza un shift.
Paso 5. Se aplica el algoritmo de [53] al grafo obtenido.

Paso 6. Se eliminan los vértices virtuales y se coloca una ventana en cada

cruce resultante.

Paso 7. FIN

Pasamos al estudio asintético del algoritmo GPCS. Los Pasos 1y 2
se realizan en tiempo lineal en el nimero de vértices de G. Para situar los
vértices virtuales se emplea tiempo O(c) y una vez considerados se localizan
los vértices de corte y se realizan los shifts en tiempo lineal en funcién del
nimero de vértices totales del grafo G, es decir O(n + ¢). Esta dltima es
también la complejidad del Paso 5 para obtener la inmersién ortogonal en
virtud del algoritmo de [53]. Por tltimo la eliminacién de los vértices virtuales
y la consecucién de la superficie de género ¢ vuelve a requerir tiempo O(c).

Queda entonces probado el siguiente teorema:
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Teorema 4.3.1. FEl algoritmo GPCS proporciona en tiempo O(n + ¢) una in-
mersion ortogonal de un 4-grafo 2-conezo de n vértices, en una superficie de
género ¢, con, a lo mds, 2(l + 1) codos en cada arista, donde | es el nimero

de cruces que presenta la arista en un dibujo plano del grafo.

Figura 4.4: Aumentando en una unidad el género de la superficie, se obtiene

una inmersion cuyas aristas no intersectan al rectangulo exterior.

Como hemos indicado, la entrada del algoritmo GPCS esta formada por
un 4-grafo; podemos dar una variante, algoritmo IPCS, en la que la entrada
estaria compuesta por una inmersién de un grafo en una superficie de género a
y la salida seria una inmersién ortogonal de dicho grafo, generalmente no equi-
valente a la dada, en una superficie de género c¢. Partiendo de una inmersién
en una superficie, el algoritmo que vamos a detallar requiere que ninguna
de sus aristas intersecte al rectdngulo exterior de su representacién ortogonal
esténdar. Para ello, el segundo paso del algoritmo modifica la inmersién para
llevarla a una con dicha caracteristica. La idea de la transformaciéon queda
explicita en la Figura 4.4. El proceso consiste en aplicar el homeomorfismo
existente entre la superficie de partida a la que se le ha eliminado un punto y

la superficie de género una unidad mas.

Explicitamos el algoritmo de la siguiente forma:
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Algoritmo IPCS

Entrada: Inmersién ¢ de un 4-grafo G 2-conexo de n vértices y m aristas en

una superficie S.

Salida: Inmersién ortogonal ¢’ de G en una superficie S’ con, a lo mas, 2({+1)
codos en cada arista, donde [ es el nimero de cruces de ésta si ¢ se

considera un dibujo plano.
Paso 1. El algoritmo recibe como entrada a la inmersion ¢.

Paso 2. En caso de que alguna arista de ¢ intersecte al rectdngulo exterior de
la representacidn ortogonal estdndar de la superficie, se aumenta en una

unidad el género de la superficie para que ello no ocurra (ver Figura 4.4).

Paso 3. Se eliminan las ventanas y se situan vértices virtuales distintos en
cada uno de los cruces resultantes. Si alguno de éstos es muiiltiple, se
modifica ligeramente la posicién de las aristas para obtener vértices vir-

tuales de valencia cuatro.
Paso 4. Para cada vértice virtual de corte se realiza un shift.
Paso 5. Se aplica el algoritmo expuesto en [53] al grafo obtenido.

Paso 6. Se eliminan los vértices virtuales de la inmersién ortogonal ¢’ obte-

nida y se colocan ventanas para evitar los cruces.

Paso 7. FIN

Notemos que la posible realizacién de shifts, hace que la inmersién

obtenida pueda no ser equivalente a la dada, tal y como muestra la Figura 4.5.

No podemos establecer relacién entre los géneros de la superficie de
entrada S y la de salida S’. Pueden existir ventanas en S que no correspon-
dan a cruces inapropiados entre aristas, en las que no hay que situar vértices

virtuales; en este sentido a puede ser mayor que c. Sin embargo si aparecen
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0

shift

U3 v V2 V4
(51

Figura 4.5: La rotacién en el vértice v cambia al realizar un shift.

asas en S con las que se evitan mas de un cruce, hay que situar més de un

vértice virtual, luego el género de S’ serd mayor que el de S.

Como conclusién obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.3.2. El algoritmo IPCS proporciona, a partir de una inmersion

en una superficie S dada y en tiempo O(n + ¢), una inmersion ortogonal de '
un 4-grafo 2-conezo de n vértices en una superficie S’ de género ¢, con, a lo
mds, 2(1 + 1) codos en cada arista, donde | es el nimero de cruces que ésta

presenta si la inmersion de partida se considera plana.

4.4 Conclusiones y problemas abiertos

Se ha presentado esta parte como el inicio de una nueva linea de investigacidn,
en la que se abordan problemas sobre inmersiones ortogonales de grafos en
distintas superficies. El incentivo de esta via es el disefio de circuitos impresos,
los cuales se realizan sobre placas que determinan superficies arbitrarias, ya

que en general, el grafo ha dibujar no es plano.

Nos centramos en el problema de minimizar el nimero de codos que
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presenta un circuito, modelizando la situacién bajo el estudio de inmersiones

ortogonales 6ptimas.

Bajo esta perspectiva, nos hemos cuestionado la existencia de una in-
mersion rectilinea de un grafo dado entre todas las representaciones que admita,
en todas las superficies; el Teorema 4.2.1 demuestra la naturaleza NP-completa
del problema. De forma inmediata se concluye que el correspondiente problema

de optimizaciéon es NP-duro.

Ante esta naturaleza del problema, proporcionamos aproximaciones de
la solucién 6ptima. Los algoritmos GPCS y IPCS construyen inmersiones or-
togonales en una superficie de género ¢ y en tiempo O(n + ¢), partiendo de un
grafo o de otra inmersidn, respectivamente, ambos 2-conexos y con n vértices,
que presentan, a lo mas, 2(/ + 1) codos en cada arista, donde / es el nimero
de cruces originados en la arista si se consideran dibujos planos. Puesto que,
en general, estas cantidades no son éptimas, se abre la posibilidad de mejorar

estas cotas sobre el nimero de codos.

Anélogamente a lo que ocurria en el capitulo anterior, se presentan mu-
chos y muy diversos problemas abiertos. Garg y Tamassia [31] han demostrado
que obtener una inmersién rectilinea plana de un 4-grafo dado, es un problema
NP-completo. Nosotros hemos querido obtener una inmersion rectilinea en su-
perficies cualesquiera, obteniendo el mismo resultado. Planteando la cuestion
en una superficie fija no plana, surgen distintos problemas atin no estudiados.
Lo que si es claro es que el grafo tiene que admitir una inmersién en la su-
perficie dada, para poder hablar de inmersiones ortogonales. En esta linea
el primer intento, motivado por los antecedentes, es demostrar también una
naturaleza intratable, aunque no se descarta la posibilidad de poder obtener

algoritmos eficientes.
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