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CAPITULO I

FUNCIONES UP

En este capitulo, vamos a desarrollar el concepto de
aplicaciones up (uniformemente continuas y propias) entre espacios
métricos, y demostraremos, o -enunciaremos, algunas propiedades y

resultados que sean de utilidad mas adelante.

I.1 APLICACIONES PROPIAS

En este apartado, y mientras no se indique lo contrario, X e Y
representardn espacios topoldgicos arbitrarios y f:X—Y una funcidn

continua.

Diremos que f es propia, si la imagen reciproca mediante f de
un compacto de Y es un compacto de X. Una nocidn intimamente
relacionada con la anterior y que, a veces, es conveniente utilizar es

la de aplicacidén perfecta; concretamente: se dice que f es perfecta



si es cerrada y todas sus fibras son compactas.

A continuacidén daremos una serie de propiedades cuyas

demostraciones son inmediatas, o bien conocidas ( ver [22]):

a) La composicién de aplicaciones propias es aplicacién
propia. Puesto que 1la identidad es, evidentemente, propia, resulta
que la familia de 1los espacios topoldgicos con las aplicaciones
propias constituyen una categoria que representaremos por Topp.

b) Toda aplicacidén perfecta es propia.

c) La composicién de aplicaciones perfectas es perfecta. Y,
al igual que ocurria con las aplicaciones propias, la familia de
espacios topolégicos con las aplicaciones perfectas constituyen una
categoria.

d) Dada f:X—Y , si Y es k—-espacio Hausdorff, entonces [ es
propia si y sb6lo si es perfecta.

e) Dada f:X—3 , si Y es de Hausdorff y X compacto, entonces
f es propia y perfecta.

f) Si f:X——Y es propia y A es un subconjunto cerrado de X,
entonces f|A:A—Y es propia. ( Obsérvese que, en general, la
restriccién de una aplicacién propia no tiene porqué ser propia, como
prueba el siguiente ejemplo: ‘Sea la aplicacién constante de [0,1] en
un punto, por ser [0,1] compacto, esta aplicacién, en virtud de la
propiedad anterior, es propia, sin embargo esto no ocurre asi con la
restriccidén a (0,1)).

g) Dado el siguiente tridngulo:



gf g

se verifica:

1) Si f es epimorfismo y gf es propia, entonces g es propia.

2) Si g es inyectiva y gf es propia, entonces f es propia.

3) Si gf es propia e Y de Hausdorff, entonces f es propia.

h) Sea f:X—>Y continua, entonces se tiene:

1) Si {Mi/ieI, Mi cerrado} es una familia cuyos interiores
recubren a Y y cada una de las restriciones de f a la imagen inversa
de Mi es propia,lentonces f es propia.

2) Si {Mi/ieI, Mi cerrado} es una familia 1localmente finita
que recubre a Y y cumpliendo la misma propiedad que en 1) entonces, en
este caso, f también es propia.

i) Sea {Xi/ieI} una familia de espacios topolégicos tal que su
producto es de Hausdorff, consideremos fi:X-—-sxi aplicaciones
continuas, si una de ellas es propia, entonces se tiene que

f. i X——a 1T X,
1 1€
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también lo es.

Obsérvese que en la categoria Topp no existen, en general,
productos, ni objeto final, sin embargo si se tiene:

Jj)} La categoria Topp tiene coproductos finitos y objeto
inicial.

k) Dadc el siguiente diagrama:
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si el cuadrado es cocartesiano de aplicacicnes continuas y ¢ y 8 son

propias, entonces VB es propia.

I.2 UP APLICACIONES

En este apartado, y mientras no se exprese lo contrario, X e Y

representaran espacios métricos arbitrarios.

1 Definicién.~ Diremos que f es una up-aplicacién si es wuna funcidn

uniformemente continua y propia.
Diremos que f es up-homeomorfismo si es un homeomorfismo tal

gue tanto f como su inversa son aplicaciones up.



2 Proposicidén.- Se verifica:

a) La composicién de up-aplicaciones es up-aplicacién. Por
tanto, la familia de 1los espacios métricos con las up-aplicaciones
constituye una categoria que representaremos por Mup.

b) Si f:X—~=Y es up F es un cerrado de X entonces la
restriccién de £ a F también es up.

c) Si f:X—Y es up y A es un subconjunto arbitrario de Y,
entonces f:X—f-l(A)——éY—A es up.

d) Si X es métrico compacto, cualquier aplicacién continua
f:X—Y es up-aplicaciédn.

e) F:X—Y es up si y sélo si se puede extender a frX—sY
continua, de forma que %(i-x)e?-y, siendo X e Y las completaciones de
X e Y respectivamente.

f) Toda aplicacién up es cerrada.

g) Si A es un subconjunto cerrado de X y f:A—sY es up,
entonces F:X——»XUfY es up.

h) Sea {Xi/ieI} una familia de espacios métricos y fi:X——éxi
uniformemente continuas siendo una de ellas up, entonces

iQIfi’X""igIXi
es up-aplicacidn.
i) Si f:X—=Y es up y X es un espacio métrico acotado, se

tiene que f(X) también lo es.

Demostracién. -

Probemos f). En primer lugar, veremos que f(X) es cerrado en
Y, vy de ello junto con b) se obtiene el resultado pedido:

Sea f(X) la clausura de f(X) en Y, dicha clausura coincidira
con la interseccidén de la completacidén ET;) de f(X) ( Subconjunto de
la completacién de Y) con Y. Supongamos que exista un punto x° en
(§?§3~f(x)) Y; dado x~ existird una sucesidn {xn} en X de tal forma
que la sucesidén de sus imagenes mediante f converge a x~, La sucesidn
{x& no tiene en X ningin punto adherente, ya que, en caso contrario
la sucesidén de sus iméagenes convergeria a algin punto de Y, y tendria
un punto adherente, pero {xg estda incluido en f_l({f(xn)}U{x‘}) que

es un compacto en X, con lo cual llegamos a una contradicciédn.

Del apartado anterior se deduce facilmente g).



3 Ejemplos.-

1) Observemos que la propiedad 1.3 g) no se cumple en el caso
up: _

Para la parte 1) sea X=Z=R, e Y el intervalo abierto (0,1), f
de X en Y serd el homeomorfismo que existe entre Ry (0,1) que es up,
y g el inverso de dicho homeomorfismo gque no es up.

Para 2) y 3) sea X=Z=(0,1) e Y igual a R y se intercambian los
papeles de la f y de la g anteriores.

2) Tampoco se tiene h). Para ello, basta con dar una
aplicacién constante de un espacio no compacto que se pueda recubrir
por compactos cerrados (en el segundo caso, ademas hemos de asegurar
que el recubrimiento sea localmente finito). Cada una de las fi son

up-aplicaciones, de lo cual se deduce que h) no se verifica.

4 Proposicidn.- Sea (J,f) una red sobre X de tal forma que f:J—3X sea

uniformemente continua. Entonces si dicha red tiene un punto

adherente, converge a dicho punto.

Demostracidn. -

Es inmediata a partir de la definicidén de adherencia y de la

convergencia uniforme.

5 Teorema.-~ Sea f:J—X una aplicacién uniformemente continua. Dicha
aplicacién es propia si y sélo si la red (J,f) no tiene puntos

adherentes en X.

Demostracidn. -

Por la proposicién anterior si f:J——X es propia, bastard con
probar que (J,f) no converge. Si convergiera, supongamos, en primer
lugar que el punto limite x no esté en f(J), en cuyo caso f{(J)U{x}
serd un compacto cuya antiimagen mediante f coincide con J que no lo
es, en contra de la hipétesis de que f es propia.

Si el punto limite x estd en f(J), pueden ocurrir dos casos:

el primero que exista to en J tal que si t es mayor o igual que to se



tenga que f(t) es distinto de x; en este supuesto nos restringimos a
[to,l) en el que f también es up segin b) de la proposicidén 2, con lo
gque estaremos en el caso anterior. Si no ocurre asi, la antiimagen de
x mediante f no sera compacto en contra de la hipdtesis, de nuevo, de

f propia.

6 Corolario.- Si f:J—X Y es up-aplicacidén, entonces una de 1las dos

aplicaciones plf:J—~9X, p2f:J——+Y es up.

Demostracidn.~

Se deduce facilmente del teorema anterior y de la proposicién

Por Gltimo, para terminar este apartado, damos una

caracterizacidén de los up-~homeomorfismos:

7 Teorema.- Una up-aplicacién f:X——Y es up-homeomorfismo si y sdlo si

> -’ N o .
su extensidén a las completaciones f:X—3Y es homeomorfismo.

Demostracidén. -

Sabemos, por el apartado e) de 1la proposicién 2, que si
f:X—»Y es wup-aplicacidén, entonces se puede extender a Fﬁf——e?.
Veamos que se f es up-homeomorfismo:

En primer lugar, comprobemos la inyectividad de £

Sean x e y dos puntos de la completacidén de X que no estén en
X. Sabemos que existen sucesiones {xn} e {y#- de X que convergen a x .
e y respectivamente. Por la construccién de f se tiene que las
sucesiones {f(xn)} y {f(yn)} en Y convergen a £(x) y E(y)
respectivamente, ahora bien, por la biyectividad de f cada x_ coincide

-1 i Tz

con T f(xn) que por la construccién de f convergera a f “f(x) y por
identica razén lo mismo ocurrird con las y. Por lo tanto, g(x) y F(y)
no pueden coincidir si x e y son distintos.

La sobreyectividad de F es trivial, asi que veamos la



continuidad de £ :

En primer lugar, y debido a la biyectividad de F, ;—l esté
bien definida y es biyectiva. Para ver su continuidad, dado x~ de X-X
sabemos que existe una sucesidén de puntos de X {x& que convergen a
x". Asi la sucesidén formada por las imdgenes mediante f de las X
f(xn)zyn convergera a x siendo xffﬁx“), luego se tiene que {f—l(yn)}
converge a x , por lo tanto %—1=f_l, de lo que se tiene la continuidad
de t° L,

En el otro sentido, si §:§¥—+§ es homeomorfismo, la
restriccién a X es up-aplicacidén y la biyectividad se obtiene del
hecho F(ilx)s?¥v (ya que f es up-aplicacidén). Con lo cual se tiene el

teorema.

I.3 HOMOTOPIA UP

1 Definicién.~ Diremos que dos aplicaciones up f,g: X—3Y son

up-homotépicas si son homotdpicas a través de una up-aplicaciédn.
Diremos que dos espacios son up-homotépicos si existe wuna
equivalencia de up-homotopia entre ellos; es decir, si existen
up-aplicaciones f:X—3Y,
g:Y——X tales que gf y fg son up-homotépicas a las identidades

respectivas.

En virtud de 1la propiedad 2.2 g), es evidente que las
anteriores relaciones son de equivalencia. Por lo tanto, podemos
considerar los conjuntos de up-homotopia entre dos espacios métricos X

e Y que representaremos por [X,Y]up.

2 Ejemplos.-

1) Veamos que [X,Y]up no tiene porqué coincidir con el
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conjunto de homotopia [X,Y], ni con el conjunto de homotopia propia o
p-homotopia [X,Y]p:

En efecto: sea X el complemento de un punto en la
circunferencia métrica de radio unidad y centro el origen, e Y el
intervalo unidad abierto. Es bien conocido que [X,Y] es trivial. Por
otra parte, segln el teorema de inmersidén de [17], es facil observar
que [X,Y]p consta de cuatro elementos.

Sin embargo, a la hora de considerar [X,Y]up, tenemos que’
tener en cuenta que existen aplicaciones de Sl—{x} en (0,1) propias
que no son up (como, por ejemplo, el homeomorfismo que lleva un
espacio en el otro). Asi de los cuatro elementos de [X,Y]p hay dos
que no tienen ningin representante up, por lo tanto [X,Y]up tiene dos
elementos, que estdn representados por las composiciones de las
aplicaciones que lleva X en J y este en (0,1/2] y [1/2,1)
respectivamente.

2) También pudiera ocurrir que dos up-aplicaciones fuesen
p-homotépicas pero no up-hométopicas:

Sea el espacio X igual a J e

' Y= {(x,y)/0¢x -1/x<y<1/x}

Sea f la up-aplicacién definida por

f:J————Y
Xbe———3( %, 1)
Y g:J———Y

X bmeeeey( %, =1 )

Veamos que f y g son p-~-homotépicas:

Sea h el homeomorfismo que lleva JxI en el subconjunto de Y
delimitado por 1las imdgenes de f y g, esto es: los puntos de Y cuya
coordenada con respecto al eje OY es menor o igual a uno en valor

absoluto. Evidentemente, dicho homeomorfismo nos da una homotpia que



es propia como aplicacién. Sin embargo, obsérvese que cualqguier
homotopia propia entre f y g, ha de tener una imagen no acotada, lo

cual impide que f y g sean up-homotdépicas por la propiedad 2.2 j).

3 Proposicidén.- Si X es un espacio métrico, se tiene que [X,-]

up

define un funtor covariante entre las categorias Mup y Set.
Andlogamente, [—,X]up define un funtor contravariante entre
dichas categorias. Asi podemos decir que [—,—]up define un bifuntor

entre MupxMup y Set.

El estudio del conjunto [~,—]up es llevado a cabo por Ayala,
Dominguez y Quintero en [1], algunos de los resultados alli expuestos

y que nos seran de utilidad més adelante son los siguientes:

4 Proposicidn.- Sean X, Y, Z espacios métricos tal que X es compacto;

por C(Y,Z) representamos el espacio de las up-funciones entre Y y 2
con la topologia de la convergencia uniforme, se verifica:

a) E1 conjunto de las arcocomponentes de C(X,Y) estd en
correspondencia 1-1 con el conjunto [X,Y]up

b) [XxY,Z]up estd en correspondencia biyectiva con [X,C(Y,Z)] .

c) Si Y es un intervalo abierto (a,b) de R, la aplicacién k:

k: [Rn,Y]up—-—-a[Rn,Y]p dada por k([f] [£] es biyectiva.

)=
up
Para las demostraciones, asi como para algunos ejemplos de

aplicaciones de lo anterior ver el ya referido [1] .

5 Nota.- Obsérvese la importancia de la métrica en todo lo visto hasta
el momento, tal como nos prueba el ejemplo 2. Incluso se pueden dar
ejemplos sencillos de subespacios métricos acotados del plano
homeomorfos pero no wup-homotépicos; como pueden ser el intervalo

abierto (0,1) y el complemento de un punto en una circunferencia.



6 Definicién.~ De forma natural podemos relacionar en Mup las nociones

de up-retracto, up-retracto de deformacién y up-deformacién,

cumpliendose las mismas relaciones que en el caso clésico.

7 Ejemplos.-

1) Puede ocurrir que tengamos un up-retracto de un espacio,
pero que, sin émbargo, no todas las retracciones sean up-aplicaciones.
Por ejemplo:

Sean X y A los subconjuntos del plano:

X={(x,y)/ x2+y%:1 y30}

A= {(x,y)/0Ogy<l x=0}.

Entonces A es up-retracto de X. Para ello basta con
considerar la aplicacidén r:X——3A dada por r(pcos e ,pseng }=(0,p).
Pero, sin embargo, la retraccidn:

r X >A

(x,y ) ————y
no es propia luego no es up-retraccién.

2) Naturalmente no todo retracto es up-retracto, para ello
consideremos R y un punto, al no existir aplicaciones propias de R en
el punto, este no puede ser retracto de R.

Tampoco se tiene que si existe una retraccién propia se tenga
up-retraccioén:

Sea X igual al conjunto de los nuUmeros reales estrictamente
positivos y A el subconjunto de X formado por los puntos que son
mayores o iguales gue 1, cualquier retraccién propia de X en A nos
lleva el intervalo (0,1) en un intervalo no acotado, por lo tanto no

puede ser up.



I.4 APROXIMACION SIMPLICIAL UP

En este apartado vamos a demostrar que dada cualquier
aplicacién up ebtre poliedros euclideos, existe una aproximacidn
simplicial wup de dicha aplicacidn. Entiéndase por aproximacidn
simplicial de f:|K|—>|L| (donde |K| y |L| son las realizaciones
geométricas de Ky e L poliedros euclideos) a wuna pl-aplicacidn
g:K'—=1L" donde K* y L* son subdivisiones de K y L respectivamente, y
verificandose que para todos los vértices a de K se tiene
f(st(a))est(g(a)). En el caso de aproximacién simplicial wup se

exigird que todos las aplicaciones sean up.

Para conseguir nuestro propdésito, lo primero gque tendriamos
que tener es una triangulacién de |K| tal que el didmetro de los
simplices tiendan a cero segin nos vayamos acercando al infinito
(entendiéndose por infinito el complementario de los compactos, aunque

esta idea ya la precisaremos en el préximo capitulo).

1 Ejemplo.- Cualquier triangulacién no cumple la condicidén anterior,
aunque el espacio tenga una métrica acotada:

Sea X el interior del cuadrado unidad.

t
[
1
'
!
1
\
'
I
|
Ll
i
'
)
:

La triangulacién que aparece en la figura es tal que el
didmetro de los simplices tiende a uno cuando nos acercamos al
infinito. Sin embargo, se puede conseguir una subdivisién de dicha
triangulacién tal que si verifique que el didmetro de los simplices
tienda a cero segin nos vayamos acercando al infinito, tal como nos

dice el siguiente:



2 Lema.- Sea |K| un poliedro euclideo, entonces existe una subdivisidn
K* de K tal que para cada €>0 el conjunto:
U{oeK™/ diam(o)>e}

es compacto.

Demostracidén.-

Supongamos que |K| es conexo y no compacto.

Si R, es un subcomplejo finito de K, se define Ri como el

1
conjunto de simplices que cortan a IRiI' Sea K, =R, -R; , el conjunto
formado por los simplices de R,-R, , ¥ sus caras. Los IKiI son
poliedros compactos que recubren a |K|, y es facil comprobar que

IKil(\IKJ.|=¢ si |i-j|>1.

Dado K,, existe una subdivisidn ﬁ tal que el diametro de cada
1 l P it™

simplice de dicha subdivisién es menor que 1/2. Sea Kf\Kz la
restriccién a |Kf\K2| de K. _

Dado K_, existe una subdivisién K_ de K. que es subdivisién de
~ 2 2 2

KlﬂK2 en IKf\KZI y tal que el didmetro de cada simplice es menor que

1/4. Sea Kf\Ke la restriccién a IKfﬁKZI de EZ’ y Ei una subdivisién

de K. que es extensién a |K,| de K.NK.. Tomemos K y sea K. una
1 1 12 3 o3
subdivisién comin de Ky y de KAK, (la restriccidén a !K20K3l de K2) en

|K20K3|, tal que cada simplice de tenga didmetro menor que 1/8.

ié
Sea KzﬂK3 la restriccidn a |K20K3| de K3 y K2 una subdivisidn de K2
gue es extensidén de Kf\KéJK20K3 (obsérvese que KlﬂK2 y 2nK3 son

disjuntos, por lo que K. y K. coinciden con K NK, en ]Kf\KZI).

1 2 2
Es claro que, procediendo por induccién, se obtienen
subdivisiones KiAKi tales que K‘:;ga E; es una subdivisidén de K que
- 4
cumple el enunciado del lema.

3 Lema.- Sea |K| un poliedro euclideo tal que cumple la tesis del lema
anterior, sea |L| otro poliedro euclideo y f:|K|—3|L| una aplicacién
up y f :|K|—>|L| una aproximacién simplicial propia, se tiene que f

es up.

Demostraciodn. -

Sea €>0, por el lema anterior el conjunto



| K™ | =UfeeK/diamg> ¢/ 6}
es compacto, sea K~ el conjunto de los simplices de K que cortan a K~
y sus caras. |[K>~| también serd un compacto y ademds se tiene que
d(|k |, IK|-1K>~])>0.

Sean x e y puntos de |K ~|, por ser dicho conjunto compacto,
se tendrda que f° restringida a dicho conjunto es uniformemente
continua, luego existira un 6>0 tal que si d(x,y)<6 se verifique que
d{f (x),f (y))<e.

Si x e y no estan en |K |, como se tiene que diam(st(v))<e/3 y
que d(f{(x),f (y))<e/3 junto con el hecho de ser f uniformemente
continua, existira §° tal que si d(x,y)<é™", entonces
d(f(x),f(y)Xe/3, asi si escogemos

§=min {8, & ~,d(|K™ |, |K]|-I1K )}

se tendrd que si d{x,y)<§& entonces d(f (x),f (y))<e.

4 Teorema.-~ Sean |K|, |L| poliedros euclideos, si f:|K|—2|L| es una
aplicacién up, entonces existe K subdivisién de Ky f :|K |—]|L]|

up-aplicacién que es aproximacién simplicial de f.

Demostracién.-

Es consecuencia inmediata de la existencia de aproximaciones

simpliciales propias (ver [16]) y de los lemas 2 y 3 anteriores.



CAPITULO II

FINALES UP

En este capitulo nos vamos a dedicar a la definicidén y estudio
de los finales up, los cuales tratan, como ya veremos, de reflejar la
métrica del final del espacio.

Realizaremos nuestro andlisis a partir de dos definiciones de
finales que no dependen de la métrica: los finales de Freudenthal y
los finales propios, cuyas definiciones y estudio pueden encontrarse
en [16], donde asimismo se estudia la relacidén entre ambas clases de
finales. Construiremos, ademds, cierres adecuados para los finales
que tratamos y se establecerdn algunas propiedades de dichos cierres

en funcidén de las propiedades del espacio.

II.1 DISTINTAS DEFINICIONES DE FINALES

En este apartado, y mientras no se exprese 1lo contrario, X

representard a un espacio métrico no compacto.
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1 Definicién.- Dado X espacio topoldégico se pueden considerar las

siguientes definiciones de finales:

i) Sea {KJ la familia de subconjuntos compactos de X, que es
un conjunto dirigido bajo la relacidén de inclusidn. A cada elemento
del limHO(X—Ki) lo llamaremos un F~final o final de Freudenthal de X.
Al conjunto de finales de Freudenthal lo denotaremos por FF(X).

ii) Dos aplicaciones propias f,f :J—3X se diran que estan
relacionadas si son p-homotépicas en el sentido descrito en I.3. A
cada una de las clases de equivalencia anteriores serd a lo que
llamaremos un final propio o p-final. Al conjunto de los p-finales lo

denotaremos por Fp(X).

2 Definicidén.- Decimos que un espacio X es numerable en un F-final a ,

si existe una sucesién de subconjuntos conexos por caminos {Un}
decreciente en el sentido de la inclusidn y tal que dado un compacto K
existe un n natural tal que Un estd incluido en la componente conexa
de X-K que define ¢.

Diremos que un espacio es numerable en el infinito, si lo es

en cada uno de sus F-finales.

3 Nota.~ En [16] se establece una aplicacidén entre los finales propios
y los finales de Freudenthal y se prueba que si X es numerable en el
infinito entonces dicha aplicacién es sobreyectiva. Ademds se dan
condiciones para el estudio de la fibra de cada uno de los finales de

Freudenthal.

Damos, a continuacidén, dos nociones de finales up o finales
métricos, que, en cierta forma, son equivalentes ¢on las dadas en la

definicién 1:

4 Definicién.- Dado X consideramos las siguientes definiciones de

finales up:
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i) Diremos que dos up-aplicaciones f,f :J—aX estén
Fup-relacionadas si existe un nO de N tal que para todo natural n
mayor o igual que n existe fn arco que une f(1-1/n) y £ (1-1/n)
cumpliendo que la longitud del arco frl tienda a cero conforme n crezca
hacia infinito. A cada una de las clases de equivalencia resultante
le llamaremos un final up-Freudenthal o Fup-final. Al conjunto de los

Fup(X).
ii) Diremos que dos up-aplicaciones f,f7:J—X estén

Fup-finales lo representaremos por F

up-relacionadas si existe una up-aplicacién H:M-—X donde M es el

triangulo:

{(x,y)/0sx<1l Ogy<l-x},

de tal forma que H|y=0 coincide con f y H|y=1-x coincide con f~.
A cada una de las clases de equivalencia resultantes le
llamaremos un up-final. Al conjunto de los up-finales lo

representaremos por Fup(x).

5 Ejemplos.-

i) Naturalmente, las definiciones dadas anteriormente dependen
de la métrica del espacio, ya que mientras que el intervalo abierto
(0,1) tiene dos Fup-finales y dos up-finales, si consideramos la recta
real, que es homeomorfa al espacio anterior, no tiene ningin tipo de
finales up.

ii) También es facil ver que si f y f~ estén Fup-relacionados,
no tienen porqué estar up-relacionados:

Sea X el espacio unién de los tres conjuntos que siguen:

{(x,y)/x=1-1/n 0gy<€1l-x :neN}
{{x,y)/y=0 0sx<1}
{(x,y)/y=1-x Ogx<1}
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Si f y f° estan dadas por:

f:[0,1) —————3X

Xt— »(x,1-x)
£ :{0,1) ————X
X »(x,0)

se tiene, evidentemente, que f y f° estdn Fup-relacionadas, pero no

up-relacionadas. Sin embargo si se verifica la siguiente:

6 Proposicién.- Dos up-aplicaciones up-relacionadas, estan

Fup-relacionadas. En particular, existe una aplicacién

0: .
Fup(X)-——éFFup(X)

Demostracidn.-—

Es trivial, ya que si existe H:M—X up tal como se describe
en ii) de la definicidn 3, bastard con que nos restrinjamos a cada uno
de los segmentos:

{(x,y)/x=1-1/n 0€y<€1l-x :neN}

7 Nota.- Mas adelante, efectuaremos un estudio més profundo de 1la
funcién © referida en la proposicién anterior, pero para ello,

anteriormente es conveniente, introducir el concepto de cierre up.
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I1.2 CIERRE UP

Trataremos en este apartado de dar 1la nocién de cierre
correspondiente a los finales up, en el mismo sentido que se hace en

[16] para los F-finales y los p-finales.

1 Nota.- Sin embargo, en primer lugar, veremos que si por F(X)
representamos el conjunto de finales (Bien sean up o Fup) de un
espacio métrico no compacto, no podremos, en general, definir una
métrica en XUF(X), de tal forma que X sea denso y que conserve las
convergencias naturales:

Sean a y b dos finales distintos de X, tales que, dados dos
representantes, f,f :J—3X de a y de b respectivamente, se tenga que:

lim d(f(x),f (x))=0,

(por ejemplo, en un espacio tal como la circunferencia menos un punto
que se indica en figura).

Entorices se tendrd que si a y b han de ser puntos del cierre
de X, al tenerse que dar la convergencia natural (J,f) considerada
como red convergera al punto a del cierre, pero, por la condicidén del
limite también (J,f") convergeréd al punto a (ademds de al b), luego,

por la unicidad del limite a=b.

Por lo dicho anteriormente, para definir una métrica, primero

debemos realizar un cociente en XUF(X), asi tenemos:

2 Definicidén.- Dado X diremos que a y b finales de X estan

relacionados (aRb) si y sélo si existen representantes (o para todo
representante, ya que, por la definicién de relacidn entre

representantes cualesquiera dos representantes de un mismo final se
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van acercando segin x crezca hasta uno) f y respectivamente, tales
que:
lim d(f(x),f (x))=0.

Asi se tendrd que X F(X)/R es un subconjunto de la
completacién X de X, con lo cual, podremos dotar a XUF(X)/R de la
métrica restriccién de la de X. Con lo cual, se puede asegurar que
sobre X induciréd la métrica que originalmente poseia. Evidentemente,
el cierre no depende de si escogemos una familia de finales Fup o up
(todo 1lo dicho anteriormente vale tanto para unos como para otros).
Al cierre de X lo denotaremos por % y a los puntos de §~X los

llamaremos puntos de los finales.

3 Ejemplos.-
1) Naturalmente % no tiene porqué ser todo i, ni tan siquiera

v
X~X ha de ser un subespacio cerrado de é1:

1T r

¢

Sea X el subespacio del plano definido por:
X={(x,y)/0<xg¢l y=0} VU
U{(x,y)/0€y<1l x=1/n: neN}

Asi se tiene que i es igual a X junto con los puntos (1/n,1) y
el (0,0) gque no es cerrado en X.

Si en el ejemplo anterior, '"engordamos''cada una de las lineas,
construiremos una 2-variedad en R3 con las mismas caracteristicas.

2) Por otra parte, el cierre de un espacio puede, a su vez,
tener finales up:

Sea X el intervalo (0,1] excepto los puntos de la sucesién
{1/n}. Evidentemente, 1los finales up de X son los puntos de dicha
sucesién, ya que el cero no puede ser final up puesto que no se puede
acceder a él de forma continua desde X. Asi X es igual al intervalo
(0,1] que tiene un final up en el cero.

3) Notese, igualmente, que el cierre de la unién disjunta de
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dos espacios no tiene porqué ser la unién disjunta de los cierres:

Sea, por ejemplo, X igual al intervalo abierto (0,1) e Y al
(1,2). Evidentemente, el cierre de XUY es el intervalo cerrado [0,2],
que no es la unidén disjunta de los cierres de X y de Y.

Ademéds, no tiene porqué verificarse si X e Y son subespacios
de un espacio completo, que el cierre de la unién sea la unidn de los
cierres:

Sea X el intervalo (0,1] excepto los puntos de la sucesién
{1/n}, e Y los puntos de dicha sucesidn, subespacios ambos de la recta
real. Se tiene que el cierre de X es el intervalo (0,1] y el de Y el
propio Y ( ya que no tiene ningin final up), sin embargo, el cierre de
XYY es el intervalo cerrado [0,1].

Evidentemente, si se tendrd que el cierre de la unién de X vy
de Y coincide con la unién de los cierres cuando la distancia entre X

e Y es mayor gue cero.

Sin embargo, si se tiene una buena relacidén entre el cierre de

dos espacios y el cierre del producto de dichos espacios:

4 Proposicién.- Sean X e Y dos espacios métricos, entonces se verifica

que el cierre de XxY es el producto de los cierres de X y de Y.

Demostracidn. -

Si tenemos un punto (x,y) del cierre de XxY que no estd en
XxY, existird una up-aplicacién f:J—»XxY de forma que la red (J,f)
converge a (x,y) (ver teorema I.2.5). Por el corolario I.2.6 de dicho
teoremg resultard que plf:J——aX o} pzf:J——aY representan un final (bien
sea de X o de Y), luego f nos define un punto del producto de los
cierres de X e Y. Tenemos asi definida una aplicacidén de iz? en XQV

la cual es homeomorfismo como se comprueba facilmente.

Veamos que el cierre de un espacio nos permite caracterizar

las funciones up:
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5 Proposicién.- Toda up-aplicacién f:X—>Y se puede extender a f:X-—Y

continua entre los cierres de X y de Y.

Demostracidén.-

Es consecuencia inmediata de e) de la proposicidén I.2.2, y de

la definicidén de final.

6 Teorema.- Si dos espacios métricos son up-homeomorfos sus cierres

son homeomorfos.

Demostracién. -

Se sigue facilmente del teorema I.2.7 y del hecho de que
cualquier final de X ha de ser aplicado mediante f en un final de Y

{(ya que f lleva J en Jj.

7 Ejemplos.~

1) No se tiene el reciproco de este Teorema. Por ejemplo sea
X el conjunto de los nimeros naturales e Y los puntos de la sucesidn
{1/n}. Sea f:X—>Y la up-aplicacién que a cada n le hace corresponder
1/n.

Los cierres de X e Y coinciden con dichos conjuntos, 1luego f
coincide con f que es un homeomorfismo entre % e y, pero no es
up-homeomorfismo, ya que f_l no es uniformemente continua.

2) Si X es homeomorfo a Y y X-X homeomorfo a ?—Y, X e Y no

tiene porqué ser up-homeomorfos, por ejemplo:

Sean X e Y los espacios represencaGos en la TLguLE,

Evidentemente, se tratan de espacios homeomorfos, tienen ambos por
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conjunto de finales a la circunferencia S y, sin embargo, no son

up-homeomorfos, ya que la extensidén no es un homeomorfismo.

IT.3 ACCESIBILIDAD

Vamos a estudiar, en este apartado, 1la relacién que existe
entre los up-finales y los Fup-finales.
En primer lugar veremos cuando un final propio nos produce

algin up-final (o Fup-final):

1 Definicidén.- Decimos que un final propio es up-accesible si existe

un representante f:J-—3X de dicho final que es una funcidén up. A los
puntos de la completacidén de X que procedan de representantes up un
final propio a de X le llamaremos puntos accesibles de a o puntos de

a.

2 Ejemplo.- Si a es un final accesible, no todos sus representantes
tienen porqué ser up, ni representar puntos accesibles:

Sea X el semiplano superior abierto; los puntos del eje 0X son
los puntos accesibles del unico final propio de X, existiendo muchos
representantes de a que no convergen (considerandolos como redes) a

ninguno de dichos puntos.

De la construccién del cierre y de 1.2.2 e), se deduce 1la

siguiente:

3 Proposicién.- Se verifica:

a) Cada final métrico (ya sea up o Fup) determina un dnico
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punto en la completacidén de X al que llamaremos X,
b) Un final propio es up-accesible, si existe un representante
f:J—sX de dichos final tal que la red (J,f) converge en la

completacidén de X.

4 Proposicidén.- Sea X espacio métrico conexo, localmente arcoconexo y

compacto, sea Y=X—{x1,...,xn}. Entonces Y tiene n finales Fup.

Demostracidn.-

Sea xl, como X es de Hausdorff y localmente arcoconexo, se
puede conseguir una base numerable de entornos arcoconexos decreciente
de X, que no contenga a ninguno de los restantes puntos de X-Y. Sea
{Vn} dicha base

Si tenemos dos up-aplicaciones f,f :J—»X tales que:

lim f(x)=1im f‘(x):xl.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que las imagenes
de J mediante f y f~ estan incluidas en Vl’ es mas, podemos suponer
que f(x),f‘(x)gvn si 1-1/ngx<1 (de no ser asi, es facil encontrar
otras dos funciones que estén relacionadas con las anteriores y que
verifiquen dicha condicidén). Entonces por cada Vn arcoconexo tenemos
que existe wun arco fn entre f(1-1/n) y £ (1-1/n) contenido en Vn'
Podremos asi definir una up-aplicacidén de M en X donde M es el espacio
unién de los tres subconjuntos siguientes:

{(x,y)/x=1-1/n 0€y$1l-x :neN}
{(x,y)/y=0 0<xg1}
{(x,y)/y=1-x Osxg1}.

Al ser M compacto f:M—X es uniformemente continua, luego su

restriccidén a M-{{1,0)} es un aplicacidn up que nos permite relacionar

afyaf.

5 Nota.- La anterior proposicidn nos dice, que, en dicho caso, el

numero de finales Fup coincide con los finales de Freudenthal.
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6 Proposicién.- Si M es el interior de una variedad cerrada con borde

oM, se tiene que M=Mu3M.

Demostracién.-

Es trivial del hecho que cada punto de 3M tiene una base de

entornos arcoconexo y de tenerse que MU3M es la completacién de M.

Por Ultimo veamos un caso particular de espacio, que nos sera

de mucha utilidad mas adelante:

7 Teorema.- Sea C un continuo de Peano cualquiera, existe un espacio

métrico X homeomorfo a 81XJ tal que el conjunto de finales de X es C.

Demostracidn. -

Si C es un continuo de Peano, sabemos que existe f:Sl——+C qgue
es aplicacidén cociente (teorema de Hah-Mazurkiewicz). Sea Mf el

cilindro de dicha aplicacién, si dotamos a M. de una métrica, bastaré

con que consideremos Mf—C que sera homeomoifo a Sli y se tendréd que
el conjunto de finales de dicho espacio es C. Por 1lo tanto, luego
tendremos que ver que Mf es metrizable, pero ello se obtiene
facilmente del teorema 20 del capitulo 5 y el teorema 12 del capitule

3 de [19].

8 Nota.-

a) Naturalmente la métrica de X en el teorema anterior,
depende de 1la eleccidén de f. Asi se pueden construir facilmente
ejemplos de distintas funciones cocientes f y g sobre un mismo
continuo de Peano, de forma que Mf—C y Mg—C no sean up-homeomorfos (o,

lo que es lo mismo-M_ y Mg no sean homeomorfos):

f
Sea C el intervalo cerrado [0,1] y sean
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f:Sl——-——~a[O,l]
(x,y)—————| x|
g:Sl—f————+[O,1]
{x,¥ )rm———ax+1/2

Obsérvese, que mientras que M, no es variedad, si se tiene que

f

Mg lo es, luego no se puede establecer un homeomorfismo entre ellos,

tal como se dijo.
. . e . s . 1
b) La anterior proposicién se sigue verificando si S se
sustituye por un continuo de Peano cualquiera, ya que, en dichas

condiciones se sigue verificando el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz.

9 Teorema.- Sea Y un espacio métrico homeomorfo a XxJ donde X es
métrico compacto, entonces existe R relacidén de equivalencia en XxI
que verifica que las clases de los puntos de XxJ son unitarias tal que
Y es homeomorfo a XxI/R (o, lo que es lo mismo Y es up-homeomorfo a

dicho espacio excepto las clases de elementos de Xx{1}).

Demostracién.-

v
Evidentemente, Y-Y es cerrado y conexo, luego es un continuo
de Peano con lo cual basta con aplicar la demostracidén del teorema 7

segin nos dice b) de la nota anterior.

I7.4 RELACION ENTRE LOS FINALES UP Y LOS FUP

En este apartado, vamos a efectuar el estudio de 1la relacidn
que existe entre los finales up y Fup, tal como dijimos anteriormente,

obteniendose resultados similares a los de [16].

A un up-final (o Fup-final), ademés de los entornos que

podemos asociarle por definir un puntc del cierre de X, se le puede
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construir una nueva familia, a la que llamaremos *-entornos de a.

1 Definicién.- Si a es un up-final de X (o Fup-final de X), llamaremos

*.entorno abierto de a, a todo abierto V de X tal que para cualquier
representante f de a, se tenga que f—l(X—V) es compacto. Las nociones
de *-entorno y de base de *-entornos se construyen de la forma

habitual.

2 Lema.~- Todo final métrico de X admite una base numerable de

*~entornos decrecientes.

Demostracidn.-

Basta con intersectar una base numerable del punto xa en X con

un *-entorno adecuado de a.

3 Ejemplo.- Evidentemente, los *-entornos no tienen porqué coincidir
con los entornos, Para ello, sea X el espacio constituido por la unidén
de los intervalos [0,1) y (1,2], este espacio tiene dos finales up.
Sea a el definido por f:J——3J como la identidad. Es facil ver que J

es *-entorno de a pero no del punto de [0,2] (el 1) que define a.

4 Teorema.— Sea @:Fup(x)-—aFFup(X) la aplicacidn definida en la
proposicién 1.6. Para cada up-final a se tiene que @ "6(a) esta en
correspondencia biyectiva con limlnl(vn) siendo {Vn} una base
numerable de *-entornos de a. Asi se verifica que:

a) Si el sistema inverso cumple la condicidn de

Mittag-Leffler, entonces @—le(a) consta de un solo final.

b) En otro caso la cardinalidad de O_le(a) es la del continuo.

Demostracién. -

Se hace igual que en [25] basdndose en la existencia de wuna

base numerable de *-entornos asegurada por el lema anterior.
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5 Nota.-

a) Este teorema nos dice que la relacidén entre los Fup-finales
y los up-finales es la misma que la que se probé en 16 que existia
entre los finales de Freudenthal y los propios.
b) Si Y es el complementario en un compacto de wuna cantidad
finita de puntos, en las mismas condiciones que en la proposicién 3.4.
Y no tiene porqué tener n up-finales (al igual que ocurria con 1los
finales propios):
Sea Y el espacio unidén de los tres conjuntos:
{(x,y)/x=1-1/n 0gy<§1-x  :neN}
{{x,y)/y=0 0<x<1}
{({x,y)/y=1-x 0Ogx<1}.

Por la proposicién 3.4 Y tiene un solo final Fup. Pero, es

facil ver, que tiene tantos finales up como el cardinal del continuo.
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CAPITULO III

GRUPOS DE HOMOTOPIA UP

En el presente capitulo, nos proponemos introducir una
sucesidén bigraduada de funtores, que es invariante del tipo de
homotopia up (asi espacios homeomorfos, pero con distinta métrica,
pueden tener asociados grupos diferentes). Comprobaremos la
existencia de sucesiones exactas asociadas con parejas de espacios
métricos, y estableceremos diversas relaciones entre 1los grupos

definidos.

I1I1.1 (N,Q)-POLIEDROS

1 Definicidén.~ Un (n,q)-poliedro es un par (K,P) tal que:

a) K es un complejo de bolas finito de dimensidén n, segin la
nocidén de [30].

b) P es un subpoliedro compacto de dimensién (n-gq), si es
distinto del vacio.

c¢) La inclusién candnica i:P—|K| es un g-mockfibrado, esto
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es: para cada m-simplice ¢ de K oNP es una (m-q)-seudovariedad

(posiblemente vacia).

Una (n,q)-bola (esfera) sera un (n,q)-poliedro donde |K| es la

. n
n-bola (esfera) con su estructura canénica de complejo de bolas I .

Una aplicacidén entre (n,q)-poliedros (K,P) y (X ,P”), serd una
aplicacidn propia
f:|K|-P—|K |-P".
Asimismo una aplicacién entre un (n,q)-poliedro (K,P) y un

espacio X serd una aplicacién propia f:|K|-P—X.

Un par de poliedros transversos serd (X,A), donde X es un
(n,q)-poliedro (K,P) y A un (m,q)-poliedro (K ,P"), incluido como
pareja en el anterior, tal que i:P"—|K"| es el mockfibrado

restriccién a K de i:P—|K].

2 Definicién.- Una (n,q)-bola canénica, (en adelante (n,q)-bola) sera

una (n,qg)bola con la métrica euclidea usual de In.

Dadas dos (n,qg)-bolas D=(In,P) y D‘:(In,P‘) se diran éue estéan
relacionadas, si existe H=(InXI,Q) (con su estructura candnica)
(n+l,q)-bola tal que:

QN(1I"x{0})=P
QN(I™x{1})=P"

A H le llamaremos una relacién (o una homotopia) entre D y D~.

Dado X espacio métrico, dos up-aplicaciones f:D—X y
f7:D"—X, donde D y D son (n,m)-bolas, se dicen que estan
relacionadas o que son (n,m)-homotépicas, si existe una relacién H
entre Dy D° y una up-aplicacién h:H—X tal que restringida al nivel

cero de H coincide con f y en el nivel uno coincide con f~.

3 Nota.- En las anteriores definiciones, se pueden considerar, tanto
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las aplicaciones como los espacios basados.

4 Ejemplo.- Veamos que I-{1/2} e I-{1/3,1/2,2/3} son dos (1,1)-bolas

que estan relacionadas:

JAN

Sea H el espacio representado en la figu;a, evidentemente, H

representa una homotopia entre I-{1/2} e 1-{1/3,1/2,2/3}.

IIT.2 GRUPOS DE HOMOTOPIA UP

1 Definicién.- Sea X un espacio métrico, A un subconjunto de X que es

cerrado, a un punto de A (el punto base que escogemos). Una
(n,m)~bola singular de (X,A) es un par  (D,f), donde D es una

(n,m)-bola y

£:(D,31"D, " ) (X, A, a)

n-1 1

f una aplicacidén up siendo J =BIn—In_ . Denotemos por An m(X,A,a)
k4

al conjunto de las (n,m)-bolas singulares. En An m(X,A,a) definimos

la relacién (D,f)R(D*,f") si f y f° son (n,m)-homotdpicas. al

conjunto cociente lo denotaremos por Hn m(X,A,a).

Para ver que la relacidén anterior es de equivalencia, asi como

para tratar de dotar de estructura de grupo a Hn m(X,A,a),

]
introduciremos el concepto de concentracidn:

1

2 Definicidén.- Sea f:(D, InnD,Jn_ )——(X,A,a) una up-aplicacién,

donde D es la (n,m)-bola (In,M), sea el subcubo:
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n
- < < =0.
1=t et ) postiga) con OKpy<q;<l, p =0

. n .n .
Consideremos el pl-isomorfismo y:I ——I definido por:

1
w(tl,...,tn)z(k ,...,kn)

donde ki=(ti~pi)/(qi—pi).

1

A

Llamaremos concentracién de f en el subcubo I

n
1
aplicacidn:

1 1

£ (1"=y M,aI“—w'lm,J“' )—(X,A,a)
definida por:
. n ,-1
f (x) si erl—w M
f(x)=

X en otro caso

3 Lema.- Sean D‘:(In,w—lM), f° como en 1la definicién
entonces se tiene:
a) f~ es up.

b) (D,f)R(D™,f).

Demostracién.-

b) Sea X el poliedro

{(tl,...,tn)/ pitSti$l~(l—qi)t}

r

y sea @:X-—éIn+1 el pl-isomorfismo:
Ot ,evnnt s t)=(kyyenn k)
donde kiz(ti»pit)/(l—(l—qi+pi)t)-
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1

Entonces N=6 MxI es una pl-seudovariedad en X tal que

n -
intersectada con I'x{0} nos da M y con I x{1} nos da M que es

pl-isomorfo a M.

Asi, definimos F:Hz(InXI)—N——eX por
£(e(x)) si xeX
F(x)=
xo en otro caso
Esta aplicacidén, es trivialmente up con 1lo cual

demostrado el lema.

4 Lema.~ La relacidén que se dio en la definicién 1 sobre el

An m(X,A,a) es de equivalencia.

b

Demostracidn.-

La demostracidén es facil utilizando el lema anterior.

5 Definicién.- Sean las up-aplicaciones
flz(In—Ml,3In—M1,Jn—l)—~—ﬁ(X,A,a)
n n n-1
f2.(I =M, T =M, J )—(X,A,a)
Consideremos los conjuntos:

n n
= PR : £q.
Irll {(tl. ,tn)eln p.st.<a,l
= - :p.st.<€q)
I2 {(tl, ,tn)el pl\tl\qi}

ifi $p.<q.<p.<g< <ign- <1.
verificandose O\pi qi\pi'qi].parals1Sn 1 qun<qn<l

Si fi y f. son las repectivas concentraciones de fl y f2 en I

2

Ig definimos

~wkpc L T (Me oMt
fl f2.I (MlUMZ)———+X
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| A
fl\ /fz

por
- . n
fl(x) si XEI%
foxf> = N i
( 1 f2)(x) f2(x) si Xs12
X en otro caso

o
Si en la anterior definicién se consideran 1los subcubos

[O,l/Z]XIn—1 y [1/2,1]XIn-1 la aplicacidén seré representada por fi*fg.

-~

2

o ,s N <
f2 es (n,m)—homotoplca a fl*fz.

6 Proposicidn.- a) fi*f es up-aplicacidn,

O*
b) fl

Demostracidn. -

Tanto a) como b) no son més que una generalizacidén inmediata

del lema 3.

7 Proposicién.- Supongamos que f

Rfl y fZRf2' Entonces se tiene que

1
et g
fl fZRfl f2'
Demostracidn.-
Si Fl es una relacidén de (n,m)-homotopia entre fl y fl y F2
una (n,m)-homotopia entre f2 y f2, se tedrd que Fi*Fé es una

- T X o A X
(n,m)-homotopia entre fl f2 y fl f2.
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Asi ya estamos en condiciones de dotar a I X,A,a) de una

nm(

ley de composicidén interna:

8 Definicién.~ En Hn (X,A,a) existe una operacidn definida por

(£1[e]=[£g°] para [£],[glen,  (X,A,a)

9 Teorema.- La anterior funcidén es una operacidn en Hn’m(X,A,a) que lo
dota de estructura de grupo para n»2 al que llamaremos (n,m)-grupo de
homotopia up. Dicho grupo es abeliano para nz3.

En el caso absoluto (i.e.: cuando A se reduce al punto base),

se tiene la estructura de grupo para n3l y la conmutatividad para nz2.

Demostracidn.-

Un representante de [f]([g][h]) sera £O%g>#h>, siendo g y h°

concentraciones de g 'y - h en los subcubos [1/2,3/4]><In"l y

[3/4,1]xIn_l. Y, puesto que un representante de ([f][g])[h] es
f“*g“*ho, siendo f~7 y g~ concentraciones de f y g en los subcubos
[O,l/4]xIn_1 y [1/4,1/2]x1n_l, pero, como de la proposicién 6 se
deduce que fo*g‘*h‘ y f“*g“*ho estdn relacionados, se tiene
inmediatamente la asociatividad.

Del lema 3 se deduce que (In,e), donde e es la aplicaciédén
constante en el punto base, actiia como elemento neutro.

Para ver la existencia de elemento inverso, sea:

£:(17-M, 31"-M, 0" ) —a (X, A, a)

el representante de un elemento de Hn’m(X,A,a) y r:I"—1" el
..,tn)z(l—t

pl~homeomorfismo definido por r(t ..,tn) denotemos por

1’ 1’
MarMy f a la composicién fr, que es up-aplicacidén por ser
L . . o, .0 P
composicidén de aplicaciones up, vamos a probar que f *f  es homotdpica
a la aplicacidén constante, que, como hemos visto, representa al

elemento neutro:

- <~y N - n
Dado xo_(tl,...,tn)el con tle[O,l/Z], sea Cx el arco en I x1I
definido por: ©
(Bt ot t) it ~to =t Ostgl/2-t) IV
U{(tl,tz,...,tn,t):tl—(tl+l/2)=—t Ostgl/Z—tl}
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Entonces N=U{Cx:xeMo} es una pl-seudovariedad, pl-homeomorfa a
M° I que tiene por borde a M°Urm°.
Obsérvese que si EO:In;ﬁO———X es la concentracién dada de F,

o =0
entonces rM =M".

: ua N

Definimos F:I'xI-N-——X por:

o .
£7(x) si (tl,...,tn,t)eCX

a en otro caso

Evidentemente se trata de una apicacibén propia, resta por ver
. . : . (o] . .
sl es uniformemente continua. Sabemos que f 1lo es, esto quiere decir

que para cada €>0 existe un § igualmente mayor que cero tal que si

d(x,y)<é entonces d(fo(x),fo(y))<e, pero si
a((t,,... S, ae,t 7)) < i ven

((t,, Et) (], yEoat7)) <8 siendo (t), 't t)eC y
(ti,...,t;,t‘)ecy se tiene también que d(x,y)X$é, con 1lo cual se

concluye que I% m(X,A,a) tiene estructura de grupo.

Probemos ahora la conmutatividad para n>3:

-

Sabemos que fo*go es homotépica a f *g~ siendo f° y g las
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n-2
concentraciones respectivas en los subcubos {0,1/2]x[0,1/2]xI y
{l/?,l]x[l/Z,l]xIn—Z. Utilizando los mismos argumentos que en las
demostraciones’ del lema 3 y de la proposicién 7, se prueba que f *g’

es homotépica a g "*f"" siendo g'° y f°° las concentraciones
n-2
respectivas en los subcubos [0,1/2]x[1/2,1]xI y

[l/2,1]x[0,1/2]xin_2, que, a su vez, es homotdépica a fo*go.

v v < v V

A a D N A

L . n
Obsérvese que necesitamos n23 ya que en I no podemos hacer
. n-1 .. . . .
concentraciones a I x[1,1] siendo i>0. Asimismo, vemos, que en el
caso absoluto, esta dificultad ocurre sélo cuando n=1, por lo tanto,

tenemos la conmutatividad para n>1.

10 Nota.- La definicién del grupo de homotopia up absoluto m_ m(X,a)

se puede realizar, considerando (n,m)-esferas basadas (S,p) ¥y

up-aplicaciones f:(S,p)—a(X,a) al igual que ocurria en el caso

cléasico.

Al igual que en el caso clasico, se verifica que Hn m es,
’

efectivamente, un funtor que actia sobre la categoria de los pares de

espacios métricos con aplicaciones up. Asi si tenemos una

up-~aplicacién v:(X,a)-=(Y,b), podemos definir
* . 3 .

v .Hn m(X,a)——+I% m(Y,b), como sigue:

’ ?

Si (D,f) es un representante de un elemento de Hn m(X,a),

entonces ¢* aplicado a dicho elemento serd la clase en Hn,m(Y’b) de
(D,yf). Se prueba, con las mismas técnicas que en caso c¢lésico, que
dicha definicién no depende del representante escogido, asi como los
lemas que nos aseguran el caracter funtorial, pudiendose enunciar el

siguiente:
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11 Teorema.—rk n €S un funtor covariante, invariante por homotopia up,
’

entre la categorias de los pares de espacios métricos basados (X,A,a)

con A cerrado en X y aplicaciones up como flechas y la categoria de

los grupos con los homomorfismos entre ellos como flechas.

III.3 SUCESION EXACTA DE HOMOTOPIA UP

Sea X un espacio métrico, A un subconjunto cerrado de X y a un
punto de A al que consideraremos como punto base. Vamos a probar la
existencia de una sucesidn exacta formada por los grupos de homotopia
up asociados a la pareja (X,A), al igual que ocurria en el caso
clasico. Para ello, veamos con antelacién, un resultado que nos sera

de utilidad:

1 Proposicidén.- Una aplicacién up representa al elemento neutro de

Hn m(X,A,a) si y sélo si estd relacionado con alguna up-aplicacién

cuya imagen se encuentra en A.

Demostracidn. -

Probaremos que si f:(In—M,«'3In—-M,Jn_1

)—>(X,A,a) es una
up-aplicacidén tal que su imagen estd incuida en A, entonces f esta

relacionada con la aplicacidén constante:

Efectivamente, w:In+l——+In definida por
(tl-t,tz,...,tn) s1t1>t
w(tl, ,tn),t)=
(O,t2,...,t ) en otro caso
Sea ﬁ=w_lM, definimos h:In+1—ﬁ——eX como la composicién fy,

dicha aplicacidén es 1la homotopia deseada entre f y la aplicacidn
constante, y es up por ser composicidén de up-aplicaciones.

El reciproco es obvio.
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2 Teorema.- Sea (X,A,a) en las condiciones antes expuestas, entonces,
existe, de modo natural una sucesidn exacta del tipo:
i* j ¥
e (A,a)——n (x,a)-i—-»
—1—41% (X,4, a)——%n 1,m(A,a)—----»...
donde i¥ y j* son los morflsmos inducidos por las inclusiones

candénicas i:A——X, j:X~—3(X,A).

Demostracidén.-

En primer lugar, tendremos que definir 3; asi si (In—M,f) es
el representante de un elemento de I (X,A,a), 3 aplicado a dicho
elemento estard representado por (In_l—aM:flIn—l—aM). Recuerdese que
flIn—l-aM tiene su imagen en A, y por tanto, como la independencia del
represéhtante es obvia, § estd bien definida y es facil comprobar que
se trata de un morfismo.

Veamos que la sucesidn es exacta, en primer lugar comprobemos
que las imagenes estan incluidas en los nicleos que les corresponden:

La proposicién anterior, nos asegura que j¥*i¥*=0. De la
definicion de 3 se deduce facilmente que 3j*=0. Y, por ultimo
aplicando i*3 a alguna funcidén f, esta misma funcidén nos define wuna
homotopia entre i*j3(f) y la aplicacidn constante.

Probemos, a continuacidén, las inclusiones inversas:

Para ver que el nicleo de j* estd incluido en la imagen de i¥,
sea f:(In-m,aIn)——a(X,a) tal que existe una up-aplicacién H que es
{(n,m)~homotopia entre f y la aplicacién constante, entonces H|In—1xI
define un elemento de Hn,m(A’a) el cual se comprueba, utilizando
argumentos parecidos a los de la proposicién anterior, que es
{(n,m)-homotépico a f en (X,a).

La inclusidén del niGcleo de i* en la imagen de 3 es trivial por
la definicidén de 3.

Por Gltimo, para comprobar que el ndcleo de 3 estd incluido en
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l—aM,Jngl)——f(X,A,a) tal que existe
. -1 . . 2
una homotopia H entre la restriccion de f a R Y y la aplicacidn
. n-1
constante, considerando el pegamiento de H y f a través de I -9M, se

la imagen de j*, sea f:(In—M,In_

obtiene un elemento de Hn m(X,a) que representa la clase de f tal como
’

se observa utilizando una homotopia similar a 1la descrita en la

demostracidén de la proposicidn anterior.

Con argumentos similares a los vistos en la teoria clasica de

homotopia, se prueba:

3 Proposicidén.- Toda aplicacidén up ¢:(X,A)——(Y,B) induce una

aplicacién ¢* entre 1las sucesiones de las parejas, que conmuta de

forma natural con los morfismos de dichas sucesiones.

III.4 GRUPOS DE HOMOTOPIA UP ASOCIADOS A UNA CATEGORIA DE PREBORDISMO

Sea PC la categoria de los poliedros compactos. Al igual que
se hace en [14], dada una categoria de (ZZ,PC)—prebordismo absoluto
(N,o) (entendiendose por una categoria de (Zz,PC)-prebordismo absoluto
a una categoria N con un funtor olvido o sobre PC, que posee las
nociones geométricas de dimensién, suma finita, borde, cilindro y
pegamiento a través de las componentes del borde, cumpliendo las
propiedades andlogas a las nociones correspondientes de las
pl-variedades compactas, ver [15]), podemos definir, al igual que
hicimos en los apartddos III1.1 y III.2, los funtores de homotopia up
i (-;N) entre 1los espacios métricos con aplicaciones up y la

n,m
categoria de los grupos, asi se tiene:

1 Proposicién. -~ Sean (N,o) y (N~,0%) dos categorias de
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(22,PC)—prebordismo absoluto y G:N—aN~ un funtor covariante que
conmuta con los funtores olvido y preserva las nociones que
caracterizan a N, entonces G define una transformacidén natural

G*: 1 (=;N)—— 1 {(-;N7)
n,m : n,m

2 Nota.-

a) Naturalmente Hn,m(—;N) depende de la categoria N, tal como
veremos mas adelante.

b) Al igual que se ha hecho en el caso absoluto, si tenemos
una categoria de (Zz,PC)—prebordismo relativo, podemos definir una
teoria de homotopia up sobre la categoria de los pares de espacios

métricos basados con apicaciones up.

1I1.5 CONSECUENCIAS DE LA SUCESION EXACTA

Debido a la existencia de la sucesidén exacta de homotopia up y
al caracter funtorial, se tienen una serie de corolarios al igual que

ocurria en el caso clésico, veamos algunos de ellos:

1 Teorema.- 31 A es up-deformable sobre X, relativamente al punto a,
en dicho punto, entonces:
Hn’m(X,A,a)znn

m(X,a)+H m(A,a)

n-1,

?

para n>2.

2 Nota.- Obsérvese que por ser A up-deformable a un punto, A ha de ser
compacto en cuyo caso el grupo I%_ m(A,a) coincide con el grupo

1,
Hn_l(A,a).
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3 Teorema.- Si A es up-retracto de X, entonces:
n o (X,a)=n_ (X,A,a)+I_ (A,a)
n,m n,m n,m

r ’ 1
para n22.

4 Corolario.- Si A es up-retracto de X, el grupo T m(X,A,a) es
— ’

abeliano para n22.

5 Teorema.-~ Si X puede ser up-deformado, relativamente al punto a, en
A, entonces:
my omlAa)En, (Xa)em, o (X,A,a)

14 ?

para n2.

Las demostraciones de los teoremas anteriores son directas de
la sucesién exacta y se realizan igual que en el caso clésico. En el

capitulo V, veremos algunas aplicaciones de estos resultados.

También como consecuencia de la existencia de 1la sucesidn
exacta de homotopia up y de la proposicién 3.3, se tiene la sucesidn

de homotopia del triple:

6 Teorema.- Sean X,A,B espacios métricos arcoconexos con BgAgX
cerrados, entonces se tiene la sucesidn exacta de homomorfismos:

> .
ceo—I (A,B)——T  (X,B)—3—
j* n,m n,m

’ 3
~I (X, A) ST L (A,B)—. ..

donde i* y j* son las inducidas por las inclusiones 1i:(A,B)~—3(X,B)
J:(X,B)—(X,A) y 9* es la composicién de a:Hn m(X,A,a)—naHn (A,a)

(X,a).
m

~-1,m

con la inyeccidn candnica 1 m(A,a)——-»IIn

A la sucesidn antZPiér le llamaiémos sucesién exacta de
homotopia up del triple (X,A,B).

Si (X",A",B") es otro triple y ¢:(X,A,B)—»(X",A”,B") es una
up-aplicacién, entonces y* induce una aplicacidén entre las sucesiones

de homtopia up de los triples (X,A,B) y (X ,A”,B7).
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CAPITULO IV

OPERACIONES

En este capitulo se introducen las acciones entre 1los grupos
de homotopia up, asi como el producto de Whitehead, como operaciones
entre grupos de homotopia up. Ademds se estudia un nuevo concepto de
arcoconexién coherente con la teoria de homotopia que hemos

introducido.

IV.1 UP ARCOCONEXION

En este apartado, vamos a introducir el concepto de arco up ¥y
up-arcoconexién, que nos serd util en el desarrollo posterior del

trabajo.

1 Definicién.- Sea X un espacio métrico, a y b puntos de X.

Llamaremos (m,k)-arco de extremos a y b, a cualquier par (Im—P,f)

donde (I",P) es una (m,k)-bola y £:I"-P—3X una aplicacién up tal que
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£(1™ e 10})=a, £(I™ Ik {1))=b y

. i, ... = iy daeee,t
A I AN L t ] )

EREEAY m
siendo i, je{0,1}.

Asi diremos que un espacio métrico es (m,k)-arcoconexo, si
dados dos puntos cualesquiera a y b de X, existe un {(m,k)-arco de

extremos a y b.

2 Nota.~ Obsérvese que si P es vacio y m=1 estamos en 1la definicidn
clidsica de arcoconexidén, por lo tanto, decir que X es (1,2)-arcoconexo

es decir gque es arcoconexo.

3 Ejemplo.- Naturalmente, la (m,k)-arcoconexién no implica la
arcoconexién, para verlo, sea X el espacio constituido por la unién de
los intervalos [0,1) y (1,2], es facil ver que dicho espacio es

{1,1)-arcoconexo a pesar de no ser conexo.

4 Proposicién.- Si X es (m,k)-arcoconexo y m distinto de k entonces X

es arcoconexo.

Demostracidn.-

. . . . m
De las condiciones dimensionales se tiene que I -P es

arcoconexo, de lo cual se sigue el enunciado.

5 Proposicidén.- Sea X un espacio métrico, se verifica:

i) Si X es (n,n)-arcoconexo, entonces es (1,1)-arcoconexo.

ii) Si X es arcoconexo es (m,k)-arcoconexo para cualesquiera m
y k.

iii) Si X es (n,n)-arcoconexo no conexo, entonces no tiene

componentes conexas compactas.

Demostracidn.-

Las dos primeras propiedades se demuestran facilmente.
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Probaremos iii). Sea C(x) la componente conexa de x en X y supongamos
que C{x) es compacto, consideremos un punto y que no esté en C(x) vy
denotemos por C(y) a su componente conexa. Por ser X (n,n)-arcoconexo
y aplicando i), se tiene que X es (1,1)-arcoconexo, luego existe
f:I—{xl,...,xn}——aX up-~aplicacién tal que f(0)=x y f(1)=y. Asi
f([o,xl)) serd un subconjunto cerrado en C{x) (ver proposicién I.2.2
f) cuya antiimagen no es compacta, en contra del hecho de ser C(x)

compacto y f propia.

6 Nota.-

a) Por la proposicién anterior, el unico caso de
{(n,m)-arcoconexién up que en realidad tiene interes es el caso (1,1).

b) Obsérvese que la imagen mediante cualquier aplicacidn up de
un espacio (m,k)-arcoconexo es (m,k)-arcoconexo.

¢) Naturalmente la (m,k)-arcoconexién determina una particién
del espacio, con 1lo que tiene sentido hablar de las componentes

(m,k)-arcoconexas.

7 Teorema.- Si X es (m,k)-arcoconexo, su cierre up es arcoconexo.

Demostracidn.-

Segin a) de la nota anterior, supongamos que X es
(1,1)-arcoconexo. Puesto que un punto de X-X se puede unir con alguno
de X mediante un arco, bastard con ver que dos puntos cuales quiera de
X se pueden unir con un arco en X. Pero esto dltimo se deduce

facilmente de la proposicidn II.2.5.

8 Ejemplo.-

a) El reciproco del teorema anterior no se tiene, Sea, por
ejemplo, X el espacio constituido por todos los nimeros reales excepto
los puntos de la sucesién {1/n} y el cero. Los puntos -1y 2 no se
pueden unir en X mediante ningin (1,1)-arco, ya que entre ellos falta

'3 - Iy . Y b . s
una cantidad infinita de puntos. Sin embargo X coincide con R, como
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es facil comprobar.
b) Igualmente, obsérvese que la arcoconexién up depende de la
métrica del espacio, ya que (1,2)U(2,3) es (1,1)-arcoconexo y

(1,2)U(3,4) no lo es a pesar de ser homeomorfos.

9 Nota.- Al igual que ocurre en el caso clésico, el cardinal de

HO k(X) coincide con el numero de (1,k)-arcocomponentes conexas de X.
3

10 Definicién.~- Decimos que dos (m,k)-arcos (Im—P,f) e (Im~P‘,f‘)
‘ m+1

estdn relacionados, si existe una (m+1,k)-bola (I
(I"x{0NNQ=P y (I"x{1})NQ=P"

¥y h restringida al nivel cero coincida con f y restringida al nivel

-Q,h) tal que:

uno coincida con £, siendo, ademis h(Im-lx{O}xI):a y h(Im'lx{l}xI)=b-

11 Ejemplo.- Si X es el espacio formado por todos los puntos del plano
excepto el origen y consideramos (I,f), (I,f ) donde f y f> vienen
dadas por:
f:{0,1] ———————X
t—————(cos tw,sen tm)
[0, 1]——————X
t——e—>(coOS tT,-sen tw)
(I,f) e (I,f") se pueden considerar como (1,k)-arcos para cualquier k;
la Gnica diferencia estriba en que como (1,2)-arcos estin relacionados

y como (1,k)-arcos para k>3 no.

12 Nota.- Obsérvese que un representante de un elemento del grupo

Hn k(X,a) puede ser considerado como un caso particular de (n,k)-arco
’

(de extremos a y a) y que dos representantes son (n,k)-homotépicos si

y s6lo si estéan relacionados segin lo visto en la definicién 10.
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Iv.2 ACCIONES

En este apartado, vamos a estudiar las acciones entre diversos
grupos de homotopia up, asi como la independencia de la eleccidn del

punto base.

1 Teorema.~ Dados a y b puntos de un espacio métrico X, para mgn.
todo (m,k)-arco C=(Im-P,f) de extremos a y b induce de forma natural
un morfismo
# .
C .Hn’k(X,a)———qnn’k(X,b).

Ademas se verifica, que si C1 y C2 son dos (m,k)-arcos que

estan relacionados entonces Cl*=C2*.

Demostracidn.-

Sea o un elemento de nn k(X,a) y (M,g) .un representante de a.
’
Consideremos

I I— (AT % TIU(T % {0 })

la retraccién natural pl que transforma 1”x {1} homeomorficamente sobre
(1" xD)U(I" x{0}). Sean todas las caras de (3I 'xI) excepto (17x{0}) e
(Inx{O}), las caras consideradas,formaran un espacio homeomorfo a "

Al (m,k)-arco (Im-P,f) lo multiplicamos por o y nos dara una
(n,k)-bola que identificamos con cada una de las bolas ik que

constituyen las caras de (BInXI) antes mencionadas.

~
~.

f——— o=}

- -

P I
;25 !
-
L7 } ]
P 3
V- 1
] .
3 ¢ !
A T
7 t
//I ,/-/ AN \
M
Pl [ TR T

Denotemos por P~ a la unidén de todos los productos de P por
I"™ en cada una de las caras que hemos considerado, al complementario
de P~ en dicho conjunto le llamaremos L. Entonces (Im—P,f) aplicado a

a sera elemento  de Hn k(X,b) representado por (M7 ,g>) donde
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M‘:r_l(LUM)nIQ{l}y g estad definida por:
g(r(x)) si rbdefk{O}
g (x)= _
f(r(x)) en otro caso
A continuacidn, vamos a demostrar, simultaneamente, que la
anterior definicidén no depende del representante de a escogido y que
dos (m,k)-arcos relacionados definen la misma accidén. Sean (In—K,g) y
(In~K‘,g‘) dos representantes de o e (Ian-L,h) una (n,k)-homotopia
entre ellos. Y (Im—P,f), (Im—P,f) dos (m,k)-arcos relacionados por

(ImXI—Q,h‘). Multipliquemos esta Gltima homotopia por i

En In+lXI identificamos la cara InX{l}xI con I'xI-L y cada una
de las caras restantes, excepto Inx{O}XI, IanX{O} e I'xIx{1} con
(ImxI—Q) ", En las caras IanX{O} e Ianx{l} efectuaremos la
construccién anteriormente descrita, y con dichas caras y basandonos
en la retraccién natural

r:In+l

xT—3(3T % {1} xT)U(I"x{1})

volvemos a efectuar la misma construccién.

~\\\InXIx{l}

“ h\\\IHX{l}XI

1"x1x{0}
N (M1-gyx® "

-y e e oy -

IMx{0}x1T

Lo cual nos definird en la cara I'x{0}xI una (n,k)-homotopia
entre las caras I 'x{0}x{0}, que coincide con la construccién de la
accién de (Im—P,f) sobre (In—K,g) e Inx{O}x{l} que coincide, a su vez
con la construccidn de la accién de (Im—P‘,f‘) sobre (In—K‘,g‘).

El comprobar que, efectivamente, C* se trata de un morfismo,
no eéntrafia ninguna dificultad y se realiza igual que en el caso

cléasico.

2 Nota.- En particula, si consideramos cada representante de un
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elemento del grupo nm k(X,a) como un (m,k)-arco de extremos a y a, tal

como vimos en la nota 1.12, tendremos que el grupo Hm k(X,a) actua

sobre el grupo Hn k(X,a) para m€n.

3 Teorema.- Sean a y b un par de puntos de un espacio métrico X. Si
M .
existe un (m,k)-arco C=(I1"-P,f) de extremos a y b, se tiene que, para

todo n m, los grupos Hn k(X,a) y Hn k(X,b) son isomorfos a través de

C*.,
Demostracién.-

Veamos en primer lugar que C* es sobreyectiva. Sea (D7,g”) un
representante de o, elemento de Hn k(X’b)' Considermos el (m,k)-arco
—C=(Im—P,—f) donde -f:I"-P—»X viene definida por

—f(tl,...,tm):f(tl,...,l—tm)

Es fédcil ver que -C*(D”,g”) es un representante de un elemento del

grupo Hn (X,a) que se aplica en (D",g”) mediante C*.

y Kk
Veamos la inyectividad. Si C*(D,g) y C*(D",g") son
(n,k)-homotdépicas, por el teorema 1 se tedrd que -C*(C*(D,g)) que estd
relacionado con (D,g) y -C*(C*(D",g")) que estd relacionado con

(D,g") son {n,k)-homotépicos, con lo cual se concluye el teorema.

4 Nota.- De todas las acciones, evidentemente, 1la que mas interes
puede tener es cuando el (m,k)-arco es un (1l,k)-arco. En ellas nos

centraremos principalmente.

5 Definicién.~ Diremos que X es (n,k)-simple si para cualesquiera par

de puntos a y by (1,k)-arcos C1 y 02 de extremos a y b se verifica

[ el BN}
que C1 C2. n’k(X,a)———-)Hn’k(X,b).

Vamos a tratar de ver, que si X es (n,k)-simple el grupo

I% k(X,b) no depende del punto base:

y



6 Lema.- Sea X (1,k)-arcoconexo. Entonces X es (n,K)-simple si y sélo

si, para algin a de X, Hl k(X,a) actia trivialmente sobre Hn k(X,a).
’ ?
Demostracidén.-
La condicién necesaria es trivial. Veamos la suficiente.

Sean b y ¢ dos puntos de X, Cl y C2 dos (1,k)-arcos de extremos b y c.
Sea C un arco entre a y b. Entonces el (1,k)-arco que resulta de

componer C, C —C2 y -C al que denotaremos CCl(—C2)(—C) es un

1’
representante de un elemento del grupo H1 k(X,a), que actia
trivialmente sobre Hn k(X,a), se tendrd que CCl(—Cz)(—C)*zl de lo cual

3* *
se deduce que Cl ~C2 .

7 Teorema.- Si X (1,k)-arcoconexo y (n,k)-simple y D una {(n,k)-bola,

entonces cualquier aplicacién up f:D—sX tal que f restringida al

borde de D es constante, determina un Unico elemento en Hn k(X,a) para
H

cualquier a de X.

Demostracidn.-

Dado b=f(3D), consideramos un (1,k)-arco de extremos b y a,
entonces f:(D,3D)~—a(X,b) determina un elemento de m, k(X,b) y por el
teorema 1 de n k(X,a). Por ser X (n,k)-simple este elemento no

depende de la eleccidn del (1,k)-arco entre b y a.

Veamos, a continuacién, que se puede llevar a cabo una
construccién muy similar a la efectuada en el teorema 1, pero

considerando el caso relativo:

8 Teorema.- Dados a y b puntos de un cerrado A en X espacio métrico ,
para mgn-1. todo (m,k)-arco C=(Im—P,f) en A de extremos a y b induce
de forma natural un morfismo

(X,A,b).

C*:Hn (X,A,a)——1

YK n,k
Ademas se verifica, que si Cl N C2 son dos (m,k)-arcos que

estédn relacionados entonces Cl*=C2*.
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Demostracidén.-

Sea (M,g) un representante de o elemento de Hn (X,A,a).

Lk

Consideremos .

r I ha— G U™ ko)
la retraccién natural pl que transforma Innlx{l} homeomorficamente
sobre (31" IxT)U(I™ *x{01).

El (m,k)-arco (Im—P,f) lo multiplicamos por " y nos dara
una (n,k)-bola que identificamos con cada una de las caras In+lk
excepto I"x{0}, I"x{1} e I" *x{0}xI. M lo identificamos con I"x{0} de
forma que In“l (la cara de 1" sobre la que la aplicacién no es
constante) caiga sobre la cara comin Inx{O} e In—lx{O}xI. A
continuacién, wutilizando r igual que haciamos en el caso absoluto.
Sea P° el resultado de multiplicar por 1"™ & identificar a cada una
de las caras anteriormente mencionadas, llamaremos L al complementario

de P en dichas caras.

Inx{l}

" (0t
1'% {0}  —

Definimos
F“:r—l(MU(3In_lXI)nL)=K—~+A por
g(r(x)) si r(x)eI™x{0}
F {x)=
f(r{x)) en otro caso
y F‘:r‘”l(MuLux)--—x por
g{r7(x)) si r’(x)eM
F {x)={ fl{r (x)) si r {x)elL
F>(r (x)) si r (x)eK
Asi C aplicado a o estard representado por (r‘"l(MULUK)ﬂInx{l},F‘) y

se prueba, igual que se hizo en el caso absoluto, que esta definiciédn
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no depende del representante escogido.

9 Nota.- En el caso relativo, también se puede conseguir el resultado
equivalente al enunciado del teorema 3, siendo su demostracién muy

similar.

10 Teorema.- Sea (X,A,a) un par siendo A un subconjunto cerrado de X.
El grupo Hl k(A,a) opera en la sucesién exacta de homotopia up de la
b}

pareja (X,A).

Demostracidén.-

Lo Unico que habrad que comprobar, es que la accién conmuta con
el borde. Ahora bien, obsérvese que si (M,g) es un representante de a
elemento de n k(X,A,a) e C=(I-P,f) es un representante de un elemento

’

del grupo (A,a), entonces C*(M,g) esta representado por

It
1,k
1

~“LmuLuk)n1™ 1% {2}, F°) que coincide con (I"TNK,F |17 NK) que es

(r

un representante de C*(3a).

11 Teorema.- Sean f:(X,A,a)-—(Y,B,b) y g:(X,A,a)—(Y,B,b~) dos
up-aplicaciones up-homotépicas. Entonces existe un camino y en B de
b a b tal que:

¥ FHoH.

f*=%g .nn,k(X,A,a)——+Hn,k(Y,B,b) ny2.

La demostracién es la misma que en el caso clésico.
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IvV.3 MODULOS CRUZADOS

Al igual que ocurre con la homotopia clésica, la accidén de

Hl k(A) sobre

, k(X,A) nos proporciona el siguiente:
b ’

H2,k(X’A) es un (Hl’k(A),a)~modulo cruzado. Esto es:

admite a 1 k(A) como grupo de operadores y se tiene una operacidn

1,
a:HZ,k(X’A)—j7nl,k(A)

1 Teorema.-

tal que:
i) 3(£a)=£(da)E"t
ii) (3a)B=a+B-a.

Donde a,BeHz’k(X,A) y EeHl,k(A).

Demostracidn.-

La demostracién de i) se deduce facilmente de la demostracién

del teorema 2.8, sin mas que observar que en la construccidén de £a, el
borde de dicho elemento coincide con la multiplicacién E(aa)g—l.

Veamos ii). Sean o, Bell k(X,A) representados por (D,f) vy

2,
(D>, ) respectivamente. Sean T=InD, T =IAD~ las l-caras que
representan a cada uno de los bordes; por f° y g  representaremos las

restricciones de f y de ga Ty T .

I \\f‘ IT3,.. . I
N £ f ’

V- \ e
£ D £
. N - S
VIIs. VITI IX
S TR
figura 1

Un representante de (30 )8 serd el descrito de 1la siguiente
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forma: Se divide 12 en nueve cuadrados, tal como aparece en la figura
1; D lo concentramos en el cuadrado representado por V; multiplicamos
T por I y lo concentramos en 1os cuadrados 11, IV, VI, VII y IX, de
forma que actie tal como indican 1las flechas en la figura 1.
Efectuamos la misma operacidén con T  en VIII y, por ultimo, hacemos un
abanico con T desde los vértices de I y III que son comunes con V.
Obsérvese que después de realizada toda la construccién, mandamos
todas las caras, excepto I» {0} en el punto base de (X,A), y esta
Gltima cara en A, luego, nuestra construccién nos dard un
representante S de un elemento de n2,k(X’A) gque, en vista de 1la
construccidén realizada en el teorema 2.8 es (3a)B.

Sea ahora a+B-a representado por D concentrado en [0,1/3]xI,
D™ en [1/3,2/3]xI y 07! en [2/3,1]x1, llamemos B al representtante que
resulta de dichas concentraciones.

Queremos probar que los dos elementos descrito son
(2,k)-homotépicos; para ello, probaremos que si consideramos el
elemento (D7, ") de nz,k(X) representado por la resultante de
concentrar B en Ix[0,1/2] y S en 1Ix[1/2,1], de forma que,
identificamos, la Gltima cara Ix{0} de B con Ix{1/2} tal como se

indica en la figura 2; veamos que el elemento asi construido

representa al neutro de I (X).
— 2,k -~ s
£ [f /f/ £ Y |
£ D‘ F-> LE Sy . * R
AN £ AN £ £l * VS
-D -p° |-p7t -D * ot
1
figura 2 figura 3

_ Es evidente que si tomamos un elemento (D,f) que sea como D°
en Ix[2/3,1], como T xI en 1x[1/3,2/3] y como -D" en Ix[0,1/3], dicho
(D,f) representard al elemento nulo de H2,k(X)’ asi tendremos una
homotopia que relaciona (D °,f ") con (D,f) que es igual a (D™ ",f ")
excepto en los lugares que este se comportaba como (D,f), en los
cuales serd la aplicacidn constante en el punto base de (X,A), pero,

es fdcil comprobar, que este Gltimo es un representante del elemento
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neutro de 1, k(X) de lo cual se sigue el teorema.

2 Nota.~ Del teorema anterior se deducen los corolarios cléasicos que
se tienen del hecho de ser un médulo cruzado, para lo cual se puede

consultar [37], entre ellos explicitamos:

3 Corolario.- j*H2 k(X) estd contenido en el centro de H2 k(X,A).

4 Corolario.- i*Hl k(A) actia como grupo de operadores en j*H2 k(X).
? b4

IV.4 PRODUCTO DE WHITEHEAD

Definimos aqui una operacién equivalente al producto de
Whitehead.

La mayoria de los resultados que le siguen no difieren, ni en
enunciado ni en demostraciéon de 1los que se pueden encontrar en

cualquier libro de teoria de ‘homotopia (ver por ejemplo [36]).

it
Hp+1,k(x) y q+1,k(X) que

llamaremos producto de Whitehead, cuyo resultado es un elemento de

II )
(X) y Be q+1,k(X'

1 Teorema.- Existe una operacidén entre

{X). Al producto de Whitehead entre acll .

I
p+q+l,k p+1,k

lo denotaremos por [a,8].

Demostracidn.-

Sean (D,f) y (D7,g) los representantes de los a y B del

enunciado, siendo D=(Ip+1,M) y D‘:(IQ+1,N). Consideremos la

p+1qu+l

(p+q+l)-esfera que es el borde de I (i.e.:

1 .
P XBIQ+1UBIp+lxIQ+1) y en ella anIQ+1UaIp+1xN con la inmersién
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Ip+lxIQ+l,K)

natural, denotemos por S a la (p+g+l,k)-esfera (3 y

llamemos ¢ a su punto base. Definimos f:(S,c)—>(X,a) por
f(x) si XeIp+l, yean+l
7 (x,y)=
gl(y) en otro caso

Asi (S,f”) representa un elemento de I (X) y es facil comprobar

p+g+1,k
que no depende de la eleccidén de los representantes escogidos.

2 Proposicién.- Si y¥:X—Y es una aplicacién up, aer+1 k(X)
Bell (X) entonces se verifica que
q+1,k
3#* - ¥* *
¥*([a,8])=[¥*(a),V (B)]eﬂpmﬂ’k(Y)-

(X), entonces
L,k 1, -1

(@,B]=aBa” "B Enl,k(X)'

3 Proposicidén.- Si a,Bell

Las demostraciones de las dos proposiciones anteriores son
iguales a 1las que se realizaban en el caso cléasico. Veamos, a
continuacidén, un resultado que nos relaciona el producto de Whitehead

con la accidén vista en el apartado 2.

4 Proposicién.- Si acll, k(X) Ber k(X) se verifica que [a,8)}=a*(8)-B.

’ H

Demostracién.-

Se sigue facilmente de las construcciones efectuadas en las

demostraciones de los teoremas 2.1 y 4.1.
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CAPITULO V

ALGUNOS CALCULOS

Naturalmente no tendria sentido el desarrollo de la teoria
aqui presentada, si después fuera imposible el calcular los
invariantes estudiados en algunos casos concretos. En el presente
capitulo nos proponemos llevar a cabo dicha labor; demostraremos
algunos teoremas que nos permitiran el cdlculo de diversos grupos de
homotopia  up. Asi como efectuaremos célculos de grupos en algunos

casos especiales.

V.1 TEOREMA DE SEIFERT-VAN KAMPEN

Para los grupos Hl,2 existe un teorema de Seifert-Van Kampen
con hipdtesis muy similares a las del caso clésico; aunque después
(V.2) conseguiremos una caracterizacién de dicho grupo en funcién del
grupo fundamental de Hurewicz de un espacio construido a partir de X,
el teorema de Seifert-Van Kampen es fundamental en si mismo, dadas las

consecuencias que se deducen de su existencia.



1 Nota.- Sea X:U1 U2 tales que Ul’ U2 y Ul U2 son abiertos arcoconexos

no vacios, de modo que exigimos que Ul U2 sea compacto {(con lo cual

aseguramos que cada uno de los finales de X se encuentre en U1 o en U2

pero no en los dos). Denotaremos a Ul U2 por Uo. Sea a Uo el punto

base (ya que el grupo es independiente de la eleccidén de este por el

teorema IV.2.3), se trata de probar que el diagrama:

=1 >G =
Go=T) ,(U,,2) 5 Gy=l) o(Uyh2)
9y @y
) ]
Glzﬂl,Z(Ul,a) >G=nl,2(X,a)

Verifica que, ademds de ser conmutativo, el diagrama exterior es

cocartesiano. Para ello se utiliza el siguiente:

2 Lema.~ En las condiciones de la nota 1 los grupos uaGi generan G,

para i=0,1,2.

Demostracidn.-

La demostracién es en todo igual al caso clasico, ya que, en

realidad, estamos trabajando con compactos.

3 Teorema.- (de Seifert-Van Kampen) en las condiciones de la nota 1,

el diagrama:

:n > =1
GO 1’2(Uo,a) % G, 1,2(U2’a)
S w
1 w 2
G,=M_ _(U_,a) -1 3G=T_ _(X,a)
1 1,271 N 1,277
es cocartesiano. Es decir, dado el diagrama conmutativo:
G >G
o} 6 2
o}
61 WZ
G1 . 3
1



existe un Gnico morfismo A:G—H tal que el siguiente diagrama es

conmutativo:

Demostracidén.-

La unicidad de ) se deduce trivialmente de su existencia.
Definamos A:G—>H como sigue: dado aeG, por el lema anterior,

se tiene que a=w (pl)...wi (pn) con pj en Gi siendo 1js{0,l,2},

tomamos 1 n J
A(a)=wil(p1)...win(on); |

lo Gnico que habrad que probar &s que esta bien definida. Para ello

bastara con demostrar que si wi (pl)...wi

Wi (Dl)...‘vi (Dn)=l. Consideramos representantgs (I,fi) de P, ¥y sea

(I}f) un re?resentante del producto, que es (1,2)-homotépico mediante

(pn)=1 se tiene que

H:IZ—{xl,...,xn}’a la aplicacidén constante.

Sea € el nimero de Lebesgue asociado al recubrimiento abierto
~1 - - . .
{H (Uo),H 1(Ul),H 1(U2)}; entonces, escogemos un refinamiento
O=s <s.<...<s =1
o 1 n
O=t <t _<...<t =1
o 1 n

de tal modo que el didmetro de R, j:[s Ix[t t.] sea menor que

i-17%1 i-1774
e y ademas todo X esté en el interior de algin Ri,j’ evitandose que
se encuentren dos en el mismo.

El resto de la demostracidén , no difiere, en absoluto de la
demostracién del teorema equivalente para el grupo de Hurewicz de
orden 1. Para dicha demostracién, asi como para el enunciado de las

principales consecuencias vease, por ejemplo [20].



V.2 ESTRUCTURA DEL FUNTOR II

n,m+1

Vamos a dar, en este apartado, un teorema, que nos permitiréd
calcular el grupo Hn m(X) basdndonos en el grupo fundamental de orden.

n de un espacio que obtendremos a partir de X.

1 Nota.- Para obtener el teorema de cédlculo al que nos acabamos de
referir, nos es necesario dar algunas condiciones sobre el espacio X.
A continuacién detallaremos dichas condiciones. X ha de ser un
poliedro euclideo acotado tal que por cada final propio o existe un
*—entorno abierto de a al que llamaremos Ua (ver definicién II.4.1)
cumpliendo las siguientes propiedades:

1) Fr(Ua) es un poliedro compacto, conexo y localmente
arcoconexo.

2) La familia {Ua:ang(X)} es localmente finita.

3) Existe un pl-isomorfismo wa:Lh'_*Fr(Ua)XJ tal que

Fr(Ua)=Fr(Ua)x{O} y w;l es up-aplicacién

4) UaﬂUagzﬁ para cada par de finales propios distintos de X.

Dadas las condiciones anteriores, construimos X a partir de X
como sigue:

Sustituimos cada qx por Fr(g})xI y en Fr(Ua)x{l} efectuamos el
cociente dado por la relacién. "Por cada (x,l)xFr(q])x{l} definimos
fx Ot:J——-—aX como la aplicacidén que a cada T de J le hace corresponder
w;i(x,t). Entonces (x,1) e (y,1) de Fr(Ua)x{l} decimos que estdn
relacionados, si existe un camino que los une en Fr(Ua)x{l} tal que
para todo punto (z,1) de dicho camino se tenga que

lim d(fX o‘(t),fz 0‘(t))=O".

’ ’

Resumiendo: X se obtiene a partir de X sustituyendo Ua por
Fr(U,)xI e identificando en Fr(U,)x{1} los puntos dados en la relacién
anterior. Obsérvese que X puede considerarse como un subespacio
topolégico de X.

Al conjunto que se obtiene de Fr(Ua)x{l} al efectuar la

identificacidén mencionada lo denotaremos por Fy-



2 Definicidén.- En las condiciones de la nota anterior, un punto x de

F en X se dice que es n-LC si para todo entorno U de x en X existe
a

otro entorno V tal que toda aplicacién de una n-esfera en VNX se puede

extender a la (n+l)-bola en UNAX.

3 Nota.- Obsérvese que la definicidén anterior no es mads que una ligera

modificacién que la clasica de final n-LC (ver por ejemplo [27]).

4 Ejemplos.-

1) Sea X el cuadrado unidad abierto, evidentemente X coincide
con el cuadrado cerrado y todos los puntos del tdnico final propio son
1-LC.

2) Si consideramos, ahora, como X el complemento de wun punto
interior en el cuadrado unidad cerrado; X coincidira, de nuevo, con el
cuadrado cerrado, sin embargo el Unico punto del final no serd en esta
ocasién 1-LC, ya que para todo entornc de dicho punto, existe un lazo

en €l que no se anula en X.

5 Definicién.- Dado X verificando las condiciones expuestas en la nota

1, llamaremos n-realizador de X y lo denotaremos por X* al subespacio
de X formado por todos los puntos de X excepto aquellos que estédn en
ax para algin final o y sean 1-LC, con lo cual X sigue estando
incluido en X*. Obsérvese que la construccidén de X* depende del n

particular que estemos estudiando.
Asi en los ejemplos anteriores, en el primer caso X¥ coincide

con X y en el segundo caso con X.

6 Lema.- Existe un morfismo natural O:Hn(x)——eﬂn m(X). Que es

epiyectivo si m=n+1

La demostracién es trivial.



Vamos a tratar de establecer el nucleo de la aplicacién © en

el caso m=n+l; lo cual nos permitira conocer dichos grupos.

7 Teorema.- Si X es tal que verifica las condiciones expuesta en la
nota 1 y, ademds, para cada final o y para cada punto x de F, se tiene

que los puntos de Fr(U,)x {1}, cuya clase es x, es un subpoliedro de

Fr(Ua), entonces los niacleos de © y de i*:Hn(X)———Hn(X*) coinciden.
Demostracidn. -

Sea f:In——éX un representante de nekereo . Ello quiere decir
que existe h:In+l—{xl,..,xr}-+X (n,n+1)-homotopia entre f y la

aplicacidén constante. Veamos, en primer lugar, que h puede extenderse
a X:

Probaremos que si xig{xl,...,xn}zM, cualesquiera dos rayos
u,a‘:J—-oIn+l—M tales que como redes convergen al mismo x, verifican:
lim d(jha(t),jha (t))=0
siendo j la inmersidn de X en X. De no ser asi, denotemos por (xa,l)
y (Xa“’l) a los puntos de X a los que convergen (J,jha) y (J,jha’)
respectivamente. ' Dichos puntos estaran en un mismo FB para algin
final propio B de X y, por continuidad, debe existir un camino en FB
de (xa,l) hasta (Xa"l) formado por los puntos limites de (J,jhy) para
algin Y:J——»In+l—M que como red converge a X - Asi lo Unico que falta

por demostrar es que
lim d(fo’B(t),fxa\,B(t))=0-

Pero por 1la continuidad uniforme, “dicho limite es igual a
limd(a(t), o"(t)) que trivialmente vale cero. Por lo tanto h puede
extenderse a G1n+l——éx.

Supongamos que exista X, en M tal que G(xi) no pertenece a X*,
Esto quiere decir que G(Xi) es un punto de Fa para algin final o, que
es n-LC. Sea U un entorno de G(xi) que no contenga a ninguna de las
imagenes de los restantes puntos de M y V el entorno cuya existencia
nos asegura la definicién 2. Por la continuidad de G, existird un §
real positivo, tal que si Ix—xi|<6 se verifica que G(x)eV.
Consideremos una n-esfera de radio menor que 8 y centrada en X, La

restriccién de G a esta n-esfera determina una aplicacién, que, por la



definicidén de n-LC, se puede extender a la bola que tiene por borde a
dicha n-esfera, estando su imagen en X. Luego asi lograremos definir
G‘:In+1——+X* con lo cual se concluye que neker i*,

Probemos ahora que si n estd en el ker i* entonces se tiene
que neker 6. Vamos a tratar de dar una demostracién similar a la del
teorema 2.3 de [15].

Podemos considerar que f:aIn+1——+X es un representante de n
que se puede extender a w:In+1——+X*. Veamos que se puede conseguir
gue dicha ¢ sea pl-aplicacidn. De las condiciones 2 y 4, se sigue que
X*-X es 1localmente finito en X* y por ser w(In+l) compacto se tiene

que W(In+l

N(X*-X) es finito, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que se reduce a un Unico punto x de Fa para algun final propio
o de X, sea Ua el *-entorno abierto asociado a dicho final. Llamemos
Pl al subpoliedro de Fr(Ua)x{l} formado por los puntos de la clase que
determinan a x.

Obsérvese que, teniendo en cuenta la construccién de X*,
estamos ante la siguiente situacidén: tenemos un cilindro sobre un
entorno regular W de un poliedro Po (la copia de P1 en Fr(Ua)X{O}), de
tal forma que, en la tapa superior, hemos identificado a la copia de
dicho poliedro (a Pl) con un Unico punto x, al espacio resultante le
llamaremos M y a la tapa superior Ml' En dicho Ml eliminamos todos
los puntos excepto x; por Gltimo, denotaremos por Y al espacio que
resulta de ‘M después de esta eliminacién. Teniendo en cuenta que
PO=Pl es un poliedro, el cociente M también lo ser&. Sin embargo Y no
tiene porqué serlo.

Dado un ¢ -entorno N =(N"nW)x[0,e~] de P en M, sea NeN™  un
e-entorno de Po. Entonces, si llamamos A a la clausura de W-N", se
tendréd que la clausura de Wx[0,e]-N (a la que denotaremos por L) es un
entorno regular de A en WxI (L resultard ser de la forma (LAW)x[0,e]).

Ahora bien, el link de x en M es pl-iscmorfo mediante ¥ a la
clausura de 9N-W y se verifica, ademds, que

_ ¥ LAWAN)x[0,e ] ———31k(x;M)
es pl-collar. Entonces, wutilizando el pl-collar y la' estructura
candnica de (st(x;M)—Ml)U{x}, este Qltimo subespacio se puede retraer
a una copia de st{x;M) en Y dejando fijo al punto x.

Ademds esta retraccién se puede extender a Y por Y fuera de



’ i ’ . © Ry v
Fk‘\\~\~A,,//)2 —

st(x;M)-—M1 y se obtiene una retraccidén de Y en un poliedro compacto.

dicha retraccidén compuesta con gy, nos da una nueva homotopia cuya
imagen estéd en un compacto, por lo cual se puede considerar que es una
pl-aplicacién. El resto de la demostracién sigue igual a 1la del

referido teorema 2.3 de [15].

Basandonos en el teorema anterior demostraremos el:

8 Teorema.- Sea X en las condiciones del teorema anterior. Entonces,

se verifica que los grupos I 2(X) y I, (X*) son isomorfos.
b

1 1

Demostracidn. -

El teorema anteriorﬂ nos garantiza que el morfismo natural
W:Hl’Z(X)—————-—anl(X*)
estd bien definido y es inyectivo. Resta por comprobar la
sobreyectividad. ‘

Sea f:Sl——aX un representante de n elemento del grupo Hl(X*).
Utilizando 1las mismas técnicas que en la demostracidén del teorema
anterior, podemos suponer que existe un poliedro P en X*, siendo los
puntos de X*-X que estén en P vértices de este, y tal que la imagen de
S1 mediante f cae en P. Ademds podemos conseguir, basandonos en el
teorema de aproximacidén simplicial (ver teorema I.4.4), que la imagen

de S1 esté en el l-esqueleto de P.

Al ser Fr(Ua) arcoconexo, cada uno de sus simplices de



dimensién cero es cara de alguno de dimensidén uno. Por lo tanto, en
Fr(Ua)x[O,l] cada uno de los simplices de dimensién uno es cara de
alguno de dimensidén dos. Como Po es arcoconexo, su entorno regular en
Fr(UQ)x{O} también lo es. Luego N~ también es arcoconexo, de lo cual
se deduce la arcoconexién de 1lk(x;P), por lo tanto cada uno de sus
simplices de dimensidn cero es cara de alguno de dimensién uno, luego
si tenemos un camino en st(x;P) que empieza y termina en vértices de
1k(x;P), existird otro homotdépico a él, también contenido en 1k(x;P)
que no pasa por X. Por tanto, podemos encontrar una funcién g:Sl——ax

hométopica a f en X*. De lo que se deduce el teorema.

9 Ejemplos.-

1) El teorema anterior no se verifica para los grupos Hn,n+1
siendo n mayor que uno. Veamoslo en el caso n=2:

Sea Y el wedge de una esfera y una circunferencia y Z el cono
sobre Y excepto el vértice, por dltimo, X serad igual a Z unidén con el

disco que tiene por borde la circunferencia considerada.

Evidentemente X* coincide con la unién de X y el vértice del
cono y sugrupo de homotopia de orden dos tiene un elemento no nulo,
representado por la aplicacidén que manda 82 homeomorficamente sobre el
cono de 1la cincunferencia unién con el dis¢o. Mientras, que por el
teorema 7, es facil comprobar que el nicleo de W:HZ(X)——an2,3(X), es
todo el grupo I12()(), luego H2,3(X) es nulo.

2) Los dos Ultimos teoremas nos permiten el cédlculo de los
grupos ﬂn’n+1(x) para numerosos espacios X. Veamos, efectivamente,
que dichos grupos estén intimamente relacionados con la métrica del
espacio:

Sea X igual al cilindro Sli con la métrica producto, se



tendrda que X* coincide con X (en todos los casos), luego, en
particular, el grupo Hl’z(x) serad isomorfo a Z. Sin embargo, si
denotamos por Y al subespacio obtenido después de quitar un punto
interior al disco 82 (espacio que es hoemorfo al X anterior). Al
calcular Y* en el caso n=1l, nos resultarad el disco Bz, de lo que se

deduce gue el grupo Hl 2(Y) es nulo.
b

V.3 EL FUNTOR I
e, 1
Basandonos en los resul tados obtenidos en apartados

anteriores, vamos tratar de profundizar en el conocimiento del funtor

I .
n,l

1 Teorema.- Existe un morfismo V¥:1 (X)—>1 (X).
—_— n,n+1 n,1

Demostracidén.-
El morfismo se define de forma natural, esto es: sea
1 . <
(aIn+ ,) un representante de o elemento de Hn n+1(X)’ que ademas seré

?

un representante de ¥(a). Para probar que estd bien definida dicha
aplicacién, basta con suponer que (81n+1,f) representa al elemento

neutro de Hn n+1(X) y probar que también representa al elemento nulo

b

de Hn’l(X). Asi, sea (81n+l,f) (n,n+1)-homotdpica a la aplicacidn
constante, por Jlo tanto f se puede extender a In+1—M siendo
M:{Xl""’xr} un subconjunto del interior de In+1; llamemos f a dicha
extensidn.

Consideremos un entorno regular Ni alrededor de cada punto X,
1
de M, vamos a probar que f se puede extender a m —}:T——~”£3Ni'

. 1
Se tiene que In+l—}:T—-._%Ni es homeomorfo mediante ¥ a In+ -M

1y
dicho homeomorfismo, por e) de la proposicién I.2.2 es una
up-aplicacién (obsérvese que no es up-homeomorfismo ya que el inverso

no es up-aplicacién). Como cada Ni es una (n+l1)-bola, consideremos la
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n+l

| HO)

T

retraccién de intNi sobre uno de sus radios y la aplicacidén que lleva
cada uno de estos radios en rayos que convergen al Xy correspondiente;
sea ¥  la composicidén de dichas aplicaciones. Definimos
o1l Jan, —>1"1m
i=1l,..,v 1
por
. 1
v(x) si xeI™t —L-————’Ni.

i=l,..,r
0 (x)=

v (x) si XE}ZTTTTTilntNi'
® es una aplicacién up, y por tanto, la composicién f@ es una

extensién de f a In+1—ﬁ~—————JaN..
i=1,..,r 1

2 Ejemplos.-

a) Naturalmente ¥ no tiene porqué ser inyectiva, como prueba
el siguiente ejemplo:

Sea X:Iz—({l/Z}X[l/4,3/4]). El homeomorfismo que nos lleva a
S1 en el borde de I2 es (1,1)-homotdépico con la aplicacidén constante,

ya que el propio espacio X, nos da la imagen de la homotopia.

Sin embargo, no existe ninguna (1,2)-homotopia ya que, si esta
C s . . . . . . . . 2
existiera implicaria la existencia de una up-aplicacidén entre I~ menos

una cantidad finita de puntos y X que llevara el borde en el borde,

V-11



. . . . .. 2
cosa que es imposible, ya que si extendemos dicha aplicacién a I nos
daria una aplicacidén en la que la imagen de un compacto no lo es. Por
lo tanto ¥ en este caso no es inyectiva.

b) Veamos otro ejemplo, que nos prueba que ¥ no tiene porqué

ser suprayectiva. Sea X el espacio formada por Sl menos uno de sus

puntos. Evidentemente el grupo Hl 2(X) es nulo. sin embargo
?

comprobaremos, en el ejemplo 11 que Hl l(X) es isomorfo al producto

libre de dos 22 y un Z.

Naturalmente, podemos dar condiciones sobre X para conseguir

la inyectividad y la sobreyectividad, asi tenemos:

3 Proposicidén.- Sea X un espacio métrico sin finales accesibles,

entonces los grupos Hn m(X) coinciden con los correspondientes grupos
1]

de Hurewicz de orden n, y por 1lo tanto la aplicacién ¥ descrita

anteriormente es isomorfismo en este caso.

Demostracidn.-

Si X es un espacio sin finales, no pueden existir
up~aplicaciones entre ninguna (n,m)-bola no compacta y el espacio X,
luego todos los representantes, asi como todas las homotopias, son

compactos.

Evidentemente, la condicidén exigida a la propecsicidén anterior
es excesivamente fuerte, sin embargo dicha condicién se puede
debilitar y seguir consiguiendo la inyectividad, tal como veremos a

continuacidn.

4 Proposicidén.- Si X es un poliedro euclideo tal que el conjunto de

los finales up es un conjunto de puntos aislados en el cierre X de X,
y para cualesquiera dos representantes f,f :J~>3X de finales distintos

de X se verifica que
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lim d(f(t),f 7 (t))#0

entonces Y es inyectiva.

Demostracidn Si X es un poliedro euclideo verificando la condicidn

expuesta, el cierre de X coincide con el cierre por finales propios,
que por el teorema 1.4 de [16] es un poliedro, Entonces si h:D---X es
una (n,1l)-homotopia entre dos elementos compactos, se puede considerar
que es pl-aplicacidén y siguiendo la demostracidén del teorema 3.1 de

[16] se sigue la proposicién.

5 Nota.- Obsérvese que la sobreyectividad no se puede conseguir con
facilidad, ya que por cada final propio accesible de X, existe un
representante que genera un elemento no nulo de Hn 1(X) (de hecho wun

22). Veamoslo para el caso n=1:

6 Proposicién.- Sea X un espacio (1,1)-arcoconexo. Llamemos A al

conjunto de los finales propios accesibles de X. Entonces el grupo

presentado por {aeA:aa=1} es un subgrupo de Hl 1(X).

Demostracién.-

Probemos primero que efectivamente por cada final de A existe

un representante de un elemento de Hl 1(X). Por ser X
?

(1,1)~arcoconexién el grupo II (X) no depende de 1la eleccién del

1,1
punto base.
Sea f:J—X un representante de un final a de A. Definimos
fa:I—{l/Z}——ax por
2t si te[0,1/2)
fa(t)s
2-2t si te(1/2,1]
Evidentemente dicha up aplicacién no es (1,1)-homotépica con la
aplicacién constante, puesto que no existe ninguna (2,1)-bola (I2,P)
de tal forma que PNIx{O} sea un punto y PNIx{1l} sea vacio.
Por otra parte, siguiendo la demostracién del teorema III.2.9,

es féacil comprobar que el inverso del elemento descrito anteriormente
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coincide con &1 mismo.

Veamos por ultimo, que fa y £ no estén relacionadas si a

1

!
es un final propio de A distinto de a2. En el caso contrario, sea
h:IZ—P~—»X una (1,1)-homotopia entre (I—{1/2},fa )y (I—{1/2},fa ); en

1 2
. 2 .
tal situacidén la componente conexa de (0,0) en I -P, nos proporciona

una relacidn para los finales propios que representan fa [0,1/2) ¥y

1
fa [{0,1/2) que no son otros que a; vy a,-

2

7 Proposicién.- Sea f:D—>X un representante del elemento neutro de

~s
m 1(X), entonces su  extensidn ?:I——QX a las respectivas

completaciones, representa al elemento neutro de Hl(i).

La demostracidén se sigue facilmente de la proposicién II.2.5.

8 Ejemplo.-

1) No todos los elementos de ﬂl’l(X) tienen porqué ser de la
forma expuesta en la proposicidén 6 o la imagen, mediante ¥, de algin
elemento de Hl,Z(X)' Sea, por ejemplo, X el espacio constituido por
la circunferencia menos un punto. Sabemos que el grupo H1,2(X) es
nulo. Sin embargo, por la proposicién anterior la identidad en X nos
representa un elemento de nl,l(x) que es no nulo y que, ademds, no
coincide con su inverso.

2) Naturalmente, el grupo I (X) no coincide con Hl(f) mas

los elementos que nos proporciona i;lproposicién 6. Para ello, sea X
la circunferencia unidad excepto una sucesién de puntos que convergan
al polo norte. En estas circunstancias el elemento de nl(i) que esta
representado por la identidad de 1la circunferencia no tiene

equivalente en (X), vya que en (I,P) P no puede representar a un

o
conjunto infinito de puntos.

3) Obsérvese que si denotamos por X al cilindro Sli, por Y a
la bola cerrada excepto un punto interior y por Z a la bola cerrada
excepto un segmento en su interior; se tiene que son homeomorfos entre

si, pero tienen distintos grupos de homotopia up, asi:

n = =
1’2(x) rrl 2(z) z, I

, 1,2(¥)=0



9 Definicidén.- Llamamos grafo up al espacio topoldgico subyacente a un

complejo simplicial finito de dimensidén unc excepto, posiblemente, un
subconjunto de sus vértices. En un grafo up llamaremos aristas
abiertas, a aquellas que son adyacentes con alguno de los vértices
eliminados. El conjunto de 1los vértices de un grafo up lo
representaremos dando 1la lista de +todos los vértices del grafo,

~

incluyendo a los eliminados y sefialando a estos con un

10 Proposicidén.- Sea X es un grafo up (1,1)-arcoconexo y B el conjunto

de sus arista abiertas, entonces el grupo Hl 1(X) es isomorfo al
b

producto libre de los grupos Hl(X) y el presentado por {agB:aa=1l}.

Demostracidn.-

Obsérvese que X coincide con el espacio topolégico subyacente
al grafo completo. Es evidente que en este caso se puede establecer
una aplicaciédn w:nl(x)-—qnl’l(x), ya que para cualquier elemento de
Hl(X) escogemos un representante tal que la antiimagen de cada punto
de X-X sea un conjunto finito. La inyectividad de y se sigue de la
proposicidn 7. Por d4ltimo se tiene que estos elementos son
independientes de los de {aeB:aa=1} ya que se pueden utilizar los

mismos argumentos utilizados en la proposicidén 6.

11 Ejemplo.- Si X es grafo up con conjunto de vértices E:{xl,x2,23} y
con todas las aristas posibles (luego B tiene dos elementos) se tendra

que 1T l(X) es isomorfo al producto libre de Z y de dos Z

1, 2"




V.4 EJEMPLOS DE CALCULOS

En el presente apartado vamos a llevar a cabo, tal como indica
su nombre, diverso céaculos de grupos de homotopia de espacios
destacados. Asimismo presentamos un resultado que nos relaciona 1los
grupos desarrollados en esta memoria con los introducidos por

Dominguez y Hernandez en [14].

1 Proposicidén.- Sea X espacio métrico con un solo final propio y tal

que X-X esta constituido por un uUnico punto, entonces el grupo Hn,m(X)
coincide con el grupo ﬁn,m(x) introducido en [14] (obsérvese que las
hipdétesis son equivalentes a decir que el final es accesible y
cualesquiera dos representantes up f,f :J—>X verifican que

lim d(f(t),f (t))=0).

Demostracidn.-

Se deduce facilmente sin mas que observar que en las
condiciones anteriores cualquier aplicacidén se puede extender a la

completacién, luego es up-aplicacidn.

2 Ejemplo.- Utilizando la proposicidn anterior y 1los resultados de
[14], podemos calcular los grupos Hn m de los complementos de un punto
en distintos espacios compactos. As% si X es el complemento de wun
punto en la esfera s? se tendré que Hn n(X) coincide con ﬁn n(X) que a

1 ’

su vez es isomorfo a ﬁn n(Rq) que por [14] vale 22 si 1<n<q.

Un espacio cuyos grupos de homotopia up tienen un claro
interés, dado el importante papel que juega a la hora de considerar la
homotopia up es el del intervalo J. Veamos diversos resultados que

nos permiten su céalculo.

3 Proposicidén.- El grupo de homotopia up de J asociado a la categoria




de prebordismo de las seudovariedades (SV), es nulo para m#n.

Demostracién.-

Sea £:S"-P—»J un representante de un elemento de Hn,n—k(J)’
siendo P una seudovariedad de dimensién k. Efectuando un cono sobre
s" obtenemos una (n+1)-bola Bn+1. Habrd que probar que podemos

encontrar una seudovariedad M de dimensién k+1 cuyo borde sea P tal

. n
que f se pueda extender mediante una up-aplicacidn a B +l-—M, lo cual

es equivalente a extender f a f*:Bn+1——+I de tal forma que f*—l(l)zM.
Sea M el cono sobre P (para lo cual se necesita la hipétesis
de k>0, ya que, en otro caso, el cono dejaria de ser seudovariedad).
Cualquier punto de Bn+1 se puede representar, por la construccién cono
sobre Sn, como (x,t) siendo x wun punto de s” y t un punto del
intervalo I, teniendo en cuenta el cociente efectuado. Asi si
representamos por f a la extensién de f a Sn, definimos
f*(x,t)=(1-t)f(x)+t. Es facil comprobar que dicha f* wverifica las
condiciones antes expuestas, luego (Sn—P,f) representa, efectivamente,

al elemento netro de I (X).
n,n-k

b4

4 Lema.- Toda aplicacidén propia f:Sn—M——éJ donde M es un elemento de
dimensién k de una categoria de bordismo como en [13], se puede hacer
homotépica propiamente a una g:Sn-M—-%J donde g[Sn—N es constante y N

es un entorno regular de M, siendo el diagrama

N-MZ3NxJ P J
\jh
J
conmutativo.
Demostracidn.-

Al ser f(Sn—int(N)) un compacto, sea a un punto de J tal que
£(s"-int(N))e[0,a). Entonces la retraccién r:J—sJ que lleva [0,a)] en
el 0 es una equivalencia propia y ?;rfzsn—M——aJ lleva 9N en O. Puesto
que N es el cilindro de q|3N:3N—>M, donde q:N—>M es la retraccién
canénica, se tiene que N-ME3NxJ. Para cada segmento {x}xJ se 1tiene

gue la aplicacidn ?]{X}XJ es homotdpica propiamente a la identidad de



J en J, ya que sélo hay una clase homotopia propia de J a J (ver
. n
[14]). Sea H_ la homotopia asi construida. Definimos H:S -MxI-——3J
por
. n .
0 si xeS -intN
H(x,t)=

Hy(s,t) si (y,s)edNxJ

De esta forma H(x,0) coincide con f(x) y H(x,1)=g(x) verifica las

propiedades deseadas.

5 Proposicidén.- Sea N wuna categoria de prebordismo tal como se

N
presenta en III.5. Entonces los grupos n n_k(J;N) y Yk (grupo de

bordismo k-ésimo, ver [13]) coinciden para kg(n-2)/2.

Demostracién.~

En realidad vamos a probar que coinciden los grupos

(J;N) y oY

k' con lo que, utilizando la proposicién 1, se tiene el

n,n-k
resultado.

Podemos suponer que todo elemento & de 1 J;N) tiene un

n n,n—k(
representante (I -M,f) con la forma dada en el lema anterior.
Definimos

N
. . 1
w.nn (J;N)—> K

de tal forma que V{(a) sera ig&Zlka la clase de M en TE.

Veamos que ¥ es biyectiva. Si existe W tal que 9dW=M, Ila
condicién k&(n-2)/2, nos asegura que se puede sumergir W en Bn+1
mediante la aplicacidén j, de manera que dicha inmersién lleve el borde
de W en el borde de la bola. Entonces f:Sn—M——éJ se puede extender a
f*:Bn+l—W——ﬁJ de lo cual se obtiene que (In—M,f) esta relacionada con
el elemento neutro, luego ¥ es inyectiva.

Para la sobreyectividad, sea [M] un elemento de ﬂﬁ. De
acuerdo con la desigualdad k<(n-2)/2, existe j:M——»Sn inmersién.
Entonces, la aplicacidén natural f:Sn—M——aJ definida como la aplicacidn

g del lema anterior nos garantiza la epiyectividad de V.

6 Notas.-



a) Si utilizamos 1la categoria SV de las seudovariedades.

N
n (N =Y, = i O<kg(n-—- J;N)=2Z,..
Entonces n,n—k(J’N) K 0 si O<kg(n-2)/2 y nn,n( )
b) En general, si N es una categoria tal que vk sea distinto
de cero, entonces Hn n k(J;N) sera distinto de cero.
, N

¢) Obsérvese que Hn m del producto de dos espacios no coincide

necesariamente con la suma de los grupos de homotopia up asociados a

cada espacio, sin mas que considerar X=Y=J.

7 Nota.- Utilizando 1los céalculos efectuados anteriormente y 1los
resultados de I1II1I.6 principalmente, asi como la sucesidén exacta de
homotopia up, podemos llevar a cabo el calculo de algunos grupos de
homotopia up de parejas.

Por ejemplo, sea X el complemento de wun punto en Sq, A=J
inmenrso en X de forma up y supongamos que la categoria de prebordismo

son las seudovariedades.

Sabemos que A es up-retracto de X, con lo cual se verifica que
I =1 (
n’m(X,a) n,m\X,A,a)»rIIn,m(A,a)

para n»2. Ademds si m es distinto de n 1 m(A) es nulo segin la

b
proposicién 3, luego en este caso, Hn m(X,A) es isomorfo a Hn m(X).
’ ’
Por otra parte, si n=mgg, se verifica que T, m(X) coincide con
’

Hn m(A), de lo que se deduce que Hn m(X,A) es nulo en estos casos.
L H



CAPITULO VI

FIBRACIONES UP

Introducimos en el presente capitulo un concepto andlogo al de
fibracién, acorde con nuestra teoria de homotopia. Damos teoremas de
caracterizacién, asi como resultados andlogos a los obtenidos con las
fibraciones cléasicas, entendiendo por tal a las fibraciones de Serre

(ver [20]).

VI.1l FIBRACIONES UP

1 Definicidén.~ Un fibrado up es una terna (E,p,B) de tal forma que E y
B son espacios métricos basados (e y b‘SQs respectivos puntos bases) y
p:(E,e)—>{B,b) es una aplicacién up que cumple la PLHBUP (propiedad
de levantamiento de homotopias up basadas) respecto las (n,q)-bolas
basadas; es decir, dada una (n,q)-bola basada (D,a), una aplicacién up
f*:(D,a)—(E,e) y una relacidén de (n,q)~-homotopia basada
v:(H,a I})—=(B,b) tal que wozpf* (donde por wo representamos a

restringido ¥ a la tapa inferior de H), entonces existe  una
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up-aplicacién V*:(H,axI)~>(E,e) tal que piV*= vy ¢g:f*
D— e 3E
//
Ve
. 7
//VJ)* p
7
H L >

2 Nota.- En lo que sigue, respecto de 1la anterior definicidén, sdlo
consideraremos (n,q)-bolas tal que g>0. Asi dada D=(I",K), I"-|K|

. n
sera denso en I .

3 Teorema.- Dada una up-aplicacién p:E---B las siguientes condiciones
son equivalentes:

a) (E,p,B) cumple la PLHUP respecto las (n,q)-bolas.

b) (E,p,B) cumple la PLHRUP (propiedad de levantamiento de
homotopias relativas up) respecto las (n,q)-bolas; esto es, dada una
(n,q)~bola D, una aplicacién up f*:D-—mE y una relacidn de
{n,q)-homotopia V:H-—B tal que wozpf* y otra relacién entre
(n-1,q)-esferas V:H-—>E con ﬁoz D, tal que $§:f* y p¥=¥|3D, entonces

existe una relacidén V*¥:H—E que es elevacidn de y.

HuD - N
buf* A
Vd
7
yd
Vd
AR P
7

< ¥ >B

c) (E,p,B) cumple la PLHRUP respecto de 1los (n,q)-poliedros

transversos (ver definicién III.1.1) para todo n.

Demostracién.-

Probemos que a) implica b). Dado un diagrama como el del
enunciado, sea @:Ian——éIan el homeomorfismo pl que manda
(17%{01)U(I™xI) en I™x{0}

Se tiene que ©(H)=H" es una relacién de (n,q)-homotopia, cuyo nivel O

es la (n,q)-bola D =8HuD). Sea %, la restriccién de © a HUD y
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consideremos el siguiente diagrama
T )
e 1%
o

1
1

N ~
wé———1m

3

Siendo ¢=W@°l y fr=(Yuf*) Al cumplir (E,p,B) la PLHUP respecto

las (n,q)-bolas, existe una V* elevacidén de ¥ en el diagrama anterior.

Definimos entonces V*=V%*8 que, obviamente, es una elevacidn up de V.
Veamos que b) implica c¢). Sea (X,A) un par de poliedros

transversos X=(K,P) y A=(K",P") y (H,H ) wuna relacién tal que

(HO,Hé):(X,A). Supongamos que tenemos un diagrama conmutativo
H UX = E
H v B

Sea H'=X"UA donde X" es el esqueleto de X de dimensién n
(consideraremos que M—le). Efectuaremos 1la demostracién por
induccidén en n. Asi supongamos que tenemos definida una elevacidén en
(Mn_lxIUXX{O})nH (para n=0 es obvio). Sea entonces ¢ una n-bola de K,
asi (0,0NP) serd una (n,g)-bola de X. Entonces, por la hipdtesis de
induccidn, tenemos definida una elevacién de ¥ en (3oxIYox{0O})NH,
luego estamos en las condiciones para aplicar b), lo cual nos da una
elevacién -de ¢ a (oxI)nNH. Como estas elevaciones son relativas al
borde de cada una de las bolas, se tiene que son todas compatibles
entre si luego se hemos conseguido una elevacién de V¢ a
(M"xIUXx{0})NH.

La demostracidén de que c) implica a) es trivial.
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La siguiente proposicién nos proporciona un método para

encontrar suficientes ejemplos de fibraciones up:

4 Proposicidén.- Sea (E,p,B) una fibracidén (de Serre) donde E y B son

espacios métricos compactos. Para todo A cerrado en B se tiene que
1 (A)—sB-A

ii
B—
",

Fr:I"—oE.  Si H=(I"xI,P") es tal que I'-P=I"x{0}-P", entonces pT*

p:E-p

es una fibracidn up.

Demostracién.-

Sea el diagrama conmutativo

E

1
= (a)
P
v A

|8
o
3 Ie—

Dado D:(In,P) por ser I -P denso en f*¥ tendrd una extensidn
induce una extensidén V¥ de In+l—P‘UInx{O} en B de ¥. Veamos que dicha
extensidén es continua:

Sea x un punto de P‘ﬂInX{O} y consideremos una sucesidn {xn}
en I -P° que converga a x. Por ser g mayor que cero Ix{0}-P" es
denso en IHX{O}, asi sea {xg} una sucesidén en dicho conjunto tal que
{i(x;)} converja también a x. Por la conmutatividad del diagrama se
tendré que w(i(xg)):pf*(x;). Puesto que limli(xA)—xnl vale 0, por la
continuidad uniforme se verificara que

lim d(w(i(x;)),w(xn))=0-
Pero, de ello se deduce que
Lim $(i(x))=lim pf*(x>)=V(x).
luego lim w(xn)=$kx). Ahora bien, In+l—P‘UInx{O} es denso en In+1,
por lo tanto $ se puede extender a $:In+1——+B. Luego tenemos el

siguiente diagrama



) -
%I v 3B

. . .. n
Por ser (E,p,B) fibracidn, existe una elevacidén ¥#*:I xI---E de V.
Considerando la restriccién de ¥* al complementario en IHXI de la
imagen inversa mediante V* de p—l(A) se obtendréd una aplicacidn up que

es elevacidén de V.

Apoyandonos en la proposicién anterior vemos, que al igual que
ocurre en el caso clésico, en el teorema 3 no se puede poner una
cuarta condicidén equivalente que nos diga que (E,p,B) cumple la PLHUP
respecto a cualquier espacio. Tal como se ve con el siguiente ejemplo

basado en uno debido a Brown [6]:

5 Ejemplo.~ Sea E el conjunto de los puntos (x,y) delb plano tal que
xeJ, y=1/n para algin n>o y=x-1. B serd igual al intervalo J y p la

proyeccidén natural.

¢

T 1T

-

Como consecuencia directa de la proposicidn anterior este espacio es
una fibracidén wup; pero si consideramos como X 1los puntos de la
sucesidén {1/n} junto con el cero y las aplicaciones up f:X—>E que a
cada punto x le hace corresponder (1,x) y y:XxI—3B que a (x,t) le
hace corresponder 1/2+1/2t, resulta evidente que ¥ no se puede elevar

a E de forma que al restringirnos a Xx{1} coincida con f.
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Es importante observar que se pueden construir fibraciones
ordinarias con proyecciones up que no son fibraciones up, tal como se

prueba a continuacidn:

6 Ejemplos.-

a) Sea B igual a J, E el cono sobre S1 menos el vértice y p la

aplicacidn

p:E >J

(X, %) pm——— %

B= ). = )

Evidentemente se trata de un fibrado trivial de fibra S1 siendo 1los

puntos bases los sefilalados en la figura.

D= )

Sea D igual al complementario en una bola de dimensidén dos de
una circunferencia incluida en el interior de dicha bola, con el punto
base situado en el polo norte. Denotaremos por A a la componente
conexa de D que no tiene borde y por C a la otra componente. H serd
el complementario en el cilindro 82XI de una semiesfera cuyo borde
estd en BZX{O}. Sea A" la componente de H que contiene a *xI y C~ 1la
otra componente. Definimos f*:D---E como la composicién de las
aplicaciones que mandan A en J y a dicho intervalo en E de manera up,

f* sobre C serd el homeomorfismo que existe entre dicho espacio y E.

VI-6



V:H—>»B 1lo definimos también por componentes conexas, asi sobre A"
sera la composicidén de 1la aplicacidén que retrae SlxI en Sl, a
continuacién, observando que la imagen de A" mediante la anterior
aplicacién sigue siendo homeomorfa a BZxJ, aprovechando dicho
homemorfismo proyectamos sobre J; sobre C serd la retraccidén up sobre

uno de sus radios.

~

T

4

Si existiera ¢*, elevacidén de ¢, su restriccidn a SlxIUBZx{l}
seria wuna aplicacién de una bola de dimensién dos en el cilindro SlxI
que enviaria al borde de dicha bola en una Sl representando un
elemento no nulo de Hl(Sli), cosa que es imposible.

Asi pues, esta es una fibracién cléasica (trivial) con
proyeccién up que no es fibracidn up.

b) En cuanto a la existencia de fibraciones up no triviales,
el siguiente ejemplo nos da un método para conseguir una gran variedad
de ellas.

Si p:S3--——S2 es la fibracién de Hopf (ver por ejemplo [6]),
consideramos

p‘:SSXJ——————————452XJ
(x,th >(p(x),t)

3 . L2 . . . .
entonces (S *J,p~,$ %J) es una fibracién up no trivial.

7 Nota.-

a) El1 ejemplo 6 a), nos proporciona un método para intentar
encontrar fibraciones clédsicas que no sean fibraciones up.

Asi si en una fibracién de Serre (E,p,B) logramos encontrar un
elemento no nulo o de Hn(E) tal que 9{(a)=0, donde G:Hn(E)__élk m(E) es

’
el descrito en el 1lema V.2.6, entonces si (81n+l,f) es un
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representante de o (y por tanto de 9(a)), sabemos gie f se puede

extender a In+1—P. (donde P es un poliedro de dimensién n-m) pero no

a In+l (por ser o no nulo en 1 (E)). Efectuamos un cono sobre la

componente conexa de P y consideramos H:In+1XI—CP, estando CP inmerso

en In+1XI de tal forma que la interseccidén de CP~P con el borde de
In+IXI esté incluida en el interior de In+1x{o}. Si logramos extender
pf:In+l—P~—9B a V:H—sB, tendremos que p:E—»B no es una fibracién up;
de serlo, existiria V*:H—»E elevacidn de V. Ahora Dbien, si
restringimos ¥* a (31n+lXI)U(In+lx{l}), nos daréd una aplicacién de
In+l en E que es extensidén de f, en contradiccidén con el hecho de ser
(81n+l

,f) un representante de un elemento no nulo de Hn(E).

b) Es féacil observar que no es necesario considerar la
construccién que se describe en a) ya que, para nuestros propositos
bastaria con obtener un modelo H:In+lxI—Q tal que la interseccidén de @
con el borde de In+1xI (que ha de coincidir con P) esté incluida en el
interior de In+1x{0}. Sin embargo, la construccién anterior es lo
suficientemente general como para qﬁe pueda utilizarse en muchos
casos.

c) Si P fuese un nimero impar de puntos (o incluso un nimero
par, pero con una cantidad impar de ellos sobre un mismo final) no se
podréd construir nigin modelo con la condicidén expuesta en b). Pero
teniendo en cuenta el teorema V.3.1, podemos considerar siempre 0 (a)=0
en algun Hn,m(E) siendo mpn, con lo cual si n es mayor que 1 se puede

seguir aplicando lo anterior.

VI.2 SUCESION EXACTA ASOCIADA A UNA FIBRACION UP

Vamos a probar, en el presente apartado, la existencia de una
sucesidén exacta de homotopia up asociada a una fibracién up, lo que
nos permitird calcular los grupos de homotopia up de algunos espacios.

En todo el apartado y mientras no se especifique lo contrario,

(E,p,B) serd una fibracién up, b el punto base de B, sz_l(b) y x el



punto base de F.

1 Teorema.- p*:1 (E,F;x)—>I
_— n,m n

m(B;b) es isomorfismo para n>2.
? ’

Demostracidn.-

Veamos que p* es sobre. Sea (D,f) donde D=(In,P)
representante de un a elemento de nn’m(B;b) (obsérvese que al
f—l(b) compacto se tiene que P In=¢). Consideremos D° como una
las caras de In, podemos pensar que P es una relacidn
(n-1,m)~homotopia entre D> y otra (n-1,m)-bola, luego tenemos
siguiente diagrama conmutativo

(D™, *) (E,F;x)

(D, *x1) D (B,b)

un
ser
de
de
el

Entonces, por ser (E,p,B) up-fibracién, existe g:(D,*xI)—E,F,x)

elevacién de f; evidentemente (D,g) representa un elemento B de

Hn m(E,F;x) y por la conmutatividad del diagrama

(E,F,x)

(D, *xI) > (B,b)

se tiene que p*(B)=a.

Veamos que p* es inyectiva. Sea o un elemento de Hn m(E,F;x)
H

tal que p*(a)=0. Un representante de o serad un par (D,g) donde D es

la (n,m)~bola (In,P). Si p*{a)=0 existira H relacién

de

(n,m)-homotopia entre (D,g) e (In,k) siendo k la aplicacidén constante;

esto es, tenemos un diagrama

D SE

H -
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Entonces, por ser (E,p,B) fibracién up, existe una elevacién ¥ de f
que nos dard en (E,F) una relacién de (n,m)-homotopia entre (D,g) y la
aplicacidén que va de la bola en F que es un representante de un

elemento nulo de Hn m(E,F;x), con lo cual se concluye el teorema.

b4

2 Nota.-

a) El teorema anterior también nos da métodos para cédlculos de
grupos de homotopia up de parejas; por ejemplo, sabemos que si E:SIXJ,
B=J y p:E—B es la dada por p(x,t)=t,tenemos una fibracién up, por lo
que Hn’m(81XJ,Sl) coincide con Hn,m(J) grupo este Ultimo que sabemos
calcular.

b) E1 teorema anterior nos asegura que en el caso en el que

(E,b,B) sea fibracién, el grupo Hn m(E,F) es abeliano para n>2.

Como consecuencia inmediata del teorema 1 y de la sucesidn

exacta de homotopia up de la pareja, se tiene el siguiente:

3 Teorema.- Toda fibracidén up (E,p,B) lleva asociada la siguiente
sucesién exacta de homotopia up:

i* p*
ve o=l (F)=—>T (E)——
. n,m n,m
Lon (B)— (B)—. ..
n,m n-1,m

4 Corolario.- Dada una fibracién up (E,p,B) y un diagrama

D = E

H— v B

Cualquier par de elevaciones ¥ y ¢~ de son up-homotépicas.

5 Proposicién.- Sean (E,p,B) vy (E”,p~,B~) fibraciones up vy
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¥:(E,B)~—>(E~,B”) una up-aplicacién que hace conmutativo el diagrama

E m —>E
p <
B ke >B”

Entonces ¥ induce una aplicacidn ¥* entre las sucesiones exactas de

homotopia up asociadas a (E,p,B) y (E°,p ,B").

La demostracién se sigue del teorema 3 y de la proposicidn

I11.4.3.

6 Ejemplos.-

a) Naturalmente, una de las principales utilidades de la
sucesién exacta es el calculo de grupos de homotopia. Por ejemplo:
sea E:Sli, B=J y p como en a) de la nota 2.

Por ser F:Sl, gue es compacto, se tiene que su grupo de
homotopia up de orden (n,m) coincide con su grupo de Hurewicz de orden
n, que es nulo si n22. Luego podemos calcular los grupos Hn’m(S1 J)
utilizando 1la sucesién exacta de homotopia up asociada a (E,p,B). De
’este modo, si n>2 Hn,m(81XJ)=Hn,m(J) (para el caso n=m=2 se puede
comprobar facilmente que el nicleo del morfismo borde es todo H2,2(J),
de lo cual se deduce el isomorfismo anterior en este caso), el cdlculo
de este Q(ltimo grupo ya lo hemos efectuado anteriormente (ver
proposiciones V.4.3 y V.4.5).

Por otra parte, utizando los resultados de V.2 y V.3 podemos

asegurar que I (Sl J) es isomorfo a Z+7Z (S1 J) es isomorfo a

1,1 2¥ T2
Z. Veremos qug de alguna forma, estos grupos caracterizan a todas las
fibraciones up (E,p,J) donde E es homeomorfo a 81XJ.

b) Otro cédlculo interesante es el de los grupos de homotopia
up de S3—Sl, cdlculo que es posible efectuar gracias a la fibracidén up
descrita en d) de la nota VI.1.7. Aqui de nuevo la fibra resulta ser
Sl, con lo que los grupos Hn m(S3—Sl) y Hn m(SZ—{punto}) son
isomorfos, y estos Gltimos grupos lés sabemos calcuiar en muchos casos

(ver ejemplo V.4.2).
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VI.3 FIBRACIONES UP SOBRE J DE FIBRA S1

Trataremos dar una caracterizacién de las fibraciones up sobre
J de fibra Sl. Evidentemente, por ser fibracién up ha de ser
fibracién y por ser J contrdctil el espacio E ha de ser homeomorfo al
producto de Sl por J. Pero, hemos visto en el ejemplo VI.1.6 que el
cono sobre Sl excepto el vértice es un espacio homeomorfo a dicho
producto que no es fibracién up sobre J. Daremos, en primer lugar,
una caracterizacidn algebraica para que E sea fibracién sobre J. A
continuacidén construiremos un ejemplo de un espacio X no up-homeomorfo
a Sli (aunque naturalmente habrid de ser homeomorfo) que es fibraciédn
up sobre J que ademds nos servird de ejemplo para probar que la
proposicién 1.4 no tiene un reciproco, en el sentido de si (E,p,B) es
una fibracién up, su extensién a los cierres (E,p,B) no tiene porqué

ser fibracién.

1 Teorema.- Sea (X,p,J) una fibracién up de fibra Sl’ entonces:

i gin 1,
a) Los grupos Hn’m(X) y Hn (J) son isomorfos €in mHlJJX) y

, M

Hl 1(X) son isomorfos a los grupos Z y Z+Z2 repectivamente.

Demostracidn.-

a) se deduce de la existencia de 1la sucesién exacta de
homotopia up asociada a 1la fibracidén, tal como se vio en a) del
ejemplo 2.6. Asi sélo resta por probar b).

Si nl’z(x) es distinto de Z quiere decir que, al considerar la
clausura X de X (ver V.2), existe un punto de X-X tal que en todo
entorno suyo podemos encontrar un lazo que no se anula. De ello y del
teorema I1.3.9 se sigue que X es up-homeomorfo al cono sobre Sl
excepto el vértice, cosa que, como ya sabemos, es una contradiccidn
con el hecho de ser (X,p,J) fibracién up.

A continuacién calcularemos el grupo I (X). Por 1la nota

1,1
VI.2.7 se tiene que (Sl,f), donde f es la inmersidén de S1 en Slx{O} de
X, es un generador de un Z subgrupo de Hl 1(X). Por la proposicidn
V.3.6, se tiene que 22 es también subgrupo de Hl 1(X). A partir de
b

aqui es facil comprobar que Z+Z_ ha de ser subgrupo de Hl 1(X).
I

2
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Supongamos que Hl 1(X) sea distinto de Z+22, existird un

elemento que estd en Hl 1(X) ¥y que no estd en la suma directa de los
b4

subgrupos generados por la (87,f) anterior y por el descrito en V.3.6.
Ademas, podemos asegurar que existe uno de esos elementos representado
por (I-{1/2},g) {(en caso contrario estaria representado por

- . <x.<...<x < , —{x.}
(I {xl,.. ,xn},g) con O Xy x <1, limitandonos a [0, (x +xn)/2] {xl

1
obtendremos wun representante en 1las condiciones expuestas). Al
componer dicho representante con un representante de un generador de
22, resultard un elgmento no nulo y que no puede ser homotépico a
ninguna (1,1)-bola compacta (por no estar relacionado con ninguno de
los elementos que constituyen el Z+Z2 sefialado). Sin embargo su
transformado mediante p* si es nulo trivialmente segln el cédlculo de

nl,l(J)'

2 Nota.- La caracterizacién algebraica anterior, nos permite asegurar
que algunos espacios como el complementario de un punto interior en
una bola de dimensién dos o el complementario de un segmento en dicha
bola no pueden ser fibraciones up sobre J, a pesar de ser homeomorfos
a Sli. Sin embargo es posible construir ejemplos de espacios no

up-homeomorfos a Sli que si son fibraciones up sobre J de fibra Sl.

3 Lema.- Si Y es homeomorfo a XxJ donde X es un espacio métrico
compacto, entonces si la (n,m)-bola que consideramos en la definicidén
de fibracidn up es compacta, la homotopia y de la misma definicién se

puede elevar.

Demostracidn. -

Por el teorema II.3.9 existe una relacién R en XxI en 1la que
todas las clases son unitarias, excepto tal vez Xx{l} de tal forma que

Y es up-homeomorfo a XxI/R-Xx{1}.

Tenemos que probar que en el diagrama
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n

v

H J

se puede elevar a Y. Pero p&b ser " compacto, la composicidén de f
con el homeomorfismo h:Y-—-X J es up-aplicacién, con lo cual tenemos
el siguiente diagrama de aplicaciones up

" yXx J

H v nJ

Por la proposicién 1.4 se tiene que (XxJ,p,J) es fibracién up, luego
existe Yt H—3XxJ elevacién de V. Asi definimos ¥~ como 1la

.. -1 . . . .
composicidén h "¢ que, evidentemente, es elvacién de .

4 Ejemplo.- Vamos a construir un ejemplo de fibracién up sobre J de
fibra Slno up-homeomorfo a Sli. Sea Y el espacio cociente obtenido de
SlxI al dar la relacidén de equivalencia ((x,y),1)R((-x,y),1) si y>0,
suponiendo que S1 es la circunferencia unidad centrada en el origen y
que hemos utilizado las coordenadas cartesianas. Sea X igual al
complementario en Y de las clases de puntos de Slx{l}, evidentemente
este espacio es homeomorfo a Sli y no es up-homeomorfo puesto que el
homeomorfismo no se puede extender a las completaciones, luego existe

la proyeccidén p:X~——3J. Vamos a probar que (X,p,J) es fibracidn up.

>
1
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Llevaremos a cabo la demostracidén comprobando caso por caso la
definicién de up-fibracidén directamente.

Supongamos que estamos en el caso particular de que la D bola
es I-{1/2} y 1la homotopia H 12—({1/2}xI). Entonces dadas las
up-aplicaciones f y ¢ como en la definicién, construimos ¥~ de H en X
dada por

Vv (s,t)=(q(f(s)),v(s,t))

donde g es la proyeccidén sobre Sl; dicha ¥~ cumple evidentemente las
condiciones de elevacidén del problema. Si tanto la bola como la
homotopia fuesen una variacidén del caso anterior (esto es, si la. bola
fuese wuna (1,1)-bola a la gue sélo le falta un punto y a la homotopia
una linea que uniese dicho punto con otro situado en el lado opuesto),
bastaria con componer Y con el up-homeomorfismo que relaciona dicha
homotopia con el caso expuesto.

Veamos el caso en el que la bola fuese D=I-({1/3}J{2/3}) y 1la
homotopia H=(12,P) donde P es una linea que une estos dos puntos que

faltan en D. Llamaremos E a la extensidn de ¢ a 12.

/n\

X

Llamaremos N a la componente de (0,0) en H y M a 1la otra

componente. Vamos a definir ¥~ de 12 en la completacidén de X (esto
es: en Y), con lo cual aseguramos que su restriccidn es
up-aplicacién. Sabemos que f =f*|[1/3,2/3]:[1/3,2/3]--=Y nos darad un
arco en Y tal que sbélo corta a Y-X en sus puntos extremos, sea ¥:M——-Y
una aplicacién tal que en MnIZX{O} coincida con £~ y tal que la imagen
de WzW(P coincida con Y-X (esto siempre es posible, ya que nos basamos
en la existencia de arcos homotépicos a f~ que recubran todo Y-X);
definimos
Vi Me—— 3y
(S,t)h——————a(qW(s,t),m(s,t)) donde por a

. . 1 . . . .
representamos la proyeccidén en S~ (obsérvese que dicha proyeccién en

VIi-15



general no tendria sentido, pero en este caso si es posible gracias a
la construccién de ¥). De forma similar a como hemos definido ¥~ en
M, definimos ¢~ " :N—3Y por

(q ¥(s,t), V(s,t) si se[1/3,2/3]

vV (s, t)=

(af(s),¥(s,t)) en otro caso
{obsérvese que si en la homotopia faltase alguna linea cerrada, una
circunferencia, las definiciones anteriores seguirian siendo vélidas).

De los dos casos estudiados hasta el momento, es facil deducir
el caso general de (1,1)-bolas, ya que bastaria con dividir I2 en
tantas zonas como fuese necesario, siendo cada una de estas zonas de
alguna de las dos formas descritas anteriormente.

Asi s6lo nos queda por ver que se pueden elevar homotopias
entre (n,m)-bolas siendo n»2. Pero en este caso, si fﬂn—P——éX es una
aplicacidn up, inducira una extensidn ?:In——aY, que ha de ser un
representante de un elemento de Hn(Y) que es nulo, siguiendo el mismo
tipo de razonamiento que en el caso de (1,1)-bolas, podemos definir

una elevacidn de V.

5 Nota.- Vamos a comprobar que el ejemplo anterior es un caso de
homotopia up tal que su extensién a los cierres (Y,p,I) no es

fibracién.

1 . . .
Sea f:5S"—Y la inmersidén natural sobre la circunferencia
seflalada en la figura. Y W:SlxI——él la resultante de identificar *xI
a un punto y componer con la proyeccidén sobre I.

Evidentemente, se tiene el diagrama conmutativo
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1
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v
t 3
1
S 3 >Y
shep—¥ o7
Pero ¥ no se puede elevar ya que de existir una elevacién ¥°, la

contraimagen por ¥V del segmento de Y sefialado como A en la figura
s6lo puede ser el punto de 81XI marcado por p, <Ccosa que va en

contradiccidén con la conmutatividad del diagrama.
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