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Introducciéon

Esta memoria estd destinada al estudio de, esencialmente, dos tipos de conjuntos
de operadores sumantes entre espacios de Banach: los conjuntos uniformemente
sumantes y los conjuntos uniformemente dominados. Dados X e Y espacios
de Banach y p € Rcon 1 < p < oo, todo operador p-sumante 7: X — Y
induce un operador lineal y acotado T (z) € #,(X) — (Tz,) € £(Y) con
Hf” = m(T), donde (V) (¢2 (X)) denota el espacio de las sucesiones en Y
(en X) fuertemente (débilmente) p-sumables. Si IT,(X,Y") designa el espacio de
Banach de los operadores p-sumantes entre X e Y con la norma p-sumante mpy(-) y
M es un subconjunto de IT,(X,Y"), es interesante poner de manifiesto que algunas
propiedades de M se transmiten a M = {f T € M} precisamente cuando M
goza de una propiedad de naturaleza uniforme como la que sigue:

Ve >0 ,
Y(an) € £(X) }ﬁ”"GN: D ITanlP <o, VT €M (4

n>ng

(véase Apeéndice 3.3). Este argumento justifica el estudio de los subconjuntos
de II,(X,Y) que verifican la condicién (). Asi, se dice que un conjunto M en
I1,(X,Y) es uniformemente p-sumante si, cualquiera que sea la sucesién (z,) en
2 (X), se verifica que la serie Y ||Tx,||P converge uniformemente en T' € M.

Una clase especialmente importante dentro de la clase de los conjuntos uni-
formemente p-sumantes es la clase de los conjuntos uniformemente p-dominados.
Un conjunto M en II,(X,Y) es uniformemente p-dominado si existe una medi-
da de Radon positiva u sobre Bx« (la bola unidad del espacio dual X*) con la
topologia débil* tal que

TalP < [ (@ o) duta)
B
para todo z € X y T € M. El interés por este tipo de conjuntos data de la
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Introduccién 4

aparicion del teorema de Grothendieck—Pietsch, que establece la equivalencia en-
tre ambos conceptos cuando tratamos con un tnico operador. Los resultados més
recientes sobre los conjuntos uniformemente p-dominados pueden encontrarse en
[MPi] y [KH]. Asi, en [MPi], se demuestra que M C II;(X,Y’) es uniformemente
1-dominado si y $6lo si (Jycy 7*(By+) esta contenido en el rango de una me-
dida vectorial de variacién acotada y X*-valorada. Por otra parte, en [KH], se
concluye que un conjunto M C IL,(X,Y") es uniformemente p-dominado si puede
encontrarse una constante C > 0 de modo que, cualquiera que sea el conjunto
finito {z1,...,z,} de X, existe @ € M verificando 7,(Q) < C'y

DTzl <> l|Qan|lP
n=1 n=1

para todo T' € M. Ademas, se prueba que tal condicién es necesaria en el caso
particular de que M C IL,(co,cp) ¥ M sea “maximal” respecto de la medida

dominante.

Aparte de éstos, poco se conoce sobre la estructura de tal tipo de conjuntos;
de hecho, no hemos encontrado en la literatura nada mas sobre los conjuntos

uniformemente p-sumantes.

La primera parte de la memoria est4 constituida por el capitulo 1, en el que el
tratamiento de los conjuntos arriba mencionados se lleva a cabo desde un marco
general, esto es, con p € [1,00) y X e Y espacios de Banach cualesquiera. En este
capitulo, se observa que el concepto de 1-sumabilidad uniforme sélo tiene interés
si X contiene una copia de ¢y pues, en otro caso, los conjuntos uniformemente
1-sumantes son exactamente los conjuntos acotados de II;(X,Y) (teorema 1.1.4).
Por ello, en la segunda parte de la memoria (capitulos 2 y 3) se consideran

conjuntos de operadores definidos sobre espacios de funciones continuas.

El capitulo 1 deja entrever que la p-sumabilidad uniforme no es un concepto
excesivamente rico estudiado desde un puﬁto de vista general. Muchos de las
cuestiones que se plantean obtienen una respuesta negativa; en cualquier caso,
tal respuesta se acompaiia, en todo momento, del correspondiente contraejemplo.
Entre otros resultados, en la primera seccién se demuestra que todo conjunto
relativamente compacto en II,(X,Y’) es uniformemente p-sumante pero que, por
contra, no existe relaciéon de implicaciéon con la débil compacidad relativa. Por
otro lado, se comprueba que algunas de las propiedades validas para un operador

sumante aislado no se transmiten a conjuntos de operadores; asi, se proporciona
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un contraejemplo de un conjunto M en IL,(X,Y) uniformemente 1-sumante tal
que M** = {T**: T € M} no lo es. Los resultados més importantes de este capi-
tulo corresponden a la tercera seccion, dedicada a los conjuntos uniformemente
p-dominados, en la que se obtienen dos teoremas de caracterizacion para dichos
conjuntos. En el primero de ellos, el teorema 1.3.2, se facilita una condicion
equivalente en términos “similares” a la que aparece en la definicién de conjun-
to uniformemente p-sumante. En concreto, concluye la equivalencia entre las

siguientes condiciones

(a) M C II,(X,Y) es uniformemente p-dominado.

(b) Para todoe >0y (z,) € £ (X), existe ng € N tal que

Z [Taznll” <e,

nZno

cualquiera que sea la sucesion (T,) en M.

(c) Existe una constante C' > 0 tal que

Z HTnanp < CP sup Z |<m*axn>|p
n—=1 T*e

Bxx n—1

para todo {z1,...,2,} C X y {T1,..., T} C M.

Este resultado permite concluir de forma inmediata que todo conjunto uniforme-
mente p-dominado es uniformemente p-sumante. Por otra parte , la condicion
(c) suministra una util herramienta para decidir sobre la dominacién uniforme
de un conjunto dado. El segundo teorema de caracterizacion (teorema 1.3.10
y corolario 1.3.11), de corte parecido a los resultados de [KH], establece lo si-
guiente: un subconjunto M de IL,(X,Y) es uniformemente p-dominado si y s6-
lo si existe una constante C > 0 de forma que, para cada subconjunto finito
{(#n, Tn): n=1,...,m} C X x M, existe un operador @ € II,(X, {3, ) verifi-
cando my(Q) < C'y

| Toznll < 1Q2nll, n=1,...,m.

En esta seccion también se introducen los conjuntos uniformemente completa-
mente continuos (aquéllos que transforman sucesiones débilmente nulas en suce-
siones fuertemente nulas uniformemente) como herramienta para dar un ejemplo

de conjunto uniformemente 1-sumante que no es uniformemente 1-dominado.
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En el capitulo 2, se consideran conjuntos de operadores definidos en C(f2), el
espacio de las funciones continuas sobre el compacto de Hausdorff 2. Recorde-
mos que todo operador T: €(2) — Y l-sumante tiene asociada una medida
vectorial my sobre ¥ (la o-algebra de los conjuntos de Borel de §2) Y-valorada y
numerablemente aditiva tal que

T(pz/(pme, Vo € C(Q),
Q

siendo |my| (la variacion de mr) tal que |mz|(Q) = m(T) < oo. El resultado
fundamental de la primera seccién consiste en la caracterizacion de los conjuntos
uniformemente 1-sumantes de I1;(C(£2),Y") en términos de sus medidas represen-
tantes. Concretamente, se demuestra que un conjunto acotado M C II; (€(£2),Y)
es uniformemente 1-sumante si y solo si la familia {|mr|: T € M} es p-continua
respecto de alguna medida positiva p (teorema 2.1.1). De forma similar, se ob-
tiene una caracterizacién de los conjuntos uniformemente completamente conti-
nuos en los mismos términos (teorema 2.1.2). De este modo, aunque en el capi-
tulo 1 no se habia obtenido ninguna relacion de implicacién entre ambos tipos
de conjuntos en el marco general, los resultados mencionados permiten afirmar
que ser uniformemente completamente continuo es condicién necesaria para ser
uniformemente 1-sumante en subconjuntos de IT; (€(2),Y) (corolario 2.1.3). Es
por ello por lo que, en el final de la primera seccién, procedemos a estudiar con
mas detenimiento los conjuntos uniformemente completamente continuos. Como
es sabido, para un operador definido sobre un espacio C(£2), ser completamente
continuo, incondicionalmente convergente o débilmente compacto son condiciones
equivalentes; el teorema 2.1.6 manifiesta que tal hecho se transmite a subconjun-

tos de II; (€(£2),Y).

Si €(£2, X') designa el espacio de las funciones continuas sobre €2 X-valoradas,
se dice que un operador T': (2, X) — Y es p-dominado si existe una medida
positiva regular v sobre X tal que, cualquiera que sea f € C(£2, X), se tiene

TP < / 1F @) dv(w). ()

Dinculeanu estudié la clase de los operadores p-dominados en el caso X = R ([Di3]
y [Did]), aunque transcurrié algin tiempo hasta que Pietsch concluyese que los
operadores p-dominados sobre €(£2) son precisamente los p-sumantes ([P] y [P3]).
Asi, la segunda secci6n del capitulo 2 comienza exponiendo que la condicion (xx)
caracteriza a los subconjuntos M de II;(€(2),Y) uniformemente p-dominados,
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siendo la medida v vélida para todo operador del conjunto M (proposicion 2.2.1).
A partir de aqui, se concluye la siguiente caracterizacion: un conjunto M es
uniformemente 1-dominado si y s6lo si existe una medida v positiva regular sobre

Y tal que
Imr(E)|| <v(E) VEe€ X, VT eM

(teorema 2.2.2).

De las observaciones y ejemplos complementarios que aparecen en la ultima
seccion del segundo capitulo, destacamos que la condicién “Y reflexivo” es nece-
saria y suficiente para que, en II;(C(£2),Y), se dé la igualdad entre la clase de
los conjuntos uniformemente 1-sumantes y la clase de los conjuntos relativamente
débilmente compactos (corolario 2.3.1). Por ultimo, se obtiene una condicién su-
ficiente de 1-sumabilidad uniforme para conjuntos uniformemente completamente

continuos (teorema 2.3.4).

En el capitulo 3 se estudian conjuntos de operadores definidos sobre espacios
de funciones continuas vectoriales. Estos conjuntos pueden relacionarse facil-
mente con los considerados en el capitulo anterior utilizando el siguiente he-
cho: todo operador acotado T': €(Q, X) — Y tiene asociado un unico operador
T @(Q) — L(X,Y) tal que

T(pz) = (Thp)z

para cada ¢ € C(f2) y z € X. Esta relacion permite asociar, a cada operador T'
sobre €(£2, X), una medida representante my de manera que my(E) € L(X,Y**)
para cada conjunto de Borel E [Di3]. A lo largo del capitulo, se utilizan de
manera crucial los resultados de Swartz que aparecen en [S2] y, en esencia, el

siguiente
Teorema (C. Swartz, 1973). Sea T: C(Q, X) — Y un operador lineal y con-
tinuo con medida representante my. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) T es 1-sumante.
(b) Para cada E € £, mp(E) € I1(X,Y) y mr tiene m —variacidn finita.

(¢) El operador T": €(Q) — ILi(X,Y) es 1-sumante.

Ademds, se tiene m(T) = m — |m|(Q) = w1 (T%).
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El problema que tratamos en la seccién 3.1 es el de relacionar la 1-sumabilidad
uniforme de un conjunto M C I1; (€(€2, X),Y) con la 1-sumabilidad uniforme de
M = {T*: T € M}, teniendo en cuenta que M' puede considerarse bien en
1, (C(2), L(X,Y)) o en II;(€(2),I1; (X, Y)). No es dificil ver que

) M! uniformemente 1-sumante
M uniformemente l-sumante == (* % %)

en IT, (C(Q), I, (X, Y))
El teorema 3.1.4 pone de manifiesto que tales condiciones son equivalentes (para
todo conjunto M) tnicamente si el espacio X no contiene copia de ¢;. En la
prueba de este resultado se usan técnicas similares a las que utiliza Swartz en [S];
en concreto, las reducciones de X separable y €2 metrizable estdn muy resumidas

pero se incluyen para facilitar la lectura.

En la seccién 3.2, se caracterizan los subconjuntos de II;(€(2, X),Y) uni-
formemente 1-dominados. Un procedimiento estdndar permite probar que si
M C TL(C(Q, X),Y) es uniformemente 1-dominado entonces también lo es M!
en I1;(C(Q),1;(X,Y)) (teorema 3.2.2) aunque, en general, el reciproco no es
cierto; de hecho la equivalencia entre ambas condiciones tnicamente se cumple
cuando X es finito-dimensional (proposicion 3.3.6). El teorema 3.2.4 propor-
ciona la siguiente condicién necesaria y suficiente para que un conjunto M sea
uniformemente 1-dominado en IT;(€(Q, X), Y):

“Existe una medida U positiva regular de Borel sobre ¥ tal que, cua-
lesquiera que sean el subconjunto finito {(z1,71),..., (Tm,Tm)} en
X x M y el conjunto E € ¥, se verifica

> me, (B)zall < 5(E)er (2a)iy)

De la dltima seccion de la memoria, se destaca la proposicion 3.3.2, en la
que, dado un conjunto M C II;(€(Q2, X),Y), se concluye que la 1-sumabilidad
uniforme de M* en I1; (C(€2), £L(X,Y)) (esto es, cuando en I1; (X, Y) consideramos
la norma operador) es equivalente a que M posea la siguiente propiedad:

“Dados € > 0y (f) C €(£2,X) tal que

3C > 0:  sup (Z |lfn(W)l|) <C,
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existe ng € N de forma que

Yo IThI <,

n>mng

para todo T € M.”

Basandonos en este resultado, se efecttia un anélisis en el que se relaciona la
1-sumabilidad uniforme de M y la de M* en II;(€(Q), L(X,Y)) (Y infinito-
dimensional), resultando tales condiciones equivalentes (para todo conjunto M)
cuando II; (X, Y) con la norma operador es cerrado en L(X,Y).



Preliminares y notaciéon

En general, nuestra notacion y los resultados fundamentales en la teoria de ope-
radores y la teoria de la medida vectoriales estan tomados de [Di3],[DJT] y [DU].

A lo largo de la memoria, p serd un ntimero real cumpliendo 1 < p < 00, mien-
.11 ) . .

tras que g € [1, 00] cumplira ~ + — = 1. Sélo consideraremos espacios de Banach
sobre el cuerpo de los niimeros reales. Si X es un espacio de Banach, denotaremos
su norma por || -|| pero, cuando se requiera mayor precisién, utilizaremos también
| - llx. Bx denotaré la bola unidad cerrada {z € X: [[z|| < 1} de X mientras
que, si zg € X y r € R*, B(zg,r) denotar el conjunto {z € X: ||z — x| < r},
es decir, la bola abierta en X centrada en zy de radio r.

Un operador entre los espacios de Banach X e Y sera una aplicacién de X en
Y lineal y continua. La coleccion L(X,Y) de todos los operadores T: X — Y es
un espacio de Banach respecto de la norma ||T'|| = sup,¢p, ||Tz||. Denotaremos
por X(X,Y) (W(X,Y)) el subespacio de L(X,Y") constituido por los operadores
compactos (débilmente compactos), esto es, aquéllos que llevan los conjuntos
acotados de X en conjuntos relativamente (débilmente) compactos en Y.

El operador T: X — Y es p-sumante si existe una constante C' > 0 tal que
m i/p m 1/p
(z nrrxnnp) <0 sup (zux*,w)
n=1 zr€Bxx \ o1

para cada conjunto finito {z1,...,z,} en X. A la menor de las constantes C'
verificando la desigualdad anterior se le llama norma p-sumante del operador T

y nos referiremos a ella por 7,(T). La siguiente es una manera alternativa de

10
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computar la norma 7,(:):

1/p
mp(T) = sup (Z |7 wnll”)

donde el supremo se extiende a todas las sucesiones (z,) en X para la que
SUDg+eB e (Do 1(T7 z,)|P)? < 1. El espacio de los operadores p-sumantes de X
en Y con la norma 7, es un espacio de Banach, que denotaremos por II,(X, Y).

El conocido teorema de dominacién de Grothendieck—Pietsch ([G] y [P3];
[DJT, teorema 2.12]) caracteriza los operadores p-sumantes, relacionandolos con

la teoria de la medida:

Teorema de dominacién (A. Grothendieck, 1953; A. Pietsch, 1967). Un
operador T: X — Y es p-sumante si y solo si existe una medida regular p1 sobre

el compacto Bx« con la topologia débil-x tal que
7ol < [l ) dute)
BX*

para todo © € X. En tal caso, m,(T) = u(Bx~)'?.

Como es habitual, £2 (X ) designara el espacio vectorial de las sucesiones (z,)
en X débilmente p-sumables, esto es, aquéllas que cumplen Y [(z*, zn)|P < 0o
para todo z* € X*. Dicho espacio tiene estructura de espacio de Banach dotado
de la norma

1/p
e((zn)) = sup (Z (=", zn) [P )
z*EBx« n

para cada (z,) € £,(X). Las propiedades que utilizaremos esencialmente sobre
las sucesiones de 2 (X) quedan recogidas en la siguiente proposicion:

Proposicién. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) (zn) € £,(X).

(b) Cualguiera que sea (oy,) € £9 se tiene

E anxn
n

< 0.
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(¢) La aplicacion que asigna

(o) € 49— Zanxn € X

es un operador acotado ((o,) € co— Y, anzn € X sip=1).

La condicion (b) del resultado anterior proporciona, de hecho, una manera
alternativa de computar la €,-norma:

e((zn)) = sup T

(an)Equ

i

Por otra parte, la condicién (¢) permite identificar el espacio de las sucesiones
débilmente p-sumables ¢ (X) con el espacio L(£9, X) (L(co, X) sip = 1).

Si (zn) es una sucesion en X, diremos que la serie ), z,, es débil incondicional

de Cauchy (w.u.c.) si

>

neA

sup
AcF

donde ¥ = {A C N: A finito}. Es sencillo concluir que la serie .z, es w.u.c.
si y solo si (z,) € £5(X), verificAndose ademas:

>

neA

< er((zn))-

1
—2—61((33”)) < sup
AEF

Denotaremos por #(X) el subespacio de #2(X) formado por las sucesiones
en X incondicionalmente p-sumables; es decir, & = (z,) € £(X) si las secciones
g™ = (x1,...,%m,0,...) convergen en ¢ (X). La siguiente proposicion recoge
alguna de las propiedades fundamentales de las sucesiones de /2 (X):

Proposiciéon. Cualquiera de las condiciones siguientes implica a las demds:

(a) (zn) € £,(X).

(b) La serie Z [z, z,)|P es uniformemente convergente en x* € Bx«.
n
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(c¢) La aplicacion que asigna

(o) € 00— Zanmn eX

es un operador compacto ((om) € cog— >, 0ptn € X sip=1).

La condicién (c) de la proposicion anterior permite identificar el espacio de las
sucesiones incondicionalmente p-sumables #(X) con la clase de los operadores
compactos (€9, X) (K(co, X) si p = 1). Por otra parte, para el caso p = 1, el
conocido teorema de Bessaga—Pelczynski ([BPe]; [D, teorema V.8]) asegura que
#(X)=¢(X) siy solosi X no contiene copia de c.

Se designara por #(X) el espacio de las sucesiones (z,) en X absolutamente
p-sumables, o sea, aquéllas que verifican Y ||z,|[P < oo. La norma |[(z,)||(=
I(z)llp) = 2, 1z ||IP)*/P dota a £2(X) de estructura de espacio de Banach.

La relacion entre los espacios definidos arriba viene dada por la siguiente

cadena de inclusiones continuas:
G(X) C B(X) C £,(X).

El teorema de Dvoretzky—-Rogers ([DvRo]; |[DJT, teorema 1.2]) afirma que #(X) =
¢2(X) dnicamente cuando X es finito-dimensional. Por otra parte, el teorema
de Dvoretzky—Rogers en su version débil ([G2]; [DJT, teorema 2.18]) asegura que
el operador identidad en X es p-sumante si y sélo si X es finito-dimensional;
en términos de espacios de sucesiones, #(X) = £ (X) Gnicamente cuando X es

finito—dimensional.

El espacio vectorial de las sucesiones en X fuertemente nulas se denotara por
co(X), el cual es espacio de Banach con la norma [[(z,)]|c(x) = Sup, ||z»|| para
cada () fuertemente nula.

Si K es un conjunto cualquiera, £ denotara el espacio de Banach de las fun-
ciones sobre K escalares y acotadas, equipado con la norma || f||eo = Supgex |f(K)|-
Designaremos por £2 el espacio R™ equipado con la norma {| - |-

Una medida vectorial serd una funciéon m definida en una o-algebra A de
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subconjuntos del conjunto {2 y con valores en un espacio de Banach X tal que
m(Ey U Ey) = m(E;) + m(E,) siempre que E; y E, sean conjuntos disjuntos
en A. La medida m se dice numerablemente aditiva si para toda sucesion (Ey,)
de conjuntos en A disjuntos dos a dos, la serie >, m(Ey,) converge a m(U,, £n)
en X. A no ser que se especifique lo contrario, trataremos s6lamente medidas
vectoriales numerablemente aditivas. Llamaremos medidas escalares a las que

toman valores en el cuerpo de los niimeros reales.

La variacion de una medida vectorial m es la funcién |m|: A — [0, 00]

definida para cada E € A por

[m|(E) = sup (Z Hm(A)II) ,

Aem

donde el supremo se extiende a todas las particiones 7 de F en un nimero finito
de miembros de A. La variacién resulta ser una medida finitamente aditiva. Si
|m|(2) < oo, se dice que m tiene variacion finita o variacion acotada; en tal caso,

la variacion resulta ser, ademéas, numerablemente aditiva.

La semivariacién de la medida vectorial m es la funcion de conjuntos ||mf|: A —

[0, 00| definida para cada E € A por

Iml|(E) = sup (|z* om|(E))

x*EBx*

donde |z* o m] es la variacion de la medida escalar z* o m. Si ||m||(2) < oo, se
dice que m tiene semivariacién acotada o también que m es acotada. En el caso

de medidas escalares, se cumple ||m|| = |m|.

La siguiente lista recoge algunas propiedades elementales de la variaciéon y
semivariacion de una medida vectorial que se usaran repetidamente:

1. Toda medida numerablemente aditiva es acotada.

2. ||m|| es mondtona y subaditiva.

3. [Im(E)|| < |Im|l(E) < |m|(F) para cada E € A.

Una familia {m;: ¢ € I'} de medidas vectoriales se dice uniformemente nu-

merablemente aditiva si, cualquiera que sea la sucesion (E,) de conjuntos en A
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disjuntos dos a dos, se verifica que lim, “ka mZ(Ek)H = 0 uniformemente en
1€ 1. ’

Los tres resultados que siguen, extraidos de [DU], se utilizaran con frecuencia
a lo largo de la memoria. El primero de ellos se enuncia en tal texto para una
familia de medidas uniformemente fuertemente aditiva, concepto equivalente al
de “uniformemente numerablemente aditiva” en el caso de que cada medida sea
numerablemente aditiva. El segundo es debido a Doubrovsky [Do| mientras que
el tercero recoge algunos resultados de Grothendieck y Pelczynski ([G3] y [Pe]).

Proposicion ([DU, proposicion 1.1.17]). Cualquiera de las condiciones si-
guientes sobre la familia de medidas vectoriales {m;: A — X: i € I} implica

a las demds:

(a) La familia {m;: i € I} es uniformemente numerablemente aditiva.

(b) La familia {x* o m;: i € I,z* € Bx«} es uniformemente numerablemente

aditiva.

(c) Si (E,) es una sucesion de conjuntos en A disjuntos dos a dos, entonces

lim,, ||m;(E,)|| = 0 uniformemente en i € I.

(d) Si (E,) es una sucesidn de conjuntos en A disjuntos dos a dos, entonces

lim,, ||m;||(E,) = 0 uniformemente en i € I.

(e) La familia {|x*om;|: i € I,x* € Bx+} es uniformemente numerablemente

aditiva.

Teorema ([DU, teorema 1.2.4]). Sea {m;: A — X: i € I} una familia
uniformemente acotada (respecto de la semivariacion) de medidas vectoriales.
La familia {m;: i € I} es uniformemente numerablemente aditiva si y sdlo si
existe un medida p positiva y finita sobre A tal que {m;: i € I} es uniformemente
u-continua, i.e.,

I (E)|| =
L my(B)]| =0

uniformente en 1 € I.

Si Q es un compacto de Hausdorff, la o-algebra de los conjuntos de Borel de
(2 serd denotado por . Una medida m definida sobre X es regular si para cada
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conjunto de Borel E' y cada £ > 0 existe un conjunto compacto K y un conjunto
abierto O tal que K C E C O y |m||/(O\K) < e.

Proposicion ([DU, lema VI1.2.13]). Sea X una familia de medidas escalares

y regqulares definidas sobre .. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) Para cada sucesion (Oy,) de conjuntos abiertos disjuntos dos a dos se cumple

lim,, u(O,) = 0 uniformemente en p € X.

(b) Para cada sucesion (O,) de conjuntos abiertos disjuntos dos a dos se cumple

limy, |¢|(Or) = 0 uniformemente en p € K.
(c) X es uniformemente numerablemente aditiva.

(d) K es uniformemente regular, i.e., si E € ¥ y e > 0 entonces existe un
compacto K y un abierto O werificando K C E C O y sup,¢x |u|(O\K) <
E.

Se designara por C(€, X) el espacio de Banach de las funciones continuas
sobre el compacto de Hausdorff 2 con valores en X, dotado de la norma del

supremo

1£1l = sup || f (w)l
weN
para cada f € C(£, X); si X = R se escribira €(Q2) en lugar de €(2, X).

Dado E € X, la funcion caracteristica de E se escribird xg. Notaremos
por B(X, X) el espacio de las funciones f: @ — X totalmente medibles, es-
to es, aquéllas que son limite uniforme de funciones escalonadas Zle T XE;
(x1,...,2, € X) respecto de ¥; dicho espacio sera equipado con la norma del
supremo. Nuevamente, si X = R se escribird B(X) en vez de B(Z, X).

En el desarrollo de la memoria, se integraran funciones f en B(%, X) respecto
de una medida vectorial (acotada) m con valores en L(X,Y). Esta integral
se define de la manera habitual para funciones escalonadas respecto de X y se
extiende por densidad a todo B(X, X) [Di3]. En concreto, si ¢ = Z?Zl TiXE;
con ry,...,2 € Xy Fy,..., B, € ¥ disjuntos dos a dos,

k
/ pdm =Y m(E;)z;,
Q o
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siendo tal definicién independiente de la forma en que venga expresada 7 como
funcién escalonada. Ahora, si f € B(Z, X) cualquiera, basta elegir una sucesion

de funciones escalonadas (¢,) tal que ¥, — f uniformemente y definir

/fdmzlim/z/)ndm,
Q noJa

( / f dm no depende de la sucesion (1,)). Si F € X, se escribird
Q

/Efdm=/ﬂfxEdm-

La integral definida anteriormente goza de las propiedades habituales. La siguien-
te relacion recoge alguna de las que se utilizaran con mayor frecuencia:

1. Si f,g € B(X,X) y a, 8 € R entonces

/Qozf+ﬂgdm:/9afdm+/ﬂﬁgdm.

2. Si f € B(%,X)y Ey, E, € ¥ son disjuntos entonces

/ fdm = fdm+ fdm.
E1UE,

E1 E2

3. Sip € B(X) y z € X entonces

/goxdm:x/godm.
Q 0
/fdm
E

para todo E € Ly f € B(3, X).

4. Se cumple
< Ifllsex)llmll(E)

5. Si m tiene variacion finita, cualesquiera que sean E € £y f € B(X, X) se

/ fde < [ 1t

para todo E € ¥y f € B(E, X).

verifica
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Se denotaréd por rbuca(X, X) el conjunto de las medidas vectoriales m sobre
Y X-valoradas, regulares y de variacién finita, equipado con la norma | - |(©2).
El dual de €(2, X) y rbvca(X, X*) son isomorfos isométricamente bajo el par

(F, [) = / fdm, f €@, X), donde F € C(Q,X)* y m € rbvca(X, X*) [FSi,
Q
pagina 735].

Dada una funcién f en B(X, X), la aplicacién v — / f dv define un fun-
)
cional lineal y continuo sobre rbvca(X, X*) = €(Q, X)* con norma || f|| Bz x);

dicha aplicacion permite ver B(%, X) como subespacio de C(€2, X)**

Es inmediato comprobar que toda serie Y. f, w.u.c. en C(£2, X) (o, lo que
es igual, (f,) € £1(C(Q, X))) se caracteriza por las siguientes condiciones:

(i) La serie ), fo(w) es w.u.c. en X, para todo w € (2.

(i) supe; ((fa(w))n) < oo

Las condiciones (i) y (ii) pueden resumirse manifestando que la funcién ®: w €
Q+— (fu(w))n € £L(X) es acotada.

En el caso de una sucesion (p,) en £ (C(£2)), existe una manera muy util de

computar la norma e,:

1/p
ep ((n)) = H (Z I%I”)

eQ)

[DJT, pagina 41].



Capitulo 1

Generalidades sobre conjuntos

uniformemente sumantes

Este primer capitulo consta de tres secciones. En la primera seccién, se estudian
propiedades generales sobre los conjuntos uniformemente p-sumantes. La segun-
da seccion estd dedicada a los conjuntos uniformemente 1-sumantes en I1;(cg, V)
pues, a pesar de ser un caso particular de los conjuntos estudiados en el capi-
tulo 2, las técnicas utilizadas servirdn como punto de partida o referencia para
la bisqueda de caracterizaciones en secciones posteriores, amén de proporcionar
una buena cantidad de contraejemplos. La tercera y ultima seccién trata sobre
una clase especial de conjuntos uniformemente sumantes: los conjuntos uniforme-

mente dominados.

1.1 Conjuntos uniformemente p-sumantes

Definicion 1.1.1 Un conjunto M C IL,(X,Y) se dice uniformemente p-sumante
si, cualquiera que sea la sucesion (z,) en &,(X), se verifica que la seriey ., || Tz, ||P
es convergente uniformemente en T € M, es decir, dado € > 0 existe ng € N tal

D ITza|lP <&

n>ng

que

19
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cualquiera que sea T € M.
Proposiciéon 1.1.2 Todo conjunto uniformemente p-sumante es my-acotado.

DEMOSTRACION: Sea M C II,(X,Y) uniformemente p-sumante. Fijado z €
X, la sucesion (7—%) € /2 (X), por lo que existe N, € N.verificAndose

> ()

V4
<1,

7 (32)

|\Tz|| < N2, VT €M,

P

cualquiera que sea T' € M. En particular, < 1, cualquiera que sea

T € M; por tanto,

y el principio de acotacién uniforme garantiza la existencia de una constante
C' > 0 tal que

IT|| < C', VT e€M.
Para cada T € M, consideremos ahora el operador lineal y continuo T: (z,) €
e (X) — (Tz,) € £(Y), que verifica ||T|| = m,(T) [DJT, proposicién 2.1].
Dado & = (z,) € #,(X), de nuevo existe V; € N tal que Y- -y [Tz.[/P < 1,
para todo T € M, entonces -

T2l = > Tzl

= STzl + > Tzl

n<Ng n>Ng

< TIPS Nl +1

n<Ng

< Ozl + 1

En definitiva, ||TZ|> estd acotado por una constante que sélo depende de Z
cualquiera que sea T'; gracias otra vez al principio de acotaciéon uniforme podemos

concluir la existencia de C' > 0 de forma que
m(T) =T < C

para todo T € M.
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Proposicion 1.1.3 Todo conjunto relativamente compacto en I1,(X,Y) es uni-
formemente p-sumante.

DEMOSTRACION: Sea ¢ > Oby (z,) € £ (X) (podemos suponer sin pérdida de
generalidad €, ((z,)) < 1). Si M C IL,(X,Y) es relativamente compacto, existen

operadores 11, ...,T, en M de forma que
m 1
ep
Mc| BT, —|;
U ( Y2 )
i=1
los operadores T, ...,T,, son p-sumantes, luego existe ng tal que
€ .
Z Tz |IP < o 1T 1,...,m.
n>ng

1

Dado T € M, existe ig € {1,...,m} con mp,(T' — T;,) < %, de donde

l/p 1/p 1/p
(Z 1|T$n||p> < (Z “(T_Tio)xn“p> + (Z ”Tioxn”p)

n>ng n>ng n>no
v
< ’/TP(T - Tio) + —2_
1 1
€p €p
< = -
2 2
1
= E£p

por lo que M es uniformemente p-sumante.

Segtin hemos visto en las proposiciones anteriores, el concepto de p-sumabili-
dad uniforme en IT,(X,Y") es més fuerte que el de acotacion pero mas débil que el
de compacidad relativa. Con los siguientes resultados se muestra que, en general,
es un concepto distinto. La demostracién de la proposicion 1.1.4 es valida para
1 < p < o0; para p = 1 basta sustituir £¢ por cp.

Proposicién 1.1.4 Cualquiera que se el espacio de Banach Y, se verifica que

las condiciones siguientes son equivalentes:
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(a) Todo subconjunto de I1,(X,Y) my-acotado es uniformemente p-sumante.

(b) L9, X) =K%, X) (L(co, X) = K(co, X) sip=1).

DEMOSTRACION: (a)=-(b) Sea U: #2 — X un operador lineal y continuo.
Vamos a demostrar que U es limite de la sucesion de operadores de rango finito—
dimensional (U) en £(¢9, X') donde, para cada k € N, Uy, : £2 — X esta definido
por Uge, =Uep sin < ky Uge, =0sin >k ((e,) es la base canonica de £9).

De la identificacion £(£7, X) = ¢2 (X), resulta que la sucesion (z,) = (Uen)
estd en /£ (X). Fijado yp € Y con |jy|| = 1, la isometria 2* € X* — z* ® yp €
IT,(X,Y) permite ver X* como subespacio de IL,(X,Y). Se tiene entonces, por
hipétesis, que el conjunto Bx+ es uniformemente p-sumante, esto es, dado € > 0,

existe ng € N tal que
Z |(z*, zp) [P < P, Vz* € Bx-.
n>ng

De esta forma, si k > ng y a = (ay,) € Be:

> anzn
(z*, Z QnTr)

n>k

sup 3 [an||(z", &)

*
z*eX nek

i/p
sup_llafle (Z |<w*,xn>|p)

n>k

1/p
(S )

TreEX* n>no
< €

U = Uge|| =

= sup
TrEX*

IN

IA

IN

(b)=>(a) Sea M C II,(X,Y) un conjunto my-acotado, ¢ > 0y (z,) € £,(X).
La condicién (b) garantiza que el operador

Uu. n — X
en —> Tp
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es compacto y, por tanto, también lo es su adjunto U*: X* — ¢P. Si U*(Bx-)

es relativamente compacto en #7, existe ng € N tal que

* ¥ E *
Z HUz* en)|P < Yot Vz* € Bxs,

n>ng

donde C' = supyey (7). Cualquiera que sea T' € M resulta

1/p t/p
<Z”Txn”p) < m(T) sup <Z|<x*>xn>!p>

n>ng T*EBx* n>no

/p
< C sup <Z|(w*,Uen)|p>

T*EBxx 'nZnO

i/p
= C sup (Z|(U*x*,en)|p)

T*EBy» n>no

< €

y M es uniformemente p-sumante.

Observemos que la condicién (b) es equivalente a £ (X) = ££(X); en el caso

particular de p = 1, lo que se afirma es que toda serie w.u.c. en X es incondi-

cionalmente convergente, es decir, X no contiene copia de ¢g. Esto nos llevara a
soslayar el estudio de los conjuntos M C II; (X, Y') uniformemente 1-sumantes en

el caso de X no contenga copia de cg.

Proposicién 1.1.5 Si todo conjunto uniformemente p-sumante de I1,(X,Y) es

relativamente compacto entonces Y es finito—dimensional.

DEMOSTRACION: Fijado z; € X* verificando ||z§]| = 1, la isometria y €
Y — 2 ®y € II,(X,Y) permite ver Y como subespacio de II,(X,Y). Sie >0

y (zn) € 2 (X), existe ng € N tal que

D Kagza)lP <
n>ng
por consiguiente, para cualquier y € By:

Sl u) (@)l = > Kbz PllyllP <e.

n>no n>ngp



Capitulo 1 24

Esto demuestra que By es uniformemente p-sumante y, por hip6tesis, compacto.

a

El reciproco de la proposicién anterior no se tiene, en general. Por reduccién al
absurdo: consideremos X infinito—dimensional y que no contenga copia de cp; asf,
los acotados de IT;(X,R) = X* serfan uniformemente 1-sumantes (proposicién
1.1.4) y, por tanto, relativamente compactos, lo que entra en contradiccién con
que X es infinito-dimensional. El teorema 1.2.3 muestra que si se verifica tal
reciprocoen el caso p=1y X = ¢.

A continuacién, vamos a exponer algunas propiedades de los conjuntos uni-
formemente p-sumantes. La primera proporciona una caracterizacién alternativa
de conjunto uniformemente p-sumante:

Proposicién 1.1.6 51 M C II,(X,Y) es uniformemente p-sumante entonces,
cualesquiera que sean H C 5 (X) relativamente compacto y € > 0, eziste ng € N

> ITz|P <,

n>ng

tal que

para todo T € M y (z,) € H.

DEMOSTRACION: Dado ¢ > 0y H C £ (X) relativamente compacto, existen

zl,...,2™ € H de forma que

m EN

. Ep

2
1=1

donde C' = suppey mp(T). Si M es uniformemente p-sumante, para cada i €

{1,...,m} existe n; € N con

STz < 5‘} VT € M.

n>n;
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Pongamos ng = max{ny,...,nn,}; dada (z,) € H, existe ig € {1,...,m} con
. £p
& ((zn) — 2%°) < 50 Por lo que
1/p 1/p 1/p
(Z IITfEnH”> < (Z |7 (zn — x’”)llp) + (Z |}Tx:3]|p)
n>ng n>no n2ng
1/p
< m(Mey ((xn) - xm) + (Z HTxi?II”)
n>ng
1 1
ep £r
< WPCT)523-+-E?

1
< e

cualquiera que sea T' € M, lo que prueba el resultado.

Debemos hacer notar que la proposicién anterior no es cierta, en general, si
exigimos que la tesis se dé también para conjuntos H relativamente débilmente
compactos. En efecto, sea M = By C II;(#2,R) = 2 y H = {(Bnen): 8= (bn) €
Bp} C £L(£%), donde (e,) es la base canoénica de £2. El conjunto M es acotado
y, por tanto, uniformemente 1-sumante (proposiciéon 1.1.4). Por otro lado, el
operador

S: 2 — L
(Bn) > (Bnen)
es (débil-débil) continuo, por lo que la reflexividad de £2 permite garantizar que
H = S(By2) es relativamente débilmente compacto. Sin embargo, dado k£ € N,
para Ty = e;, € M y 8% = e}, € Bp, obtenemos

S Te(BEen)l = 3 e, Bhen)] = l{ex, ex)] = 1.

n>k n>k

La siguiente proposicién muestra que el estudio de los conjuntos uniforme-
mente p-sumantes puede reducirse al comportamiento de sus sucesiones:

Proposicion 1.1.7 Sea M C II,(X,Y) un conjunto acotado. Entonces, M es
uniformemente p-sumante si y sdlo si cualquier sucesion (T,,) en M admite una

subsucesidn uniformemente p-sumante.
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DEMOSTRACION: Es obvio que si M C IL,(X,Y) es uniformemente p-sumante,
cualquier subconjunto suyo lo es. En el otro sentido, si M no fuera uniformemente
p-sumante, existiria (z,) € £ (X) y € > 0 tales que, para cada k£ € N podemos

encontrar 1 € M de forma que

> I Tizall? > e

n>k

Si (T,) es una subsucesion cualquiera de (T;), para cada j € N obtenemos

ST zall? = 3 1Tk, 2all” > €
n>j n>k;
por lo que (T}) no tiene subsucesiones uniformemente p-sumantes, lo que entra

en contradiccion con la hipotesis.
O

A la vista del resultado anterior, parece interesante poner de manifiesto que
existen conjuntos relativamente débilmente compactos que no son uniformemente
sumantes. Por ejemplo, para cada 8 = (8,) € £* consideremos el operador
Ts: co — £2 definido por T'(a,) = (a, - Bn) ¥y pongamos M = {Tp: 8 € Bp} C
IT5(co, £2) (|[LPe|; [DJIT, teorema 3.5]). Si consideramos ¢* como subespacio de
I15(co, £2), €l conjunto M = By es relativamente débilmente compacto. Sin em-

bargo, cualquiera que sea k € N,

DTl =1,

n>k

luego M no puede ser unifomemente 2-sumante.

La proposicion que sigue prueba que existen conjuntos uniformemente p-
sumantes que no son relativamente débilmente compactos. La demostracién es

analoga a la de la proposicion 1.1.5:

Proposicion 1.1.8 Si todo subconjunto uniformemente p-sumante de IL,(X,Y)
es relativamente débilmente compacto entonces Y es reflexivo.

Nuevamente, es facil ver que, en general, no es cierto el reciproco del resultado

anterior (para p = 1, considérese, por ejemplo, X = £' e Y = R). En el siguiente
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capitulo, se demostraré que si se tiene en el caso p = 1y X = €(2) (corolario
2.3.1).

Terminamos esta seccién estudiando posibles extensiones de propiedades de
los operadores p-sumantes a conjuntos uniformemente sumantes. En primer lugar,
sabemos que un operador T es p-sumante si y solo si T7** lo es [DJT, proposicion
2.19]. Asi pues, es natural preguntarse si un conjunto M es uniformemente p-
sumante si y s6lo si M** = {T*™ : X* — Y : T € M} lo es. Un razonamiento
estandar permite demostrar que M es uniformemente p-sumante si M** lo es.
Desafortunadamente, el reciproco no es cierto, en general: es suficiente tomar
como X el L>®-espacio separable de Bourgain—-Delbaen [BoDe]. Este espacio posee
la propiedad de Radon—Nikodym, luego no contiene copia de ¢y. Sin embargo,
X* es isomorfo a £ y, por tanto, X** contiene una copia de ¢. Sea (e,) la base
canonica de £' y J : £ — X* un isomorfismo. Pongamos T, = Je, € II;(X, R).
El conjunto M = {7}, : n € N} es uniformemente l-sumante por ser acotado
(proposicion 1.1.4). Obsérvese que los elementos de M** son las formas lineales

T z™ e X* — (2™, Je,) € R,

para cada n € N. Si () es la base canénica de ¢, entonces ((J*)7(e})) €
2L (X**). Es facil ya comprobar que M** no es uniformemente 1-sumante: cual-

quiera que sea k € N resulta

DAL (I THED) =D KT 7HeR), Tew)]

n>k n>k
= Z |<€:,6k>| =1L
n>k

En la siguiente seccién veremos que si es cierto el reciproco si X = cg.

Es conocido que, cualesquiera que sean los espacios de Banach X e Y, se
tiene I, (X, Y) C II,(X,Y) [DJT, teorema 2.8]. A continuacién, se proporciona
un ejemplo de que, en cierto sentido, esta propiedad no se extiende a conjuntos

uniformemente sumantes:

Ejemplo 1.1.9 Eziste un conjunto M C II;(£%, %) C Ty(£?, £%) de forma que M
es uniformemente 1-sumante pero no uniformemente 2-sumante.
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Para cada 8 = (8,) € By, consideremos el operador lineal T : £2 — £2 tal que
Tge, = Pren. Obsérvese que

D o Tsenllt =D IBnenl3 =3 187 < 1,

luego cada operador Ty es de Hilbert—-Schmidt y, por ello, 1-sumante ([P3] y
[Pe2]; [DJT, corolario 4.13]). Consideremos el conjunto M = {Tp : B € Bp} C
I1;(#2,£%), que es acotado y, por tanto, uniformemente 1-sumante (proposicién

1.1.4). Sin embargo, cualquiera que sea k € N, se tiene

ITecenlly = 1,
2

n>k

luego M no es uniformemente 2-sumante.

1.2 Conjuntos uniformemente 1-sumantes en
Hl (C(), Y)

Como se ha comprobado en el comentario posterior a la proposiciéon 1.1.4, el con-
cepto de 1-sumabilidad uniforme en II; (X, Y") sélo tiene interés si X no contiene
copia de ¢p. En esta seccién, nos proponemos caracterizar tal concepto en el caso

mas sencillo, es decir, para subconjuntos de II;(cp, Y).

La ventaja del estudio de los conjuntos uniformemente 1-sumantes en I1 (cg, Y)
reside en que este espacio puede identificarse isométricamente con el espacio de
las sucesiones en Y absolutamente sumables, que venimos denotando por £L(Y).
En efecto, si (e,) es la base canénica de ¢, dado T' € TI;(cp, Y), la sucesion (Te,,)

es absolutamente sumable pues (e,) € £ (co). Ademas:

Z [Ten|| < mi(T)ex ((en))

es decir, |[(Te,)|ls < m(T). Si partimos ahora de una sucesion (y,) € £1(Y),
se determina de manera univoca un operador lineal y continuo 7' : ¢g — Y
mediante la asignaciéon Te, = y,, para todo n € N. Otra forma de definir este
operador es poniendo T = Y e} ® Yy, donde (e) es la base canbnica en £' y
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la convergencia de la serie es en L(cy,Y); esto desvela que T es nuclear ([PrP];
[DJT, proposicién 5.23]) y, por tanto, 1-sumante. De hecho, si v4(-) denota la
norma l-nuclear, se tiene

m(T) < wn(T <Z”yn“

por lo que 71 (T) < {[(yn)]l1-

Teniendo en cuenta lo anterior, en lo que sigue nos referiremos a los elementos
de TI;(cp, V) bien como operadores, bien como sucesiones de £2(Y), segiin se crea

mas conveniente.

El teorema siguiente aporta una caracterizaciéon de conjunto uniformemente
1-sumante en II;(co, Y):

Teorema 1.2.1 Un conjunto M C II1(co, Y) es uniformemente 1-sumante st y

solo si verifica las siguientes condiciones:

(i) M es puntualmente acotado, y

(it) para todo € > 0 eziste ko € N tal que Y-, ||Tes|| < e, cualquiera que sea
T eM.

DEMOSTRACION: SiM ¢ (cy, Y) es un conjunto uniformemente 1-sumante,
la condicion (i) es inmediata de la proposicién 1.1.2, mientras que la condicion (ii)
resulta de la definicién de tales conjuntos tomando como sucesién (e,) € £% (co)-

Reciprocamente, sea M un subconjunto de II;(cy,Y) que verifica las condi-
ciones (i) y (ii). Consideremos ¢ > 0y (z") € £.(co) con €((z")) < 1. La
condicién (ii) garantiza la existencia de ko € N de forma que '

S lTeli <3, vIen (1.1)

k>ko

Gracias a la condicién (i), para cada k < ko, existe un nimero real My > 0
verificando ||Tex|| < My, para todo T € M. Por otra parte, al estar (z") en

2L (co) se tiene
Z|xkf ZK‘% )| < oo,
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donde (e}) es la base canénica de £'; asi pues, para cada k < ko existe nx € N tal

PR AR — (1.2)

que

Ahora, haciendo ng = max{ny : k < ko}, resulta

Sz = IS o

n>ng n2>mng
. z(zlxzuweku)
n>ng \ k
s (z |x55|> Tef + 3 (z leI) el
k<ko \n>ng k>ko \n>mno
< Z(lek!) [Tel + Y @) Tel,
k<kg \n>ng k>ko

expresion esta altima que puede hacerse menor que e gracias a (1.1) y (1.2),

cualquiera que sea T' € M.
O

En el siguiente ejemplo, se utiliza el resultado anterior para comprobar que el
conjunto en Iy (cg, £}) que se considera es uniformemente 1-sumante:

Ejemplo 1.2.2 Para cada n, k € N consideremos la sucesion

neg

MR 1
nk? +1 €t

Yp =

y sea M = {y" = (y?)x: n € N}. Obsérvese que

n
;nkz—klz;

1
DAL
k

LL1-
ta
luego y™ € £L(¢') para todon € Ny M C II;(c, £1).

Para demostrar que M es uniformemente 1-sumante utilicemos el teorema
1.2.1. Denotemos por T™ el operador en IT;(cy, £*) correspondiente a y™; si (zy) €
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Cp, entonces

1T (ze) |} =

Z TkYg
k

luego M es puntualmente acotado. Para comprobar (ii), fijemos € > 0y ky € N

" 1
< lelllvil < suplzil 3
k k k

1 .
de forma que } ., 7z <¢& Entonces, cualquiera que sea n € N,

S ITred =Y Il < 30 5 <e

k>ko k>ko k>ko

Es conocido que los conjuntos M relativamente compactos de £.(Y) estén
caracterizados por las dos condiciones siguientes:

(RC-i) el conjunto J,(M) es relativamente compacto en Y, para todo m € N (J,,
denota el operador que a cada (y;) € £L(Y) le asigna y,, € Y), y

(RC-ii) para todo € > 0, existe ko € N tal que > ksko 1Ykll < &, cualquiera que sea
(yk) e M.

Teniendo presente la identificacion anterior entre II;(co,Y) y £1(Y), es facil
obtener las condiciones (i) y (ii) del teorema 1.2.1 a partir de las condiciones
anteriores. Resulta asi una sencilla demostraciéon de que la compacidad relativa
implica la 1-sumabilidad uniforme en el caso particular de II;(¢cy, Y). El siguiente
resultado muestra cuando estos conceptos son equivalentes en IT;(co, Y):

Teorema 1.2.3 Las sigutentes condiciones son equivalentes:

(a) Y es finito-dimensional.

(b) Todo conjunto M C II1(co,Y) uniformemente 1-sumante es relativamente

compacto.

DEMOSTRACION: (a)=>(b) Si M es un subconjunto de II;(co,Y) = £(Y)
uniformemente 1-sumante, entonces es acotado. Para cada m € N, la aplicacién
Jm + £o(Y) — Y es lineal y continuo. Asi pues, J,,(M) es acotado en Y y,
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por hipoétesis, relativamente compacto, con lo que se obtiene (RC-i). Basta ya
observar que la condicién (ii) del teorema 1.2.1 es equivalente a (RC-ii).

(b)=>(a) Es un caso particular de la proposicion 1.1.5. Otra forma, utilizando
la caracterizacion anterior, es la siguiente. Sea (yz) € £L(Y); el conjunto M =
{(y,y1,92,--.) : y € By} C £i(Y) es uniformemente 1-sumante y, por tanto,
relativamente compacto. Asi, By = J;(M) es también relativamente compacto e

Y debe ser finito-dimensional.
O

Para acabar la seccién justificaremos que, si M C IIj(cy,Y) es uniforme-
mente 1-sumante también lo es M*™* = {T**: T € M} C II;(c§*,Y). En efecto,
basta observar que, si T: ¢¢ — Y es un operador lineal y continuo, entonces

T**: {*® — Y acttia de la siguiente forma:

(zx) € £7° —> Zaszek ey,
k

por lo que, un razonamiento anélogo al de la demostracién del teorema 1.2.1, nos

conduce a nuestro objetivo.

1.3 Conjuntos uniformemente p-dominados

Definicion 1.3.1 Un conjunto M C II,(X,Y’) se dice uniformemente p-dominado
si existe una medida de Radon positiva yu sobre el (débil-x) compacto Bx- tal que

Tzl < / 1@ dufa”) (1.3)

para todox € X yT € M.

Si p es una medida como la de la definicién anterior, denotaremos por D, ()
el conjunto de todos los operadores T' € II,(X,Y’) que satisfacen (1.3) para todo
z € X. Es facil comprobar que todo conjunto D,(x) es un disco de Banach, es
decir, es absolutamente convexo, cerrado y acotado (para la norma p-sumante).
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El teorema de dominacién de Grothendieck—Pietsch asegura que un operador
T entre espacios de Banach es p-sumante si y so6lo si existe una medida p como
arriba de forma que se tiene la desigualdad (1.3) para dicho operador; en tal caso,
7p(T) = u(Bx~)/P. Desde la aparicion de este conocido teorema ([G] y [P3]),
hay un gran interés en averiguar la estructura de los conjuntos uniformemente
p-dominados. En [MPi], los autores consideran el caso p = 1 y prueban que
M C II;(X,Y) es uniformemente 1-dominado si y $6lo si Upey T*(By~) esté
contenido en el rango de una medida vectorial de variacion acotada y X *-valorada.
En [KH], se demuestra la siguiente condicién suficiente: “Sea M C IL,(X,Y) y
1 < p < co. Supongamos que existe una constante C' > 0 tal que, cualquiera que
sea el conjunto finito {1, ...,z,} de X, existe @ € M verificando 7,(Q) < C'y

Do ITzal? < Qe P
n=1 n=1

para todo T' € M; entonces M es uniformemente p-dominado”. Ademaés, se prueba
que la condicién anterior es necesaria en el caso particular de que M C IT,(co, co)
y M = D,(p) para alguna medida de Radon positiva u sobre Bp.

El estudio en esta seccion de los conjuntos uniformemente p-dominados de
operadores entre espacios de Banach est4 justificado porque este tipo de conjuntos
constituyen una subclase dentro de la clase de los conjuntos uniformemente p-
sumantes (corolario 1.3.3). Como resultado principal, se obtiene una condicién
necesaria y suficiente para que un conjunto M C II,(X,Y’) sea uniformemente

p-dominado (teorema 1.3.10 y corolario 1.3.11).

Comenzamos exponiendo algunas maneras alternativas de comprobar que un

conjunto es uniformemente dominado:

Teorema 1.3.2 Las condiciones siguientes son equivalentes para un subconjunto
M deII,(X,Y):

(a) M es uniformemente p-dominado.

(b) Para todo e >0 y (z,,) € £(X), existe ng € N tal que

> I TazallP <,

n>no

cualquiera que sea la sucesion (T,) en M.
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(c) Eziste una constante C > 0 tal que

ZHT 2ol <7 sup 3 6o, 2o

By n=1

para todo {z1,...,zm} C X y{Th,..., T} C M.

DEMOSTRACION: (a)=>(b) Sea M un conjunto uniformemente p-dominado y
u una medida de Radon positiva verificando (1.3) paratodoz € X y T € M.
De forma parecida a la demostracién del teorema de factorizacion de Pietsch
en [LPe| y [Ma] (véase también [DJT, teorema 2.13|), podemos obtener, para
todo T € M, operadores Ur: LP(u) — €%, ., ||Ur|| < p(Bx-)"/?, y un operador
V: X — L°(u) que hacen conmutativo el siguiente diagrama

x 5oy i
Vl EBy*oo

ip
Lo(p) — L)
Aqui 7, es la inyeccién canénica de L®(u) en LP(u) e iy la isometria de Y en
£, definida por iy (y) = (4", ¥))yeby.. Dado e > 0y (z,) € £,(X), podemos
garantizar la existencia de nyg € N de tal modo que

Z”’LPOV:C”HP< ( )

n>no

puesto que i,0V es p-sumante. Entonces, si (T,,) es una sucesién en M, se cumple

YTl = Y- Ny o To)zallP = Y (U, 0p 0 V)anl?

n>ng n>no n>no

< p(Bx) Y o ViaallP < e.

n>ng

(b)=>(c) Si un conjunto M satisface (b) entonces es acotado para la norma
operador (como en la demostracién de la proposiciéon 1.1.2); ademés, dada & =
(x,) € £2(X), podemos encontrar ny € N verificando

Z | Toza|lP < 1

n>ng
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cualquiera que sea (7,,) en M. En consecuencia,

Y ITzall? + Y I Tozall” < sup || > llzall? + 15

n<no n>ng n<ng
VT

K3

—’

en definitiva, cualquiera que sea & € £ (X) existe una constante K; > 0 cumplién-

dose

S I Twaall < K, Y(T) CM. (1.4)
Consideremos ahora los operadores lineales
T: (z,) € (X)) — (Tyz) € £(Y)

para cada T = (T,) en M. Tales operadores tienen grafo cerrado. Ahora, la

desigualdad (1.4) se traduce en
T3k < Kz, VT CM.

El principio de acotacién uniforme asegura la existencia de una constante K > 0
tal que ||f|] < K, para todo T C M; es decir,

1/p
(Z ”Tnmn“p) < Kep(xn),

para todo (z,) € #(X) y (Tp) en M.

(c)=>(a) Esta parte de la demostracion es similar a la prueba del teorema
de dominacion de Grothendieck—Pietsch en [LTz] (véase también [DJT, teorema
2.12}). Dados A = {T3,...,Tn} C My B = {z1,...,2m} C X, se define la
funcién ¥4 g: Bx» — R como

m
U4 p(x (ZI (z*, zn)| ) —ZIITnan”
n=1

para cada z* € X*. El conjunto P cuyos elementos son las funciones ¥4 p es,
obviamente, subconjunto de €(Bx:). Ademas, P es convexo: si A, A"y B, B’
son subconjuntos finitos de M y X, respectivamente, y 0 < o < 1, entonces
aVap+ (1—a)Vyp = Vg, donde A" = AUA y B" = a'?B U (1 -
a)/?B'. Por otra parte, la condicién (c) garantiza que P es disjunto del cono
N={® € C(Bx-): ®(z*) <0,Vz* € Bx-}; al ser N abierto y convexo, la version
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geomeétrica del teorema de Hahn—Banach proporciona una medida g € C(Bx~«)*
y una constante K tal que,

(1, ®) < K < {u, ¥)

para todo ® € Ny ¥ € P. Observemos que K < 0 pues la funcién idénticamente
nula estd en P; por otro lado, K > 0 pues las funciones constantes negativas
estan en N. Como p es una forma lineal continua, (u, ¥) > 0 para toda ¥ > 0
en C(Bx«); asi pues, podemos suponer que y es una medida positiva de Radon
sobre By« y escribir

/BX* ¢ du(z*) <0< / U du(z*)

Bx*

para todo ® € Ny ¥ € P. Si evaluamos la expresion anterior con funciones de
P de la forma ¥y} (3 con T € My z € X, resulta

0< / ("9 = T=P) du(a)

y M es uniformemente p-dominado.

La condicién (b) del resultado anterior nos permite concluir el siguiente

Corolario 1.3.3 Todo conjunto M C IL,(X,Y) uniformemente p-dominado es
uniformemente p-sumante.

Debemos observar que la condicién (b) del teorema tltimo es, en cierto senti-
do, cercana a la que caracteriza a los conjuntos uniformemente p-sumantes (defini-
cién (1.1.1)). Vamos a ver, sin embargo, que existen conjuntos uniformemente
sumantes que no son uniformemente dominados. Previamente, vamos a hacer

referencia a un nuevo tipo de conjuntos.

Denotaremos por V(X,Y) la clase de los operadores completamente continuos
de X en Y, es decir, la clase de los operadores que llevan sucesiones débilmente

nulas en X en sucesiones fuertemente nulas en Y.
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Definicién 1.3.4 Un conjunto M C V(X,Y) se dice uniformemente completa-
mente continuo s: para cada € > 0 y cada sucesion (z,) débilmente nula en X

existe ng € N tal que || Tz, || < €, para todo n > ng y T € M.

Proposicion 1.3.5 Todo conjunto M C IL,(X,Y) uniformemente p-dominado

es uniformemente completamente continuo.

DEMOSTRACION: El hecho de que TI,(X,Y) ¢ V(X,Y) [DJT, teorema 2.17]
permite comparar ambos tipos de conjuntos.

Si M C II,(X,Y) es uniformemente p-dominado, existe una medida p de
Radon positiva sobre By« tal que

IWWSL (@, )P du(a”),

para todox € X y T € M. Dado € > 0 y (x,) débilmente nula en X, definimos

las funciones
.fn M BX* R R

z* o [z* z)P

para cada n € N; la sucesion (f,) C L'(u) verifica las hip6tesis del teorema de la
convergencia dominada, luego (f,) — 0 en L'(x). Por tanto, existe ng € N tal

que, si n > ng, se tiene

ITenll < [ e, 2P du(e”) = [l < 2%

Para espacios X que no contienen copia de cg es muy sencillo obtener ejemplos
de conjuntos uniformemente sumantes que no son uniformemente dominados:

Ejemplo 1.3.6 Ezisten conjuntos uniformemente sumantes que no son uniforme-
mente dominados.

Si X no contiene copia de ¢y, el conjunto M = By. C X* = II;(X,R) es uni-
formemente 1-sumante (proposicion 1.1.4). Si, ademaés, exigimos a X que no
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posea la propiedad de Schur, existira en dicho espacio una sucesién débilmente
nula pero no fuertemente nula, por lo que M = Bx« no puede ser uniformemente

completamente continuo y, ain menos, uniformemente 1-dominado.
A continuacion, se da otro contraejemplo para el corolario 1.3.3 con X = ¢q:

Ejemplo 1.3.7 Eziste un conjunto uniformemente 1-sumante en Il;(co, cp) que
no es uniformemente 1-dominado.

1 *

— (e} ® e,) para cada n € N, donde (e,) y (e}) son las bases
n

canonicas de cy y £, respectivamente. Observemos que

> ITaenl = -

k

Pongamos T, =

1 .
luego m1(T,) = —. Utilizando el teorema 1.2.1 se deduce que (7;,) es uniforme-
mente 1-sumante. Como aplicacion del teorema 1.3.2 veamos, sin embargo, que
la sucesion (73,) no es uniformemente 1-dominada: dado k£ € N se tiene

S Teall =3

n>k n>k

lo que contradice la condicion (b) del citado teorema.

En el ejemplo anterior, se ha proporcionado un ejemplo de conjunto que, aun
siendo relativamente compacto, no es uniformemente 1-dominado. En relacién a

esto, se deduce el siguiente teorema:

Proposicion 1.3.8 Cualquiera que sea el espacio de Banach'Y, se tiene que las

condiciones siguientes son equivalentes:

(a) Todo subconjunto relativamente compacto de II,(X,Y) es uniformemente

p-dominado.

(b) X es finito-dimensional.
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DEMOSTRACION: (a)=>(b) Por reduccién al absurdo, supongamos que X no
tiene dimension finita; el teorema de Dvoretzky—Rogers (débil) garantiza la exis-
tencia de una sucesion (z,) en £ (X) de modo que ), ||2,|[P = oco. Consideremos

una sucesion (ay,) € ¢ tal que

S ol P = oo (15)

si (z}) es una sucesion en Bx« tal que ||z,|| = (zf,z,), entonces (anz)) es
fuertemente nula en X*. Asi pues, el conjunto (a,z};) es relativamente compacto
en X*(— II,(X,Y)) y, por hipotesis, uniformemente 1-dominado. El teorema

1.3.2 garantiza que
> lanPllzall =D Kenah, 2P < oo,
n n
que entra en contradiccion con (1.5).

(b)=-(a) Es inmediato teniendo en cuenta que /£ (X) = £(X).

Debemos senalar que no existe, en general, ninguna relacioén entre el concepto
de conjunto uniformemente sumante y el de conjunto uniformemente completa-
mente continuo en operadores sumantes. Asi, si X no contiene copia de ¢q y
no posee la propiedad de Schur, Bx- es uniformemente 1-sumante pero no es
uniformemente completamente continuo, tal y como se pone de manifiesto en el

ejemplo 1.3.6. Por otra parte tenemos el siguiente

Ejemplo 1.3.9 Eziste un conjunto M C II;(cy, £?) uniformemente completa-

mente continuo que no es uniformemente 1-sumante.

Sea A = (\;) una sucesion de £2 que no sea absolutamente sumable. Para cada
m € N, podemos considerar el operador T}, : ¢ — 2 definido por Tj,ex = ey si
k <my T,er =0 para k > m; tales operadores tienen rango finito—dimensional,
luego M = (T,,) C II;(co, #?). Dado € > 0 y una sucesion (z") débilmente nula
en cg, sea ky € N de forma que

S < (19)

207’
k>ko
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donde C = sup,, ||z"||. Al ser (z) débilmente nula en ¢y, se tiene que |z7| — 0
cualquiera que sea k € N; por tanto, podemos garantizar la existencia de un
ng € N verificando

€
< ——— Vn>ng, k=1,...,k —1. 1.7
l kl \/§H>\||2 n -~ Ny 0 ( )

Ahora, si n > ng, tenemos

IIme"llz =

n
mC€k

m
=> |z, VmeN.

Si m < kg, la desigualdad (1.7) nos permite escribir

2
Tm n||2 A 2 < 2
Il T ” < E :2“)\H2l kI £,

mientras que si m > ko, mediante (1.6) y (1.7) podemos deducir

m
T l* = > laf PNl + D okl

k<ko k=ko

<L |u||2"\'“'2+022w|2
k<ko

< 45
2 2

< €2

En definitiva, hemos encontrado un ny € N de forma que, si n > ng, entonces
|T:nz"|| < € cualquiera que sea m € N, por lo que M es uniformemente comple-
tamente continuo. Sin embargo, tal conjunto no es uniformemente 1-sumante; si
lo fuera, existiria ng € N tal que, para todo m € N,

S Pl = 3 Tneall < 1,
n=ng n>ng

lo cual es imposible pues A no es absolutamente sumable.

A modo de comentario y antes de pasar al resultado central de esta seccion,
mostramos como puede definirse un conjunto M C II;(X,Y’) uniformemente 1-
dominado a partir del concepto de conjunto uniformemente 1-sumante. Fijada
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& = () € £L(X), para cada sucesion T = (T,,) en M podemos definir el operador
A%: o — Y
en +— Tpx,

Denotando por A el conjunto de todas las posibles sucesiones de operadores en
M, la condicion (b) del teorema 1.3.2 es equivalente a la siguiente:

(b’) Para toda 2 = (z,) € £L(X), el conjunto de operadores {A;%: Te A} es

uniformemente 1-sumante en II;(cg, V).

Pasamos ya a exponer una caracterizacién de los conjuntos uniformemente

p-dominados:

Teorema 1.3.10 Sea Y un espacio de Banach sin cotipo finito. Las condiciones

siguientes son equivalentes para un subconjunto M de I1,(X,Y):

(a) M es uniformemente p-dominado.

(b) Eziste una constante C > 0 de forma que, para cada subconjunto finito
{(xn,Tp): n=1,...,m} C X x M, eziste un operador Q € II,(X,Y)
verificando m,(Q) < C' y

[Tozall < |Qzall, m=1,...,m.

DEMOSTRACION: (a)=(b) Por hipétesis, existe una medida de Radon positiva
1 sobre By« tal que

ITal| < ( / e du(x*))l/p (18)

para todo z € X y T € M. Como el espacio Y no tiene cotipo finito, Y contiene
a los espacios /0 uniformemente ([MaPs|; [DJT, teorema 14.1]); es decir, para
cada € > 0 y m € N, existe un isomorfismo J,,, de £ sobre un subespacio de Y’
verificando ||/ = 1y ||Jml| < 1+ ¢ para todo m € N.

Dados {z1,...,zm} C X y {T1,...,Tn} C M la desigualdad (1.8) nos dice

que

| Tazal| < </BX (=", zn) [P d#(w*))l/p, n=1...,m (1.9)
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Para cadan = 1,...,m, tomemos g, € LI(u) tal que ||gn|lzeqny =1y
1/p
([ tearaue) = [ @ anEae). @0
Bx* BX*

De (1.9) y (1.10) obtenemos
| Tyl g/ (%, ) gn(z*) dp(z*), n=1,...,m. (1.11)

By
Pongamos y, = Jne,, siendo (e,)™ , la base candnica en £5°. De esta forma,

puede definirse el operador Q): X —> Y por

=3[ o) dule))

n=1

Dicho operador es p-sumante por tener rango finito-dimensional; puede obtenerse,

incluso, una estimacion de 7,(Q):
sup |{y", Z (/ (z*, z)gn(z") du(ﬂ)) Yn)
y*EBy« Bx+

< sup Z( [ e o YNdula) ) 16", )

y*EByx
m 1/p
< sup Z( / |<x*,x>|”du(l’*)> gm0 0" )]
Yy E€By« | Byxx
1/p m
= (z*,z)|Pd su * Yn
[ tearane) s S i)

<

(L.
< ([ 1o ordute ))WIIJ;II
(/.

BX*
1/p
o P aule)) (e
BX*
En consecuencia, resulta

o<t < ( [ ) 1<x*,x>|pdu<x*>)1/p (1+e),

de donde se deduce facilmente que 7,(Q) < pu(Bx«)Y?P(1 +¢).

Finalmente, necesitamos demostrar ||Thz,|| < ||Qz,| para n = 1,.
Pongamos y = € o J-!, donde (eX)™, es la base canénica de ({3)* =~ £ ;
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observemos que ||yi|| < 1 para n = 1,...,m. Si volvemos a denotar por y} la
extension de Hahn—-Banach de e} o J' a Y, resulta

1Qzall 2 [{Yn, Q)

- X (/ () du(x*)> )

=1

(/ <$ mn gz 33
BX*

e
ST
z ( / ()i ")

> | Twznll,

yn,yl

7

1

-
{]

I
INgE

<en7ei

1

la dltima desigualdad gracias a (1.11).

(b)=(a) Sean (z,) € £(X)y (T,) C M. Por hipétesis, para cada m € N
existe un operador @, € II,(X,Y") verificando 7,(Qn) < C'y [|[Tnzn|| < ||Qmall,
paran =1,...,m. Por tanto,

Z | Tnzn|lP < Z |Q@mzn|l? < CPe; ((zn))

de donde se sigue que M es uniformemente p-dominado (teorema 1.3.2(c)).

Es conocido que cualquier espacio de Banach Y puede sumergirse en el espacio
¢%,, mediante la isometria iy: y € ¥ — ({¥*,Y))y*eBy.; Duesto que un conjunto
M C II,(X,Y) es uniformemente p-dominado si y sélo siloes {iy oT: T € M}

y teniendo presente que £F , es un espacio sin cotipo finito, podemos concluir el

*

siguiente resultado:

Corolario 1.3.11 Sea M un subconjunto de I1,(X,Y). Las condiciones siguien-

tes son equivalentes:
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(a) M es uniformemente p-dominado.

(b) Eziste una constante C > 0 de forma que, para cada subconjunto finito
{(@n,Tn): n=1,...,m} C X XM, eziste un operador Q € II,(X, % )
verificando m,(Q) < C' y

|Toxn| < HanH, n=1,...,m.

OBSERVACIONES

1. Es interesante proporcionar un ejemplo de un conjunto M uniformemente
dominado para el que no exista ¢ € M satisfaciendo [|T,z.|| < ||Qzxll,
n =1,...,m para algin conjunto finito {(z,,T,): n=1,...,m} C X xM.
Pongamos X = ¢' ¢ Y = {* y consideremos el conjunto M = {Ts: 8 €
Bp}, donde Tg: €1 —» £ esta definido por Tpa = (a4 - Bx) para to-
do a = (ay) € £'. Cada operador T puede verse como S o i, donde
Sg: (ag) € 2 — (o, - Bi) € £*° e i es la inclusion natural de £* en £2. El
teorema de Grothendieck ([G]; [DJT, teorema 1.13]) afirma que el operador
i es 1-sumante luego, por la propiedad de ideal, también lo es Tp; una nue-
va referencia al teorema de dominaciéon de Grothendieck—Pietsch permite
asegurar la existencia de una medida de Radon positiva yu sobre By de
manera que

ITpall = 1Sy 0 ol < lial < [ |(a*,0)]duta’)
100

para todo a € £' y B8 € Bp, por lo que M es uniformemente 1-dominado.

Sean z, = e, ¥y T,, = Tgn, donde (e,) es la base canoénica de £! y g™ =
(—\/17,.(’?)., —\/%,0,...) € Bp, para cada n € N. Por reduccién al absurdo,
supongamos que para cada m € N existe 7™ € By tal que

IThzn]| < [|[Tymz,|l, n=1,...,m;

la desigualdad anterior se traduce en

1
— < |y, n=1,...,m.

NG

Entonces, para cada m € N se tiene

Z <Z|v’"12<1

n=1

lo que nos lleva a deducir que la hlpotesw supuesta es falsa.
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2. Finalmente, se proporciona un ejemplo de un conjunto acotado de ope-
radores 2-sumantes que no verifica la condicién (b) del teorema 1.3.10.
Consideremos el conjunto M de los operadores Tp: ¢cg —» £ definidos por
Tgo = (ay - Pr) para todo a = (o) € ¢y, donde B = (Bx) recorre la bola
unidad de £2. Se tiene T = i 0 S, siendo i la inclusién natural de £2 en £°°
y Sg: cg —> £2 definido por Sg(a) = (o - Bi); como £ tiene cotipo 2, se
sigue que Sz (y, por tanto, Tp) es 2-sumante [DJT].

Consideremos, como antes, A" = (\/%—L, (m) ﬁ,o, .. ) € Bp para cada n €
N. Supongamos que existiera una constante C' > 0 de forma que se verificase
(b) del teorema 1.3.10; entonces, para cada m € N existirfa @y, € Ia(co, £°)
tal que m(Qm) < Cy

[Tonenll < [|Qmenl|

paran = 1,...,m. En consecuencia,
m 1 m m
Z no Z [ Tneall* < Z 1@menl|* < C*?
n=1 n=1 n=1

para todo m € N, por lo que llegariamos a contradiccion.
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Conjuntos de operadores sobre C(£2)

En el capitulo anterior, hemos visto que el concepto de 1-sumabilidad uniforme
en IT;(X,Y) sélo tiene interés si el espacio de Banach X no contiene copia de
¢o (proposicion 1.1.4). Entre los espacios X con tal propiedad, ocupan un papel
crucial los espacios de funciones continuas. El objetivo principal de este capitulo
es caracterizar la 1-sumabilidad uniforme en conjuntos de operadores definidos
sobre espacios de funciones escalares continuas. El resultado central de la primera
seccién muestra algunas condiciones equivalentes a dicho concepto en términos
de las medidas representantes de los operadores (teorema 2.1.1). La seccion 2.2
estd dedicada a caracterizar los conjuntos uniformemente 1-dominados en los
mismos términos (teorema 2.2.2). Finalizamos el capitulo con algunos resultados

y ejemplos complementarios.

2.1 Conjuntos uniformemente sumantes en
L(C(Q),Y)

Es conocido que, dado un operador T': €(2) — Y/, existe una medida my: ¥ —
Y** finitamente aditiva de semivariacién acotada de forma que 7" admite la rep-

resentacion
Ty = / @ dmr,
Q

46
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para toda ¢ € C(f2), cumpliéndose ademas ||T|| = ||mr||(©) ([BaDuSc]; [DU,
teorema VI.2.1]); nos referiremos a dicha medida como la medida representante
de T.

Recordemos que una medida vectorial m definida sobre la o-algebra de los
subconjuntos de Borel de €) es regular si para cada conjunto de Borel E y € > 0
existe un conjunto compacto K y un conjunto abierto O tal que K C E C O
v |Im||[(O\K) < €. Un resultado de Bartle-Dunford-Schwartz ([BaDuSc]; [DU,
teorema VI.2.5 y corolario VI.2.14]) afirma que son equivalentes las condiciones

siguientes para un operador T definido sobre C(Q):

1. T es débilmente compacto.
2. La medida mr es Y-valorada.
3. La medida my es numerablemente aditiva.

4. La medida mg es regular.

En el caso de los operadores 1-sumantes sobre C(§2), éstos estan caracteriza-
dos porque su medida representante tiene variaciéon acotada ([P]; [DU, proposi-
cién VI.3.2[). Puesto que todo operador 1-sumante es, en particular, débilmente
compacto [DJT, teorema 2.17 |, su medida representante gozara ademaés de las

propiedades expuestas anteriormente.

Pasamos ya a exponer el resultado que caracteriza los conjuntos uniforme-
mente 1-sumantes en I1;(C(Q2), Y):

Teorema 2.1.1 Sea M C II,(C(Q), X) un conjunto acotado. Cualquiera de las
condiciones siguientes implica a las demds:

(a) M es uniformemente 1-sumante.

(b) La familia de medidas positivas {|mr|: T € M} es uniformemente nume-

rablemente aditiva.

(c) Si (E,) es una sucesion de conjuntos de Borel de ) disjuntos dos a dos,

existe ng € N tal que

S Imr (Bl < e,

n>ng
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para todo T € M.

DEMOSTRACION: (a)=(b) La medida my es regular si y solo si su variacion
|mz| lo es [Di3, II1.15.6]. Por ello, para ver que la familia {|mr|: T € M} es
uniformemente numerablemente aditiva es suficiente probar que

lim |mr|(O,) =0

uniformemente en T' € M, cualquiera que sea la sucesion (O,) de abiertos en
disjuntos dos a dos [DU, lema VI.2.13]. Por reduccién al absurdo, supongamos
que existe € > 0, una sucesion (T},) en M y una sucesiéon de nimeros naturales

(k) estrictamente creciente de forma que
Imz, | (Ok,) > 2¢

para todo n € N. Consideremos los operadores S,,: Co, () — Y definidos por

Snwz/ wdmr,
Ok,

para toda ¢ € €o, (), donde Co, (Q) es el subespacio cerrado de €(£2) cons-
tituido por todas las funciones continuas ¢ sobre 2 que se anulan en Q\O,.
Puesto que 71(S,) = |mr, |(Or,) [Di3, I11.19.3], para cada n € N podemos elegir
un conjunto finito {¢7,...,¢r } C Co, (Q) verificando e ((¢7)i2,) <1y

Pn
> 1Sn?ll > m1(Sn) — &
=1

La sucesion (¢},..., 05 ,¢%,...,¢2,,...) ests en £,,(C(©2)) pues los conjuntos O,
son disjuntos dos a dos. Sin embargo, para cada n € N tenemos

Pm Pn Pn
> (Z IIanZ"H) > S Tt =D 1Sl
m>n \i=1 =1 =1

> m(Sp) — e = |mq, |(Ok,) — € > ¢,

que contradice (a).

(b)=>(c) De nuevo, razonaremos por reducciéon al absurdo. Supongamos que
(E,) es una sucesién de conjuntos de Borel de §2 disjuntos dos a dos para los que
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existe € > 0, una sucesion (T;,) en M y una sucesién de nimeros naturales (k)
estrictamente creciente cumpliendo

n+1

Z lm, (E:)|| > ¢

T=kn+1
para todo n € N. Si ponemos

kpi1

Ll Ei7

i=kp+1

la desigualdad anterior nos permite escribir
Imz,[(Bn) > €,

para todo n € N, por lo que la familia {|mr|: T € M} no puede ser uniforme-

mente numerablemente aditiva [DU, proposicion 1.1.17].

(c)=>(b) Dada una sucesién (E,) de conjuntos de Borel de € disjuntos dos a
dos, debemos demostrar
lim [mr|(Ep) = 0
uniformemente en 7' € M. Supongamos que no se tiene (b); entonces existe € > 0,
una sucesion (7,) en M y una sucesién de ntimeros naturales (ky) estrictamente
creciente que verifican
Ima, [(Ex,) > &

para cada n € N. Elijamos una particion finita {E7, ..., E} } de Ej, de conjuntos
de Borel de forma que

> lime, (57 >

De nuevo, es inmediato comprobar que la sucesion (EL, ..., By EZ,..., By, ...)

de conjuntos de Borel disjuntos dos a dos no satisface la cond1c1on (c).

(b)=(a) Sila familia de medidas {|mr|: T € M} es uniformemente numera-
blemente aditiva entonces existe una medida positiva y numerablemente aditiva
sobre los conjuntos de Borel de € tal que

1 E)=0
Jim mzl(B)

uniformemente en T € M [DU, teorema 1.2.4]. Por consiguiente, dado ¢ > 0,

€
existe § > 0 de manera que, si E € ¥ verifica u(E) < § entonces |mr|(E) < 1
para todo T' € M.
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Por otra parte, consideremos () € £+ (C(Q2)) con ¢ ((¢n)) < 1; es decir,

Y lmenl <t

cualquiera que sea v € Be(q)+. Si, para cada w € (2, consideramos la medida delta
de Dirac 6, € Be(q)+, de lo anterior resulta que la serie ) |, (w)| es convergente
para todo w € Q. Pongamos S,(w) = Y ¢, l¢e(w)] v S(w) = lim, S,(w). Por
el teorema de Egorov, la sucesion (S,) converge casi uniformemente a S; esto
garantiza la existencia de un subconjunto de Borel E de Q de forma que u(E) < 8

y

Sn -— SIQ\E

lo\e

uniformemente. Por tanto, si C' = sup{|mz|(Q): T € M}, existe ng € N tal que

> lenw)] < = VweQ\E.

n>ng 20
Ahora
STl = X | [ entwyam
< % [lent)ldimn
-/ (Zm(wn) dim|
- /E(Z Icpn(w)l) dlmT|+/Q\E (Z |Q0n(tw)|) djmr|
< |mal(B) + 5= Imrl (\B)
< E.
]
OBSERVACIONES

1. Gracias a [DU, teorema 1.2.4], la condicién (b) del resultado anterior puede

sustituirse por
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(b’) Eziste una medida positiva u numerablemente aditiva sobre ¥ tal que
la familia {|mr|: T € M} es uniformemente u-continua, es decir,

immz((E) = 0

uniformemente en T € M.

2. Si N* = NU{oo} es la compactificacion de Alexandroff del espacio discreto

N, la aplicacién
® € C(N*) — (®(00), ©(1) — (00), O(2) — &(0),...) €

es un isomorfismo que permite tratar ¢y como un espacio €(€2). De esta
forma, es facil obtener el teorema 1.2.1 como caso particular del resultado

anterior.

En la definicién 1.3.4 del capitulo anterior se introdujo el concepto de con-
junto uniformemente completamente continuo y se comprob6 que, en general,
no hay ninguna relacién entre este tipo de conjuntos y los conjuntos uniforme-
mente sumantes. Sin embargo, en el caso de operadores definidos en €(€2), todo
conjunto uniformemente 1-sumante va a ser uniformemente completamente con-
tinuo, como veremos a continuacién. Recordemos que, para operadores definidos
en C(Q), ser completamente continuo es equivalente a ser débilmente compacto
(|G3]; [DU, corolario VI.2.17]), luego las medidas representantes correspondientes

siguen siendo numerablemente aditivas y regulares.

Teorema 2.1.2 Sea M C V(C(2),Y) un conjunto acotado para la norma ope-
rador. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) M es uniformemente completamente continuo.

(b) La familia de medidas {mr: T € M} es uniformemente numerablemente

aditiva.

DEMOSTRACION: (a)=>(b) Para probar que la familia {mr: T € M} es
uniformemente numerablemente aditiva es necesario y suficiente demostrar que
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la familia N = {y*omp: T EVM, y* € By«} lo es [DU, proposiciéon 1.1.17]; a su

vez, esto es equivalente a demostrar que

lim y* omr(0,) =0

00

uniformemente en N, cualquiera que sea la sucesion (O,,) de subconjuntos abiertos
en Q [DU, lema VI.2.13]. Por reduccion al absurdo, supongamos que existe una
sucesion (O,) como la anterior de forma que lim, , y* o mr(0,) = 0 pero no
uniformemente en N; entonces, existe un ¢ > 0, sucesiones (y)) y (1) en By~
y M, respectivamente, y una sucesiéon de nimeros naturales (k,) estrictamente

creciente tales que
[ynomyg, (Ok,)| >, YneN. (2.1)

Utilizando la regularidad de cada mr,, podemos encontrar una sucesion (Hy) de

compactos en {2 con H, C O, v
€

Por el lema de Urysohn, para cada n € N podemos considerar una funcioén con-
tinua @,: Q@ — [0,1] tal que ¢, = 1 en H, y v, = 0 en Q\Oy,. Al ser los
soportes de las funciones ¢, disjuntos dos a dos, ¢, (w) — 0 para todo w € £,
luego (pn) es débilmente nula en €(€2). Por tanto, existe ng € N tal que

€
ITnll < 5, Vn > ng, VT € M.
Para cada n > ngy, resulta entonces:

Mz, Okl < lIme, (Ok,) = Tonl| + 1 Tngnl|

= /Xokn men —/(pn men
Q Q

- / (1~ o) dm,
Okn

- / (1 = ) dm,
O \Hn

< |lmz, [[(Ok,\Hn) + [ Toipnl

+ ”Tnﬁon”

+ | Tnepnll

+ “Tn(pon“

< g,

lo que contradice (2.1).
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(b)=(a) La condicién (b) permite asegurar la existencia de una medida po-
sitiva ¢ numerablemente aditiva sobre los conjuntos de Borel de 2 tal que la
familia {mr: T € M} es uniformemente y-continua [DU, teorema 1.2.4]. Por
tanto, si (¢,) es una sucesién débilmente nula en C(Q2), es obvio que 0 es el
limite puntual de tal sucesion. Nuevamente, utilizando el teorema de Egorov
y procediendo andlogamente a la demostracion (b)=>(a) del teorema 2.1.1 se

concluye el resultado.
O

A la vista de los resultados anteriores podemos concluir el siguiente

Corolario 2.1.3 Si M C II; (€(2),Y) es uniformemente 1-sumante, entonces

M es uniformemente completamente continuo.

El ejemplo 1.3.9 demuestra que no siempre es cierto el reciproco del resultado

anterior.

Recordemos que un operador T': X — Y es incondicionalmente p-convergen-
te si lleva sucesiones débilmente p-sumables en sucesiones incondicionalmente p-
sumables; la clase de los operadores de X en Y incondicionalmente p-convergentes
se denotara por U,(X,Y). Cuando X es un espacio C({2), es conocido que los
operadores incondicionalmente 1-convergentes son precisamente los operadores
completamente continuos ([Pe]; [DU, corolario V1.2.17]), esto es, U1 (€(£2),Y) =
V(C(R2),Y). Nuestro siguiente objetivo consistira en probar que la equivalencia
entre ambos tipos de operadores se transmite a los respectivos conceptos sobre

conjuntos de operadores.

Definicién 2.1.4 Se dice que un subconjunto M de U,(X,Y’) es uniformemente
incondicionalmente p-convergente si, cualquiera que sea (x,) € #,(X), se verifica
que la sucesion (T'z,) es incondicionalmente p-sumable uniformemente en T €
M, es decir, dado € > 0 eziste ng € N tal que

S Toa) <6

n>ng

cualesquiera que sean y* € By y T € M.
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De la definicion anterior se deduce inmediatamente que un subconjunto M
de U,(X,Y) es uniformemente incondicionalmente p-convergente si y sélo si el
conjunto { Jycy T*(By-) es uniformemente p-sumante en X*. En consecuencia,
todo conjunto uniformemente p-sumante en IL,(X,Y) es uniformemente incondi-

cionalmente p-convergente.

Proposicion 2.1.5 SiM C Uy(X,Y) es tal que | ey T (By-) es relativamente
débilmente compacto entonces M es uniformemente incondicionalmente 1-conver-

gente.

DEMOSTRACION: Pongamos K = [Jpep T*(By+). Dada (z,) € £L(X), el
operador

Uv. X* — A
esta bien definido, es lineal y continuo; por tanto, el teorema de Schur permite
afirmar que U(X) es relativamente compacto en £'. En consecuencia, dado € > 0

existe ng € N de modo que

Y ltal<e V) €UK) & S (z"za)|<e, Vo'eX

n>ng n>ng

& Z WT*y*, zn)| <€, Vy* € By-,VT € M.

n>ng

a

El conjunto M = By, donde X no contiene copia de ¢y (= M es uniforme-
mente 1-sumante) ni es reflexivo (= |Jpey T*(By+) no es relativamente débil-
mente compacto) proporciona un ejemplo de que el reciproco de la proposicion
anterior no siempre es cierto. Por contra, en el caso de X = €({2), se obtiene el
siguiente resultado: |

Teorema 2.1.6 Sea M un subconjunto de V(C(R),Y) acotado para la norma
operador. Cualquiera de las siquientes condiciones implica las demds:

(a) M es uniformemente completamente continuo.
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(b) La familia de medidas {mr: T € M} es uniformemente numerablemente

aditiva.

(¢) El conjunto U T*(By~) es relativamente débilmente compacto en C(Q2)*.
TeM

(d) M es uniformemente incondicionalmente 1-convergente.

DEMOSTRACION: (a)<(b) Es el teorema 2.1.2.

(b)e(c) El conjunto

X = U T*(By+) ={y"omg: T €M, y* € By-} C C(Q)*
TeM
es relativamente débilmente compacto si y so6lo si es acotado y uniformemente

numerablemente aditivo ([Dol; [D, teorema VIL.13|). Puesto que |y* o mg|(2) <
|mz||(Q) = ||T|| para cada T' € M, el conjunto X es acotado en €(£2)*. Por otra
parte, la condicion (b) es equivalente a que X sea uniformemente numerablemente
aditivo [DU, proposicion 1.1.17].

(c)=>(d) Tal y como se ha demostrado en la proposicion 2.1.5, se tiene inde-
pendientemente del dominio de los operadores de M.

(d)=(b) Segtn se ha mencionado, M es uniformemente incondicionalmente
1-convergente si y s6lo si el conjunto (Jpeye 7 (By~) es uniformemente 1-sumante
en C(Q)*; por el teorema 2.1.1, es necesario y suficiente probar que la familia de
medidas escalares {|y* omyr|: T € M} es uniformemente numerablemente aditiva
y, nuevamente gracias a [DU, proposicién 1.1.17], esto es equivalente a la condicién

(b).
O

2.2 Conjuntos uniformemente dominados en

M(C(R),Y)

Como se ha comentado anteriormente, el teorema de dominacién de Grothendieck—
Pietsch asegura que un operador T': X — Y es p-sumante si y sdlo si existe una
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medida de Radon positiva y definida sobre el (débil-«x) compacto Bx« tal que
TP < [l o) dute) (22)
X*

para todo z € X. Si X = C(f2), esta condicién es equivalente a que el operador
sea p-dominado, esto es, a que exista una medida positiva regular v sobre X tal

que
IToll? < / () P dv(w) (2.3)

para toda o € C(2) [P]. Veamos, a continuacién, que esta ultima equivalencia se
transmite para conjuntos de operadores:

Proposicién 2.2.1 Un conjunto M C I1,(C(Q2),Y) es uniformemente p-dominado
si y sdlo si existe una medida positiva regular v sobre X tal que

Tl < / ()P dv(w)

cualquiera que sea p € C(Q) y T € M.

DEMOSTRACION: Si M C I,(C(f2),Y) es uniformemente p-dominado, existe
una constante C' > 0 tal que

D TwenllP < CP€ ((9n)ny) (2.4)

n=1
para todo subconjunto finito {(¢1,T1),-.., (¢m,Tm)} C C() x M (teorema
1.3.2(c)). Dados A = {T1,...,Tn} C My B = {¢1,...,¢om} C €(R), se de-
fine la funcién ¥4 g: ) — R como

Uy(w) =C?P (Z lwn(w)lp) = | Tnepnll?

para todo w € . Teniendo en cuenta que € ((¢n)pe;) = SUP eq Y ney [Pn(W)[P, 12
desigualdad (2.4) garantiza que el conjunto P cuyos elementos son las funciones
U4 p es disjunto del cono N = {® € €(): @(w) < 0,Yw € Q}. Basta ya
proseguir como en la demostracion (c)=>(a) del teorema 1.3.2.
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Reciprocamente, para conjuntos finitos cualesquiera {1, ..., om} v {11, ..., Tm}
en C(2) y M respectivamente, se tiene

STl < S0 / on(@)IP dv(w)
-/ (an(ww) dv ()

n=1

= U (par)

por lo que, de nuevo gracias al teorema 1.3.2(c), M resulta ser uniformemente

p-dominado.
O

Este resultado va a permitirnos obtener una, caracterizacién de los conjuntos
de operadores sobre C(£2) uniformemente 1-dominados en términos de sus medidas

representantes.

Teorema 2.2.2 Sea M un subconjunto de Il (C($2),Y). Las condiciones siguien-
tes son equivalentes:
(a) M es uniformemente 1-dominado.

(b) Eriste una medida positiva reqular v sobre ¥ tal que
|mr(E)|| < v(E)
para todo E € ¥ y T € M.

(c¢) Eriste una constante positiva C de manera que, cualquiera que sea el con-
junto finito {(E1,T1),...,(Bm,Tm)} C X x M, ezxiste una medida positiva
regular v sobre ¥ con v(Q) < C y de modo que

lmz, (E)|| S v(En), n=1,...,m.
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DEMOSTRACION: (a)=>(b) Consideremos una medida v positiva regular sobre
Y tal que

ITo|l < / p(w)] di(w),

paratodop € C(Q) y T € M. Sea E € Xy T € M; dado ¢ > 0, la regularidad de
|mr| y v aseguran la existencia en §2 de un conjunto compacto K y un conjunto
abierto O talesque K CEC Oy

Imzl(O\K) < 7,

V(O\K) < %
Sea ¢: QO — [0, 1] continua tal que p(w) =1siw € K y p(w) =0 si w € Q\O.

Se tiene entonces, cualquiera que sea T' € M,

/XE —@dmyr| < / Ixe — ¢| d|mr| =/ Ixe — ¢| dlmy|
Q Q O\K

< 2[mr|(O\K) <

/ @ dmg
Q

[NCR RO

por otra parte

= [Tyl

< /Is@ldv
A Q
= /ledVJr/ || dv
E O\E

< v(E)+ g

En conclusion, cualquiera que sea € > 0 se deduce que

Imr(E) = | [ xo e

<v(E)+e.

(b)=-(c) Es trivial.

(c)=>(a) Para probar que M es uniformemente 1-dominado, vamos a uti-
lizar nuevamente el teorema 1.3.2(c). En primer lugar, demostraremos que, si
Y1, ..., %m son funciones escalonadas definidas en Q y 711, ..., T, son operadores

en M, entonces

> Tl < C'sup (Z lwn(wﬁl) - (2.5)
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Para cada n € {1,...,m}, pongamos 9, = Zf"laj XEp (af # 0,VYj,n). Sea
{E\,..., Ex} una familia finita de conjuntos disjuntos dos a dos en ¥ tales que
cada E7 es la union de un cierto nimero de F;. Paracadan =1,...,m, definimos
el conjunto de indices B, = {j € {1,...,k}: ’(/Jn|Ej # 0}; de esta forma, podemos
poner ¥, = Y. ieB, @7 XE;- Abora, una aplicacién adecuada de la condicién (c)
nos lleva a la existencia de una medida positiva regular v sobre ¥ con v(Q2) < C

de modo que, para cadan=1,...,m,

lmr, (Ej|l < v(Ej), Vi€ B

Por tanto,
> /wnmen =y Za?Wn(Ej)
=1 1/ n=1 {|jEBn
<y Zla?lllan(Ej)H)
n=1 €B,
< Z(Zla"lv )
=1 \j€B, .
-/ (anl) dv
<

wel

con (§00)

y se obtiene (2.5).
Sea, por fin, un subconjunto finito {(¢1,T1), - . ., (©m, Tm) } en €(2) xM. Dado

e > 0, existen funciones escalonadas 1, ..., %, verificando

£
- =1,...,m
ilelglwn(w) ¢n(w)f < Zcma n ) 7m1
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esta desigualdad permite incluso comprobar facilmente que sup,eq Y ney [¥n(w)] <
— + €1 ((¢n)ney). Haciendo uso de (2.5) se concluye

20
>, / pndm,|| < D / On — Y dma, || + / Yn dmir,
n=1 IV n=1 1Y Q 1 /0

IA

> / [on = Yl diiz, |+ Csup 3 ()
< Z(mT,, =+ (55 +al(e))

< Ce ((gn)nm) +€

y se cumple el teorema 1.3.2(c).

2.3 Notas y ejemplos

Recordemos que los conjuntos M relativamente débilmente compactos en rbvca(X,Y)
(Y e Y* con la propiedad de Radon-Nikodym) son aquellos que verifican las sigu-
ientes condiciones:

(i) M es acotado,

(ii) la familia de medidas {|m|: m € M} es uniformemente numerablemente
aditiva, y

(ili) paracada E € 3, el conjunto {m(E): m € M} es relativamente débilmente

compacto en Y ([BaDuSc]; [DU, teorema IV.2.5]).

Teniendo en cuenta la identificacién entre I, (€(Q),Y) y rbuca(X,Y) y gracias a
la caracterizacién obtenida en el teorema 2.1.1 puede concluirse el reciproco de
la proposicién 1.1.8 en el caso p=1y X = C():

Corolario 2.3.1 Las siguientes condiciones son equivalentes:
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(a) Y is reflexivo.

(b) En1l;(C(Q),Y), los conjuntos uniformemente 1-sumantes son precisamente

los conjuntos relativamente débilmente compactos.

Hemos sefialado en la primera seccién de este capitulo que, para el caso de
operadores en IT; (€(€2),Y"), todo conjunto uniformemente 1-sumante es uniforme-
mente completamente continuo (corolario 2.1.3). El ejemplo 1.3.9 muestra que,
en general, no se verifica el reciproco; de hecho, dichos conceptos son equivalentes

s6lo cuando Y es finito-dimensional:

Teorema 2.3.2 Supongamos que el compacto de Hausdorff § tiene cardinal in-
finito. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Todo subconjunto de I1;(C(Q),Y) uniformemente completamente continuo

es uniformemente 1-sumante.

(b) Y es finito-dimensional.

DEMOSTRACION: (a)=>(b) Si Y tienen dimensién infinita, el teorema de
Dvoretzky-Rogers garantiza la existencia de al menos una sucesion (y;) en Y
incondicionalmente sumable de manera que Y, |lyx|| = co. Sea (wy) una suce-
sion en Q tal que wy # w; si k # [. Para cada m € N puede considerarse el
operador T,,: €(Q) — Y definido por

En primer lugar, veamos que M = (T},) es uniformemente completamente
continuo. Consideremos (p,) débilmente nula en €(Q2) y € > 0. Sea ko € N de
manera que

sup Y [(y", wi)| < —2% (2.6)

Y EBY* 1Sko
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donde C = sup,, ||¢nlle@). Por otra parte, para cada k < ko, existe n, € N de

manera que

€
lon(we)l < —7—v, V1 2> ny. 2.7
"l < ST 27)
Sea ng = max{ny,...,Nk,_1}. Si n > ng, se verifica que || Tnyn|| < € cualquiera
que sea m € N. En efecto: si m < kg
™m
Tgall = sup |(W" D> @nlwr)ye)
Yy E€By+ k=1
m
< sup Y len(wi) (", )]
y*EBY* k=1
< g,

gracias a (2.7); si m > ko, utilizando (2.6) y (2.7) resulta

m
| Tninll < Z@n(wk)yk + Z(Pn(wk)yk
k<ko k=ko
€ m
< g+ sup > lea(@ill(y" vl
y*eBY*k:ko

6 *
< §+C sup E (Y™, yw)|
y*EBy* kaO

< €.

Por tanto, M es uniformemente completamente continuo. Sin embargo, veamos

que tal conjunto ni siquiera es mj-acotado. Si Y, ¢ es W.u.c. en C(Q):

z | Tnienll < Z (Z H‘Pn(‘%)%“)

n

=Y (ZI%((%)I) [yl
k=1

n

< D Ikall) e1((¢n)),

es decir, 7, (Trn) < S°7v; |lysll- Ahora, consideremos conjuntos abiertos Oy, ..., Om
disjuntos dos a dos tales que wy, € O, paracadan =1,...,m. Gracias al lema de
Urysohn, existen funciones continuas ¢y, ...,@n: & — [0,1] con la propiedad
de que pp(wn) =1y ¢n =0 en Q\Op, n = 1,...,m; se verifica entonces que
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e ((on)izy) <1y

Y I Tmeall = 3 llall
n=1 n=1

m
De esta manera, puede concluirse que 71 (Ty,) = Z Ykl — oo.
k=1

(b)=-(a) Si Y es finito—dimensional, entonces
lim,, |mr||(E,) = 0 uni- — lim, |mz|(E,) = 0 uni-
formemente en 7' € M formemente en T' € M
para cada sucesion (E,) de conjuntos de Borel disjuntos dos a dos. De forma
equivalente, la familia de medidas {my: T € M} es uniformemente numer-
ablemente aditiva si y solo si lo es {|mr|: T € M} [DU, proposiciéon 1.1.17].
Las caracterizaciones en II; (C((2),Y’) de conjunto uniformemente completamente
continuo (teorema 2.1.2) y de conjunto uniformemente 1-sumante (teorema 2.1.1)

permiten deducir la condicién (a).
O

En el capitulo anterior (pagina 27), se dio un ejemplo de un conjunto M C
IT; (X, Y) uniformemente 1-sumante tal que M** no lo es. En el caso en que M sea
un conjunto de operadores definidos sobre un €(2)-espacio, no sabemos si M**
hereda o no la propiedad. De todas maneras, puede enunciarse un resultado algo
més débil, cuya prueba es similar a la de (b)=-(a) del teorema 2.1.1. Para ello,
vamos a considerar la inclusién isométrica de B(X) en €(Q)**. Dado un operador
T: €(€) —s Y, denotaremos por T el operador T** restringido a B(X).

Proposicion 2.3.3 SiM C I, (€(2),Y) es uniformemente 1-sumante, entonces
M= {T B(X) —Y:Te M} es también uniformemente 1-sumante.

* k%

El siguiente teorema proporciona una condicion suficiente para que un conjun-
to M C TI;(€(€2),Y) uniformemente completamente continuo sea uniformemente

1-sumante.
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Teorema 2.3.4 Sea M un subconjunto de 11;(C(2),Y) que verifica las condi-

ciones siguientes:

(i) Upene T*(By~) es relativamente débilmente compacto en €(€2)*, y

(i) dados T € M y {(¢1,¥),-- -, (Pm,ys)} subconjunto finito de €(Q) X By,
eristen S € M y z* € By~ tales que

[{ym Ton) < (2", Som)l, n=1,...,m (2.8)

entonces M es uniformemente 1-sumante.

DEMOSTRACION: Consideremos ¢ > 0y (¢,) € £4,(€(Q)). La condicién (i)
permite afirmar que M es incondicionalmente 1-convergente (proposicién 2.1.5);

es decir, existe ng € N tal que

> Iy Ten) <e (2.9)

n>ng

para todo y* € By« y T € M. Fijado T € M, vamos a demostrar que

> ITeall <e.

n>ng

Para cada n € N, consideremos y}, - € By~ tal que || Toq| = [(y 7, Teen)|- Si
m > ng, sean Sy, € My 2, € By« de modo que

|<y;:,T7TQ0n>l < |(Z:naSm<Pn>l7 n="gp,...,My

por tanto, cualquiera que sea m > ng se cumple:

S NTeall =Y 1War Ten)l < Y Wz, Smen)| <,
no

n=ngp n=ng

la tltima desigualdad gracias a (2.9).

OBSERVACIONES
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1. El resultado anterior es valido cualquiera que sea el dominio X sobre el
que estén definidos los operadores. Sin embargo, nos hemos limitado a
enunciarlo en el caso X = () pues es entonces cuando la condicién (i) es
necesaria para que M sea uniformemente 1-sumante (teorema 2.1.6).

2. El teorema anterior sigue siendo cierto si se sustituye la condicion (ii) por

la siguiente:

(i)’ dados T € M y {(01,¥7), -, (Om, y) } subcongunto finito de C(Q) x
By, existen S € M y z* € By~ tales que

Kom Ton)| < 125 Slenl), n=1,...,m; (2.10)

Terminamos el capitulo mostrando un ejemplo de conjuntos en I1;(€(£2),Y)
que ilustran los resultados anteriores.

Ejemplo 2.3.5 Sea y una medida regular y positiva sobre 3. Si B es un sub-
conjunto de L!(u), para cada ¢ € B puede definirse el operador lineal

Ty: CQ) — LY (p)
¢ — ¢y

Es claro que cada operador T} es 1-sumante: si la serie E Y, €8 W.u.c. entonces

n

S Tynll = 30 / [all] ds = / (Z m!) ] dps < [1olligyer (0n):

De hecho, 71(Ty) = ||9|;. Denotamos por m,, la medida representante del ope-
rador Ty. Si F € ¥y (Ej)L_, es una particién de E constituida por conjuntos

de Borel, se tiene:

> llme(Bll = X2 ol =3 [ bescvian= |

k=1

|| dpe
Ey

(T} es la restriccion de T;* a B(X)), que nos lleva a concluir que

imy|(E) = / 1] dps. (2.11)
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Al ser |my| la medida con densidad |+| respecto de u, podemos ver dicha medida

como un elemento de L' (u).

Consideremos el conjunto M = {T;: ¢ € B}; veamos como influyen las

propiedades del conjunto B sobre M:

1. Si B es orden acotado en L' (1), entonces M es uniformemente 1-dominado.
Recordemos que un conjunto B es orden acotado en L(p) si existe una
funcién no negativa ¥ € L'(u) tal que, cualquiera que sea ¥ € B, se
cumple |(w)| < ¥(w) p-e.ct. w € Q. Obsérvese que, si (p,) € £L(C(Q))
y (¥n) es una sucesio6n en B, se verifica

> il = / (oalltnl du

< /Q(Zw)wu
< Iz €1 ((n)net)

para cada m € N y basta utilizar el teorema 1.3.2(c). Un caso particular

de éste seria aquél en que B es un subconjunto acotado de L*(u).

2. Si B es acotado en L'(u), entonces M es uniformemente 1-sumante si y
solo si B es uniformemente integrable. Si suponemos que el conjunto B
es uniformemente integrable, esto significa que, para cada € > 0, existe un
d > 0 tal que, si £ € ¥ cumple u(E) < 4, entonces

/ ldu, Vo € B;
E

un vistazo a la expresion de |my| (2.11) revela que la familia de medidas
{lmy|: ¢ € B} es uniformemente y-continua y, por tanto, M es uniforme-

mente 1-sumante (teorema 2.1.1(b’)).

Reciprocamente, si M es uniformemente 1-sumante, la familia {|my|: ¥ €
B}(<> L'(u)) es uniformemente numerablemente aditiva y, por tanto, rel-
ativamente débilmente compacta ([Do]; [D, teorema VII.13]); como sub-
conjunto de L'(u), esto es equivalente a afirmar. que B es uniformemente
integrable ([DuPt]; [D, pagina 93]).

3. M werifica la condicion (i)’ del teorema 2.5.4, cualquiera que sea B C
L'(p). Consideremos ¥ € B, ¢1,...,¢m € C(Q) ¥ hi,...,hp € Broo;
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dado n € {1,...,m}, se tiene que:

|<hna T't/)(pn>l =

/ﬂhnwndu‘
< | Wlenlda

Poniendo h = signo 1, de lo anterior se deduce

(o, Typon)| < [Ch, Tyl ion])] -

67
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Conjuntos de operadores sobre

e(0, X)

En el capitulo anterior, hemos utilizado la representacion integral de los operado-
res definidos en espacios de funciones continuas escalares con el fin de caracterizar
los conjuntos uniformemente 1-sumantes en I1,(€(Q2),Y"). Para operadores sobre
C(Q, X), Singer ([Si], [Si2] y [Si3]) para Y = R y Dinculeanu ([Di] y [Di2]) en
general, obtienen una representacion de este tipo. En concreto, dado un operador
T: C(Q,X) — Y lineal y continuo, para cada E € ¥ considera el operador
mr(E) € L(X,Y*) definido por ‘

mr(E)z = T (xgz), Vze€X,

donde xgz denota el funcional lineal y continuo sobre C(2, X)* = rbvca(X, X*)
de modo que (xgz,v) = (v(F),z). La aplicacion my: ¥ — L(X,Y™*) resulta
ser una medida finitamente aditiva de semivariacion acotada ||mr||(Q2) = ||T|

que permite escribir
Tf = / fw)dme(w), Vf€e@,X)
Q
. De nuevo, tal medida my se conoce como medida representante de T.

El fin que nos planteamos en este capitulo es caracterizar, en I1;(C(£2, X),Y),
los distintos tipos de conjuntos que venimos estudiando. Para ello, haremos uso
de los resultados obtenidos en el capitulo 2 correspondientes al caso escalar junto
con el siguiente hecho: dado un operador T: (2, X) — Y, existe un tnico

68
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operador T%: C(Q) — L(X,Y) tal que T(pz) = (T%p)z para cada ¢ € C(Q)
y z € X [Di3, I11.19.2]. Asi, la primera seccién esta dedicada a relacionar la 1-
sumabilidad uniforme entre un conjunto M en I1,(€(Q, X),Y) y M} = {T%: T €
M}. En la segunda seccién, se tratan los conjuntos uniformemente 1-dominados
en I1; (C(Q, X),Y). Terminamos el capitulo con un analisis sobre la 1-sumabilidad
uniforme de M* como subconjunto de II; (€(2), £L(X,Y)) asi como con el estudio
de algunas cuestiones y ejemplos complementarios a los resultados obtenidos en

las dos secciones anteriores.

3.1 Conjuntos uniformemente sumantes en
I (€2, X),Y)

En 1973, Swartz realiza un profundo examen sobre los operadores 1-sumantes
sobre espacios de funciones continuas vectoriales [S2]. Asi, demuestra que si
T:C(Q,X) — Y es un operador 1-sumante entonces 7%: C(Q) — L(X,Y)
también lo es [S2]; evidentemente, en tal caso la variacién de la medida represen-
tante mp: ¥ — L(X,Y) es finita. Sin embargo, se observa que el reciproco
de tal resultado no es cierto en general. La llave para obtener la caracter-
izacion de los operadores sobre €(£2, X) l-sumantes es el siguiente resultado:
“Si T: €(Q,X) — Y es l-sumante entonces: a) para cada E € X, el ope-
rador mp(E): X — Y es l-sumante ; b) para cada ¢ € C(2), el operador
T'o: X — Y es l-sumante”. Observemos que la propiedad anterior permite
considerar la m;-variacién de mr, esto es, la variacion de myp respecto de la
norma 7, (denotada por m; — |myg|), asi como la norma l-sumante de T* en
1, (€(Q),I;(X,Y)). Con estas consideraciones, se tiene el siguiente resultado

[52, teorema 12]:

Teorema (C. Swartz, 1973). Sea T: C(Q, X) — Y un operador lineal y con-
tinuo con medida representante mr. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) T es 1-sumante.

(b) Para cada E € &, mp(E) € I11(X,Y) y mr tiene m;—variacién finita.
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(c) El operador T*: €(Q)) — I1(X,Y) es 1-sumante.

Ademds, se tiene m(T) = m — |m|(Q) = m (T%).

Dado un subconjunto M de IT;(€(2, X),Y), denotaremos por M! al conjunto
de operadores {T": T € M}. Pretendemos dilucidar la relacion entre la 1-
sumabilidad uniforme de M y la de M. Conviene sefialar que, segin hemos
visto, el conjunto M! se puede considerar bien en II;(C(2),L(X,Y)) o bien en
I, (C(Q),I1;(X,Y)). Del hecho de que la norma m; domina la norma usual de ope-
radores se deduce que, si M! es uniformemente 1-sumante en IT; (€(Q2), I1; (X, Y)),
también lo es en II; (C(©2), L(X,Y)).

Comenzamos poniendo de manifiesto que la 1-sumabilidad uniforme de un
conjunto M en IT; (C(£2, X),Y) es, en cualquier caso, condicion suficiente para la
1-sumabilidad uniforme de M* en II;(€(Q2),II;(X,Y)).

Teorema 3.1.1 Si M es un conjunto en I1;(C(Q, X),Y) uniformemente 1-su-

mante entonces M! es uniformemente 1-sumante en I1; (C(Q),II;(X,Y)).

DEMOSTRACION: Dados € > 0y (p,) € £L(€(€2)), debemos encontrar ng € N
tal que

Z Wl(Tﬂ(pn) <E,

n>mno
cualquiera que sea T' € M. Por reduccién al absurdo, supongamos que existe ¢ >
0, una sucesion (T;) en M y una sucesién de niimeros naturales (n) estrictamente

creciente que verifican

Nk+1
> m(Tfen) > 2, VEEN
n=ng+1
Fijado k € N, para cadan € {ng+1,..., 141} podemos elegir un conjunto finito

{z},... ,:z:;‘n} C By verificando ¢; ((z),) <1y

Pn
=1

Consideremos la sucesion (f,) en C(£2, X) dada por

£
> ﬂ-l(TISQOn) — 2_n

1 1 2 2
(O1T15 ey DLy, P2TTy oy P2y e v vv e )
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Observemos que, fijado m € N, si (a1,..., o) € Bee y w € (1 se verifica

> onfa(w)

< lenW)l;

asi pues,

<

= €1 ((¢n))

e(Q)

m
> ot > lenl
n=1 e(n,X) n

de donde se tiene que (f,) € £L(C(Q2, X)). Ahora bien, cualquiera que sea j € N
existe k = k(j) tal que ny > j; entonces

DTl =2 Y (illﬂ(%ﬁ)ll)

n>j n=ng+1 \i=1

= Z (Zn (T,g(pn)l"?)

n=ng+1 \ =1

Ng41

€
> Z (7T1(T15<Pn) - 5;)
n=ng+1
N1

= Z ! (TIS(PH\) —¢
n=ng+1
> €

que entra en contradiccién con que M es uniformemente 1-sumante.

El reciproco del teorema anterior no es cierto en general, como se justificara en
el siguiente ejemplo. Para abordarlo, necesitamos tener presentes los comentarios
del comienzo de la seccion 1.2, en los cuales se expone que a cada operador en
T% € Ii(co, I11(X,Y)) podemos asociarle de forma biunivoca una sucesién de
operadores (Uy) € £1(I1;(X,Y)) de modo que T¥e; = Uy y ademés

m(T%) =Y m(Us).

De esta forma, si 7' € I;(co(X),Y) y (@x) € co(X), resulta

T(xg) =T (Z wkek) = ZT(xkek)
ko k
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ym(T) = Zm(Uk).

k

Ejemplo 3.1.2 Eriste un conjunto M C I;(co(co), R) de forma que M es uni-
formemente 1-sumante pero M no lo es.

Para cada m € N, consideremos el operador T, : ¢y(co) — R definido, para todo
& = () € co(co), por
Twi =Y Uiz,
k
m
donde U" = —————
onae Vi mk? + 1

pues, el operador TV : ¢y — £! actiia de la siguiente forma:

erpm_1 € £ =II1(co, R) cualquiera que sea k € N. Asi

T! e = Vk € N.

m €

Pongamos M = (T},); utilizando el teorema 1.2.1 y razonando de igual manera
que en el ejemplo 1.2.2, se comprueba que M! es uniformemente 1-sumante en
;(co, £'). Vamos a demostrar que, sin embargo, M no es uniformemente 1-
sumante. Para ello, consideremos la sucesion (") en co(cy) definida para cada
n € N por £" = (27)r = (én, €ns1, - - -, €2n-1,0,0,...); es decir,

n €htn-1 Sik <n
T, =
k 0 sik>n

o bien, matricialmente:

( €1 €2 €3 ... €n
0 €3 €4 ... €Enpn
0 O €y ... €pi42
(#]a2]a°].. |an]... ) =
€2n—1
oo 0
\ o z )

Mirando fila a fila la matriz anterior, se observa que )z} es una serie w.u.c. en
co ¥ €1 ((2})n) = 1 para cada k € N; en consecuencia, la serie ) 2" es w.u.c. en
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co(co). Sin embargo, cualquiera que sea m € N se tiene

MoITme" = DD Upar
k

n>m n>m

n
E : E : m
- Uk €k+n—1
k=1

n>m

- m
= Z Zm(ek+m—laek+n—l>

n>m | k=1

m

m
- kaz-i-l

k=1
2 [

2

por lo que M no puede ser uniformemente 1-sumante.

Tras la exposicién de este ultimo contraejemplo, parece logica la pregunta de
qué condiciones garantizaran el reciproco del teorema 3.1.1. Antes de enunciar el
teorema que proporciona respuesta a dicha pregunta, demostramos el siguiente

Lema 3.1.3 Sea X un espacio de Banach separable y Q un compacto de Haus-
dorff metrizable. Dados ¢ > 0, (f,) en £L(C(R2,X)) y una medida p positiva
numerablemente aditiva sobre Y., existe una particidn numerable (Ey) de Q con-
stitutda por conjuntos de Borel tales que

€1 ((fn(w) - ZXEk(w)fn(wk)) ) <e, p-e.ct we€,
k n

donde cada wy, es un punto fijado de Ey.

DEMOSTRACION: Sea 7 la topologia de la convergencia puntual sobre £ (X),
es decir, la relativa de la topologia producto de II;2,X; tal topologia es menos
fina que la de la €;-norma. Como X es separable, se cumple ademéas que £5(X)
es 7-separable. La aplicacién

¢: O — 2(X)
w — (falw)),
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es T-continua y, por consiguiente, medible. Gracias a la observacion de la pagina
55 de [Th], se deduce que & es fuertemente medible respecto de u y la topologia de
la €;-norma en £% (C(Q, X)). Por el teorema de medibilidad de Pettis ([Pt]; [DU,
corolario I1.1.3]), ® es limite uniforme p-e.c.t. w € 2 de funciones y-medibles
numerablemente valoradas. Asi, dado € > 0, existe (F)) particion numerable de

borelianos de €2 tales que

€1 <<I>(w) — ZXEk (w)@(wk)) <eg, p-ect we.

Recordemos que, si (1) es una sucesion acotada en X y (Ej) es una particion
numerable de Q en ¥, la funcién g = Y, x5, T puede verse en €(£2, X)** mediante
la identificacién g — F, donde Fy: C(2, X)* — R es una forma lineal y conti-
nua definida por F,(v) = ¥, (v(Ex), zx) para cada v € €(Q, X)* = rbvca(X, X*).
Es facil observar que, para un operador lineal y continuo T': €(Q2, X) — Y,

también se cumple
™9 = / gdmr,
Q

siendo ¢ una funcién como la mencionada anteriormente.

Teorema 3.1.4 Cualquiera que sea el espacio Y, se tiene que las siguientes

condiciones son equivalentes:
(a) Todo conjunto M C I1;(€(2, X),Y) es uniformemente 1-sumante si y sdlo
si MU es uniformemente 1-sumante en I1;(C(Q),I1; (X, Y)).
(b) X no contiene copia de .
DEMOSTRACION: (a)=>(b) Veamos que toda serie )  z, w.uc. en X es

incondicionalmente convergente. Para ello, fijemos yp € Y con ||lyo]] = 1y wo € Q.
Sea M = {Ty+: z* € Bx-} C II1(€(2, X),Y), donde

T:c*f = <$*7 f(w0)>y07 Vf € G(Q7X)
Es inmediato comprobar que TP : €(Q) — I1;(X,Y) est4 definido por

Tﬁup = p(wp)z* ® ¥o, VYo € C(R)
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y m(Tho) = |p(wo)]- Dada (p,) € £4(C(R)), es evidente que 3 |@n(wo)| < oo
por lo que, dado ¢ > 0, existe N € N de tal manera que

Z m*(Pn Z |90n wO I <e.

n>N n>N

De esta forma, la condicién (a) garantiza que M es uniformemente 1-sumante.

Consideremos ahora ¢y € €(2) cumpliendo ¢g(wg) = 1; puesto que > @oZy,
es w.u.c. en C(Q, X), dado € > 0 existe ng € N de modo que

le zn|—Z||T woxn)|| < €

n>ng n>ng

cualquiera que sea z* € Bx-~, es decir, )z, es incondicionalmente convergente.

(b)=>(a) Dado M C II;(€(Q, X),Y), s6lo es necesario probar que si M* es
uniformemente 1-sumante en IT; (C(2), II; (X, Y")) entonces M es uniformemente

1-sumante.

En primer lugar, observemos que sélo hace falta probar el resultado para
X separable. En efecto, dado ¢ > 0y (f,) en £5(C(Q, X)), el espacio Xy =
span { fo(w): n € Nyw € Q} C X es separable y no contiene copia de ¢g. La serie
Yo fnes wu.c. en C(Q,X) y, definiendo Sr: €(Q,Xy) — Y por Spf =T f
para cada f € C(£, Xj), es facil comprobar que el conjunto Mg = {S’fﬁp: T €
M} C I, (€(R),;(Xo,Y)) es uniformemente 1-sumante si M* lo es; asi, My =
{Sr: T € M} es uniformemente 1-sumante, por lo que existe ng € N tal que

STl =D ISrfall <€

n>ng n>ng
para todo T' € M.

En segundo lugar, también podemos reducir la prueba del teorema a 2 me-
trizable. Para comprobar esto, consideremos ¢ > 0y (f,) en £L(€(Q, X)) y
definamos en {2 la relacién de equivalencia ~, de manera que w ~ ' si f,(w) =
fn(w') para todo n € N. Sea Qg el conjunto de las clases de equivalencia bajo ~
y m: 2 — (g la proyeccién natural que lleva cada w en su clase de equivalencia
[w] = m(w). Obsérvese que la aplicacion d en 2y x Qp dada por

A, W) = 3 2llfa(w) = fole)
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define una meétrica en Qy; puesto que cada funcién f, es continua, es inmedia-
to comprobar que 7 es continua, por lo que €y es un compacto de Hausdorff
metrizable. A continuacion, se definen los operadores Sr: €(€9, X) — Y por
Sr¢ = T(¢ o w) para cada ¢ € C(Qp, X); entonces, si M! es uniformemente
l-sumante, también lo es M} = {Sh: T € M} C IL(C(Q),L(X,Y)). En
consecuencia, My = {Sr: T € M} es uniformemente 1-sumante. Definiendo
én € C(S2, X) por ¢p([w]) = fr(w), la serie Y ¢, es w.u.c., por lo que existe
ng € N tal que

STl = Y T Gnoml = 3 I1Sr(6a)l <

n>ng n>ng n>no

para todo T' € M.

Supongamos, pues, {2 metrizable y X separable. Partiendo de la hipotesis de
que M! es uniformemente 1-sumante en IT,(C(2),I1;(X,Y)), el teorema 2.1.1(b’)
garantiza la existencia de una medida positiva yu numerablemente aditiva sobre

Y. tal que

e imr|(E) =0 (3.1)

uniformemente en T € M. Sean € > 0y (f,) en la bola unidad de £ (C(%, X)).
El lema anterior proporciona una particion (Fy) de € constituida por borelianos

y un conjunto N € ¥ de p-medida nula tales que

<< ZXE': ) fr(wg )) < ﬁf’ Yw € Q\N, (3.2)

con wy, fijado en Ey y M = suppeye mi(7T).

A continuacién, se hace uso nuevamente de que M! es uniformemente 1-
sumante en II; (C(2), I1; (X, Y)); por ello, existe ko € N tal que

3" mlmr(By) < i (3.3)

k>ko

para todo T € M (teorema 2.1.1(c)). Fijado k € {1,...,ko—1}, laserie Y, frn(wk)
es w.u.c. ¥, como X no contiene copia de ¢y, incondicionalmente convergente. Sea

ng € N verificando

< 8 (3.4)

Z fn(wk

n>ng
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7

para cada k < ky. Resulta, entonces, para cada T € M,

n>ng n>ng

SNTfl =

/Q fu dmp

[ 5= 3 xwua(n) dio
e k

>

n>no

_|_

>

n>ng

/ ZXEkfn(wk) dmr
Ok

y s6lo hay que hacer pequefios los dos sumandos de la altima fila.

Al ser N un conjunto de y-medida nula, (3.1) nos lleva a

para

se verifica, gracias a (3.2), que la serie Y g, es.w.u.c. y €1((gn))

estas

2.

n>ng

<

J

cada n > nyg. Ademaés, poniendo

fn - ZXEkf'ﬂ(wk)
k

dImT| =0

gn() = (fn() - ZXEk()fn(wk)> XQ\N(') € G(an)**y
k

consideraciones, se deduce

/ fn = Y XB, Fa(wi) dmr
@ k
; /Q . fa— ij XB, fo(wh) dmp
; o fr }; X, fo(wh) dimr
n d
7;] /S;g mr
> I gl
m(T)e((.))
¢

5

+

2M°

/ fn - ZXEkfn(wk) dmr
N k

€
< ——. Con

)
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Para el otro sumando, observamos que

> > folor) s

nZTLo

- ¥

n>no

> (EE:IVHT(E%)fh(wk)H)

n>no k

=y ( 3 an(Ek)fn(wk)ll)

k n>no

< Z"Tl(mT(Ek))el((fn(wk))nZno)
= Z w1 (mr(Ex))er ((fr(wk))a>ne) + Z w1 (mp(Er))er ((fa(Wr))nsno) ;

k<ko k>ko

ZmT(Ek)fn(wk)

k

A

ahora, (3.4) nos conduce a

> mmr(B)e (Fa@iazne) < 5 Y m(mr(Ei)
k<ko k<ko
g
< m”l - lmT’
< €
— 47

mientras que (3.3) permite concluir

e
3
=
S
&
3
&
K

3
v
=3
<
A
3
3
=
S
AN
o

k>ko k>ko

3.2 Conjuntos uniformemente dominados en
Hl(G(Qa X)a Y)

En el caso de C(Q, X) para X espacio de Banach cualquiera, la extensién del
concepto de operador p-dominado que aparece en la seccién 2.2 es la siguiente:
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“T: C(R,X) — Y es p-dominado si existe una medida positiva regular v sobre
> tal que

ITFIP < / 1 ()P dv(w), (3.5)
para toda f € C(f2, X)” [Di3, I11.19.3].

En [S2], se observa que todo operador T: €(€2,X) — Y I-sumante es
1-dominado; por contra, si X es un espacio de Banach infinito—dimensional
cualquiera, existen operadores T: €(2, X) — X 1-dominados que no son 1-
sumantes, tal y como se demuestra en ese mismo articulo. El préximo resultado
es el analogo a la proposicién 2.2.1 para operadores sobre C(§2, X):

Proposicion 3.2.1 Un conjunto M C II,(C(£2, X),Y) es uniformemente p-do-
minado si y solo si existe una medida v positiva reqular sobre los conjuntos de
Borel de By« x ) tal que

7ol < [l fepl dviat o)
By xQ2
cualquiera que sea f € C(Q, X) y T € M.

DEMOSTRACION: SiM C IL,(€(f, X), Y) es uniformemente p-dominado, exis-
te una constante C' > 0 tal que

Y Tfall? < CPE (fa)pes) (3.6)

para todo subconjunto finito {(f1,71),--., (fm,Tm)} C €(R, X) x M (teorema
1.3.2(c)). Dados A={Ty,...,Tn} CMy B={f1,..., fm} C C(Q, X), conside-
remos la funcién ¥y g: Bx+ X 8 — R definida por

U4 (7", w) (Z| |p) - Z T full?
n=1

para cada (z*,w) € Bx+ x {). Sea P el conjunto de las funciones del tipo ¥4 p;
asi, P C C(Bx~ x Q) y la desigualdad (3.6) ratifica que P es disjunto del cono
N={® € C(Bx: xQ): ®(z*,w) <0,Vz* € Bx+,Vw € Q}. Basta ya proseguir
como en la demostracion (c)=-(a) del teorema 1.3.2.

El reciproco es completamente andlogo a la demostracién de la proposicién
2.2.1.
O
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Tal y como hemos procedido en la secciéon anterior, vamos a estudiar en primer
lugar la relacién entre la dominacion uniforme de M C I (C(2, X),Y) y la de
Mt C L (C(Q), T (X, Y)).

Teorema 3.2.2 Sea M es un conjunto en II;(C(Q, X),Y) uniformemente 1-
dominado; entonces M* es uniformemente 1-dominado en I1;(C(£2), II; (X, Y)).

DEMOSTRACION: Para demostrar que M! es uniformemente 1-dominado,
veamos que existe una medida 1 positiva y regular sobre ¥ tal que

m(T%) < [ o)), Vi€ E@),VT € M
0
(proposicién 2.2.1).

- Sea v una medida positiva regular sobre los conjuntos de Borel de Bx» X §2

tal que
ITfIl < / (2, f@))|du(z*,w), Vf € CQ,X),VT € M.
Bx*XQ

Consideremos la aplicacion 7: Bx» x Q —  definida por 7(z*,w) = w. Ponga-
mos ! = 7v, es decir, V! es la medida imagen de v por 7; tal medida es claramente
positiva y, al ser 7 continua, es también regular. Sean T' € M y ¢ € €(f2); dado
€ > 0, existen z1,...,ZT, € X con € ((z,)™ ) <1 de manera que

m(Th) < D [(Th)zall +¢

= > IT(pza)ll +¢

3

IN

2 /B X9 (2", p(w)zn)| dr(z”, w) +¢

n=1

= [l Yl m et w) + ¢

n=1

< [ leldnee) e
BX"‘ XQ

_ /Q lo(w)] dh(w) + <.
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Si se diese el reciproco del resultado anterior, el teorema 2.2.2 proporcionaria
de inmediato la caracterizaciéon de conjunto uniformemente 1-dominado en tér-
minos de las medidas representantes, que no serfa otra que “la existencia de una

medida positiva regular v sobre ¥ tal que
m(mr(E)) <v(E), VYE € X VT e M". (3.7)

Desafortunadamente, tal reciproco no es cierto, como se observa con el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.2.3 Eriste un conjunto M C I1;(€([0,1],£?),R) de manera que M
es uniformemente 1-dominado pero M no lo es.

Si (em) es la base canoénica de £2) consideremos, para cada m € N, el operador
Tm: C([0,1],£2) — R que acttia como sigue:

1
Tof = [ em S (o)
0
donde dv e es decir, v es la medida con densidad w € [0, 1] — !
= —, , ida e ,
1-w Vi-w
respecto de la medida de Lebesgue en [0, 1]. Pongamos M = (T},,); en este caso,

o= ([ o)) em

si ¢ € €([0,1]). Obsérvese que

/01 p(w) dv(w)| < /01 lo(w)] dv(w)

cualquiera que sea ¢ € €([0,1]) y m € N, luego M* es uniformemente 1-dominado.
Por el contrario, M no lo es. Efectivamente, la sucesion (f,), donde fp(w) =
w™(1 — w)?e,, es tal que, si A C N es un conjunto finito, entonces

V2
an "‘2_7

neA

|ITT“,L§0H2 =

<
e(0,11,62)
luego (f,) € £.,(€(]0,1],%)); sin embargo

1
Sl = | [ oo

n n

1
=2

n

y M no cumple el teorema 1.3.2(c).
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No es dificil, de hecho, encontrar la condicién que garantiza la dominacién
uniforme simult4neamente para M y M¥, tal y como se comprueba en la tltima

seccion (proposicion 3.3.6).

Se enuncia a continuacion, la caracterizacion de los conjuntos uniformemente
1-dominados en II; (C(£2, X ), Y) a través de las medidas representantes. Como era
de esperar, dicha caracterizacion es una condiciéon algo mas compleja que (3.7).

Teorema 3.2.4 Las condiciones siguientes son equivalentes para un subconjunto
M de II; (€(£2, X),Y):
(a) M es uniformemente 1-dominado.

(b) Eziste una medida U positiva regular de Borel sobre ¥ tal que, cualesquiera
que sean el subconjunto finito {(z1,T1), ..., (@m,Tm)} en X X M y el con-

Junto B € X, se verifica

ZlfmT )zall < P(E)er ((2n)nen) -

DEMOSTRACION: (a)=>(b) Sea v una medida positiva regular sobre los con-
juntos de Borel de Bx« x Q tal que

1T g/B @ f@ e w), V€@ X)NVT N (38)

Consideremos la aplicaciéon 7: Bx« X Q@ — Q definida por 7(z*,w) = w y pon-
gamos I = 7v. Dado E € ¥, supongamos que se tiene

Imz(B)z]) < / (2%, 2) [xp(w) do(a",w), Vze X,NTeM;  (3.9)

Bx* XN

entonces, si z1,...,%Tm € X y 11,...,T,, € M, resulta:

ZumT e Z / 1" anlxe() dv(e”, )

= /B*xn (Z!(x xn){> xe(w) dv(z*, w)

< e ((@)my) / o (w) d7(w)
= HE)e (@),
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Procedamos, pues, a demostrar (3.9). De (3.8) se tiene
I(T*)al| = IT(p2)l| < / (2", 2)|lp(w)] dv (2, w),
Bx* xQ
no importa quienes sean ¢ € C(Q),z € X y T € M. Si, para cada z € X,

definimos la medida A, (E) = Hz*, z)|xe(w) dv(z*,w) para cada E € X,
By« xQ)
la desigualdad anterior puede escribirse como

(T p)z|| < /Q lo(w)|dAz(w), Vo € C(Q),Vz e X,VT € M. (3.10)

Por otro lado, para cada z € X, consideremos el operador S;: II;(X,Y) — Y
dado por S,(U) = Uz si U € I;(X,Y). Teniendo en cuenta que (T"p)x =
(Sz 0o T si ¢ € C(Q), la desigualdad (3.10) junto con la proposicién 2.2.1,
nos permite deducir que el conjunto N, = {S, o T%: T € M} C II;(€(R),Y) es
uniformemente 1-dominado; ahora, segin el teorema 2.2.2 (véase demostracion
de (a)=(b)),

1(Sz omr)(E)|| < A:(E), VEEX,

con lo que se obtiene (3.9).

(b)=>(a) Sean vy, ...,¥n: @ —> X funciones escalonadas y 11, ..., T ope-
radores en M. Como en la demostracion (c¢)=>(a) del teorema 2.2.2, consideremos

6§mﬂw>w)

una familia finita {E}, ..., Ex} de conjuntos disjuntos en ¥ de tal manera que
Yp = }:f 1 E7XE;, m = 1,...,m. Entonces, utilizando (b) de forma adecuada,
tenemos
m
S| fvnam| < 3|
- Ve il | i
k
< 2
k

sEj &} )ne1)

< super ((¥n(w))ney) 7(2).

weN

Sean, ahora, fi,..., fm ¥ T1,...,Tm en C(2, X) y M, respectivamente. Dado
€ > 0, existen funciones escalonadas ¢1, ..., ¥, : 2 — X tales que

SUP | fo(w) — Yn(w)] < —

=1,...,m;
we _2m17(Q)’ " e
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en consecuencia, se tiene que sup,cq €1 ((¥n(w))™ ;) < % + €1 ((fn)ney)- Ra-

zonando de nuevo como en el teorema, 2.2.2, concluimos que

S| fudma,
n=1 2

y M es uniformemente 1-dominado invocando el teorema 1.3.2.

< o(Q)er ((fa)ne) +€

Como consecuencia del resultado anterior obtenemos la siguiente condicién

suficiente para que un conjunto sea uniformemente 1-dominado:

Corolario 3.2.5 Sea M un subconjunto de I1;(C(Q2, X),Y) que verifica

(i) M* es uniformemente 1-dominado, y

(i) para cada conjunto finito {(x1,T1), ..., (Tm, Trm)} T X XM y cada conjunto
E € ¥, existe un operador QQ € M tal que

lmz, (B)za|| < Img(E)zall, n=1,...,m;
entonces M es uniformemente 1-dominado.

DEMOSTRACION: Si M! es uniformemente 1-dominado existe una medida
positiva regular o sobre ¥ tal que m(mp(E)) < U(E) paratodo E€e EyT e M
(teorema 2.2.2(b)).

Dados {(z1,T1),...,(Zm,Tm)} CT X x My E € X, existe @ € M de manera
que

> llmz, (B)za]l < ) lImo(B)za|

< mi(me(E))er (wa)™) < #(E)er ((22)™s).-
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3.3 Notas y ejemplos

En el ejemplo 3.1.2, el conjunto M con el que se trabaja no permite comparar la
1-sumabilidad uniforme de M en I1;(€(),I1;(X,Y)) y en I, (€(Q), L(X,Y));
este es el fin que se persigue con el proximo ejemplo:

Ejemplo 3.3.1 Eziste un conjunto M en II; (€([0, 1], £%), £2) tal que M¥ es uni-
formemente 1-sumante en II; (C([0, 1]), £(£2, £2)) pero M! no es uniformemente
1-sumante en II; (€([0,1]), IT;(¢2, £2)).

Consideremos la sucesion de nimeros reales (z,,) tal que e*™z,, = m?+1y pon-
gamos p,, = E(z,,), donde E(-) denota la parte entera. Puesto que la funcion
y = €®z es creciente en RY y limg, 00 €%z = +00, la sucesion (z,,) es monoé-
tona creciente estrictamente y no acotada superiormente, luego lim,; oo P =

limy,, o0 T = +00.

Para cada m € N, definimos

Bm = (Br) = (—1—,<m2.>,i,o,...) €

m m

y ahora

Si a = (oy) € ¢2, entonces

1/2 1/2

m2 m?
Mol = (%) =2 (Saz) < Lol
m - - g )
k=1 P Pm \}=1 Pm

de donde A, esta bien definido y ||An,| = 1 Ademas, el rango de A, es un
p

m
subespacio de £', por lo que A,, es 1-sumante; en particular, es 2-sumante (< de

Hilbert-Schmidt) luego

1/2
WZ(Am) = (Z ”Amen”Z)

([P3]; [DJT, teorema 4.10]). Por tanto, resulta

m(Am>zm<Am>:(mZ—i—> =2 (3.11)

n:lpm
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dw
\l/m

respecto de la

Si dw designa la medida de Lebesgue en [0, 1], sea dv = , es decir, v

es la medida con densidad la funcién definida por w +——

medida de Lebesgue en [0, 1]. Por fin, sea M = (T,,) donde, para cada m € N, el
operador Ty, : €([0, 1], £2) — £? actiia de la siguiente manera:

T.f = A, (/01<ek,f(w)>du>k, v € €(0,1], £2).

Tales operadores estan bien definidos y son continuos. Efectivamente, si f €
€([0,1],£2) y ponemos f*(-) = (ex, f(+)) € €([0, 1}), resulta

5 / @] = 3| AP
1l M)
<4 s Y [P

pE€Beo,1)*

= e (%)

Il

ahora bien:

ar fF
k

e ((f%) = sup

(ar)€EB,2

e(Q)

< sup sup Zlakfk(w)l
(ak)EBlgtUE[O,l] k

(ak)GBlz wel0,1] &

1/2
< sup sup (Zlak|2> 1/ ()l

< N fllego.e)-

([ ),

< 2||flle(o, 11,62y, por lo que T;;, esta bien definido
2

En definitiva,

y ademaés
2
I Tnll < —.

Una sencilla comprobacién nos lleva a que el operador T}, : €([0, 1]) — II; (2, £2)
1
esta definido por T ¢ = ( / godu) A,, para cada ¢ € C([0,1]). Obsérvese que
0
cada T es 1-sumante: si (p,) estd en la bola de £, (€([0, 1])),

ZWI(TﬁLS@n) = Z /0 On dv 7T1(Am) =71 (Am) Z |<V, Wn)l < 27r1(Am)-

n
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Asi pues, M C I, (C([0, 1], £2),£2) y 71 (Ty) = mi (TH) = 271 (Ar).

Veamos que M" es uniformemente 1-sumante en II, (€([0, 1]), £(£2, £2)). Dado
e>0y >, ¢n wau.cen C([0,1]), existe ng € N de manera que

3 v, m)| < ————;

n>no SUPmeN 3,

de esta forma, cualquiera que sea m € N, resulta

>kl = Y| [ aas

n>no n>no

3 (v

n>ng

| Amll

Il

< e

Sin embargo, M! ni siquiera es acotado, por lo que ain menos podra ser uni-
formemente 1-sumante en I1; (C([0, 1]), II; (#2, £%)). Para ver esto, recordemos que
la sucesion (x,,) se definié de manera que e*"x,,, = m?+1 6, de modo equivalente,

etm

1
——, VmeN;
mi+1  zn m ’

etm

es por ello que la sucesion (W) es convergente a 0. Sea N € N con la
propiedad de que

T < log(m®+1), Vm > N. (3.12)
Abora, utilizando (3.11) y (3.12):

limm (T}) = lim2m (A,)
m m
. 2m
> lim—
Pm
. 2m
= lim —
m T
2m

> lim —————
- 1r}rbnlog(mz+1)

En este punto, tiene sentido preguntarnos por el significado de la 1-sumabilidad
uniforme de M! en IT;(€(2), L(X,Y)). Con los siguientes resultados, se intenta
aportar algo de luz a esta cuestion.
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Proposicién 3.3.2 Sea M C II;(C(Q, X),Y). Las condiciones siguientes son
equivalentes:

(a) M* es uniformemente 1-sumante en I1;(€(Q), L(X,Y)).

(b) Dadose >0y (fn) C C(Q,X) tal que

3c > 0: sup (Z I fn(w)||> <C, (3.13)

existe ng € N de forma que

Yo IThl<e,

n>ng

para todo T € M.

DEMOSTRACION: (a)=>(b) Gracias al teorema 2.1.1, la familia de medidas
{lmg|: T € M} es uniformemente numerablemente aditiva. Se sigue como en la
demostracion (b)=(a) del citado resultado, aplicando el teorema de Egorov a la

sucesion de funciones (]| f()]|) en ().

(b)=(a) Sea ¢ > 0y (p,) € £-(C(Q)). En primer lugar, vamos a probar que
existe ng € N tal que

3 IT(pn2)] < i;- Va € By, YT € M. (3.14)

n>ng

Razonando por reduccién al absurdo, podemos encontrar sucesiones (zx) y (%) en
Bx v M, respectivamente, y una sucesién de nimeros naturales (ny) estrictamente

creciente cumpliendo

Ng+1

> 1 Te(onze)ll > % Vk € N.

n=ng+1

Es inmediato comprobar que la sucesién (f,) en €(£2, X), dada por

((P1$1, ey Pna X1, Prg 1225 - - 3 Pngl2y e ey - ')a

verifica

= e1((n));

e)

sup (Ellfn(w)ll) < 1> Il
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sin embargo, cualquiera que sea k € N,

g1

olT(ensll 2 Y ITk(paz)ll >

n>k n=ng+1

lo que contradice la condicion (b).

Una vez probado (3.14), consideremos, para cada T € M y cada n € N, z7

en Bx de manera que

£
1Tl < (T on)aTll + oy

en tal caso, si T' € M se cumple

STl < Y (1Tl + 5o)

n>no n>no

< DI enaD)ll + 2

n>ng

< &

Obsérvese que, si (f,,) es una sucesiéon de funciones en C(2, X)) que verifica la
condicién (3.13) entonces ) f, es w.u.c. en (2, X); en efecto, cualquiera que

sea m € C(£2, X)* se tiene

Sl = 3 /Q fn(w)dm}

/g (Z an(wn) djm|

< Clm|(Q).

IN

A partir del teorema 3.3.2 es inmediato deducir nuevamente el siguiente hecho:

M! uniformemente l-sumante

en I (€(Q), L(X,Y)). (8.15)

M uniformemente 1-sumante —

El ejemplo 3.3.1 muestra que el reciproco no es cierto ni siquiera cuando el espacio

X es reflexivo.

Lema 3.3.3 Las siguientes condiciones son equivalentes:
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(a) Toda sucesion (f,) en £L(C(Q, X)) verifica (3.13), es decir, eziste C > 0
verificando

sup Y [lfalw)l} < C.

(b) X es finito—dimensional.

DEMOSTRACION: (a)=>(b) Consideremos una serie y_, z, w.u.c. en X. Sea
© € C(Q) de forma que existe wy € Q con p(wy) = 1. Si definimos, para cada

n € N, la funcién
fo: Q@ — X

W o PW)Tn
es inmediato comprobar que la serie Y f, es w.u.c. en C(2,X). Por hipotesis,

existe una constante C' > 0 de manera que

> laall =D I falwo)ll < C,

es decir, la serie > ||, || es absolutamente convergente; por tanto, X debe tener

dimensidén finita.

(b)=>(a) Si X es finito-dimensional, el operador identidad en X, idx, es 1-
sumante; de esta manera, si (f,) € £, (C(Q, X)),

sup (Z IIfn(w)H> < m(idx)ilégel ((fa(w))) < oo.

Gracias al lema anterior, se concluye que la condicion “X finito—dimensional”
es suficiente para que se dé el reciproco de (3.15). Sin embargo, tal condicion
no es necesaria: cualquiera que sea M C II;(€(Q,£), £2), se verifica que si M!
es uniformemente 1-sumante en II;(C(Q2),L (¢, ¢%)) entonces también lo es en
I, (C(Q), I, (£}, £2)), gracias al teorema de Grothendieck ([G]; [DJT, teorema
1.13]); basta ahora hacer uso del teorema 3.1.4 para deducir que M es uniforme-

mente 1-sumante.

El ejemplo anterior aporta la idea fundamental para obtener la caracterizacion

que se busca:
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Teorema 3.3.4 Las sigutentes condiciones son equivalentes:

(a) Todo conjunto M C II;(C(2, X),Y) es uniformemente 1-sumante si y sdlo
st M! es uniformemente 1-sumante en I1;(C(Q), L(X,Y)).

(b) Se verifica:

(b.1) X no contiene copia de cy.

(b.2) Eziste una constante C > 0 tal que 7 (S) < C||S|| para todo S €
I, (X,Y).

DEMOSTRACION: (a)=(b) Puesto que la norma l-sumante domina la norma
operador, la condicién (b.1) se deduce de manera inmediata a través del teorema
3.1.4. Para obtener (b.2) vamos a razonar por reduccién al absurdo. Sea (S;,)
una sucesion en II;(X,Y) de forma que ||Sy,| < 1 pero m1(S,) > m para todo
m € N. Fijado wqy € {2, consideremos el operador

[ = Sa(f(wo))

para cada m € N. Se comprueba facilmente que

TH: Q) — IL(X,Y)

¢ > (wo)Sm

. Se verifica que m;(T}) = m(S,,) < oo para cada m € N, luego M = (T},,) es un
subconjunto de IT; (€(2, X),Y). El conjunto M! es uniformemente 1-sumante en
I1;(€(R2), L(X,Y)) pero M ni siquiera es m;-acotado.

(b)=(a) La equivalencia de las normas operador y 7, en II;(X,Y) (condicion
(b.2)) junto con la condicién de que X no contenga copia de ¢y, lleva a deducir
(a) mediante el teorema 3.1.4.

O

OBSERVACIONES

1. Nétese que la condicién (b.2) es equivalente a que la clase de los operadores

1-sumantes con la norma operador sea un subespacio cerrado de L(X,Y).



Capitulo 3 92

De esta manera, si A(X,Y) representa la clase de los operadores de X en
Y que son limite uniforme de operadores de rango finito, dicha condicién

implica que A(X,Y) C I[}(X,Y).

2. Debemos hacer notar que, fijado un espacio de Banach Y, una de las
dos condiciones (b.1) o (b.2) es redundante. En efecto, si Y es finito—
dimensional, II;(X,Y) = L(X,Y), por lo que sobra la condicién (b.2)
(estarfamos nuevamente ante el teorema 3.1.4). Si Y es un espacio de
Banach de dimensién infinita, entonces (b.2)=-(b.1). Por reduccién al ab-
surdo, supongamos que existe un isomorfismo J de ¢y en un subespacio de
X; veamos que toda serie incondicionalmente convergente en Y es absolu-
tamente convergente, con lo que llegariamos a contradecir al teorema de
Dvoretzky-Rogers .

Fijada (y) € £,(Y), consideremos las sucesiones (z,) C X y (z}) C X*,
donde z,, = Je, y z, es la extension a X (mediante el teorema de Hahn—

Banach) de (J*)7'e} ((es) y (e}) son las bases canénicas de ¢y y 2, res-

pectivamente). Los operadores S,, = > -z} ® y, son de rango finito

(= 1-sumantes) para cada m € Ny, puesto que (y,) € £L(Y), convergen
uniformemente a S =) ¥ Q@y,. Asi, S € A(X,Y) C II;(X,Y) gracias a
(b.2). Ahora bien, (z,) = (Je,) € £ (cy), luego resulta

00> |ISzall = Y = lyall

Z(.’EZ, xn>yk
k

3. SiY tiene la propiedad de aproximacién acotada, entonces la condicion (b.2)
del resultado anterior es equivalente a la igualdad L(X,Y) = II;(X,Y)
cualquiera que sea el espacio de Banach X. En efecto, si Y posee tal
propiedad, X(X,Y) = A(X,Y). Teniendo presente que L(X,Y) =1II;(X,Y)
siempre que X(X,Y) C II;(X,Y) e Y posea la propiedad de aproximacion
acotada ([MoR]), es suficiente demostrar que A(X,Y) C I1;(X,Y), lo cual
es cierto segin se ha comentado en la primera observacion.

En el ejemplo 3.1.2, se mostré un conjunto M no uniformemente 1-sumante
en II;(co(co), R) pero de manera que M* si lo era. Logicamente, la sucesién
(fa) = (&™) utilizada para probar la no 1-sumabilidad uniforme de M no verifica
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(3.13). De hecho, dicha sucesion estd muy “lejos” de cumplir tal condicion:
Y gl = D llealle =00
n n>2k—1

para todo k € N.

Ya se ha mencionado anteriormente que la sucesion (fy), donde f,: [0,1] —
£? ests definida por f,(w) = w™(l — w)'/?e, para cada w € [0,1], estad en
21 (€([0,1], £%)). Es mas,

nd siw € [0,1)

Sl =4 A=) ,

n 0 stw=1
es decir, Y, ||fa(w)|l2 < oo para cada w € [0, 1] pero sup,¢o,1j Dy, ll.fn(w)|l2 = oo
Por tanto, aunque esta sucesién de funciones tampoco satisface 3.13, se “ac-
erca’ un poco mas que la anterior. Veamos que, a pesar de que el conjun-
to M = (T,,) del ejemplo 3.3.1 es tal que M" es uniformemente 1-sumante en
IT; (€([0,1]), L(£2,£%)), la serie >, ||Tm full2 nO es uniformemente convergente en
m € N.

Supongamos que, dado € > 0, existe ng € N tal que > .. ||Tmfoll <e, para
todo m € N. Sea my € N tal que p,,, > ny. Como la sucesién (py) es creciente,

cualquiera que sea m > myg resulta

€ > Z”TmanQ

nZno

> 1T fallz

n>pm
1
= Z A (/ (e, w™(1 — w)%e,) dy>

0 k
2) 1/2

v

n>pm 2

= Z (f zr;1;/Ol(ek,en)(,u"clw

n>pm \k=1

m? 1
1
= E —/ w" dw
Pm Jo

n=pm

241
Pm =T
(obsérvese que p,, < m? pues py, < Ty < €Ty, = m?+1); por tanto, la sucesiéon

L m2+1 l e . ,
(Pm Zn:pm-l—l n)m es Convergente a 0. Utlllzando que existe un namero real C
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verificando
1
Ii —_— =
im (Z ~ logm> C,
n=1
se obtiene
2 2
1 MR (P I m?+1
0 =lim — —=— —| = hm——log . (3.16)
mpmn:%;rln Pm ; gn Prm

Por otra parte

1 m? +1
ez, =m?*+1&1=—Ilog
T Tn
y, en consecuencia,
1 241 1 m?2+1
1:lim————logm + = lim — log +
m T Tm m Pm DPm

que contradice (3.16).

Para el caso Y = R, hemos obtenido una demostracion diferente para (b)=>(a)

del teorema 3.1.4:

Teorema 3.3.5 Sea X un espacio de Banach que no contiene copia de cp; en-
tonces todo conjunto M C II;(C(£2, X),R) es uniformemente 1-sumante si y sdlo

si M* es uniformemente 1-sumante en I1;(C(), X*).

DEMOSTRACION: Sea M un subconjunto de IT; (C(®2, X), R) de manera que M
es uniformemente 1-sumante en IT;(C(Q), X*). Si M no fuera uniformemente 1-
sumante, entonces existiria € > 0, una sucesion (fn) en By (e(a,x)), una sucesion
(T;) en M y una sucesion de niimeros naturales (n;) estrictamente creciente

/ fndmg,

verificando:
nk+1

>¢e, VkeN (3.17)

n=ng+1
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Pongamos, para cada k € N, I,j = {n € {m+1,...,npp1}: / fadmyp, > O} e
Q

I, = {n E{ng+1,...,npg1}: /fn dmg, < O}. De (3.17), se sigue
Q

e < Z/anmek—Z/anmek

nery nel;

= /Q Z fn | dmrp, —/ an dmr,

Q

nelt nely;
e nerf @ nel;

para todo k£ € N. Obviamente, para cada k € N, alguno de los dos téminos en
. £ . - . .
la dltima suma es mayor que X entonces, definimos Iy como I, o I, segin cual

€ . .
de los dos sumando sea mayor que 3 (si ambos lo son, elegimos por ejemplo I}}).
De todo esto, se deduce que existe una sucesion (I;) de conjuntos en N finitos y

disjuntos dos a dos tales que

/Q (Z fn) dmy,

nely

> g vk € N. (3.18)

Por otra parte, al ser M* uniformemente 1-sumante, existe una medida posi-
tiva u numerablemente aditiva sobre ¥ tal que

Jdm [mr|(E) =0

uniformemente en T € M (teorema 2.1.1 (b’)); por tanto, podemos encontrar
0 > 0 de manera que, si E € ¥ verifica u(E) < 4, entonces |mz|(E) < Z para
todo T' € M. Sea p una reordenacién de los ntimeros naturales de forma que los
elementos de cada I aparezcan consecutivamente y en orden creciente. La serie
> falw) es w.u.c. en X para cada w € Q y, puesto que dicho espacio no contiene
copia de ¢y, es también incondicionalmente convergente. Si, para cada m € N,
definimos Sy, = Y0 fom) ¥ S = D, fotn), €l teorema de Egorov garantiza la
existencia de un subconjunto de Borel E € ¥ con u(E) < ¢ y tal que

Sm — SIQ\E

love
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uniformemente. Por consiguiente, si C = sup{|mr|(2): T € M}, existe mg € N
tal que para ¢ > p > my resulta

> fom ()

Consideremos ahora cualquier I tal que min I, > p(my); tomando py g en N
tales que p(p) = minly, y p(q) = maxIl; (= ¢ > p > my), los argumentos

anteriores confirman que
g
= ' / (Z fomy | dm,
Q

/Q (Z fn> dmr, 2
< /Q Zq:fp(n) dimr, |

n=p

q
= / > fotm dImTkH/
E || np O\E

< Imal(B) + Imr, [(\B) 5

<_7
2

€
— O\E.
<4C’ Vw € Q\

dlmTkl

g
Z Fotm)
n=p

que entra en contradiccion con (3.18).

Para terminar, se muestra la condicién necesaria y suficiente para que se dé

el reciproco del teorema 3.2.2.

Proposicién 3.3.6 Cualquiera que sea el espacio Y, se tiene que las siguientes

condiciones son equivalentes:

(a) Todo conjunto M C II;(C(Q, X),Y) es uniformemente 1-dominado si y solo
st M¥ lo es en I1,(C(Q), 1, (X, Y)).

(b) X es finito-dimensional.
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DEMOSTRACION: (a)=>(b) Supongamos que Y, =, es w.u.c. en X. Sea (z},) C
X* de forma que (z},z,) = ||zn]| para cada n € N. Fijados yo € Y con ||yo|| =1
y wg € Q, para cada n € N puede definirse el operador T;,: €(2, X) — Y por
T.f = (x%, f(wo))yo; es inmediato comprobar que Thp = p(wy)z}, ® yo para toda
¢ € C(Q). Ademas, si ), es w.u.c. en C(2), resulta

Y m(Thea) =D lenwollllzall < D lon(wo)l < €1 ((0n));

asi pues, la sucesiéon (7)) es uniformemente 1-dominada y, por hipoétesis, tam-
bién lo es la sucesion (7;,). Consideramos ¢y € C(Q) tal que po(wo) = 1; la
serie > oz, es w.u.c. en €($, X) luego, para cada € > 0, el teorema 1.3.2(b)

garantiza la existencia de ng € N de manera que

> llzall =) ITu(poza)| <,

n>ng n

o sea, la serie ) ||z, es absolutamente convergente.

(b)=>(a) Podemos suponer X = R?%. En efecto, si i: R? — X es un iso-
morfismo, dado M C II;(€(Q, X),Y), es suficiente trabajar con el conjunto
M = {T: C(LRY) — Y: T € M} donde Tf = T(i o f), para cada f en
e(Q, RY).

Para el caso X = RY, el resultado es inmediato a partir del teorema 1.3.2 y ob-
servando que, si f1, . . ., f, son funciones en C(2, R%) y denotamos por (f1, ..., f9)
las componentes de f, para cada n € {1,...,m}, entonces

e((f)™) =ea(fl f . fL ).
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Sea (T}) una sucesion en I1,(X,Y). Veamos que (fk) — 0 puntualmente si y s6lo

si se verifican las condiciones siguientes:
(i) Tx — 0 puntualmente.
(i) (T%) es uniformemente p-sumante.
Supongamos que (fk) — 0 puntualmente. Fijado z € X, para 2 = (z,0,0,...)
y € > 0 existe ky € N tal que || Tiz|| = ||Txz|lp < € si k > ko, lo que prueba (i).

Para probar (i), partimos de € > 0y # = (z,,) € £2,(X). Por hipotesis, Tz — 0
en 2(Y) si k — oo; es decir, existe ky € N de forma que

Z Tezn|P <€, VEk >k ' (19)
Por otra parte, los operadores T, ..., T, son p-sumantes, luego existira nyg € N
de manera que
Z ”Tkﬂinnp <e, k=1,... k. (20)
n>ng

De (19) y (20) resulta

S [Tl <,

n>ng

cualquiera que sea k € N, que prueba (ii).

Reciprocamente, dado ¢ > 0y & = (z,) € #£(X), (ii) permite concluir que

existe ng € N tal que
3 [ Thaall? < -;— Vk € N.

n>ng

98
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Por otro lado, utilizando (i), puede encontrarse ko de forma que

1/p
| TeznllP < (i—) Yk >k,
0

cualquiera que sea n € {1,...,np}. Ahora, si k > ko

ITe2llp = D ITezall? = D I Thzall? + D 1 Thzall” < e

n n<ng n>ng
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