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INTRODUCCION

A partir de la conocida descomposicidén de Lévi de
un 4algebra de Lie cualquiera en la suma directa de su
radical, que es resoluble, y de una subdlgebra (de Lévi)
semisimple, el problema de la clasificaciéon de un algebra
de Lie se reduce a los de las clasificaciones de 1las
dlgebras resolubles y las semisimples. Dado dgque toda
dlgebra semisimple se puede descomponer en suma directa de
dlgebras simples y que la clasificacién de éstas es bien
conocida, s6lo gqueda por resolver el problema de 1la

clasificacién de las algebras resolubles complejas.

El probléma de la clasificacion de las algebras de
Lie resolubles complejas es un problema que : permanece
abierto en 1la actualidad, vya que sdélo se conocen las
dlgebras resolubles de dimensiones menores o -iguales a 5.
El importante papel que desempenan los ideales maximales

nilpotentes en el estudio de las &algebras resolubles pone



de relieve 1la importancia de 1la clasificacién de 1las

dlgebras nilpotentes para clasificar las resolubles.

Los primeros resultados de interés relacionados
con la clasificacidén de" las &algebras nilpotentes datan de
hace un siglo y fueron publicados en 1891 por Umlauf (véase
[17]). En este trabajo se hace un intento de clasificacidn,

aunque incompleta, para dimensiones menores o iguales a 6.

La primera clasificacién de las dlgebras
nilpotentes hasta dimensién 6 fué dada por Morosov en 1958
(véase [13]), Yy se basa en la maxima dimensién m de un
ideal abeliano maximal. La clasificacién hasta dimensién 5
habia sido dada anteriormente por Dixmier wusando otros
procedimientos (véanse [7] y [8]). De manera independiente
a Morosov, Vranceanu ha clasificado también las nilpotentes
de dimensidén 6. Tanto esta clasificacién como la de Morosov
son completas para el caso complejo pero tienen un olvido

en el caso real.

En 1966 Vergne ha dado, por primera vez, una lista
completa de 1las 4&4lgebras de Lie nilpoteﬁtes reales o
complejas de dimensién 6, concluyendo asi los trabajos  de
Morosov y Vranceanu. Asimismo, Vergne pone de relieve en su
trabajo una importante diferencia entre 1los casos de
dimensiones menores o iguales a 6 y mayores o iguales a 7,

demostrando la existencia en éstas de una infinidad de



clases de isomorfia de 4algebras de Lie nilpotentes
filiformes, lo que dificulta mas atdn la clasificacién a

partir de dimensién 7.

En 1964 Safiullina publica la ¢lasificacidn de las
algebras nilpotentes de dimensién 7, siguiendo el método de
Morosov (véase ([13]). Sin embargo, su clasificacién es
incompleta, como demuestra Magnin en 1986 (véase [12]).
Este autor wutiliza el método de 1las derivaciones
nilpotentes para clasificar las algebras nilpotentes hasta
dimensién 6. En dimensién 7 determina todas las Aalgebras
nilpotentes que contienen a un algebra dada de dimensidén 6
aungue no consigue encontrar todas las clases de isomorfia
en 7 dimensiones. Otra aproximacidén a la .clasificacién de
estas algebras se debe a Romdhani en 1985 (véase [14]). La
clasificacién intentada en este trabajo se basa en el tipo
del algebra de Lie (dimensiones de las sucesiones derivada,
central descendente y central ascendente), determinandose
en el mismo otros invariantes (soporte del centro del
algebra envolvente, generadores del dalgebra de Kac-Moody

asociada).

Skjelbred y Sund en 1977 :(véase [16]) habian
desarrollado un método que permite clasificar las dlgebras
nilpotentes de dimensién n+l si se conocen las de
dimensiones menores o iguales a n. Este método solo ha'sido

aplicado al caso de dimensidén 6, obteniéndose de nuevo la



clasificacién dada por Morosov. El procedimiento anterior
presenta grandes dificultades practicas y, que sepamos, no

se ha usado hasta la fecha para dimensiones mayores a 6.

El problema de la clasificacién de las 4algebras
nilpotentes de dimensién 7, pues, ha permanecido abierto
durante bastante tiempo, a pesar de las aproximééiones a la
solucién del mismo que significaron los trabajos ya citados
de Magnin y Safiullina o los de los profesores Goze Yy
Ancochea de 1985 y 1986 (véanse [l1] y [2]). Finalmente ha
sido resuelto por ellos en un articulo publicado en 1989
(véase [4]). Ya en 1988 habian publicado la clasificaciodn
de las &algebras filiformes complejas de dimensioén 8. Estas
clasificaciones estan basadas en el uso de un nuevo
invariante, que denominan sucesidn caracteristica y dque
corresponde a las dimensiones maximales de los bloques de

Jordan de una matriz nilpotente.

La importancia de 1los trabajos de Ancochea y Goze
es grande, pues no soélo han consequido las clasificaciones
antes citadas, sino que han desarrollado unas técnicas
susceptibles de ser aplicadas a otros casos. Estas son,
precisamente, las que se utilizan en las presentes notas
para obtener 1la clasificacion de 1las 4algebras de ‘Lie

nilpotentes filiformes complejas de dimensién 9.



El primer capitulo del trabajo estd dedicado al
estudio de 1la estructura de 1las 4algebras filiformes
complejas de dimensién n. Es decir, a partir del teorema de
Engel, de la identidad de Jacobi y de la propia definicién
de algebra de Lie nilpotente filiforme compleja, se prueba
la existencia en cualquiera de ellas de una base, dque se

designa siempre mediante {X1' X, ....,X;} , en la que X,

es un vector caracteristico, esto.es, tal que

[X,,X,] =0

[X,,X]1 =X 3=4is=n

Yy X, es base del centro del algebra, es decir

[X,,X] =0 1s1is=n
verificandose, ademas, que
[X,,X] =0 3 <is=n
[X,,X] =0 4 =i s n-2
[X4'Xn-1] = d1X2

[X4,Xn]b= d1x3 + d2X2



(X, X1 =0 5 =i s n-3

[X,X ] = dX

2 3 2

[X, X 1 = (d+d)X + dX
[X,,X ] = (2d+d )X, + (d+d )X, + d.X,

o con diec 1=1i=5

Desde 1luego, se podria continuar estudiando la
forma de los restantes corchetes, pero terminaria
resultando inacabable y poco practico. Ademas, no hay
ninguna garantia de que algunas de 1las constantes de
estructura que se indican (pues no son otra cosa los

coeficientes dl , 1 =1 s 5), no sean nulas.

El objetivo de este teorema y del capitulo en si
es doble : por un lado muestra el camino a seguir para
dimensiones concretas y, por otro, y como corolario suyo,
es posible volver a obtener 1la clasificacién de las
algebras de Lie nilpotentes filiformes para dimensiones

sencillas.

Termina el capitulo incluyendo el listado de las

élgebras"filiformes, ya conocidas, de dimensiones 2 a 8.

En el capitulo segundo se procede a la resolucién



del problema objeto del presente trabajo : la clasificaciodn

de las algebras de Lie nilpotentes filiformes complejas de

dimensidén 9.

En la primera parte del capitulo se estudia 1la
estructura de las élgebras‘filiformes de dimensidén 9, para
lo cual se enuncia un teorema, que se ha denominado de
estructura de 1las algebras filiformes complejas de
dimensién 9, en el que, siguiendo las ideas expuestas en el
capitulo anterior, se prueba 1la existencia, fpara cada
dlgebra de éstas, de una base en la que los productos
corchete tienen una estructura relativamente sencilla. Lo
que dice el citado teorema es que para cualquier algebra de
Lie nilpotente filiforme compleja de 9 dimensiones se puede

hallar una base para la cual la ley del algebra se exprese

mediante :

1A
[
A
Vo]

[Xl,Xi] = Xl__1 3

[X,,X,] = «X

[X.,X,] = aX

I

[Xs,Xg] (a1+a2)X3 + oc3X2

[Xa’ X7] = a4X2

[X X1 = (e, +a )X, + aX,



Il

[XG,Xg] (<x1+2a2+a4)x4 + (a3+a5)X3 + a6X2
[X7,X8] = (a2+a4)x4 + a5x3 + a7X2

[x7,x9],= (“1+3“2+2“a’xs +»(a~/3+2—a5).x4 +

+ (a+a )X, + aX
6 7 3 8 2

RS (a,+3a +2a )X +o (o +20 )X+

+ + + aX
+ (a6 a7)x4 a8x3 dg 2

1A

con afm, 1 =3 9, Yy para algun punto de la cdénica de

v 2 9
ecuacion en C° :

2 2
20 - 3a. + aa + 20 =0
1 4 2 2 4 4

El resto del trabajo consiste en la clasificacién
de estas 4lgebras. Lo que se hace es determinar que
algebras de 1las anteriores son isomorfas y, una vez
determinadas las <clases de isomorfia, seleccionar un
representante de cada clase. Para la determinacioén de todos
los posibles isomorfismos entre algebras de Lie filiformes
complejas de dimensién 9 debe tenerse en cuenta que estos
isomorfismos han de corresponder, bien a cambios de base de
Jordan de adX1 que mantengan inveriante al vector

caracteristico X1’ bien a transformaciones que cambien el



vector caracteristico, bien a composiciones de ambas.

Se obtienen asi nuevas bases de las A4lgebras
filiformes y, respecto a ellas, se hallan las expresiones

de los parametros de la ley (las constantes de estructura

i-1 _
-que pueden ser no nulas, aparte de las C11 , para 3si=9,
que valen 1), que se denominan ahora B, Y 7, con 1si=9
Y que vienen dadas en - funcidn deuvlaS~~r~af» y de los

coeficientes de los cambios de bases.

A partir de las dimensiones de las algebras de Lie
que se van obteniendo en la sucesién de derivadas del
dlgebra dada se subdivide la familia de algebras filiformes
complejas de dimensién 9 en 6 subfamilias tales que ningun
dlgebra de una de ellas sea isomorfa a ninguna otra de

las algebras de cualquier otra subfamilia.

Finalmente, se estudian en cada subfamilia las
algebras que no pueden ser isomorfas entre si y aquellas
otras para las que es posible encontrar un isomorfismo que
transforme una en otra. En cada clase de isomorfia se elige
como representante el algebra gque tenga un mayor numero de
- constantes de estructura nulas y, de entre ' las que tengan .

el mismo numero, la que tenga el mayor numero posible de

estas constantes que valgan 1.

v

En la clasificacidén obtenida aparecen, como era de

10



esperar, una infinidad de clases de isomorfia de algebras
de Lie nilpotentes filiformes. Pero, si bien aparecen
series continuas de Aalgebras no isomorfas, ahora no
solamente aparecen familias uniparamétricas sino que
también aparecen familias biparamétricas. Otra novedad es
el hecho de que en varias de estas familias paramétricas de
dlgebras no isomorfas\ios parametros no recorren C sino que
f2lguno de ellos recorre un T, siendo Cn el conjunto

cociente de C por la relacién de equivalencia definida por

URV & u = 0V con W =1 para u,v € C.

La lista de algebras de Lie complejas filiformes

de dimensidén 9 es la siguiente :

Llfl
M : [X1'X1] = X 3=<is9

(X, X;] = X
(X, X)) = X, + A X
[X,,X,] = X

[X,,X,] = 2X

1l

[X,X] = 3X + AX + AX
6° 9 4 13 2 2

[X,, X)) = 2X,

11



[X,,X,] = 5X_ + A X, + AX

[Xg,X,] = 5%, + AX + AX,

con Alemz ' Aaem

g : [Xl,Xl] = de 3=1=9
: _ =3
(XX = g %
=1
[Xs’Xa]——ixz
_ =7
[Xs’Xgl_—?xs
[X,X] =%X +X
6’ s 2 73 2
[X,X] =23% +X +2aX
6! g 8 “a 3 2
[X.,X] =2x +X
7' "8 2 T 3
[X,X] =+X +2X +aX
7' %9 8 5 4 3
1
[X, X)) =5 X +2X +21X
con AeC.

3’A' = <1<
wet e Ix X = X 3si=9
_ =3
[X4,X9]—--—-§X2

=1
[Xs,Xa] = 5 X2

12



con

con

[X,,X] = 5 X,

(X, X,] = X,

[XG'X8] = -]2: x3

[Xs,Xgl = -—83- X, + A X,
[X,,X,] = %— X,

(X, X1 = % X+ A X,

(X, X1 = é]l X, + A X,
AeC.

(X (X ] =X, 3si=9
[X,,X,] = -X,

[XS,‘Xg] = -X3

[X,,X)] = X,

[X,,X,] = X, + X

[X,,X,] = X, + X

(X, X1 = X, + X_

[X7,X9] = X5 + 2 X4 + A X3
(X, X1 =X + 2 X +2aX
AeC.

13



[X,,X,)
[X,,X,]
[X %, )
[X,,X,]
[X,,X,)
[X,,X,]

[X,,X,]

14

3=i=9

3=i=9



ToA LA
1’72,
9 -
con
8, A
Iig :

[X,X,]

[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]
[X_,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]

Al,hzec

[X,,X,]
[X,,X,]

[X,,X,]

Xl_1 3=i=9

AX
(7\1+A2) X3

A%

(A,+21)) X, + X,

(A, +21)) X, + X

A2== 0
Xx-x 3=1=9
X2 .
-X

2

15

, A% =32
1 2



con

9, A

[X,,X,] =
[X,,X,] =

[X,,X,] =

[X,,X,]
[X,,%,] =
[x7,>§9i -
[X,,X,) =

A€C-(~3}

[X,,X,] =
[X,,X,] =
[X,,X,) =
[X,,X,] =
[X,,X,] =
[X,,X,] =
[X,,X,] =
[X7,X8] =

[X,,X,] =

(2+1) X,

(2+A) X5

i-1

16



con

10, A

[X/X,] = -2 X, + X,

A€C,-{[0])

[X,,X,]
(X, X,]
[X,,X,]
[X,,X,]
(X, X,]
[X,,X,)
[X,,X,)
[X,,%,]
[X,,%,)

[X,,X,]

[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]

[X,,X,]

17
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A



|
<

[X,,X,]

[X,, %] = A X, + X,

[X7,X9] = A X4 + X3

(X, %] = A X + X,

con Aecz—{ {01},

;l : [X1’Xi] = Xx-1
(%,%,) = %,

(X, X1 = -X,
[Xs'X9] = X,
[X6,X7] = le
(X, /X)) = X,
[X7,X9] = X,
[X8,X9] = X,

| ;Z’A : [Xl'xi] = X1—1
[X,/X,] = X,

(X, X,) = -X,

18
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A



con

13

14

[X,,X,] = X
[X,,X,] = X
[X,,X,]

= X3 + A X2

(X, X1 = X, + A X_

Aeﬂ:z.

[xl'xl] - Xi—l
[X4,X9] = X,
(X, X1 = -X,
(X, X)) = X,
[X_,,Xg] = X,
[X,, X1 = X,
[X1’Xi] = Xi-l
[X,,X] = X,
(X, X1 = -X,
(X, X1 = X,

19
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15,A1,)\2

. : [X,X1=X_ 1s=is9
(X X,] = X,
[Xs." Xa] = Xa
[X,,X,] = X+ X+ A X
[X, X1 = X+ AX
[X,,X,] = X+ 2X+ (A +2) X..
[X, X,] = X+ 2%+ (A +2) X,
con Al,hzec.
;"”‘1’7‘2 ;o [X,X) =X 3si=o
[XS'X9] = XZ
[X,,X,] = X,

[Xs'X9] = 2X3 + A1X2
[X7,X8] = X3 + AZXZ

[X,,X,] = 3X, + (A+r) X,

[Xg X, ] = 3X, + (A+r) X,

con A ,AeC.

20



17, A

[X1’X1} = X 3=i=9
(X, X1 = X
[X,,X)] = X+ X
[X,,X,] = X+ A X,

(X, X,] = 2X,+ (1+d) X

[X,,X,] = 2X+ (1+d) X,

con AeC.

u;8 : [Xl'xi] = Xid 3si<9
[X.,X] = X,
[X,X] = X,
[X,,X,] = X+ X,
[X,,X] = 2X+ X_
[X,,X,] = 2X+ X,
u;9 :OIX,X] = X 3=i<9

[X6IX8] = X

21



[X5’X9) = X
[X7IX8]v = X
[X7,X9] = 2X4

[X,,X] = 2X

20,202, ¢ [X,X] = X _ 3=i=9
9 1 i i-1

(X, X1 =X

[X,X] = X,

[X6,X9] = X4 + A1X2

[X,, X ] = X

i

[X,,X] = X + (A+1)X_ + A X

[X,,X,] = X+ (A+1)X, + AX_

con AeC y AeC..
1 2 2

w2 e (x LX) = X 3<i=9
(XX ] = X
[X,X] = X_+ AX,
[X,X] = X

22



X7,x9] = X4-+ (A+1)X3

(X, X)] = X + (A+1)X,
con AeC.
22,A _ .
° : [X1'X1] = qu. 3=1=9
Lxe'xgl = Xz
[X,.%,1 = X,

[X,,X] = 2X_ + AX,

[Xg X)) = 2X, + AX,
23 .
uy'r (XX =X 3=i=9
[X,.X,] = X,
[X,,X,] = X+ X,
[X, X,) = X+ X
24 _ <
T [X,,X]1 = X 3=i=9
[X,,X] = X,

23



[X,1X,] = X

[Xs'X9] = X4

25,11,7\2

° : [xl,xi] = X1-1 3 =1s29
[X,,X] = X,
(X, X1 = X,

(X, X,] = X, + X
[X,,X] = X, + X+ A X
[X, X)) = X + X + AX + X

con AeC. , AeC.
1 2

EG’A : [X1’X1] = X 3 =1=9
[X4,X9] = X2
{XS,XQ] = X,
[XG,XQ] = X,
(X, X1 =X, + X,
[XB,XQ] =X + X, + A X2
coﬁ AeC

-

24




27

28

29, A

con

(X, X1 = X 3 =
[X,,X,] = X,

(X, X1 = X,

(X, X1 = X,
X,’,Xg] = X,

[X,,X,] = X, + X,
[X,,X,] = X _ 3 =
[X,,X,] = X,

[X., X1 = X,

(X, X,] = X,

[X7,X9] = X

[X,,X,] = X,

[Xl,Xl] = Xx-1 3 =
(X, X)) = X,

[X6,X9] =X + X
[X,,X,] = X + X,

[X, /X)) = X+ X, + A X,

AeC

25

IA

A

1A



31
13

X3

32,A

con

33

(X,,X1 = X | 3 s
[XS'X9] = X2
[X6,X9] = X,
[X_,,X9] = X4

[xx'*xl - X1—1

(X, X)) = X,

[X6,X9] = X3

[X7,X9] = X4

txs,xg] X,

[X,,X]1 = X, 3 s
[X,, X)) = X,

[X7IX9] = X3 + X

[X,, X1 = X, + X, + A X,

A€C
[X1’X1] = Xi-i ; 3 =
(X, X,) = X,

26

1A



34

35

36

37

38

[X,.X,] = X

[xl'xi] = X

[XS,XQ] = X‘z +
[X1’X1] = Xi-l
CIX X = X,
[X,,X)] = X_
[XS’X9] = X4
[x1’X1] = X1-1
[X7,Xq] = X2
[X8,X9] = X3 +
[lexil = Xx—l
[X_,,Xg] = X2
[Xs’X9] = X3
[Xl'Xi] = Xl-l
[XS,XQ] = X2

i-1

27
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A
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CAPITULO O

PRELIMINARES
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CAPITULO O

PRELIMINARES

1.~ Grupos de Lie, -

Se denomina grupo de Lie a toda variedad

diferenciable G, C”, que cumple las siguientes condiciones:

1)Esta definida una operacién interna entre

sus puntos respecto a la cual tienen estos la
estructura de grupo.

2)La aplicacidn

$ : GXG —————— G

29




(p,q) ——— £(p,q) = pq"

es Cc®-diferenciable.

Se representaria el punto unidad del grupo por e.

De la definicién se deduce que la aplicacidén

f: G— G

p — £(p) =p

L+ ] . s . . .
es C -diferenciable, asi como las aplicaciones

lp:x —> PX (p.xeG)

r X — Xp

son también C”-diferenciables. A 1p y r, se les denomina

traslaciones a izquierda y derecha, respectivamente. Por

ser C° y biyectivas son difeomorfismos de G en G. Las
traslaciones a izquierda forman grupo, asi como las
traslaciones a derecha y como consecuencia de esto, también

los automorfismos internos.

Cuando G no es una variedad conexa, la componente
conexa de e, Ge, es un grupo de Lie, siendo las demas
componentes difeomorfas a Ge, por poderse cbtener unas de

otras por traslaciones.
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Los grupos de Lie pueden ser conmutativos o no,
segun lo sea o no la operacién interna establecida entre
sus puntos. Ejemplos del primer caso lo tenemos en R"

mediante la operacién
(X pee s X )* (Y, 00, ¥ ) = (X4Y , .0, X +Y )
resultando un grupo isomorfo al de traslaciones en R", y

del segundo caso el grupo general lineal GL{(n,R), donde

cada matriz (aij)eGL(n,R) se identifica con el punto

e, ) € R

o [ 4 oo, O
( 11/ "1n’ " n1! nn

GL(n,R) es una subvariedad de R® que tiene

la estructura de grupo definida en GL(n,R).

Si G y G’ son dos grupos de Lie, sobre la variedad
producto GxG’ queda definida la estructura de grupo de Lie

mediante la operacién

(p,a)*(p’,49’) = (pp’,9q’).
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2.- Algebra de un grupo de Lie.-

Entre los campos de vectores de un grupo de Lie,
campos debidos al hecho de ser todo grupo de Lie variedad -
diferenciable, hay unos muy importantes, 1los llamados

campos invariantes a izquierda (o derecha), dque son campos

invariantes por la transformacion dlp (o drp) ,subordinadas

por la traslacioén lp (o r;); dlp:x — X’.

Todo vector tangente define un campo invariante a
izquierda, y sdélo uno, con lo que la totalidad de campos
invariantes a izquierda definen univocamente la totalidad
de los vectores tangentes (1o mismo puede decirse de los
campos invariantes a derecha). Por tanto es suficiente
utilizar los campos invariantes a izquierda en el estudio
de los grupos de Lie. Dichos campos definen un algebra £(G)

que se denomina algebra de Lie del grupo G, ya que, siendo

K el cuerpo base, se verifica que

1) VX,Y € £(G) == X+Y € £(G)

2) ¥X € £2(G) == aX € £(G) vaek

3) ¥X,Y € £(G) = [X,Y] € £(G)
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cumpliéndose ademas que
4) [X,Y] = -[Y,X]

5) ((X,Y7,2) + [[Y,2],X] + [1Z,X],Y] = 0O

VX,Y,Ze£(G) .

Si XiyeorX constituyen una base de campos
e

invariantes a izquierda, todos 1los demas campos X

invariantes a izquierda se expresan :

siendo las a, coeficientes del cuerpo base, existiendo un
isomorfismo entre los campos del algebra £(G), y el espacio

tangente a G en e, Te(G).

Dada la base anterior X1”""Xn de £(G) se ha de

verificar que

(c’

I
!
=<

[inXJ] GK)

siendo las
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las llamadas constantes de estructura o de Maurer-Cartan.

Entre estas constantes se verifican las relaciones:

h h  _
1) ¢, + ¢ =0

r S r S r S =
2) Z [CU c,+C,C, +C, er], 0
con C € K 1=1i,j,k,h,r,s =n

Se dice que £ es un &lgebra de Lie suma directa de

dos £, 22, si Z{&z = {(0) , y si el producto corchete
D&,XZ] de un elemento cualquiera del élgébra 21 por otro
cualquiera perteneciente a 22 es 0. La suma directa de dos

dlgebras de Lie se expresa en la forma :

L = 2 o8
1 2

S1 G es un grupo conmutativo, su algebra, £(G), se
dice conmutativa, y en este caso se tiene que VYX,YeL(G) es

[X,Y] = 0

Si un grupo de Lie G es producto de otros dos, sea _
G = Gx G, , se verifica que entre sus Aalgebras respectivas

se tiene la relacién :
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£(G) = £(G)) © £(G,).

3.- Homomorfismos de grupos y algebras de Lie. -

Subgrupos y subdlgebras de Lie.

Sean H y G dos grupos de Lie con el mismo cuerpo

base, K, para ambos (K = R o C). Una aplicacidn

se dice homorfismo de grupos de Lie, si se verifica que :

1)¢ es una aplicacién diferenciable entre las

variedades H y G.

2)¢ es homorfismo entre los grupos H y G.

Paralelamente, dadas dos algebras de Lie £ y £’ se

dice que I' es un homomorfismo de £ en £/, si

1)T es lineal

2)VX,Y € L == I'([{X,Y]) = [[(X),T(Y)] &’
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En ambos casos, si la aplicacioén es biyectiva, se
denomina isomorfismo, y si ademds coinciden H=G 6 ¥¢=¢’ se

dice automorfismo de grupos o de algebras de Lie.

Se prueba que si ¢ :H —— G es un homorfismo
entre dos grupos de Lie, entonces 'd¢ : (H) —— ¥#(G) es

un homorfismo entre sus &lgebras.

Si el homorfismo ¢ : H —— G es tal dque el par
(H,¢) es una subvariedad de la variedad G, se dice entonces
que H es un subgrupo de Lie de G. Se dice, por tanto, que H

es subgrupo de Lie de G, si se verifica:

1)H es grupo de Lie.

2)¢(H) es subvariedad de G.

3)p : H ——— G es un homomorfismo de grupos

de Lie.

Dada un &lgebra de Lie ¢, se dice subalgebra de

Lie de ¥ a todo subespacio vectorial J de £, tal- que
VX,YeJ === [X,Y]eJ.

N

El teorema de Ado asegura que "dado un grupo de
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Lie G, existe una correspondencia biyectiva, salvo
isomorfismos, entre 1los subgrupos conexos de G Yy las

subdlgebras de £(G)"%.

Se denomina ideal I de un dlgebra de Lie £ a todo

subespacio vectorial de £, tal que

VXel y VYef ——s [X,Y]el

El concepto de ideal es mas restrictivo que el de
subdlgebra. Si en el teorema anterior, las subalgebras de %
fueran ideales, entonces los subgrupos conexos de G serian
divisores normales, pudiéndose enunciar que "existe una
correspondencia biyectiva, salvo isomorfismos, entre los
subgrupos conexos divisores normales de un grupo de Lie y

los ideales de su algebra".

Un ideal I de un algebra de Lie £, se dice ideal

conmutativo, si se verifica que

VX,Yel = [X,Y] = O

‘En consecuencia el subgrupo conexo correspondiente:

es conmutativo ademas de normal.

- Si el homormofismo ¢ : H —— G entre grupos

de Lie es suprayectivo y tiene su nucleo finito, entonces
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se tiene que

H/Ker¢ =~ G
luego

dim H = dim G
Y, por tanto,

dim £(H) = dim £(G)
luego dichas algebras son isomorfas. Reciprocamente, "entre
todos 1los grupos de Lie conexos que tienen la misma
algebra, salvo isomorfismos, existe un grupo que es
simplemente conexo, y todos los demds se obtienen de este

mediante homomorfismos de nucleo finito (tales gque su

nicleo tenga un numero finito de puntos)".

4.- Subgrupos uniparamétricos y aplicacién

exponencial. -

Sean G un grupo de Lie, R 6 € el cuerpo base, y R

el grupo de Lie de la recta real y sea ¢ : R — 5 G un
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homorfismo inyectivo de grupos de Lie.

Al par (R,¢) se denomina subgrupo uniparamétrico
de G. Por ser ¢ diferenciable y R conexo, todo subgrupo
uniparamétrico es subvariedad diferenciable I-dimensional y

conexa que se representara por ¢(t) con teR.

La aplicacién inducida

permite definir el campo invariante a izquierda Xe¥(G), de

tal suerte que

Las trayectorias de X son, por tanto, el subgrupo
uniparamétrico ¢(t) y las curvas g¢(t) (VgeG). Se suele

representar al subgrupo ¢(t) por ¢x(t).

Los campos aX, con aek, son también invariantes a
izquierda, y con las mismas trayectorias que X, por definir
en cada punto vectores de la misma direccidén, sdélo se
deferencian las trayectorias en el parametro que es at. Es

decir
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P (t) = ¢ (at).

Dada la aplicacién ¢, : R—— G ya definida
anteriormente, se denomina aplicacidén ‘exponencial, a la
aplicacién

exp : £(G) —— G
definida asi :
exp(tX) = ¢, (t)

Se verifican las igualdades:

1) exp (t1+ tz) X = exp (tIX) X exp (tZX)

2) exp (-tX) = exp ' (tX)

Por ser ¢‘ un homomorfismo se tiene que

p(s+t) = ¢(s) - ¢ (t)

y derivando respecto a s y haciendo a continuacién. s = o0,
se obtiene :

o

¢(t) = exp (t¢’(0))
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lo que justifica el nombre de "exponencial" dado a dicha

aplicacién.

¢’(t) es el vector tangente a ¢(t) para cada
vector teR, luego ¢’ (0) es el vector tangente al subgrupo
uniparamétrico en el punto e (unidad de G). La igualdad
anterior permite obtener el subgrupo uniparamétrico__¢(§) a
partir del vector tangente definido por. el campo

correspondiente en el punto unidad.

Reciprocamente, cuando estda dado el subgrupo
uniparamétrico  ¢(t) , las curvas g¢(t), VgeG, son las
trayectorias del campo correspondiente, a partir de 1las

cuales podemos determinarlo.

Si ¢ : H——» G es un homomorfismo de grupos
de Lie, entre los grupos de Lie H y G, se verifica que es

conmutativo el diagrama:

exp exp

d¢
£ (H)

A 4

£(G)

o dicho de otro modo:
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¢ (exp tX)

exp (d¢ (tX))

o también,

(9, (£)) = 6(t) 4

5.- Representacion-adjunta.-

Una representaciéon de un grupo de Lie G, es un
homorfismo de G en el grupo GL(n,R), donde n = dim G. Si el
homomorfismo es inyectivo, se denomina fiel, y permite
representar biyectivamente los elementos de G por los de un

subgrupo de matrices de GL(n,R).

Una representacion muy importante de un grupo de
Lie es su representacioén adjunta, que se define a partir de
los automorfismos internos de G de la siguiente manera:

Sean aeG y Py el automorfismo interno

Pt X — o X o xXeG
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[o) es a la vez un difeomorfismo de G en G, por

o

ser producto de -los dos difeomorfismos la ’ 'raq . La
aplicaciéon subordinada entre los vectores tangentes aG
transforma cada vector tangente en e en otro vector

tangente en e, ya que pa(e)-=ve.~Por tanto

dp : X b—m—— Y =M X con Md € GL(n,R))

La aplicacién

Ad: G—— GL (n,R)

o ——— M
a

es un homomorfismo de grupos de Lie, que se denomina

representacién adjunta de G. E1 homomorfismo inducido sobre

sus algebras respectivas:

d(ad) : £(G) —————— £(GL(n,R)) = End (G)

se denota por ad. A cada campo Xe£(G) 1le corresponde el

endomorfismo adX tal que VYef(G) se verifica :

adX ¢+ ¥ — [X,Y]

En funcidén de la representacion adjunta se define

la forma de Killing, forma bilineal y simétrica sobre un
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dlgebra de Lie L, definida asi :
K(X,Y) = Traza  (adX,ady).

Esta forma es asociativa, en el sentido de que

K([X,¥],2) = k(X,[Y,2]).

6.~ Clases de dlgebras de Lie,-

Sea G un grupo de Lie, y L su &lgebra. Se puede

construir, a partir de L, la siquiente sucesiodn

1 2

v = [L,1) , L° = [L,L'] , - , L
Se dice que L es resoluble si existe algun neN,

n<w, tal que L" = {0}.

De la definicidén se deduce que L" = (0} , Vm>n.

Como ejemplos sencillos se pueden citar
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1) Si G es conmutativo, su algebra L se dice
conmutativa y tiene la propiedad de que L = [L,L] = {0} .

Es el caso mas sencillo de dalgebras.

2) Si L es bidimensional y no conmutativa, existe

siempre una base (X,Y} tal que [X,Y] = X.

En consecuencia, se verifica que

L' = (x} y 1?= (0)

Es inmediato probar que todas las subalgebras de
un algebra de Lie resoluble son resolubles. Por tanto, sus

ideales también lo son. Se verifica que L' es ideal de L;

y, analogamente, L! es ideal de L'!' en toda adlgebra L

resoluble. Si B (: L de un algebra resoluble, L/B también

es resoluble.

Se tiene, ademas, que "la suma y la interseccidn

de dos ideales resolubles de una misma dlgebra son ideales

resolubles”.

La suma de todos los ideales resolubles de un
dlgebra de Lie es, por tanto, un ideal. Es 2l maximo ideal

resoluble, que se denomina radical de L y se designa por

radL.
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Si se tiene que rad L = (0) , es que no existen
ideales resolubles, salvo el trivial {0}. Un algebra con

esta propiedad se dice simple.

Un 4algebra se dice semi-simple si no contiene

ideales conmutativos no triviales.

Todo 4lgebra .simple es semi-simple, pero el

reciproco no es cierto.
En todo algebra semi-simple se verifica que
L = [L,L)]

y, por tanto, la sucesidn L', ..., ... tiene todos
sus términos iguales a L. No es, por tanto, resoluble. El
reciproco no es cierto, pues se han descubierto algebras no
semi—simples para las cuales se verifica que L = [L,L}. El
profesor Angelopoulos ha publicado recientemente un trabajo
(véase [5]), en el que proporciona un método genérico para

obtener lo gue denomina A4lgebras de Lie simpdticas, para

las que se tiene que
(L, L] =L y Der L =ad L

¥

siendo 35 1la dimensién minima para la que es posible
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obtener algebras simpdticas por el procedimiento descrito

por Angelopoulos.

Para toda algebra de Lie L se cumple que L/radL

es semi-simple. Si L es resoluble es L = rad L.

A partir de L se puede formar la siguiente

sucesién

L =(L,L} , L, = [L,L] ,e...., L = [L

i I,L],oooo

j-

Se dice que L es nilpotente, si existe algun neN,

n<wo, tal que Ih = {0). Como. se verifica que es Lo« Ll ’
sigue que toda &lgebra milpotente es resoluble, pero el

reciproco no es cierto.

Un 4&lgebra de Lie nilpotente se denomina
'filiforme, si las dimensiones de L1’L2""'L1""‘ son
respectivamente

n-2, n-3, n-4, ...., 2, 1

siendo n= dim L.

Un algebra de Lie L es resoluble, si y sdélo si, su

dlgebra derivada [L,L] es nilpotente.
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En la sucesién L ,L,...,L,..., S€ verifica que

L es ideal de L_,YquelL es ideal de L.

Todas las subalgebras de un algebra de Lie
nilpotentes son nilpotentes. Si H es ideal de L y L es
nilpotente, se sigue que L/H es nilpotente. La suma de dos
ideales nilpotentes de 1la misma dlgebra es también

nilpoténte.

La suma de todos los ideales nilpotentes de un
dlgebra de Lie es otro ideal nilpotente que se denomina

nihil-radical de L y que se representa por nil-radL. Se

verifica la propiedad :

[L,radL] < nil-radL.

Se denomina centro de un 4&lgebra de Lie L, al

conjunto de elementos'XeL, tales que [X,Y] = 0, VY¥elL. El
centro de L es un ideal de L gque se representara por cenL.

Cuando L es nilpotente no nula, tiene un centro no nulo.

Si ScL , se denomina centralizador de S respecto

de L al conjunto de elementos XeL tales dque VYeS. valga
[X,Y] = 0. Se repreéenta por cenLg. Cuando B es ideal de L

se-verifica que cen B es ideal de L.

Un grupo de Lie se denomina simple, semi-simple,
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resoluble, nilpotente,..., segun lo sea su Aalgebra

correspondiente.

Ejemplo de grupo resoluble, el formado por 1las
matrices reales triangulares respecto de 1la operacidn

producto.

El subgrupo de matr&ces triangulares, cuyos
elementos de la diagonal principal son todos "1", forman un

grupo nilpotente.

Los ejemplos mas sencillos de grupos semi-simples
son : S° (esfera tridimensional), isomorfo. al. grupo de los
cuaternios unimodulares, y el grupo .especial 1lineal
tridimensional, SGL(2,R), (conjunto de matrices reales 2x2

de determinante 1).

En general, un algebra de Lie no tiene por qué ser
necesariamente semi-simple, simple, resoluble o nilpotente,
sino que puede ser suma directa de varias 4algebras de
diferentes clases. Por ejemplo, si a R*-{0} , se le dota
de la estructura de grupo de Lie por biyeccién:.entre sus
puntos y las del grupo de cuaternios no nulos, sé tiene que

e

R*-{0} = centro x S°
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siendo el centro de R'-(0) la recta x = x = X = X,. Y,

por tanto, su algebra es
4 3
Z(R"-{0)) = cen L @ £(S7)

siendo esta ultima semi-simple y, en general, si L es un-

dlgebra de un grupo de Lie compacto y real se verifica que
L = cenL & [L,L]

siendo [L,L] semi-simple. De una manera general, en toda

dlgebra de Lie L no resoluble se verifica que
L = radlL e M
siendo M semi-simple.

Si L es resoluble, entonces se tiene gque L = radL,

Yy si L es nilpotente, L = nil-radL.

Existen criterios que permiten reconocer la clase

de un algebra de Lie, en funcidn de la forma de Killing.
Los criterios de Cartan afirman que:

1)Un algebra L es resoluble si y sdélo si la forma

de Killing se anula idénticamente sobre LxL'.
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2)Un algebra de Lie L es semi-simple si y sdélo si

la forma de Killing sobre LxL es no-degenerada.

7.- Clasificacién de las algebras de Lie simples. -

La clasificacién de las algebras de Lie simples
sobre un cuerpo base K ,algebraicamente cerrado y de
caracteristica cero, se establece en funcién de los

diagramas de Dynkin, demostrandose que. existen cuatro

series de 4&lgebras simples, y cinco 4&lgebras simples
excepcionales o exdéticas. Las cuatro series son las

siguientes:

l)Las Aalgebras especiales lineales, conjunto de

matrices (1+1)x(1+1) de traza 0, que se designan mediante

A1 = sl1(1+1,K)

2)Lias &algebras de Lie ortogonales de rango 1,

que se designan mediante 0 (21+1, K) con 1>1. E1 4lgebra
O(m,K) dque se define como el conjunto de todos los

endomorfismos sobre un espacio vectorial V con dimV = m y
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tales que si 3,3ev Yy aeO(m,K) se tiene que

<ad, V> + <3,av> = 0

donde <,> es una forma bilineal simétrica y no degenerada

sobre VxV.

3)Las algebras de Lie simplécticas de rango 1 que

se denotan mediante sp (1,K), con 1>2, y se definen como el
conjunto de endomorfismos sobre un K-espacio vectorial de
dimensién 21, tales que si 4, Vev, y a € sp(l,K), se tiene
que

v

] -
<a3,v> + <d,av> = 0

donde <,> es un forma bilineal hemi-simétrica no-degenerada

sobre VxV.

4)Las algebras de Lie ortogonales en las que V es

de dimensién par y que se denotan por 0(21,K) con 1>3
Dado gue toda algebra semi—simple>es suma directa
de algebras simples, se sigue::la' clasificacién de aquellas

a partir de la clasificacidén de las algebras simples..

La clasificacion de las algebras resolubles vy

nilpotentes estd por hacer. Existen clasificaciones de las
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dlgebras de Lie nilpotentes complejas de dimensiones 4,5,6.
Para estas ultimas, véanse Morosov [13], Vergne [18] ¥y
Magnin [12]. La clasificacién de 1las 4algebras de Lie
nilpotentes complejas de 7 dimensiones ha sido realizada
por Ancochea y Goze (véase [4]), asi como la de las
dlgebras nilpotentes complejas filiformes de dimensidén 8
(véase [3]). En este trabajo se obtiene la clasificacién de

todas 1las algebras nilpotentes complejas filiformes de

dimensién 9.

54



CAPITULO 1

ALGEBRAS DE LIE NILPOTENTES FILIFORMES
COMPLEJAS DE DIMENSION N.-
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CAPITULO 1

ALGEBRAS DE LIE NILPOTENTES FILIFORMES
COMPLEJAS DE DIMENSION N.-

El objetivo central del presente trabajo es lograr
la clasificacién de las 4&dlgebras de Lie nilpotentes
filiformes complejas de dimensioén 9. Clasificar un conjunto
no es otra cosa que encontrar una cierta propiedad de sus
elementos que permita definir una relacién de equivalencia
entre ellos y elegir un representante de cada clase de
equivalencia. En el caso que nos ocupa, la relacion de
equivalencia entre las &algebras complejas filiformes de 9
dimensiones va a venir definida por isomorfismos : dos
dlgebras de Lie van a ser consideradas equivalentes si y

solo si son isomorfas.
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Sin embargo, a veces hay un trabajo previo al de
la clasificacidén de un conjunto : el de la determinacidn de
los elementos del propio conjunto que hay que clasificar.
Lo que se va a hacer es dar un teorema de estructura que
diga cémo han de ser 1las 1leyes correspondientes a 1las
algebras de Lie nilpotentes filiformes complejas

9~dimensionales.

En este primer .capitulo se va a estudiar cémo han
de ser estos teoremas de estructura para cada dimensiodn.
Pilar fundamental para ello es la existencia para las
dlgebras de Lie nilpotentes complejas n-dimensionales, tal
Yy como prueba’el teorema de. Engel, de al menos un elemento
distinguido, 1llamado vector caracteristico, que se va a
designar en todo el trabajo mediante X . Alguno de estos
vectores caracteristicos se va a hacer formar parte siempre

de la base que se elija en el algebra que se considere.

Posteridrmente se dara otro teorema que garantice
la existencia, en cualquiera de estas 4&algebras, de bases
suficientemente convenientes, en el sentido de asegurar que
la correspondiente ley tiene un elevado numero de corchetes
nulos. Este teorema indica cdémo es la estructura de. las:.
leyes correspondientes a las algebras de Lie filiformes de
dimensiones pequehas, y, como aplicacién, se vuelve a
encontrar la clasificacién de 1las 4algebras de Lie

filiformes de dimensiones 2, 3, 4 y 5, conocidas ya desde
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1958 por Morosov (véase [13]).

Dada la forma en que se enuncia, puede parecer
conveniente dar un teorema distinto para cada dimensidn y,
puesto que el objetivo central del presente trabajo
consiste en lograr la clasificacién de las &lgebras de Lie
nilpotentes filiformes complejas de dimensién 9, se podria
considerar eXclusivamen%SV dicho caso. Se ha. optado, sin
embargo, por enunciar previamente un teorema .que indique
céme es la estructura de dichas algebras de Lie para
dimensiones pequefias e, incluso, permita volver a obtener
la clasificacién, ya conocida, de las algebras filiformes
complejas para algunos valores sencillos de n, dejando el

estudio del caso de dimensidén 9 para el siguiente capitulo.

TEOREMA 1.1, -

En toda 4lgebra de Lie nilpotente
compleja de dimensién n, M, es posible
encontrar una base {X1 ,XZ, ceeny Xn} que

verifique :

a) X1 eM-M

|
o

b) [X,,X,]

|
™
>
w
1A
[
A
b=

[X,,X,]
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con ei = 0061

Demostracidén :

Por el teorema de Engel, existe en toda &lgebra
nilpotente M un elemento, al menos, perteneciente a M - M
Yy de adjunta nilpotente. Sea X, dicho elemento. Existira,

por tanto, melN tal que R e e
(ad xi)“‘ = 0

Fijado el elemento X citado antefiormente, es
posible elegir una base de M, (X X0 eueey Xn} ’ talyque
aXm sea una matriz candnica de Jordan y, como ha de ser
(ad Xl)m = 0 para algun meN, se sigue que su diagonal

principal debe ser nula. Es decir, si V es el subalgebra

engendrada por {XI,XZ, ceeey Xn} la matriz adx1|V sera de
la forma
0 ¢ O ++--- 0
3
0 0 ¢ 0
4
0 0 O 0
0 0 O €
n
| 0 0 O 0 |
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cong , 3= i = n, iguales a 0 1.

Por tanto, resultan ser

[X,,X,] = 0

=9

IA
[N

[Xl' X1] =& xb4 3

TEOREMA 1.2.- (de estructura de las algebras
filiformes complejas de dimensién n)
En toda 4lgebra de Lie M nilpotente

filiforme compleja de dimensién n existe una

base (X0 X0 veney X} dque verifica
a) [X,X)] =0
[X,X] =X _ 3=1is=n

b) cen M = (X )

c) [X3,Xi] =0 3 =1=n
d) [X4,X1] = 0 4 = i = n-2
[X4’Xn—1] = d1 Xz
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[X,, X1 =4 X +d X
d ,d.eC
1772
e) [X,,X,1 =0 5 =<1i = n-3
[xs'xn-zl = da xz
[Xs\;Xn_l] = (d1+d3) X3 + d4 X2
- [X,,X ] = (2a,+d)) X, + (d+d) X +
+ d X
5 “2
d3,d4,dsec
Demostracidn :

a) Por el teorema de Engel, se acaba de probar que
en toda &lgebra de Lie nilpotente existe siempre, al menos,

un vector caracteristico X1 € M - Ml, X1 # 0, para el cual

el operador ad X es nilpotente. Por ser M filiforme, el
mas pequefio meN para el cual vale (ad XJ" =0 es n-1 vy,

por tanto, es posible elegir una base, {Xx’ X2, ceeey Xn)

del 4algebra de Lie M tal que, si V es el subalgebra

engendrada por los elementos (Xz, X ceesy Xn), se tiene

3l

que la matriz correspondiente a adxllV es

61



0 1 0 +----- 0 ]
0 O 1 ecoves 0
0O O O +revv- 0
O O QO eoov-- 1

| 0 0 0 -eren- 0 |

lo que prueba a).

b) Por ser M nilpotente, ha de poseer centro no
trivial. Pero, por a), es claro que solamente X, puede

pertenecer a cen M. En consecuencia, se tiene que
cen M = {Xz}

c) Para probar c) se va a demostrar, previamente,
que la sucesiodén central descendente de cualquier algebra de
Lie nilpotente filiforme compleja de dimensién n y de base
(X, X

NEREERY" Xn} resulta ser :

=
|
r~
<
=
I
£
>
>

---------------------------------
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M _=[M M ]1=(X)

n-2 n-3 2
M_ =M, M_] = (0)
M o= [M, M_] = (0) vizn-1

En efecto, por a) se tiene que

y dado que ha de cumplirse que

dim M1 sdimn M - 2 = n-2

se sigue que

También por a) se deduce que

M -M,, < X

}

i i

Yy como, por nilpotencia, si es M # 0 se implica que ha de

ser Mi * M ., se llega a que

} 1 =4i=sn-2
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M = (0) vizn-1
luego la sucesiodn de las M, ieN, es la indicada.
Por tanto, como X Mmg,Ase tiene que

[X,,M] ¢ [M_,M] =M _ = (X}

o, lo que es lo mismo, se acaba de probar que

[X3,X1] = P, X2 pieC 1=i=n

Aplicando la identidad de Jacobi a X, X, ¥ X,
para 4 = 1 = n, se tiene que
(X, 0%, X 1) + (X, [X,X 1) + [X.,[X,X]] =0
[Xl'pi XZ] - [X3IX1_1] + [Xirle =0

] =0 4

1A
-
A
=

[X3'Xi—1

o, lo que es lo mismo, se acaba de probar que

[X,,X,]

il

o
w
A
-
A
3

[X,,X ]

I
o)
>

pnetD
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Si se hace ahora el cambio de bases dado mediante

se sigue que

1A

3
I

=

[Y,Y,] =0 1=

[Y,,Y ]

i
>
b

B

-+

ol
]
Ko

fmed

i

I
ol
<
I
ol
5

<
]
o

lo que permite suponer que p, = 0.

d) Por un razonamiento andlogo al anterior se

tiene que, al ser )&e Mn__4 y M = {Xz, Xa}, se puede

n-3

probar facilmente que
[X4,Xi] = p, X2 + q, X3 pi,qiec, 1=i=n

Si se aplica la identidad de Jacobi a X, X, ¥y X,

5si=n, se obtiene que

(%0 (X, X 0] + (X, (XX + (X, 0%,%,1] = 0

[X.,p, X, + d X] - [X,X_ 1+ [X,X]=0
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- - = sis
q X, - p,_, X, - q_ X 0 5=i=n

de donde sigue que

q =0 4si=n-1
pi = 0 4=1=n-2
qn = pn-i
Yy, si se designan P, = d1 Y P = d2 se sigue 4d).
e) Por analogia con los casos c¢) y d), se

verificara ahora que

[Xs'X1] = b Xz + q X3 + r X4

pi,qi,riec, 1si=n

Desdeyluego, siylsiss, ya es conocido el valor del

corchete [X_,X ] por los apartados anteriores, habiéndose

obtenido que
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[XS'XI] = =X

[XS:XZ] = [X5,X3] = [XSIXS] =0
-d_ X si n=5
2 2 . ,
[X,,X,] =4 -4, X, si n=6
0 si n=7

Aplicando la identidad de Jacobi a los campos X1’

X, ¥y X, 6=i=n, se obtiene que

il
o

[X,,[X,,X 1] + [X_,[X,X 1] + (X, (X ,X]]

[Xl, piX2 + in3 + r1X4] - [XS'X1-1] + [Xl,X4]

i
o

q X, +r X, - [X.,X]-

- pi-l XZ - qi-l X3 - ri—l X4 =0

y dado que [X,,X 1, 6=i=n, viene dado por

d X +d X si i=n
1 73 2 2

[X4,X1] = d1 X2 si 1=n-1
0] si i=n-2
resultan ser
r = 0 5=i=n-1
qi =0 5=i=sn-2
P, = 0 5=1=n-3
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de donde, si designan | =d,, P = d4 yp =d

sigue que valen

Como resulta obvio, podria continuarse el teorema
enunciando nuevos apartados en los que se estudie el
comportamiento de X, X, etc. En el capitulo siguiente se
probara un teorema que indique todos los productos corchete
de los elementos de una base para las &lgebras filiformes

complejas de dimension 9.

A partir del teorema que se acaba de probar es

posible, no obstante, clasificar las 4lgebras filiformes

complejas de dimensiones pequefias.
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COROLARIO 1.3, -

Existe una unica 4&lgebra filiforme
compleja para cada dimensién 2, 3 6 4. Si se
designan las leyes correspondientes a estas
dlgebras por u;[ u; y ui, respectivamente,

vienen dadas mediante

w, + [X,,X,] =0

1 — .

Byt [X,X,1 =0
[X,,X,] = X,
[X,,X,1 =0

1 s

]
ta]

[X,,X,]

[X,,X,] = X

]
o

[X,,X,] = [X,,X,] = [X_,X,]

Demostracién @

A partir del teorema anterior sique inmediatamente

que no puede haber otras.

69



Como es habitual, a partir de ahora Yy para
describir la ley correspondiente a cualquier algebra de
Lie, s6lo se explicitardn 1los productos corchete de

elementos de una base que sean no nulos.

COROLARIO 1.4.~

Todo 4algebra filiforme compleja de
dimensién 5 es isomorfa a alguna de las dos
dlgebras cuyas leyes se designan por u; Yy

2 . .
Koo respectivamente, y que vienen dadas por

=
o]
b
|
>
(oY
1A
e
A
(9]

Demostracioén :

Del teorema de estructura resulta que los unicos

corchetes que pueden ser no nulos son los

[Xllxi]=Xi-1 3 =1=5

[X,,X, 1 = [X,X]=4d X, =0
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[X,,X,] = [X,.X,] =d X +4d X

de donde se sigue que

[X4,X5] = dz Xz

Si d2~=: 0 se obtiene,. trivialmente, .els algebra ...

cuya ley se ha designado por ”2’

Si d, # 0 es posible hacer el cambio de base que

viene dado por

con lo que, en la nueva base, los corchetes no nulos

verifican

[¥,,¥,]

I
rm
>
alr
o
C
I
QLJ
>

-
>
I

[Y4'Y5] = [—lx __J'__X&] = 1 [X4’X5] =
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y el resto de los corchetes son, obviamente, nulos. Esto no

es otra cosa que el algebra de ley u;.

Para obtener 1la clasificacidon de- las dalgebras.
filiformes complejas de dimensidén 5 faltaria prbbar que las

dlgebras de leyes u; Yy u: son no isomorfas.

Los resultados obtenidos en 1los corolarios
anteriores podrian generalizarse a dimensiones superiores,
sistematizando el procedimiento, pafa obtener la
clasificacién de las 4&lgebras filiformes complejas de
dimensiones 6, 7, etc. De hecho, lo que se va a hacer en el
siguiente capitulo no es otra cosa que la generalizacidén vy
sistematizacién del proceso anterior para el caso de

dimensién 9.

La clasificacion para dimensidén 6 era un resultado
ya conocido por Morozov desde 1958 (véase [13]) y fué
reobtenido por Vergne en 1966 (véase [18]). Los profesores
Ancochea Bermidez y Goze han clasificado recientemente las
filiformes de dimensiones 7 y 8 en sendos articulos

que han sido publicados en 1989 y 1988, respectivamente,

(véanse [4] y [3]), en el primero de los cuales no se
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limitan a 1las 4algebras filiformes, <clasificando 1las

dlgebras nilpotentes complejas de dimensidn 7.

Se afnade a continuacién un listado de las algebras

filiformes complejas de dimensiones 2 a 8, ambas inclusive.

Algebras de Lie filiformes complejas de

dimensiones 2 a 8.-

1.~ Dimensién 2, -

[V

wy, : [X,X,] =0

2.~ Dimensién 3, -

=3

My d [X1'X3] = Xz

3.~ Dimensioéon 4. -

=
L
<
-]
d
I
L]

o
-
>
)
fd
il
>
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4,- Dimensioén 5.-

Hg @ (Xl'xsl = X4
(%%} = X,
[X1’X3] = X2
[X4,X5] = X,

ui : [xl'X5] = X4
[Xi,X4] = X3,
[X,,X,] = X,

5.~ Dimensién 6.~

[
|
=
w
1A

peot (XX ]

|
<

[X.,X] =

]
>

[X,,X,]
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=

[X,.X,]

[X,,X,]

[X,,X,]

[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]

[X,,X,]

(1+2) X

(1+7t)X4

A

1A

75
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H_:

=

[X,,X,]

[X,,X,]

[X,,X,]

[X,,X,]
[X,, X T
[X,,X,]
(XX,

[X,,X,]

[X,X] =

[X,X,] =

[X,,X,] =

[X,,X,] =
[X.X,) =

[X,,X,] =
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[ I

[X,,X,]

[X,,X,]

[X,,X,]

[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]
[X,X,]
[X,,X,]
[X,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]

[X,,X,]

|
niw

niw

N~

[ B

IA

A

77
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[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,%,]
[X,,X,)
[X,.X,)
[X,,X,]
[X,,X,]

[X,,X,]

[X,,X,]
[X,,%,]
[X,,X,]

[X,X,]

[X,,X,)
(X, X,]

[X,,%,]

]
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[X, X, ]
[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]
(X, X,]

[X,,X,]

[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]

[X,,X,]

1A

A

79

A

1A



[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]

[X,,X,]

I

(14X, + X,

X
3

o

(2+2)X, + X,

(2+2)X_ + X,

(242)X,

(2+2) X,

80
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[XAIXB] = -X2
[x51x7] = X2

[X6IX7] = XZ + X

3
(X, X] = X+ X,
(X,,X;] =.X4 + X,
ug’A:[XIX}=X 3 =1i=28
8 1’ -1
[X,,X] = X,
[X.,X,] = X,
AeC
(X, X,] = X,
[X,/%,] = AX, + X_ + X,
[X,,X] = AX + X+ X,
;o,?« PO0X X1 =X 3 =41i=8
[X4,X8] = x2
[XS’XB] = X3 AeC

[X6'X8] = X + X

(X, X1 = AX, + X + X
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12

13,A

14, A

..

[X,,X,]
[X,,X,]

[X,,X,]

[X,,X,]

[X,,X,]

[X,,X,]
[X.X,]
[X,,X,]
[X,,%,]

[X,,X,)

[X,,X,]
[X,X,)
[X,,X,]
(Xgr %]

[X,,%,]

I

v

A

A

1A

X+ (140)X
2 3

X + (1+A)X
3 4

(1+2) X,

(1+2) X4

82
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[X,,X,]
[X,,X,]
[X,,X,]

[X,,X,]

[X,,X,]
(X, X,]
[X,,X,]

[X,,%,]

[X,,X,]
[X,,X,]

[X,,X,]

[X,,X,]
[X,,X,]

[X,,X,]

i-1

A

83
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19

Mg ot [x1’x1] = x‘_1 3 sis= 8;
' [X—,Ixa] = X2
2 - :
Mg G [Xl,xi] = X‘_1 3 =1is38
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CAPITULO 2

CLASIFICACION DE LAS ALGEBRAS DE LIE
FILIFORMES COMPLEJAS DE DIMENSION 8
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CAPITULO 2

CLASIFICACION DE LAS ALGEBRAS DE LIE
FILIFORMES COMPLEJAS DE DIMENSION 9

Se va a proceder a la clasificacién de 1las
dlgebras de Lie nilpotentes filiformes complejas de
dimensién 9. En lo sucesivo se van a designar las &algebras
que se manejen por las letras mayisculas M, N, P, ..., 6 en
la forma (Cg,u), donde u representa la ley asociéda al
dlgebra (Cg,u). A veces, por abuso de notacidén, se

designara mediante u al propio algebra de Lie.

Lo primero que se va a hacer es estudiar cémo son
todas las &lgebras de Lie nilpotentes filiformes complejas
9-dimensionales. Para ello, se va a 'probar la posibilidad

que existe en todas ellas de elegir una base (xi,xa,...,xg}
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para la cual la ley asociada al 4&lgebra toma una forma
determinada. Se obtiene que el conjunto de todas las leyes
asociadas a &lgebras filiformes complejas de dimensién 9
constituye una familia dependiente de 9 parametros, 3 de
los cuales estan relacionados por una cierta restriccién.
Estos pardmetros, que se designardn en todo el trabajo
mediante o« 1 =1 =<9 , no son otra cosa que algunas de
las constantes de estructura asociadas ‘a vla base en

cuestién, siendo todas 1las restantes constantes de

i-1
11 ¢

3 =1i=9 , que valen todas 1. Este resultado es el que se

estructura siempre nulas salvo 7 de ellas, las ¢ con
ha denominado teorema de estructura de las algebras de Lie

complejas filiformes 9-dimensionales.

El resto del capitulo se dedica a la clasificacién.

de estas\élgebras filiformes complejas de dimensién 9.

Como ya se indicé antes, la clasificacion de las
dlgebras de Lie nilpotentes complejas es un problema que
permanece abierto en la actualidad. En 1958 Morosov ya
conocia la clasificacién de estas adlgebras hasta dimensién
6 (véase [ ]) y en 1966 es Vergne quien vuelve a obtener
estos resultados por otro procedimiento (véase [ .]). El
problema no recibié un nuevo empuje de importancia hasta
que los profesores Ancochea Bermidez y Goze obtuvieron,
recientisimamente, las clasificaciones de las 4&lgebras

nilpotentes de dimensién 7 y de las algebras filiformes de
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dimensién 8 (véanse [ ] y [ ]). En el presente trabajo se
continua por la senda abierta por ellos, aplicando las
técnicas desarrolladas por los citados profesores Ancochea
y Goze para el caso de las algebras de Lie nilpotentes

filiformes complejas de 9 dimensiones.

En el teorema de estructura ya se probd 1la
existencia de una base del A&algebra, (x1'xz' ,Xg} , tal

que X1 sea vector caracteristico y se verifique.que

i
o

[X,,X,]

|
<
W
A
-
1A
0

[X,,X,]

Como quiefa que todo isomorfismo entre &algebras
filiformes se reduce a cambios de base de Jordan de adX1
que mantengan invariante al propio X, a transformaciones
que cambien el vector caracteristico X o a composiciones
de ambos tipos de transformaciones, se puede estudiar a
partir de lo anterior para qué algebras es posible hallar
un isomorfismo entre ellas y para cuales no lo es. Esto se
complementa con algunas consideraciones sobre las
sucesiones centrales descendentes correspondientes a cada
dlgebra filiforme, demostrandose que para ciertos valores.
de algunos « no es posible hallar isomorfismos entre las

correspondientes &algebras.

*
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De cada clase de equivalencia se elige como
representante aquel para el cual sean nulos el mayor numero
posible de~ai Y, en caso de igualdad en el numero de ceros

de los o, aquel para el cual valgan 1 el mayor numero

posible de los o .

Teorema 2.1.- (de estructura de las dlgebras
filiformes complejas de dimensidén 9).
Para cualquier algebra de Lie filiforme

compleja de dimensién 9 de ley i, se puede

hallar una base para la cual la ley se

exprese en la forma :.

I
<
W
1A
o
IA
O

[X,.X,]
[X,,X] = a X
[XS,XB] = a X
[XS,XQ] = (a1+a2) X3 + o, X2

[Xs'x7] =% Xz

[X,X,] = (¢ta) X + o X

[X6,X9] = (a1+2a2+a4) x4+ (a3+a5) X3+ o X2
[X,,X) = (eta) X + a X + & X
[X,,X] = (a +3a+20) X + (a3+2a5) X, +
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+ (a6+a7) X3 + o X2
[xs,xg] = (a1+3a2+2a4) X6 + (a3f2as) Xs +
+ (a6+a7) X4 + a8 X3 + ag X2
con ajec , 1 =j =9, y para algun punto de
la cénica de ecuacién
2 2
20 - 30 + aa + 200 =0
14 2 24 4

en Cg.
Demostracién :

Por el teorema 1.2 se sigue la existencia de una
base del &lgebra, {Xlﬂg, ey Xn), para la que se ha de

verificar que :

[(X,,X)] =0, (X ,X ] =X _  3=is9
[X,,X,] =0 3=i=<9
[X,X]1 =0 4=i=9
[X,,X1 =0 5xis7

[X,,X,] = 4 X

[X,,X,]

Il
LR
s
w
+
o,
X
>

[X,,X] =0

[X,X,] = d X
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[X5r %) = (d1+d3) X, * 4, X

[X, X)) = (20,+d)) X+ (d+d) X, + d_ X,
Exigiendo que se verifique la identidad de Jacobi™
para los campos X, X, Yy X, con 6 = k < i =9 , resultan

los siguientes valores para el resto de 1los productos

corchete

[X6,X7] = d3 X3 + d6 X2

[X,,X,] = (d+2d) X + (d+d) X + d X,
[Xs,xg] = 3(d1+d3) X5 + (d2+2d4+d6)>x4+

+ (d+d ) x3 +d, X,
[X,,X,] = (d+2d) X+ (d+d) X, + a X +d X
[X7,X9] = (4d1+5d3) X6 + (d2+3d4+2d6) X5 +

+ (d5+2d7) X4 + (d8+d9) x3'+ d1o X2
[X, X)) = (4 +5d ) X+ (d+3d,+2d) X, +
+ (d5+2d7) X5 + (d8+d9) x4 +

+ le X3 + dll X2

con Qﬁc ’

[«)}
1A
-
1A

11.

Si se aplica Jacobi al- resto de las posibles

ternas de elementos de la Dbase, se obtienen las
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restricciones :

2d8° + 5dd + 53° =0
1 1 3 3
(d1+d3)d3 =0
a® + 4dd + 4d°> =0
1 1 3 3
5(d,+d ) (d,+d,) - 2(d+d)d = 0
: N2
(d,+2d,) = 0
6d.d - 2dd - 3dd + 3dd + 34

-dd -28 =0
4 6 6

sistema de ecuaciones que es equivalente al

2dd -3d+dd +2d=0
2 6 4 4 6 6

Para concluir 1la demostracion ya solo resta
sustituir en las expresiones de los productos corchete d1 y

d3 por 0 y cambiar 1la denominacién de 1los restantes

pardametros segun la regla evidente :
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El problema de la clasificacion de las algebras de
Lie complejas filiformes de dimensién 9 consiste en 1la
determinacidén de todas las &lgebras de la familia anterior
que no sean isomorfas entre si. Estos. isomorfismos. deberan
corresponder, bien a cambios de bases de Jordan de adX1
(manteniéndose invariante el propio vector caracteristico
Xl), bien a transformaciones que cambien el vector

o

caracteristico o a composiciones de ambas.

De hecho, el cambio de base que se realiza en el
apartado c) del teorema 1.2., que se . expresaba

analiticamente en la forma

Yi = Xi 1l

A
|l
IA
o]
|
[ar

<
i

X +4d X
n n 1

Y que, de manera implicita, se ha vuelto a hacer en el
teorema precedente, no es sino un cambio de base de Jordan

como los indicados.

Para cada eleccién en C de los o, 1 =1 =9, se
-obtiene la ley correspondiente-a un algebra de Lie compleja
filiforme de dimensidén 9. A esta ley se la va a designar, -

en lo sucesivo, comOWu(al, o ey ag).

2/

En realidad, los @, 1 = i = 9, no son otra cosa
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e

que constantes de estructura no nulas del algebra que se

considere, correspondientes a la base (X, X eeeenX}e

Proposicioén 2.2, -

Las A&lgebras correspondientes a las

leyes :
e .
“(ax' Cop Gy &y Gy &y &y Gy ag)
“,(all azl (X3, 0, 0‘5: asr a-’I asl (Xg)

son no isomorfas si @, * 0.

Demostracién :

Para las leyes u y u’ se obtiene que las &lgebras

M oy M coinciden, resultando

M (1) M (1)

i
(>
>
b
]
b
<
>
N

M, (k) = M,(u’)

Il
(>
>
>
>
o]
>
-

pero las &lgebras [Mz(u),Ma(u)] Y [Mz(u’),Mz(u')] resultan

ser de dimensiones 1 y 0, ‘respectivamente, ya que, si es

«,*0, se tiene que

(M, (1) M (k)] = (X))

94



[M, (k) M (u')] = (0)

Se: van'-a distinguir, por tanto, -los. .casos. «,*0 y
«,=0 para la clasificacién de 1las 4algebras complejas

filiformes de dimensidn 9.

1.- Caso « *#0.~-

Por ser « *0, es posible despejar «  resultando

2
3
2

con lo que la familia de Aalgebras que resultan tiene, en
realidad, solamente 8 parametros esenciales. No obstante,
es cémodo seguir designando en muchas ocasiones mediante o
a la expresion anterior, en el bien entendido de que no es
en realidad un parametro, sino que esté1FCOmpletamenté

determinado conocidos a y o.
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1.1.~- Cambios de bases de Jordan.-

Una nueva base de Jordan del operador aXm se
puede escribir en la forma
Y =b9X +b8X +b X +b6X6‘-’i-b5X5-i-Mb4’X4v+
+ b3 X3 + b2 X2 + b1 X1

Y =b X +b X +b X +b X +b X +b X +Db X

9 6 5 5 4 4 3 3 2
Y =b X +b X +b X +b X +b X +b X

9 7 6 4 s 3 4 2
Y =b X +b X +b X +b X +Db X

6 3 s 2

Y.=b X +b X +b X +b X

donde se han elegido los coeficientes de manera dque no
cambie el vector caracteristico en la nueva base, es decir,

se ha de cumplir que :

(y,,¥.] = [X,¥ 1 =Y | 3

1A
(=
1A
O

=
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Ademas, necesariamente ha de ser b9¢0 para dque

constituya isomorfismo.

Finalmente, puede suponerse que b1=0 pues, en otro

caso, se tendria que

[Y,¥] =-b b X, ==-b Y =0

y bastaria realizar el cambio de base dado por las

ecuaciones

idéntico al realizado en el apartado c) del teorema 1.2.

Las constantes de estructura no nulas relativas a
la nueva base {Yf]§i59) se designaran, por analogia,
como Bl, 1=i=9, y pueden ser determinadas directamente en

funcion de las @, obteniéndose que
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4 9 4
Bs=b9a5
b
By = b, a, + | b, —2b, e
b;
B7=bgot7+ b9—2b a,
b
9
+ | -—3Db +3 PP _ : (a+a,)
6 2 A Rar Rt
9 9
b
b b z
+ -—3b6+ 3 - > o+
b
9 9
Tt
+-—2b5+2 + 3 — -4 2+—3 oc4+
\ b9 1:)9 b9 b9‘
’ b b, b  bbl b )
+|—4b_ + 4 +2 L — 4 + — | a +
> b b b2 b2 2
. 9 9 9 9 /
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1.2.- Cambios de vectores caracteristicos.-

Cualquier vector de M - M' es de la forma

= + +
z a9x9+a8X8+a7x7+a6X6 a5x5

} + X +4 a X +a X
a, X4 83 %3 2 T2 1 1
con a# 0 o a#* 0 ( 6 ambos ).

Si se desea que sea Z vector caracteristico ha de

ser a=* 0 pues, si fuera a=0 se tendria que

(2,X,] = 0 = [2,X]]
Yy el nucleo del operador adZ]V , donde V es suplementario
a 2, es de dimensién mayor o igual que 2, luego c(Z) < 8,

en contra de la hipdtesis de ser Z vector caracteristico.

Sean 2, Y V los siguientes :

Z = a X con a# 0
1 § i i 1

Y V el subespacio engendrado por M o+ CQ{XQ} . Una base de

Jordan de adz |, esta dada por

L3
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{xg, (adz )X, (adzl)"’xg, (adzl)7X9 } =

= { X, [2,,X1, (2,,(2,%X11, [er[--,[21,X9]~-]]}

Si se designan mediante Zg_ 0 s i = 7, a los

iI

vectores

1A
[
1A
~

72 = (adz.)' X 0
9-i 1 9

se obtiene una base de M, {Zi:lsiSQ} , que viene dada, en

funcién de la antigua base {X1:15159} , mediante

zZ =X
9 9
Z8 = alx8 + a8(a1+3a2+2a4) X6 +
+ [a7(a1+3a2+2a4) + aa(a3+2a5) ] Xs +
+ [ a6(a1+2a2+a4) + a7(a3+2a5) + as(a6+a7) ] X4 +
+ [as(ocl-l-ocz) + a6(a3+ots) + a7(a6+oc7) + asas] X3 +
+ [ a‘;oc1 + ao, + ao, + a o + a8a9 ] X2
— 2 P
Z7 = alx_, aiag(a1+3az+2a4) X6 +
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+ [alaa(al+3az+2a4) - aiag(oz3+2a5) ] X5 +
+ [a1a7(a1+4a2+3a4) + alas(a3+2a5) - alag(-a6+a7) -
- aéaé/(ﬂoci-i»zaéiv—a:i) (a.i +3a§+«2a.‘ ) ] s xi o+
+ [alas(a1+3a2+2a4) + a1a7(a3+3a5) +
+-a e (o te) - aiagask-
- a7a9(a1+a2) (a1+3oc2+2a47) -
- az(a +30_+2a ) (ot ) -
8' 1 2 a 2 a4
- asag[(2a1+4‘a2+2a4)a3 + (3a1+5a2¥~2a4)a5] ] X, +
+[ aa(a+2a)) + aa (e +2a) + aa (a+2a) +
+ aaoc - aaa - aad (a1+2a2+a4) -
- avas(a1+3a2+2a4) (a2+a4) -
- a7a9[(2a1+3a2+2a4)a3 + 2a1a5] -
- az[(otzoz3 + (a1+5a2+2a4)a5] -

- asag[(2“1+3°‘2+2°‘4)°‘6 +aa + oc3(oc3+2a5)] ] X2

P
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_ .3 _ 2
Z6 = a X6 2a1a9(a1+3a2+2a4) X‘5 +

2 2
+ - + +
[ alaa(a1+2¢x2+a4) 2a1a9(oz3 2a5)
. v _
+ +3a_+ +
alag(a1+2a2+a‘) ;;(ozl F3a 2a4) ] X,
+|a%a (o, +4a_+3a ) + aa (o +ox ) =
1 7 1 2 4 1 8 3 S

2
- + - + +3a_+2i +
2a1a9(oc6~ a,,)’ 4, 2::11‘:}&a9v\(’cx1 az) (oz1 3a2 .2°‘,4)

)

2
+ alag((20t1+4oc2+2014)oz3 + (3a1+5a2+2a4)a5] ] X, +
+| a‘a (o +3cx +2a ) + a’a (¢ _+3c. ) + alaa -
16 1 2 4 17 7'°3 5 186
) A
2a1a9a8 - a1a7a9[(2a1+7aa+5a4)a1 +
+ (50:1+3oc2+20z4)oz2 + (2a1-3a2-—2a4)a4] -
2
| a1a8(a1+3a2+2a4) (2a2+a4)
- 2a.aa [(2a+3a+2a)a + Zaa] +
189 1 2 4’73 15

2
+aa[(2a+3a+2a)a + oo +a(a+oc)]+
19 1 2 4’ 7e 17 3'°3 s

2
+ aa, al(a1+2cx2+a4) (a1+3a2+2a4) ] X2

= 4 - 3
Z5 a, Xs a1a9(3a1+8a2+5a4) X4 +

S
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3 3
+ - + +
[ alaa(a1+a2) a1a9(3a37,5’a5)
2.2
+40_+ +
+ aiag(al+3a2+2a4) (3011 4a2 ot4) ] X3
+| a’a_(« +4a +2a) + adaa - ala (3a.+2a:) -
171 2 4 18 3 19 6 7
2
- +8u_+ +
ataaagotl(3ot1 8a2 5a4)

2.2 , _
+ alag[(6a1+10a2+6a4)a3, + (,7a1‘+5a2+2a‘).ocsﬁ].

3
- aa otl(a1+2az+o¢4);(a1+3aa+2a4) ] X2

5 4
= . - + +
Z4 a X‘1 a1a9(4a1 9a2+5a4) X3
+ a‘a a - a'a (4a_+5a_ ) +
181 19 3 5

3.2
+ aja (a +4a +2a,) (6a +3a_+2a,) ] X,

_ .6 _ .5
Z,6 = a, X3 a1a9(5a1+9az+5a4) X2

Desde luego,es necesario y suficiente para que Z1
sea un vector caracteristico que sea a* 0 , resultado que

vya se tenia.
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Si a 1las constantes de estructura no nulas
relativas a la nueva base {ZﬁlSiSQ) se las designa por
Y 15159, vendran dadas, en funcion de las o, 2=i<9, por

las expresiones siguientes :

o 392
LN S .
1 2 4
a1 274 2
a2
72 = 2
a
1
2 2 2
_ o, . a (a2+a4) (9a2 6a2a4 + 4a4)
73 3 4 2
a a 2 o
1 1 4
a4
74 = 2
a
1
« a 9% (a + a)?
5 9 2 2 4
¥g = + 4
a a 2 «
1 1 4
o a o, (15a_ + 17x))
6 9 2 2 4
¥, = 2 + s o, +
a a 2 o
1 1 4
9a§ + 16, + 4ai
+ o +
S
o
4
a> o« (o+o)® (1350°+2250°0 +2460 0°+140a°)
+ 9 2 2 4 2 24 2 4 4
a® 8 o
1 4

104



o, a,
+ +
7 s (3ot2+4oc4) o,
a, 3,

2
6a~§f+» To o, + do,
+ a | F

o
4

2 2 3 2 2 3
. a_ (a2+a4) (810:2 + 81a2a4 + 24a2a4 + 160(4)
6 2
a 4 o
2
_ o, _ a, 3 (a2+a4) (3a2+2ot4) s
5 6
a a 2 a
1 1 4
a 3(oc+oz)(3ot+oz)
+ — [ 2 2 2 2 (a+a) +
6 6 7
a o
1 4
+ (a3+2a5)(3a3+5a5) ] +
: (az+a4)2 2 2
= > [ (1890(2 + 180“2“4 + 48a4) o, +
a 4 a
1 4
+ (369a° + 348a0 + 92a°) o | +
2 2 4 4 s |
3 4 2 ,..2 , , 2
° 2 (a2+a4) (3a2+2a4)’ (63ot2 + 570:2014 + 160(4)‘
a® 16 o
1 4
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o a (a2+a4) (2a2+a4) (3a2+2a4)

? a a’ o
1 1 4
a7
- — (4oc2+2oc4) o, +
a:.. = .
1
962 + 3laa, + l4a;
+ o |+
2 o,
a_ [ 21d°+230 a +4d°
+ 9 2 2 4 4 o +
al 2 o 8
1 4
+ (7a3+11a5)a6 + (6a3+9as)a7] -
a_a 3 (o +a )3 (3o +2a ) (21oc2 + 230 o + 4oz2)
79 2 4 2 4 2 .2 4 4 +
8 2
1 4
2 2 2
a, (a2+a4) (2a2+a4) (3o¢2+2a4)
+ S > +
a 4 o
1 4
az (CXZ.‘HX4)2 3 2
— = = [2 (126 o + 195 oo, +
8 2 2 2 4
a 4 o,

+ 95 aa’ + 20 &) a + 3 (81l o +
2 4 4 6 2

+ 123 o’ + 58 oo + 12 a3) a]+
24 274 4 7

¥

a

o +
3

o
4

- OO N

[ 420° + 56000 + 15a°
2 2 4 4
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129a2 + 177 + 50ai
+ 2 4 o (x_+2a_ ) +
2« 5 3 5
4
a: (a2+a4)2 4 3
+ [ (1134 a. + 2529 aa +
9 3 2 2 4
a 4 o S e

2 2 3 4
+ 2130 oo, + 842 o0 + 128 oc4) o, +

BN

- 4 3 2 2
+ (2133 0(2 + 4734 a2a4 + 3990 a2a4 +

+ 1596 oo’ + 248 a') o ] +
2 4 4 5

a; (a2+a4)4 (3a2+2<x4)2 .
+ S ( 567 o, +
a 16 o ‘

+ 1197 oo + 993 oo’ + 412 aa’ + 64 A )
2 4 2 4 2 4 4

1.3.- Clasificacidén en el caso « #0.-

A partir de ahora, se va a ‘intentar ir .
descomponiendo la familia de &4lgebras de 1lie filiformes
complejas correspondientes a «,#0 en subfamilias con el

menor numero de parametros posible (a veces seran algebras

concretas), no isomorfas entre si. Para ello, la siguiente
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proposicién resulta de interés.

Proposicién 2.3, -

Las .dlgebras de :Lie .correspondientes.  a

las leyes

3a2 o
2 2
- — o ,o0 0,0
“[ 2a4 2 aq’az’as’a4'as’ 6’ 7' g’ 9]

c #0 +o #0
on d4 Yy a2 a
u(a4l—a4la31a41a5lasla7la81a9)
con a4¢0 y a5¢0

o, = ’ o #0
u( 2 a4,a3,a4,0,a6,a7,a8,a9) con X

son no isomorfas entre si.

Demostracién :

Para todas las &dlgebras en que a4¢0 se tiene que

M= (X, XX, X, X, X, X)

M = (azxz, a4X2, (oz2+ot4)X3 + asxz,

(ot2+ot4)x4 + och3 + a7X2}

Y, por tanto, se verifica que
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{X2,X3,X4} Sl a2+a4¢0

(Xz,xa} si a2+a4=0 y a5$0

{X.} s1 a2+a‘=0 Yy a5=0

1.3.1.- Clasificacién de la familia de 4&lgebras

cuyas leyes se expresan en la forma

754
—_ o : si +0 o +a #
”[ 2a4 2%y 3’“4’“5’“6’“7’“3’“9 1 a4 Y 2 4 0

Proposicién 2.4.~

El algebra de ley
3a:
33 —2-(14 'ra2,a31a4:a51a6,a7,a8,a9 ?On (x4¢0

Y « to =0 es 1isomorfa a alguna de las

dlgebras de leyes

a) u(o,l,aa,l,o,a6,0,o,0) si en el

dlgebra dada se tenia que a2¢0 y 2a2+a4¢0~

b) u(- %,- %,0,1,1,a6,o,o;0) si en el
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algebra dada se tenia que « 3 y 5

3 s
c) u(- s’ lz-lolllolaslololo) si en el

dlgebra dada se tenia que o« =

d) u(-l,o,o,l,l,avs,o,o,o)_ ‘ si en el

4lgebra dada se tenia que a =0 Yy a *0

e) u(-1,0,0,1,0,1,0,0,0) si en el

adlgebra dada se tenia que ;a2=0, as=0 Yy asato

f) u(-1,0,0,1,0,0,0,0,0) si en el

dlgebra dada se tenia que aa:——o, a5=0 Yy a6=0

Demostracién :

a) se obtiene si ademas de ser oc4==0 Yy ot2+oz4==0' se
tiene que «*0 Yy 20t #0. Se pueden elegir, en este

2
caso, b2 = b3 = b4 = ba= 0 vy bs, b6; p7 y b,9 como

b a 2 ba 3 ba
= 9 9 _ 7 7 - 6 5
5 2 (2a2+a4) 2 (2a2+a4) 2 (2a2+a4)

+
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2
b2 (20, +3a,)

+
b, 2(2a_+a,)

b o 2 b«
b, = =it — 2
& 3 (oea 'de) ' 3 (a2+a4 ¥
b = b9d7
T2
1
b, = &

para conseguir que sean, respectivamente 39=0r Bs=0, B7=0 Y

Bz=l'

Si se elige ahora un nuevo vector caracteristico

de tal manera que sean a1=0, 2=<i=8, vy

a = va

1 4

-2 a o o
2145

2
9 az(a2+a4)

se tiene que son ahora 7= 1, ¥,= 1y ¥.= 0, resultando la

ley a). Que o,y « pueden ser cualesquiera sigue del hecho

de que ahora ninguno de los 33, B v, Y ¥, pueden ser va

6’

prederteminados al no quedar ningun coeficiente de los a o
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bJ por fijar. Puede parecer que es posible asignar un valor
distinto a b8 para fijar [36 pero, sustituyendo en 86 el
valor que habria qué haber dado a b7 ‘para que fuese B7=0,

resultaria

cualquiera que sea bsec.'

b) y c) se obtienen cuando se verifica que a_*0
pero 2a2+a4=0 - (ademds de a4¢0 Yy a2+oc4¢o , obviamente).

-

Dado que ahora se tiene a4==o Yy 0t2= 24 '

que o*0 Yy no es necesario exigirlo explicitamente. Se

se sigue ya

distinguira, también, si es a_#0 6 a =0.

-a
_ 4
2 2/

Se va a probar que cada una de estas algebras es isomorfa a

Sea, pues, el caso « a4¢0, a2+a4==0 Y a5¢0.

alguna cuya ley se exprese en la forma b).

En efecto, se puede elegir un cambio de bases de

Jordan de aXm.tal que sean b= b= 0 para 2sis5 y
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- 9 7

b7 2«

4
h-_-._.l__
9 o

0

para obtener que 39= B7= 0 v B=1.

Si se toman ahora aJ= a= 0 para 2sjs6 Yy

- 32 a«

37 «

se obtiene un cambio de vector caracteristico que garantiza
que 1&=-3/8, 72=-1/2, 7=l Yy 73=0. Si en este mismo cambio
de vector caracteristico se fija convenientemente a, (en

funcion de Vo T Y ag) se puede lograr que sea 78=0.

8,

Desde luego, ¥, no puede predeterminarse pues a y
a, son los uUnicos coeficientes de que depende y ya fueron
fijados antes para conseguir que valgan ¥, =1y 7v,=0,

respectivemente; ademdas, con ninguna otra eleccidn de a,

seria ¥,=0 Yy se cumple que Bs= 0 si y sélo si v,= 0.

Dado que se tiene que
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puede parecer, como anteriormente, que si no se hubiera
fijado b8 (cosa totalmente prescindible para garantizar que
Bg= 0) se podria fijar ahora de manera que fuese 36= 0. En
realidad, no es posible esto pues, al fijar b_ para lograr

que B = O, sigue que

con lo que 36 vale ahora . ..

y, como es b;# 0 necesariamente y ya se fijé anteriormente

para lograr dque fuese B;= 1, no es posible predeterminar

tampoco Bs'

Se ha obtenido asi la familia monoparamétrica de

adlgebras cuyas leyes se expresan: como

c) surge cuando en el caso anterior se supone que
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es a =0. Ahora no es posible elegir adecuadamente b, para
garantizar que sea Bg = 0, pero, al ser 2a2+a4 = 0, queda

39 reducido a

bj b_b: b;
+ 2 - 2 > + 3 ot4
) b b 2 Db
Y, si se fija b_ como
b, b,
b? = 73 o + 2 b
4 g9

para lograr Jue sea B;= 0, al sustituir su valor en Bg
queda éste dependiente, exclusivamente, de bs, bg, a, oy

o« y es posible escoger b8 de tal forma que se tenga Bg= 0.

Se ha obtenido asi la familia monoparamétrica de

algebras cuyas leyes se expresan mediante

Que o, no puede ahora determinarse se deduce por
razonamientos en todo analogos a los expresados en 1los

apartados anteriores.
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d), e) Yy f) se van a obtener en el caso en due
sean o= 0 Yy 2a,+a* 0 junto a, naturalmente, a* 0 y
ata* 0. Este es el unico caso que queda por estudiar, ya
gque el caso o, = 0O vy 2a2+a4 = 0 nunca puede presentar-se,

porque implicaria- o= 0.

A efectos practicos el caso que se considera queda

reducido, evidentemente, a suponer o= 0 v o & 0.

Si se hace un cambio de base de Jordan de aXm

donde valgan los coeficientes

bi = b8 =0 para 2 = 1 = 4
2
bga b_,a_, 3 loﬁoz5 , ”
bs - T T2« +
4 3 9
b - b9a8 2 Db o,
6 3« 3 o
4 4
b = b9°‘7
7 2

se garantiza que Bg = 38 = B_ = 0.
d) 'aparece si, ademas de ser o= 0 vy o * 0 es
o * 0. Se puede completar en este caso el cambio de base de

2

Jordan eligiendo
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1
b = —
9 (xs

con lo que se logra que sea Bs = 1.

Es posible también, ahora, modificar el vector

caracteristico, escogiendo

aJ =0 2 s ] =8
a, = -ala2
2 o,
a = vua
1 4
con lo que se consigue hacer 7, = o, 7, = ly ¥, = -1.

Resultan, en este caso, las siguientes expresiones

para B, Yy 7. :

6 9 6
-2 oo
- as 2 a3a5 _ a4a6 35
¥ = %~ N
a a. o a o

de donde sigue la imposibilidad de prefijar el valor de la
constante de estructura o cualquiera que sea la eleccidn

que se haga de los coeficientes a o bj, que no indetermine
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a su vez alguna otra constante de estructura previamente

fijada) .

Se ha obtenido asi la familia de &lgebras cuyas

leyes se expresan mediante

u(-1, 0, 0, 1, 1, o 0, 0, 0) o €C
e) se va a obtener si valen o, = 0O vy o * o (v,
naturalmente, o, = 0 vy @, * 0 ). En tal caso se podria

haber tomado como b

b =_1..
9 o
6

sin modificar el resto de los valores asignados a los
coeficientes a y bj, 1 =1i=9, 1=3j s 8, con lo que se

consigue que 36 =1,

Se obtiene asi el algebra de ley

f) aparece en el unico caso que resta, a saber,

e sean oa_ =
qu 5 o,

0 (junto a a, = 0 vy a = 0). Se

obtiene ahora, trivialmente, el algebra de ley
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Falta solamente probar que ningun algebra de
alguno de los tipos a), b), c), d), e) o f) es isomorfa a

ninguna de cualquier otro tipo de ellos.

No hay ningun &algebra de la familia a) que pueda
ser isomorfa a ninguna de las de los tipos b) o c) porque
ninguna eleccidén de los‘ a o bj puede lograr que valga
2¢>L2+oz4 = 0 en el caso a), pues ello esta ‘expresamente
prohibido, al contrario que en los otros dos casos. Tampoco

puede ser isomorfa a ningun dalgebra de cualquiera de 1los

tipos d), e) o f) por analogo motivo : ninguna eleccién
posible de los a ¥/0 bj consigue hacer o, = 0 en el
tipo a).

Cualquier A&lgebra de los tipos b) o c) es no
isomorfa a cualquiera de las familias d), e) o f) porque en
aquellas no hay ninguna asignacioén de los coeficientes a o

bJ que logre anular .

Que ninguin algebra de la familia b) es isomorfa a
ninguna de la familia ¢) es consecuencia de que para anular

¥, en b) habria que elegir a S~ como

-2 a o o
1 5 4

2
¥
az(a2+a4)
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lo que no anularia 7v_, y B, no es nulo, salvo que lo fuese
« .. La posibilidad restante es que fuese a= 0 inicialmente
pero ello exigiria, si el algebra en cuestién es isomorfa a
alguna de la familia b), que fuese a, = 0 lo que, de nuevo,

daria ¥, * 0 (salvo que fuese a, = 0 inicialmente en b) y

eso esta expresamente prohibido).

La Jjustificacién de que ningin d&lgebra de 1la
familia d) es isomorfa a ninguna de las e) o f) radica en

que, al ser ahora en todos los casos o, = 0, se tiene que

Ry = byag
s 2
a

1

Y ninguna eleccién de b;# 0 6 a*0 conseguiria anular Bs o

7, en d), ya que en este caso se supone gue a5¢ 0..

Un razonamiento andlogo muestra que las 4algebras

e) y f) son no isomorfas por verificarse en ambos casos que

= b
BG 9a6
[ 4
¥ = —
6 2
a

Y no haber, por tanto, posibilidad de elegir b9 © a no
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nulos que anulen 36 °© 7, en e).

Proposicioén 2.5.~

Las algebras de leyes

son no isomorfas si a; *Wwa con w

6 o # o .
6 6

Demostracidén :

Como cualquier transformacidéon que pase de.

algebra a otra debe ser tal que se tenga que

2 9 2 9
%
7—_.—...__..__=_._._=l
2
a® a®
1 1
o a 9 o_(x_+a )2
5 2 4
¥ = + 2 a 18 =0
5 3 4 9
a a 2 o

se deduce que
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Si ambas algebras son isomorfas, a; ha de ser bien

B, o bien 7y, es decir, se ha de cumplir que «! sea

[N

83 = b9a3 = o, o)
o a (o _+a )2 (9oz2 - 60 a + 4a2)
7_3_*_9 2 4 2 24 47
3 3 4 2
o
a, a 2 4
o
=3=aa
a 13

de donde se deduce que ha de ser a; = W a, con W = 1, para
que sean ambas &lgebras isomorfas. Andlogamente, ag ha de

proceder de 36 é Y, ©s decir, a; ha de tomar una de los

dos siguientes valores

b2 b
Bs=bgaé+ 5 —2b7 oc2=¢x6+b -—2b7
9 9
. - o . a, [ a, (15a, + 17a)) -
6 4 5 3
a a 2 o
1 1 a
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2 2
+ +
9 az 16ot2a4 4a4

+ : o, +
o
4
2 3 2 2 3
. a, o, (a2+a4) (135a2+225a2a4+246a2ai+140a4) -
a® 8 o 6
1 4

y como se tiene que ha de ser

o

se sigue que ha de ser 36 6

de donde se infiere el

resultado.

En el conjunto € de 1los numeros complejos se
define, para cada neN, una relacién de equivalencia de 1la

siguiente manera :

"Sean u,veC. Se dice gque u y v estan relacionados

si y solo si u" = v".»
Es inmediato comprobar que 1la anterior es una

relacion de equivalencia y que cada clase de equivalencia

contiene, exactamente, n elementos, las n raices n-simas de
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algin numero complejo. Ademas, es facil ver que se verifica

que
UR V& U =wvV con W =1

En lo sucesivo se va a designar mediante Cn al

conjunto cociente C/Rn.

Corolario 2.6.~-

Cada 4algebra de 1la familia de 1leyes
u(O,l,aS,l,o,aﬁ,o,O,O) con asecz b4 0‘65‘3 es
isomorfa a otro &lgebra cuya familia de
leyes se expresa u(o,l,kl,l,O,AZ,O,O,O) con

AeC, y AeC, y que viene dada por :

[X1'Xx] = X 3=<i=<9
[XS,XS]- = X
[Xs'Xg} = X3 + §1X2
[XG,X7] = X
[X6,X8] = 2X
[X6,X9] = 3X, + A1X3 + AX,

[X7,X8] = 2X4
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[X,,X,] = 5X_ + AX + AX_

[X, X1 = 5X, + A X + A X,

con A eC_ , A eC
12 2

En adelante se designaran las leyes de esta familia de

dlgebras (y, por abuso. de lenguaje, a veces a la propia

1,A,A
familia de algebras)-»como Ky ! 2, A eC_, AeC.

Proposicién 2.7.-

Las algebras de leyes

-3 -1 |
“[—‘é’l"—zfol 1, llal OIOIO]

d

son no isomorfas si aé * o .

i
ol &

, 33 .0, 1, 1, a0, 0, 0

Demostracioén :

Si fuesen isomorfas se podria pasar de la primera
a la segunda mediante transformaciones como las estudiadas

anteriormente, verificandose que -
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2 2 2
- +
. = o, . a (a2+a4) (9oc2 6a2a4 4a4)
3 3 3 - 2
a1 a, 2 o,
a 37
= 4_._—---=0
a 32
1
o
R
a a
1 1
de donde sigue que
b =1
9
b,
5~ 2 b7 =0
9
a =20
9
2—
a, = 1l
obteniéndose que
Bs = %
Te = %
y como aé sélo puede proceder de 36 o de Y
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resultado.

Corolario 2.8.-

Cada 4lgebra de la familia de leyes

=3 1 6,1, 1, a, 0, 0, 0] con aeC
M 8'—2:' 7 7 ’ &' ’ ’ 6 ’
es isomorfa a otro &lgebra cuya familia de

leyes se expresa mediante

u[:% , :%— , 0.1, 1, a, 0, O, o] con AeC y

que viene dada . por -:

[X,X] = X _ 3<i=9
-3
(X, X1 = =5 %
_ =1
[Xs’xe]——ixz
_ =7
[XS'X91-~§X3
[X&,X7]=X2
[X,X] =2 X + X
6' '8 2 73 2
[X,X] ="2X +X + A X_
6" 9 8 T 3 2
(X ,X]=%2X +X
7’8 2 T 3
[X,X] =+ X +2X +2X
7' 9 8 s q 3
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.1
[Xa’X9] =3 X6 + 2 X5‘+ A X4

con AeC.

En lo sucesivo, se designara esta familia de

algebras como ujh,hec.

Proposicién 2,.9.-- -

Las algebras de leyes

-3 -1
U[“gr“_rofllol‘x OIOIO]

d

son no isomorfas si a; * a;.

ol 1' OI agl

|
o

o, 0, o]

Demostracién :

Si se pasa de un algebra a otra mediante un cambio
de base de Jordan de adX1 sera a/ = B, y como se verificara

en tal caso que

sigue que se cumple que
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si, por el contrario, la transformacion
consistiera en un cambio de vector caracteristico, se

verificaria que

4 1
7:.____:._._:-.1
4 a2 a2
1 1
2
. = o . a, 9 o, (az+a4) _ 9 a “ o
s a a4 2 o 16 a

Yy, por tanto, ¥ = «a .
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Cualquier otra posibilidad solo consiste en

componer ambas transformaciones.

Corolario 2.10.-~-

Cada &lgebra de la familia de leyes

=3. -1 LA I
u{—— v 0, 1, 0, «, o, O, 0] con aﬁec,

es isomorfa a otro algebra de la familia de

leyes siguiente, que se expresa mediante

H[:% , :% ,0 , 1, 0, A, 0, O, 0] siendo AeC,

que se designarda en lo sucesivo u?k, AeC y

que viene dada por :

ui”‘ : [X,X] = X 3=i=9

['X4‘X9] = % Xz

[XS'XS] - % Xz

P

[X,X] = X_

[X_,X] = %- X,

[X.,X] = —’% X, + A X %,
[X“/’Xe] = % X4
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1
[X7,X9] =3 X5 + A X3
[X,X] =%%X +2axXx
8’9 8 "6 4
con AeC.

Proposicién 2.11.-

Las algebras de leyes

m(-1, 0o, 0, 1, 1, a’/, O, O, 0)

son no isomorfas si a; *a.

Demostracioén @

Es en todo andaloga a las anteriores.

Corolario 2.12.-

Cada 4&lgebra de la familia de leyes

0, 0, 0) siendo aeC,

es isomorfa a otro algebra cuya familia. de -

4, A

leyes se denominarda en adelante My

s

se expresa ud(-1, 0, O, 1, 1, A, 0, 0, 0) y

AeC,

viene dada por
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“9' P [X X ] =X o1 3<i=9
[X,,X,] = fxz
[X,,X)] = =X,
(X,,X,)] = X,

[X,,X,] = X, + X

o [X,.X,] =X, + A X

[X,,X] =X +X
[X,,X] = X, + 2 X, + 2 X

[X,,X,] = X+ 2 X+ 2 X,

con AeC.

Corolario 2.13.-
Se han obtenido, ademas, las

cuyas leyes se expresan mediante

algebras

que no son isomorfas entre si ni a ninguna

de 1las anteriores, que se designaran en

. 5 6 .
lo sucesivo como oY K, respectivamente, y

que vienen dadas por
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1.3.2.- Clasificacién de la familia de dalgebras

cuyas leyes se expresan

u(a

4,—a4,a3,a4,a5,a6,a7,a8 ag) con a# oy o * o.
2

Al ser ahora ata, = 0, las constantes de

estructura Bx’ 1=i<9, correspondientes al cambio de bases

de Jordan de adxl; se reducén a

BZ = b9 a2~ = -bg a4 = —Bi
B3 = b9 a3
BA = b9 a4
BS = b9 aS
( b2 3\
_ - 8
Ba = b o 5 - 2Db o,
\ 9 7
{ b2 3
87 =b o + b8 - 25b o,
\ 9 7
¢ b2 s
— 8 —
B8 =b a + bg 2 b7 o
\
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Analogamente,

1si=<9,

be
B - 2 b7 a7 +
9
3
b b
+ 1 -3b +3 AL 2 o +
b b’
9 9
2
b b b
+ 2 b5 -2 8 + a4
b b
9 9

»

las constantes de estructura L

para la nueva base que se obtiene tras cambiar de

vector caracteristico adoptan las formas

o [0 2
r = 1::: 4:7
1 2
a a2 4
1 1
¥ = %2 _ % = -
2 2 2 4
a a
1 1
o
7, = —
3 3
a
1
o
¥, = —
4 2
a
1
w—as
S 3
a
1
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!

6 g
- o (o +3ax)
4
a a® 4 3 5
1 1
o a
7 9
+ - o, (o +3a)
a4' aS 4 3 5
1 1
%g 4,
+
s P (a3+2a5) (3a3+5as)
a a
1 1 -
o a
AN T« (20c. + 4o ) +
6 7 4 3 5
a a
1 1
3,
— + + + +
= [a4a8 (7a3+11a5) o (60(3 9a5) oz7]
a .
1
2
a, ‘ :
- + +
+ X o, (a3 as) (ot3 2a5)
1

Proposicidén 2,14, -

El 4lgebra cuya ley se expresa como

o, o A o, 0,0
Mo, =, ot 0,0 8,0 ,0 ,0)

con a0 y o=0 , es isomorfa a alguna

de las algebras de leyes
a)u(l,—l,aB,1,a5,0,0,1,0) : con o * -3a5,
o eC, y o eC-{0}, si en el Aalgebra dada se

verifi +3a # oo -0 o #
erificaba que o, 3a5 0 vy 1%~ % %, o
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b)u(l,-l,as,l,l,0,0,0,0) con a3ec-{-3)
si en el 4lgebra dada se verificaba que

+ # - =
a, 3a5 0 vy o0 - 0

c)u(l,el,—3as,1,o¢s,1,0,0,0) con asec-{O}
si en el A4lgebra dada se verificaba que
o +3a, =0 y oo * 0.

dyp(1,-1,-3,1,1,0,0,0,0) si son o +3a =0

y ote = 0 en el algebra dada.

Nota : En realidad, el algebra cuya ley es d) no es sino el
caso excluido en la familia b), aquel para el que se tiene
que o = -3 .Se tendra en cuenta este hecho al numerar
las 4&algebras que resulten de la clasificacién pero, de
momento, parece preferible estudiarlas por separado pues

asi es como surgen.
Demostracién :

Se van a distinguir en la demostracion dos casos,

seqgu + # 3 + = 0.
gun sea «, 3a5 0 o o, 3as 0

a) y b) se obtienen si es « +3a* 0. Sea, pues, el

caso en que a* 0 , a* 0 y o+3a® O. ‘
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Como en la expresioén de B, el coeficiente b,
aparece multiplicado exclusivamente por 2a4 y es a= 0, se
puede elegir una base de Jordan para adx1 tal que sea 39=°-

Analogamente, pueden elegirse b8 y b7 como

b =0
8
b9“7
b =
7 2o,
para lograr que sea f_ = 0.

7

(Naturalmente, no habria ningun inconveniente en

haber anulado, alternativamente a 37, bien a Bs, bien a 38.

Por otra parte, si se elige también bé=0, b5 ha de

valer

-b o 3 b o

b = 99 7
5 2 o 8 az
4 4

para conseguir que sea Bg= 0).

Con estas asignaciones B, resulta valer

o, b9 (oc4a8 - asa7)
B =ba -Db o =
8 98 9 o 5 o
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con lo que, si fuese «a-eo * 0 , podria elegirse como

valor de b9

(24

4
9 < Qi - OO .
C¥4 8 5617

para conseguir que valga B;= 1. Por el contrario, si se
tiene que aa-aa =0 , eso significa que B= 0 y se

puede elegir como b9

b =.._1_
9 o
S

para tener Bs= 1.

También es posible realizar un cambio de vector
caracteristico en el que todos los coeficientes sean nulos

salvo a ya,a los que se asigna los valores

a o

a = 16
+
9 aq(oc3 3a5)
a = va
1 4

obteniéndose ¥=0,7=1, =1y 7= -1.

(Igual que antes, se habria podido hacer una

asignacién alternativa de a, que anulase 7).
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Han resultado las familias de algebras de leyes

u(l,-l,a3,1,a5,0,0,1,0) con a5¢0 Yy a3¢—3a5

u(l,-l,a3,1,l,0,0,0,0) con a3¢—3

Que dos A&lgebras, una de cada familia, son no

isomorfas entre si sigue del siguiente razonamiento :

Si hubiese alguna transformacion de bases de
Jordan de adX1 gque pasara de una a otra (por ejemplo, de

una de tipo-a) a otra de tipo b)), deberia ocurrir que

lo que es imposible, pues Ba ha de ser nulo.

L

Analogamente, si existiera algun posible cambio de
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vector caracteristico que pasara de un algebra de tipo a) a

otra de tipo b), se tendria que

= 4 __1 _
¥, = 5 = 5 = 1
a a_
1 1
a" a9 a9
= + + = a +3a = 0
77 a4 aS a4 (a3 3“5) 5 aﬁ( 3 5)

R

v}

R
®

7. = + - (a3+2a5) (3a3+5cx5) = = a

a a
1 1

-

con ai$0, luego 7 deberia valer cero para que existiera el

citado isomorfismo. Por tanto, no son isomorfas entre si.

c) y d) se obtienen en el caso que queda por

estudiar, aquel para el cual son ocfo ' oz5==0 Y a3=-—3a5.
Las constantes de estructura T, 1 =1 = 9, se reducen
ahora a
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+

Si se realiza un cambio de vector caracteristico

asignando a a a, y a, los valores

7'

2
' - + a
aa, o o (100(6 9a7) o%s
= 3ga T3 T3 oA + FTa
4s ' 4's 14
Ta,’,
a, = 2
4 ot.5
a, =ve,

que son posibles los tres por ser @, * 0 = o, , se obtiene

que 19= 0, ';8= 0, 74= 1, 71= ly 12= -1.

Un cambio de base de Jordan tal que sean b8= 0y

b=_.k_,_9_a_:’_
7 2054

consigue anular 37 mientras que {36 toma el valor
B =b (a6+oz7)

6 9

con lo que se puede distinguir segin sean ata *# 0 O
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+ = 0.
a6 a7 0

En el primer caso se asigna a b9 el valor

de donde se tiene que B, =1 con lo que resulta la familia

de algebras cuyas leyes se designan por
u(l,—l,—3a5,1,a5,1,0,0,0) con o.# 0

lo que

La otra posibilidad hace que valga B=10,

permite tomar como b9

lo que hace que valgan BS= 1 y B= -3

5 , obteniéndose el

dlgebra de ley

#(1,-2,-3,1,1,0,0,0,0)

Que este ultimo algebra no es isomorfa a ninguna
de la familia de 4&lgebras c) es consecuencia del hecho de

que, tanto para estas como para aquella, al ser a3+3a5 =0

se ha de_cumplir que
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o ta
gt 7, = 4
a
1
de donde sigue que, si @ = -« para algunas de estas

dlgebras ha de seguir siéndolo para cualquiera isomorfa a
ella y mientras esto es cierto para el &lgebra de ley 4)
(al ser o« = o = 0) no 16'es@para ninguna de las dalgebras

de la familia c) (al ser a=1 y a7=0).

Resta probar, por tanto, que ningun algebra de las
familias a) o b) es isomorfa a ninguna otra de la familia
c) o al algebra d). El1 razonamiento que ée hara es similar
al expuesto para probar que d) no es‘isomérfa a ninguna.de .

las de c).

Se tiene que, para toda algebra cuya ley se puede

expresar en la forma

o« , - # 0 # «
e 4 a4,a3,a4,a5,a6,a7,a8,a9) con a, 5

se verifica que

33 + 385

= b9 (a3+3a5)
o +3c
3 5
vy, + 3, = E
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por lo que, tanto si es a3+3a5 £ 0 0o a3+3a5 = 0 en una
cierta algebra, cualquier otro algebra isomorfa a ella debe

seguir manteniendo esa misma relaciodn.

Dado que en las Aalgebras cuyas leyes se expresan
por a) o b) se tiene que c)¢3+3a5 # 0 y en las otras se

cumple que o +3o, = 0 , se sigue el resultado.

Proposicioén 2.15.-
Las algebras cuyas ~leyes vienen dadas

mediante

u(l,-l,aa,l,as,o,o,l,O) con a3=—3a5 Yy a5¢0

u(l,—l,a;,l,a;,o,o,l,O) con a;¢—3a; Yy a;:O

son no isomorfas si a; * a3 o a; # as.
Demostracidén :

Para que las &lgebras fueran isoﬁorfas se deberia
poder pasar de una a otra mediante cambios de:‘base de
Jordan de adxl, mediante cambios de vector caracteristico o
por composiciones de ambos tipos de transformaciones. Es
decir, a; debe ser, bien B3, bien Voo Yo analogamente, a;

debe ser, bien B+ bien .-
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Si las algebras cuyas leyes son las del enunciado

fueran isomorfas se deberia cumplir que

4 1
Vg = = =1

a

1 1

s 4 a a
7= — 2 o (at3x) = — —— (. +3a) = 0
6 4 S 4 3 5 5 3 5

al al i

b =1
9

a® =1
1

a =0

y de aqui se obtiene que

_ , A
v, = + (a3+2as) (3a3+5a5) = —

a a B 1

=1

Yy, por tanto, se tiene que
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de donde se sigue el resultado.

Corolario 2.16.-~

Cada algebra de la familia anterior es
isomorfa a otra cuya familia de leyes se
expresa por u(1,~1,A1,l,A2;0,0,1,0) con A2¢0

y A#=3X_, que se va a designar en adelante

7,A,A
por u 12 Yy que viene dada por
7,7\1,)\2
K, : [X1’Xi] = Xi__1 3=1s9
[X,/X] = X,
[XS,XB] = -X2

[X,X,] = A, X
(X, X,] =X

[X.,X,] = A X

(X, X1 = (A+r) X,
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AX

[X7'X8] 23

I

[X,,X] = (A+22) X + X,
(X, %] = (A+22) X, + X,

con Ai,hzec ' Az: o, A1¢ —3A2

Proposicién 2.17.-

Las algebras de leyes

u(l,-l,a3,1,1,0,0,0,0) con a# -3
u(l,-l,a;,l,l,0,0,Q,O) con a;: -3

son no isomorfas si a; * o

Demostracién :

Es andaloga a las anteriores.

Corolario 2.18.-

Cada algebra de la familia anterior es
isomorfa a otra cuya familia de leyes se

expresa por M(1,-%,2,1,1,0,0,0,0) con A #-3,

que se va a designar en adelante por u?A

y que viene dada por
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8, A
K : [Xl,xx] = X 3=i=9

9 i-1
[X,/X,] = X

[XS'XS] = -X

[X.,X,] = A X

[X,X,] = X,
(X, X1 = X,
[X,,X,] = (1+2) X,
(X, X} = X,
[X,,X,] = (2+2) X,
[X,,X,] = (2+) X,

con AeC-{-3)

Proposicién 2,19.-

Las algebras de leyes

u(l,—l,-Bas,l,as,1,0,0,0) con a.* 0.
u(l,-l,-3ag,1,a;,1,0,0,0) con a;: 0

o

. . 2
son no 1isomorfas s1 a; 2 W as con w= 1.
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Demostracioén :

Es andloga a las anteriores.

Corolario 2.20.-
Cada algebra de la familia anterior es
isomorfa ‘a otra cuya familia de leyes se

expresa por u(1,-1,-32,1,2,1,0,0,0) siendo

A #0 , que se va a designar en adelante como

9,A

M, Y que viene dada por
9,A
1y : [Xl,Xi] = qu 3=1=9
[X,,X,] = X,
[X,,X,] = -X,
(X, X)] = -30 X
[X,X] = X,
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[Xa'X9] = A X ¢ X,

con AeC,-([0]}

Corolario 2.21.-

Se ha obtenido, ademas, el algebra cuya ley
se expresa como p(1,-1,-3,1,1,0,0,0,0) ’
que, por analogia con la familia” de algebras
designadé como uil con Aeé—{-3} , Se

designara por ug"s Y que viene dada por

8, -3
K, :‘[Xx'xx} = de. 3519
(X, X,] = X,
[X,,X,] = =X,
[X,X)] = -3X
[X,,X,] = X,
[X6,X8] = X2
[X,X] = -2X,
[X,X,] = X,
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1.3.3. Clasificacién de 1la familia de algebras

cuyas leyes se expresan como

- a# 0.
u(a4, a4,a3,a4,0,a6,a7,a8,a9) con .

Las constantes de estructura quehresultan tras el
cambio de base de qgrdan, B’ con 1 = 1 s 9, toman ahora

los valores

B 3 = bgas
B4 = b9a4
Bs =0
( bz 3
— - 8 _
Bs - bgas b 2b7 «,
\ 9 )
{ bz 3
_ 8
B7 = bga + 5 - 2b7 a4
\ 9 J
- Bs = b9a8
b,
B9 = bga9 + bg — 2b o +
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+ | 2b -~ 2 + (4

Analogamente, las constantes de estructura que
resultan para la nueva base que se obtiene tras cambiar de

vector caracteristico, ¥, con 1 =1i=9, adoptan la forma

«, -
71"a2-74 i
1
v "_a4 = =7
2 2 Ty
a
1
%3
¥ = 3
a
1
o
¥ = —
4 2
a
1
75—0
o a
6 9
7= - oo
6 3 5 374
a a
1 1
7, = ot,, + ag oo
7 a 5 34
a a
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8 9 2
+ 3a
a a®
1 1
%y a,
+
6 7 2“3“4 +
a a
1 1
2
a a
+ 2 [ ao + o (7a +6a_) ] + 2 ola
7 48 3 6 7 8 34
a a
1 1
Proposicién 2.22.-
El algebra de ley
- *
u(a4, a4,a3,o¢4,0,a6,a7,a8,a9) con 0

es isomorfa a alguna de las 4&algebras cuyas

leyes se expresan mediante

a)u(1,-1,«,1,0,1,0,0,0) con \oc3== 0
si en el algebra dada se verificaba, ademas,

‘o #
que ot * 0

b)u(1,-1,1,1,0,0,0,0,0)
si en el algebra dada se tenia que o 0 vy

+ =
a6 a_’ 0

c)“(ll-llolllolllolaalo)

si en el algebra dada se tenia que 5 0 vy

R
l

o ta # 0
6 7
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d)u(1,-1,0,1,0, 0,0,1,0)
si en el dlgebra dada se verificaba que
«=0, atx =0 y a=0.
e)u(1,-1,0,1,0,0,0,0,0)
si en el 4&lgebra dada se verificaba que
a=0 , “5+“7w= 0 vy a= 0.

3 8

Demostracidén :

Se distinguiran los casos en que «* 0 y o= 0.
Las algebras cuyas leyes se.expresan por a) o b) surgen en
el primer caso, esto es, cuando o#* 0 (y o, * 0, obviamente)
Se buede hacer entonces un camﬁio de vector caracteristico

en el que se asignen a a9 Yy a a1 los valores

18
a9 = 2
3«
3
a =V
1 a4

y se tomen nulos los restantes coeficientes a, 2 = i = 8,

obteniéndose que valen ¥=0,7=1, 7= 1y 7=-1.

Si se hace un cambio de base de Jordan de adxi en

el que se asigne el valor cero a los bx para i = 2,3,4,6,8
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y se tomen como b5 Y b,

2
. bgot9 s b_,oz7 _ b7
5 2 o, o, 2 o A
b = bga-r
7 2 o,
se consigue que sean Bg— =0 Yy B_, = 0 , respectivamente.

Falta por asignar valor a b9 # 0. Como, tras la asignacién

de b_, resulta valer {36

B6 = b9(a6+a7)

se pueden considerar dos casos, segun que sea ato, * 0 6

o+ = 0.
6 7

Si es a ta # 0 se puede asignar a b9 el valor

con lo que se logra que sea B= 1y se obtiene la familia

de algebras a) cuyas leyes se expresan como
u(l,-l,a3,1,0,1,0,0,0) con a_# 0
Si o« +a, = 0 , resulta valer B = 0 Yy se puede

6
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asignar a b9 el valor

para hacer B, = 1 , obteniéndose el algebra b) de ley

u(ll—llllllololololo)

Que este dlgebra no es isomorfa a ninguna de 1la

familia anterior se sigue del hecho de ser

BetB, = b (a ta. )
o +o

VY, = —

6 7 4
a1

cualesquier que sean las asignaciones que se hagan a los
coeficientes a, o bj, l1=1=9, 2 =3 s 9, Por tanto, si
en un algebra de los tipos a) o b) se verifica que a +a_#0,
s6lo serad isomorfa a otra que también lo verifique vy,
andlogamente, si se tiene que vale a6+a7 = 0 no podra ser
isomorfa mas que a otro &algebra para la que también se

cumpla esta relacién.

Puesto que en las 4&lgebras de la familia a) se

tiene que
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y el algebra b) verifica que

a6+a7 =0
se sigue el resultado.

c), d) y e) se obtienen cuando es Lo, = 0. Es
decir, se van a estudiar ahora las &algebras cuyas leyes
vienen dadas por

u(a4,-a4,0,a4,0,a6,a7,a8,a9) con o z# 0.

En este caso las constantes de estructura 7., Ccon

1 sis=9, tienen las siguientes expresiones

2 4
7. = — = gy
1 2 4
a
1
- o
¥, = —2 = -y
2 2
a 4
1
73 = 0
[0 4
¥y = —
4 2
a
1
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%
7 ==
6
a®
1
.. = a7
7, = a
a Y
1
. = aa
8
a°
1
&, a,
¥ = + oo
9 6 48
a a

Si se toma como a a

se consigue hacer v, =<1,9, =1y v, =-1.
- 81 se seleccionan como b, b vy b, los mismos del
caso anterior, se logra que sean 39 =0 Yy B7 =.0. y: que

B

6 valga

B6 = bg(a6+a7)
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Si es “g”%* 0 se toma como b9

con lo que se obliga a que B, =1 Yy se obtiene la familia

de algebras
r(1,-1,0, 1rol1101a810)

Si, por el contrario, fuese a6+a;= 0 se podrian

distinguir aun dos casos, segun sea a* 0 o o= 0.

Cuando se tenga que o ta = 0 y o * 0 . se puede

asignar a b9 el valor
-1
b, = &
8

2

con lo que se tiene que valen Bé =0 vy B

1 de donde

se obtiene el algebra de ley

u(ll-llol 1,0,0,0,1,0)

Cuando valgan o o, = 0 y o = 0 se tiene el

dlgebra de ley
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u(lo-llorltororoloro)

El razonamiento que prueba que las &algebras d) o
e) no son isomorfas a ninguna de las algebras de la familia
c) es idéntico al que se usé para probar que el algebra b)

no era isomorfa a ninguna de las &lgebras de la familia a).

Que las algebras d) y e) son no isomorfas sigue

del hecho de que B8 Y ¥ valen ahora

= Db
Be o%s
&g
Ty = 5
a

Yy en d) es o# 0 mientras que en e) se cumple que o, = 0

Analogamente puede probarse que ninguin algebra de.
las a) o b) es isomorfa a ninguna otra de las c), d) o e).

En este caso son 83 Y 7, las que, al venir dadas por

b =
3 b9a3
o
y = 3
3 3
a

imposibilitan ningin isomorfismo entre dos 4algebras

cualesquiera de la familia
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u(a4,-a4,a3,a4,0,a6,a7,a ,ag) con a4 z 0

8
si en una de ellas se tiene que «* 0 (como ocurre en los

casos a) y b) ) y en la otra es o, = 0 (como en los casos

c), d) y e) ).

#
Proposicidén 2.23, -
Las algebras cuyas leyes son
u(l,-l,aa,l,o,l,o,o,O) con «, # 0
u(l,-l,a;,l,o,l,o,0,0)h con a; # 0

. . 2
son no isomorfas si . a; W a3 con w = 1

Corolario 2,24,.-

Cada &algebra de la familia anterior es
isomorfa a alguna de la familié cuyas leyes
se expresan mediante u(1,-1,2,1,0,1,0,0,0)
con A # 0 , que se designara como u?’l Y

que viene dada por
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(X, X)) = =X
(X, X1 = A X
[X.,X,] = X
(X, X)) =2 X + X

[X,,X,]

i
>
e

-
+
L]

w

[X,,X,]

i
>
<

o

+

e
*>

con AeC,-([0]}.

Corolario 2.25, -
Se ha obtenido también el A4algebra de
ley p(1,-1,1,1,0,0,0,0,0) que se designara

mediante u: Yy que viene dada por

ps (XX = X 3=1i=09
[X,,X,] = X,
(X, X,] = =X,
[X, X1 = X,
(X, X,] = X,
[X,,X] = X,
[X,,X,] = X,
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(X, X,] = X

Proposicién 2.26. -

Las algebras cuyas leyes son

u(ll—llolllolllolaalo)

u(li—llollloflrolaélo)

. . 2
son no isomorfas si a! * wa con w° =1

Corolario 2,.27.-
Se obtiene asi la familia de &lgebras

cuyas leyes son u(1,-1,0,1,0,1,0,A,0) , con

12,A

AeC, , que se designara mediante Ky Y que
viene dada por

12, A _

iy DO[XLX] = X 3 =1is=29

>
'S
>
0
I
e
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[X, X1 = X, + A X,

con AeC..
2

Corolario 2.28.~
Se han obtenido, ademds, otras dos
dlgebras de leyes p@(,-1,0,1,0,0,0,1,0) vy

t(1,-1,0,1,0,0,0,0,0) , que se designaran,

13 14

respectivamente, como By Yy Ky Y que
vienen dadas por
uf :OIX,X ] = X 3=1is=s09
[X,,X,] = X,
[X, X)) = =X,
[X.,X] =X
[X,,X,] = X,
[X,,X,] = X,
u;" :(X,,X ] = X 3 =i=s09
[X,.X,] = X
[X..X,] = =X,
(X, X] = X,
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2.- CASO @, = 0,-

Como se tiene ahora que o, = 0y se verificaba la

restriccidén :
200 -3 a +a a +2 o =0
14 2 2 4 4

se’deduce inmediatamente que «, = 0. Es decir, la familia
de 4&lgebras tiene ahora 7 parametros solamente. No
obstante, para facilitar la comprension de estas notas, se
mantendra la notacién anﬁerior, es decir, las leyes de las
algebras con las que se va a trabajar a partir de ahora se

expresaran en la forma :
u (a1 Iol‘x3lolasla6la7la81a9)

El teorema de estructura se simplifica bastante en
este caso al valer o« = o= 0, siendo los corchetes no

nulos los siguientes
(X,,X,1 =X, _, 3sis=so

[X4'X9] = a1X2

[X.X,]

i
R
s
w
-+
R
w
b
)

[X,,X,]

|
R
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[X,,X%,] aX + (¢ + a )X + aX

[X7,X8] = a5X3+ a7X2
[X7,X9] = a1X§+ (a3+2a5)Xi+ (a6+a7)X3+ aaxz
[Xs,xg] = a1X6+ (a3+2a5)xs+ (a6+a7)X;+ a8X3+ agxz.

2.1.- Cambios de bases de Jordan.- .

Una nueva base de Jordan del operador adX1 puede

escribirse en la forma

Y =bX + b¥ + b_,X7 + b6x6 + bsx5 + b4x4 +
+ bX + b2X2 + b1x1

Y =bX + b X7 + b7X5 + b6X5 + bsX4 + b4X3 +

Y =bX + bX + b7Xs + b6X4 + b5X3 + b4X2

Y = ng + b X5 + b7X4 + b6X3 + bsx2

Y =bX + b X4 + b7X3 + b6X2
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con k§¢0 y el resto de los coeficientes asi elegidos para

garantizar que-se verifique que -

=9

1A
pete

(¥, .Y, 1= [x,¥ ] =Y 3
Yy se puede suponer, como en el caso o, # 0 , que b =0y

por el mismo motivo que alli.

Si se designan mediante Bx’ i=1, i=3 o6 5= i = 9,
las constantes de estructura, no nulas, relativas a la base
{ XI,YZ,Ya,...,Y9 }, se pueden determinar éstas directamen-

te, obteniéndose que :
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2.2 Cambios de vectores caracteristicos.-

Cualquier vector Z2 e M-M' es de la forma

= - + + C o+ +
Z1 a9X9 + a8X8 + a7X7 asxs aSX5 a4X4

+ +
+ a3X3 + a2X2 alx1
con a * 0 si se pretende que sea un vector caracteristico.

Si V es el espacio engendrado pér M+ Cg{xg}, una

base de Jordan de adz |, esta dada por
{(adZ)’x:Osis7}
1 9

Si se designan mediante Z 0 =1i=7, a los

9-1'
vectores

— i 3
Zg_i-— (adzl) X9 0=1=7
se obtiene una base de M, {Zﬁ]ﬁ159} , cuyos vectores se

expresan, en funcién de los de la antigua base, {Xlzlsisg},

mediante las expresiones
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2=aX +aaX + [ ao + a(a+2a) ] X, +
+ [aﬁoz1 + a (a +2a) + a,(a t+a ) ] X, +
+ [asot1 +oa (o ta) + a (ata) + «:':184318)]X3 +

+ , + . o, + + o
[ a4a1 a5a3 a6a6 a7a8 a8 9 ] X2

.

2
2 = aX - + - + +
7 177 a1a9a1x6 [ 2,85% a1a9(“3 2“5) ] X
+ + - + -
[ aa o alaa(a3+2a5) alag(cz6 cx_’)
2
T - aado ] X +
, 8 9 1 4
+ + + + + -
[ a,aa, a1a7(a3 3a5) alaa(oz6 oz7)
2
- -— - + +
Nalagas a a o a8a90t1(20t3 3a5) ] X3
+ a + + + + +
[ 1 35%, ala\6(oc3 2as) ala,’(a& oz7)
2
+aaa -—aaa —aaaox -
188 199 6 9 1

2
- +a -—axdoa -
2a7a9a1 ((13 5) 8 15

- agay [ a1(2a6+a7) + a3(a3+2a5) ) ] X2
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0N

2 2 2
+ - + aaa«a X +
[ a3, 2a1a9(a3+2a5) 1 1 ] 4
+ a’a o + a’a (o +a ) - 2a°a (ax +a_ ) -
171 183 s’ 179 6 7

2 2 .
- 2aaaaoa + a1a9a1(2a3+3a5) ] X3 +

1891
2 2 2
+ + + + alaa -
[ 3,3:% ala,’(as 3“5) 186
- 23%aa - 2aaada’ - 4a a a x (a_+ta ) +
198 177 91 18913 5
e

2
+ aa [ a1(2a6+a7) + cx3(a3+2a5).] +

2 3
+aaoc]x
8 91 2

4 3
Z = - +
s alx5 3a1a9a1X4

3 3 2.2 2

+[aaa-—aa(3a+5a)+3aaa]x+
1 81 19 3 5 9 1 3

+ | a%aa + a’aa - a’a_ (3a +2a)) -
171 18 3 19 6 7

2 2 2.2 : 3 3
- 3aa aaoa + ao (6o +7ax - aaa X
18 91 a191( 3 5) 19 1 2

_ .5 4
Z4 = a1X4 4a1a9a1X3 +

43 4 3.2 2
+ [aaa - aa (4a t5a ) + 6a’a’a ] X
1781 179 3 5 1 91 2

6 s
Z_ = a -5 e
3 1 X3 al a9a1 XZ
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Ha resultado que wuna condicién necesaria vy

suficiente4paraaquemwszseapunwvecnon~canactenistico es gque .. .

sea a1¢ 0.

Las constantes de estructura LA i=1,3,5,6,7,8,9,

o
vienen dadas por

%
= a2
1
o a
_ 3 9 2
73 3 + 2 4 al
a a
1 1
7 = 3
5 ad
1
2
o a a
6 9 9 3
¥ = + o (S5a+6a ) + 5 o
6 a4 aS 1 3 S a 1
1 1 1
o, a
77 = n + 4 alas
a a
1 1
o, a, -
= +
LA 5 A [a1(6a6+6a7) + (a3+2as)(3a3+5a5)] +
a a
1 1
2 3
a 2 3 4
+ o (2l +4lx ) + 14 o
1 3 5 1
a a,
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[ 7a1a8 + (a3+2a5)(3o%+2a7) +

+ (4a3+5a5)(a6+a7) ] +

2
a

9 2
+ X [ o (28a6+27a7) +
1

+ al(a3+2a5) (28a3+68a5) ] +

3 4

a . a
' 9 3 9 5
+ 5 o (84a3+158a5) + 41 o %
a a,

2.3.- Clasificacién en el caso a, = 0,~

Como se hizo en el caso «, * 0, se va a intentar
ir descomponiendo 1la familia de 4lgebras filiformes de
dimensidén 9 correspondientes al caso @, = 0 en subfamilias
lo mds simples posibles e incluso en Aalgebras concretas,

que sean no isomorfas entre si.

PROPOSICION 2,29

Las algebras correspondientes a las leyes
“(a1'0’a3’0’“5'“6’“7'“8’“9) ‘con a5¢n0
u(al,o,a3,0,O,aé,a7,a8,a9) con a * 0

#(«,0,0,,0,0,0.,0,0 ,0a)
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son no isomorfas entre si.
Demostracion :
En efecto , se tiene que en todos los casos es
M'= (X, X, X, X, X, X ,X_}
por ser Aalgebras filiforﬁes , pero M° vale

2-—
= {asxz,asX3+ a7X2}

luego

M= {Xa,X3) si as # 0

2 = '
M {Xz} s1 o 0 vy o, # 0
M= {0) sia =0y o« =0
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2,3.1.- Clasificacion de la familia de algebras

cuyas leyes se expresan

“(a1’0’“3’°’“s’“5’“7’“s’a9) con o *0

PROPOSICION 2.30

El élgeb}a cuya ley se expresa mediante

u(al Iola3lolasla6la7laelaé)

con ds?t 0

es isomorfa a alguna de las A&algebras cuyas

leyes se expresan

a)u(l,o,

algebra dada

b)u(o,o0,

algebra dada

c)u(o,o0,

dlgebra dada

¢ L)
o 0

a)u(o,o0,

algebra dada

a =0 vy «o

6 7

e)u(o,o0,

0,0,1,a,c,0,0)

se tenia que @ * 0.

1,0,1,a6,a7,0,0)

se tenia que o

0,0,1,1,“7,0,0)

se tenia que o,

0,0,1,0,1,0,0)

se tenia que «o

1
# 0.

0,0,1,0,0,0,0)
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si en el

si en el

0 vy o, * 0

si en el

o, =0y

si en el



dlgebra dada se tenia que o« =0 , a = 0 ,
«, =0 y a =0.

que son no isomorfas entre si

Demostracién:

Se va a distinguir, en primer lugar, segun valga

a) se obtiene si «,* 0. En efecto, cuando 2% 0 se
puede buscar un cambio de vector caracteristico en el cual
sean nulos todos los coeficientes salvo a, y a, a los que

se asignen los valores

- a1a3
a9= 2
2 o
a,= vy
con lo que se tiene que ¥ =0 y % = 1 , respectivamente.

3 S

Si se hace un cambio de base de Jordan de adx1 en

el gue se asignen arbs, b» Y b8 los valores

177



se logra que sean 39 = 38 = 0. El resto de los coeficientes
bi se hacen nulos, salvo bg. Como ahora se tenia que @ # 0

se puede seleccionar como b,

b= -
1

para lograr que sea ¥ =1, con lo que se llega al algebra

de ley
;1(1,0,0,0,1,a6,a7,0,0) o« A, € C
b) y ¢) se obtienen cuando o« = 0 segun sea o, * 0
o a = 0. Por valer o = 0 , las expresiones que toman

los 7 quedan en la forma siguiente

o
¥.= -
1 2

a

1

o

.= >
3 3

a
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L 3
a
1
&g
7::
6 a‘
1
o
¥ = —
7 4
a
1
o a9
78= S + - (a3+2a5)(3a3+5a5)
a a :
1 1
o, a, .
= + + +
79 a6 = [(a3+2a5)(3a6 2a7)

+ (4a3+5a5)(a6+a7)]

sin que los B‘ sufran modificacién alguna.

Se obtiene, por tanto, que sélo se podran anular,

cuando no son nulos originalmente, 4 Yy 7

8 lo que no

9 ’
tiene interés, puesto que se pueden anular siempre By Y B,

por ser a_ * 0 .

?

Se va a distinguir, entonces, sequn sea a *#0 o
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Si «, * 0 (y, naturalmente, «

L 0O v o =0
se estd en el caso b), en el que pueden elegirse bs,

b7, b
Y a, como antes y b9 como
_ 1
b= —=
3
=<
para obtener 39 =0, Ba =0 , ¥ = 1, 33 = 1, llegandose

al algebra de ley

u(0,0,l,O,l,as,a_,,0,0) a0, € C

Si, ademas de ser « = 0 fuese a .= 0 pero , * 0,

se puede elegir b9 como

b=...L
9 o
6

para obtener 36 = 1 y el resto de coeficientes como en el

caso b). Se llega asi al caso c), el &lgebra de ley

u(0,0,0,0,1,1,0,0,0) og& C.

d) y e) se obtienen caso de ser
Ahora se puede distinguir segun sea

o, * 0 6 o = 0. En
el primer caso se toma
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Y se llega a d). El segundo caso es e).

Que ninglin Algebra de la familia a) es isomorfa a
ninguna de las otras sigue del hecho de que ninguna
asignacién de los a o bj consigue anular B1 o ¥ si o * 0,

como ocurre en a) y no en los demas casos.

- Supuesto a = 0 ocurre otro tanto con B, Y ¥, -
que seran nulos O no segun sea aaknulg o no. Luego, para
ningin valor que se de a «, o o se va a obtener en b) un

dlgebra isomorfa a alguna de c) ni a las algebras d) o e).

Razonamientos andalogos sobre 36 Y 7, o] B7 Y v,
respectivamente, justifican que para ningin valor de « se
obtendrda un algebra de c) isomorfa a las d) o e) en el
primer caso, y que d) y e) son no isomorfas en el segundo.

#

PROPOSICION 2,31

Las algebras euyas leyes son

u(1,0,0,0,1,a,c,0,0)
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u(1,0,0,0,1,a’,a’,0,0)

son no isomorfas si a; *a o) a; * o,

Demostracién &

Si fuesen isomorfas habria de verificarse que

o
1 1
LS ali e Sl
a a
1 1
[0 4
_ s _ 1 _
(e aa—aa—l
1 1
[+ 4 a a
3 2 9
¥y = + 2 —— ¥ =2 =0
3 3 4 1 4
a a a

de donde se deduce que son b9 =1, a = 1 vy a, =
por tanto, se tiene que
Bs= bga = %
2
% 4 2 3
7= — + — a1(5a3+6a5) + 5 — a = o
a a a

1 1 1

182



de donde se sigue inmediatamente el resultado.

COROLARIO 2,32
Cada algebra de la familia anterior es
isomorfa a otra de la familia cuyas leyes se

expresan u(l,o,o,o,l,ll,AZ,O,O) con li,hae C

que se designara u:*AE'Aé. y viene dada
por
15,A ,A_ _ s
"% (XX ] =X 1siso
(X, X1 = X,
[X, X = X,

[X,X] =X+ X+ aX
6 9 4 3 1 2

[X,,X,] = X+ AX,
[x?,xg] = X+ 2X+ (A +A) X,
[X,,X,] = X+ 2X+ (A +2) X,
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con Al,lzec.

PROPOSICION 2,33
a) ‘Las 4algebras cuyas leyes vienen

dadas por
“(ololllolllas‘la7lolo)
“(Ololllolllagla—lllolo)

son no isomorfas si a; * W o ¢} a; * W oo,

3
con w= 1
Demostracién :

Es andloga a otras anteriores.

COROLARIO 2,34
Cada algebra de la familia anterior es
isomorfa a otra de la familia cuyas leyes se

expresan u(O,O,l,O,l,Al,AZ,O,O) ’ Al,kze c,:

16,A ,A
1

que se designara R

2 y viene dada por

16,4 ,A
1’72

Hy

: [X,,X,] =X 3si=9
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[X,X] = X
[X, %] = X

[X,,X,] = 2X  + A X,

[X,,X) = X, + AX
[X,,X,] = 3X, + (A +r) X,
[X,X] = 3%, + (A+r) X,

con A ,AeC.

PROPOSICION 2.35

Las algebras de leyes
u(0,0,0,0,1,1,x,0,0)
u(ololololll lla.”lolo)

son no isomorfas si a; *
Demostracién

Es andloga a otras anteriores. .
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COROLARIO 2,36

Cada algebra de la familia anterior es
isomorfa a otra de la familia cuyas leyes se
expresan u(0,0,0,0,1,1,2,0,0), con A € C,

que se designard en lo sucesivo mediante

u:Ll Y viene dada por
wr o (x,X) =X 3sis9 . o
[X,X,] = X,
(X, X,] = X+ X,
[X,X] =X+ A X
[X,,X)] = 2X+ (142) X,
[X,,X,] = 2X+ (1+2) X,
con AeC.

COROLARIO 2,37

Se han obtenido, ademdas, las Aalgebras
cuyas leyes se expresan u(0,0,0,0,1,0,1,0,0)
Yy u(0,0,0,0,1,0,0,0,0), que se designaran
mediante u;B y u;Q, respectivamente, Yy que

vienen dadas por :

Moo [x1'X1] = XH 3=i<9

186



[X,,X,]

i
=<

[X,,X,]

]
>

[X,,X,] = X+ X

[X,,X] = 2X+ X,

[X,,X,] = 2X.+ X,
W o o[X X1 = X 3=i<9 |
[X,X,] = X,
[X,X,] = X,
[X,,X] = X,
[X,,X,] = 2X,
[X,,X] = 2X,

2,3.2 Clasificacién de la familia de algebras

cuyas leyes se expresan mediante

u(al,o,a3,0,0,a6,a7,a8,a9) con o # 0

Las constantes de estructura Bi Yy 7; que pueden

ser no nulas ahora vienen dadas por
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2
[a1(6 o+ 6 0(7) + 3 o] +
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a

1 . -

3 4
) 3 3 s
+ 840 a + 41 o
9 173 10 1

PROPOSICION 2,38

El élgebra cuya ley se expresa mediante
u(al,0,a3,0,0,a6,a7,a8,a9) con a= 0
es isomorfa a alguna de las élgebras cuyas

leyes se expresan como sigue

a)u(l,o,o,o,o,a6,1,a8,0) si en el

dalgebra dada se tenia que o * 0.

b)u(o,o,l,o,o,as,l,0,0) o si en el
adlgebra dada se tenia que o = 0 vy o, * 0.
c)u(0,0,0,0,0,l,l,aa,O) si en el
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dlgebra dada se tenia que @ =0, a =0

Yy a = 0.
d)u(o,0,0,0,0,0,1,1,0) si en el
dlgebra dada se tenia que d1 = 0, a, = o,
o, = 0O vy o, * 0.
) e) u(0,0,0,0,0,0,1,0,0) si en el
dlgebra dada se tenia que « =0 , «. = 0 ,

1

a, = 0 y oy = 0.

que son no isomorfas entre si.

Demostracidén :

Es siempre posible hacer un cambio de base de

Jordan de adx1 en el que seleccionen como b7 ' b8 Y b9 los

b=0
8
b9 a9
b7= 2 o
.,
_ 1
b= —

con lo que se logra hacer =1y B = 0.
7 9
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Para elegir un cambio de vector caracteristico

adecuado se van a distinguir los casos en que sea o= 0 6

a= 0.
1

a) se obtiene si o * 0. En este caso se pueden

asignar a a ya los valores

a=v «a
1. 1
a= - afﬂ
9 2
2 o
1

que hacen que sean 7= ly ¥,= 0 con lo que se obtiene el

dlgebra de ley

u(l,O,O,O,O,aG,l,aB,O) o, o€ c

b), ¢), d) y e) se obtienen caso de ser o= 0.

Ahora los 7, i=1,3,6,7,8,9 se transforman en

7= 0

3’:—._(.!.3

3 3
a
1

¥ = %

6 4 ¥
a
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7:
7
at
1
% g 2
¥ = + 3 o
8: 5 6 3
a a
1 1
o a
T = 2.+ ’ « (70 + 6a_)
9 6 7 3 6 7
a a
1 1

lo que hace que se distingan los casos o, # 0y o, = 0

b) se obtiene si a # 0 . Ahora es posible elegir

como a, y a, los

- a
18
a9= 2
3 a
3
para hacer que valgan 7, = 1y v,=0, obteniéndose el
dlgebra de ley
1(0,0,1,0,0,x_,1,0,0) 'aée c

c),d) y e) se obtienen si o, = 0. Ya no es posible
anular ningun ¥, que no sea previamente nulo. Como T, Y 7,
son los que quedadn por fijar se distinguiran 1los casos

c)oc6 # 0, d)oz6 =0y o, * 0 vy e)a6 =a = 0.
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En el primero de ellos, si se asigna a a el valor

fpa—
a. = o

1 6

se obliga a ser ¥, = 1, encontrandose el algebra de ley

u(0,0,0,0,0,1,1,a8,0) & C

.

En el segundo caso se toma como valor de a,

a=V5d

1 8

para hacer que 7, = 1 vy hallar el algebra
m(0,0,0,0,0,0,1,1,0)

En el caso @, = o = 0 se obtiene, evidentemente,

el algebra de ley
p(o0,0,0,0,0,0,1,0,0)

Que ningin valor de «,x € C en a) ocasiona
dlgebras isomorfas a ninguna de las gue se pueden obtener

" en los demads casos se deduce del hecho de ser
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lo que impide. que sean isomorfas.algebras para . las .que sea

o« * 0 con aquellas en las que es a = 0.

En el caso en que se tiene a = 0 resulta valer

sigue, por un razonamiento andlogo al anterior, que ningun
dlgebra obtenida en b) es isomorfa a ninguna de las c), ni

a d), ni a e).

Razonamientos similares justifican que las
dlgebras d) y e) no son isomorfas ni entre si ni a ninguna

de las que se obtienen en c).
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PROPOSICION 2,39

Las algebras cuyas leyes son
u(llololololaslllaslo)
“(1lolololora;llra;lo)

son no isomorfas si a; # o o) *a; *# W a  con

Wl = 1.

e

COROLARIO 2, 40
Las leyes de las algebras de la familia
anterior se pueden expresar en la forma

u(1,0,0,0,0,2,1,2,0) con re € y Age C,

gque se designara por uj%Afhz y viene dada
por
uj""‘l”‘z : (XX ] =X _ 3=is9
[X,,X,] = X,
[XS,XQ] = X,
[X, X ] =X, +2AX
(X, X1 =X,
[X,,X,] = X_+ (A+1)X + AX,
[X,,X,] = X+ (A +1)X, + A X
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con A1eC Yy Azecz.

PROPOSICION 2,41

Las algebras cuyas leyes se expresan
m(o0,0,1,0,0,2.,1,0,0)
m(0,0,1,0,0,a2.,1,0,0)

son no isomorfas si aé * A .

COROLARIO 2.42

Las leyes de las algebras de la familia
anterior se pueden expresér en la forma
u(0,0,1,0,0,1,1,0,0) con A € €, dque se

designara por u?’h y que viene dada por

ui"" P IX, X = X _ 3=i=9
[X X)) = X,
[X,X] = X, + X,
[X,,X] = X,
[X,,X] = X, + (A+1)X,
[X,,X] = X, + (A+1)X,
con AeC.
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'PROPOSICION 2.43

Las algebras cuyas leyes son
u(0,0,0,0,0,1,1,a8,0)
u(ololololollllla;lo)

. . . . 4 .
son no isomorfas si a; # wa con @ = 1.

"

COROLARIO 2,44
Las leyes de las adlgebras de la familia
anterior pueden expresafse en la forma

u(0,0,0,0,0,1,1,2,0) con A € C,, que se

29, A

. Yy que viene dada por

designara por u

ujz’l PIX X = X, 3si=9
[X, X1 = X,
[X,,X,] = X,
[X,,X] = 2X_ + AX
[X,,X,] = 2X, + AX,
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COROLARIO 2. 45

Se han obtenido, ademas, las A&lgebras
cuyas leyes vienen expresadas en la forma
p(0,0,0,0,0,0,1,1,0), y u(0,0,0,0,0,0,1,0,0)
que se designaran, respectivamente, mediante

u§3 Y u?, Y que vienen dadas por

| T [Xl,Xi] = Xl_1 3=1=9

[X7’X8] - xz

[X,, X1 = X+ X,
[X,,X,] = X+ X
“24 2 [X,X] =X 3si=<9
[X,,X] = X,
[Xv’X9] = X3
[X,:X,] = X,
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2,3.3.~- Clasificacién de la familia de algebras

cuyas leyes se expresan

u(al,0,a3,0,0,a6,0,a8,a9).

Las constantes de estructura B, y v 1=1i,j =9

que pueden ser ahora, eventualmente , no nulas son las
correspondientes a 1i,j = 1,3,6,8,9 que vienen dadas por
- - et .

las expresiones siguientes .

Bx - bg %,
= b
83 9 a3
Bg = bg %
= b
Ba 9 aa
=b «
BQ 9 9
o
y = 1
1 2
a
1
d3 a9 2
= +
73 3 2 %
a a
1 1
% a9 ai 3
¥ = + 5 aax + 5 o
6 4 5 13 1
a a a
1 i 1
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2
a a a
8 9 2
+3 —2 (2a.a + &°) + 21 oCo +
aS a6 16 3 a 13
1 1 1
3
2y 4
+ 14 o
8 1
a
1
o a
2+ 7 2 (@ + a o) +
6 18 36
a a
1 1
3
a: 2 a9 3
+ 28 o (aaa + a”) + 84 oo +
8 1 1 6 3 9 1 3
a a
1 1
4
3 s
+ 41 o
10 1
a
1

PROPOSICION 2.46.~-

El algebra cuya ley se expresa mediante
u’(allola3lololaélolasla9)
es isomorfa a alguna de las algebras cuyas

leyes se expresan

a)u(l,o,o,o,o,l,o,as,ag) ’ ~ si se tenia

en el algebra dada que o * 0 vy o, * 0.

b)u(l,0,0,0,0,0,0,l,ag) si se tenia

que en el algebra dada eran o @ O, a =20
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y «,*0

c)u(llolololololololl)

gque en el algebra dada

o, = 0 vy

d)u(1,0,0,0,0,0,0,0,0)

que en el algebra dada

@ =0 y-

e)“(ololllolorlrololaJ

que en el algebra dada

Y “g #.. 0,

f)u(o,0,1,0,0,0,0,0,1)

que en el algebra dada

@ =0 y

g)u(0,0,1,0,0,0,0,0,0)

que en el algebra dada

a, = 0 vy

h)U(O?olololollcolllag)

que en el algebra dada

a * 0 vy

i)u(olololololllololl)

a #= 0,
9

a = 0.
9

o 2 0
9

a = 0.
9

a # 0.
8
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eran

eran

eran

eran

eran

eran

si se tenia

@ * 0, a =0,
si se tenia
a * 0, a =0,
si se tenia
= *
a1 0o, a3 0
sl se tenia
o« = o, o # o,
si se tenia
o = 0, o, # 0,
.81 se tenia
o, = 0, o = 0,

si se tenia



que en el algebra dada eran « = 0, a_ = 0,

o, * o, o, = o vy o, * 0.
j)m(o,0,0,0,0,1,0,0,0) si se tenia
gque en el algebra dada eran o« = 0, a_ = 0,

a = 0, o, = o vy a = 0.

k)m(o0,0,0,0,0,0,0,1,1) si se tenia
que en el algebra dada eran o« = o, o, = o,
a =0, «, * 0 Yy o, * 0.

l)p(0,0,0,0,0,0,0,1,0) si se tenia
que en el Algebra dada eran o« = o, o, = 0,
o, = o, oy * 0 vy o, = o.

m)u(0,0,0,0,0,0,0,0,1) si se tenia
que en el algebra dada eran o« = o, o, = o,
x, =0, x, =0 y @, * 0.

n)u(0,0,0,0,0,0,0,0,0) sl se tenia
que en el algebra dada eran « = 0, o = O,

que son no isomorfas entre si.

Demostracidén : .
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Se va a distinquir sequn sea a * (0 3 o = O.

a),b),c) y d) se obtienen si es o * 0. Es posible

en este caso elegir siempre como a y a; los

a= va
1 1
-a. a
ag - 1”2,
2 a
1
para lograr que sean 71 =1 v 73 = 0.

Si fuese o« * 0, eligiendo

se consigue que valga B6 = 1 , obteniéndose el caso a).

Si fuese «

Il
o

pero o = 0 se puede tomar como

valor de b9

b =—.l—
9 o
8

para tener 38 = 1 vy encontrar las algebras b).

Cuando valen a = a =0 y a # 0, se obtiene

el algebra c) sin mas que asignar a b9 el valor
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1
b = ——
9 o,

que hace que- sea B;<= j BN

Finalmente, si son o« = a = a = 0 se obtiene

el algebra d).

Cualquier isomorfismo entre 4dlgebras de 1las

a),b),c) o d) exige que sean, bien

1 9 1 9
bien
o
A
a a
1 1
%3 3 2 a,
¥, 3 + 2 e 2 re 0
a a a
1 1
luego, han de valer b9 =1, a’ =1 , de donde
%BG = %
Bs = %
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T = %
Y. = a.o can a2 = 1
8 % , i
= q
79 9

Luego, ningun 4&lgebra de las de la familia a) es
isomorfa a ninguna de las otras pues en a) es &6 # 0 Yy en
las demas « = 0. Andlogamente, ninguin dlgebra de las de la
familia b) es isomorfa a c) o d) porgue en b) se cumple que
« * 0, y en las otras o, = 0. Finalmente, c) y d) son
algebras..no- isemorfas porque enN~cyﬂeswa§ =1y en d) vale
a9 = 0.

En el caso en que sea o = 0, las constantes de
estructura que pueden ser no nulas son las T, 00 ¥ 0 ¥ Y

¥, dque vienen dadas por

o
7, = —
3 3
a
1
a6
¥, = 2
a
1
o a , &
78= 5+3 a3
a a
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lo que justifica que se distingan los casos x, 0y« =0

e), f) y g) se obtienen en el caso en que o = 0y

o, * 0. Es posible ahora. asignar a a, y a, kos valores

a = va
1 3
-a_ o
18
ag = 2
3 «
3

para lograr que sean 7,

I
=
o
coQ
i
>

Si se tiene que a, * 0 se puede elegir como b9
9

b = %
o
6

para lograr que sea 86 = 1. y obtener el algebra e). x

Si se tiene que @ ~= 0 pero a * 0 se puede elegir

como b9
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para lograr que sea 39 = 1 y obtener el algebra f).

En el caso o = 0 o, se obtiene el algebra qg).

Que ninguna de las &lgebras que se obtienen de e)

puede ser isomorfa a las f) Yy 'g) sigue del”hecho de que por

ser

se pueden dar isomorfismos entre algebras para las que

no
o, * 0 (como todas las dee)) y aquellas'otras'para las que
o, = 0 (como ocurre en f) y g)).
Que las dalgebras f) y g) son no isomorfas sigue
del hecho de que, si lo fueran, se tendria que
%g i 2 3,
T, = 5 + 3 e %, = 3 e = 0
a a a
1 1 - 1

con lo que queda
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y como es

R
no pueden ser isomorfas pues en el algebra f) se tiene que

a, # 0 mientras que en el algebra g) es a, = 0.

h), i), j), k), 1), m) y n) se obtienen cuando

valen oc1 = aa = 0. En este caso se tiene que

%
¥e = 4
a
1,
o
¥, = 2
8 5
a
1
%
79 = 6
a

Cuando se verifica que x, * 0, se puede elegir una

asignacién conveniente de b9 para lograr que valga B8_ = 1.

En tal caso, si o, * 0 se puede seleccionar a para que sea

v

8 1l y obtener la familia de algebra h). Cuando se tenga
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que a, = 0 pero « * O se puede consequir 7, = 1 eligiendo
adecuadamente a, de donde se obtiene el Aalgebra i). El
algebra j) se halla en el caso en que sean a, = o = 0.

Si es o« = 0 se obtienen las &lgebras k), 1), m) o
n) con asignaciones convenientes de b9 y a,. Estas Aalgebras
corresponden, respectivamente, a los casos a; # 0y a, * 0,
a8¢ Oy o, = o, o, = 0 y o * 0, v a, = 0 = oy .

Que dos cualesquiera de las algebras h), i), j),
k), 1), m) o n) son no isomorfas entre si se deduce de que

ahora se tiene gque son :

con k = 4 para j = 6, k =5 para j = 8 y k = 6 para j = 9.

Por tanto, no es posible encontrar isomorfismos

entre algebras para las que alguno de los « , o O a sea

no nulo en una de ellas y nulo en la otra y esa situacidén -

se da entre dos cualesquiera de las algebras de los tipos

n), i),"3), k¥), 1), m) y n).

Como se tiene que, para todas las algebras de la
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familia

K (all Ol a3' Or OI a6I OI asl ag)
B1 Y 7, valen
Bl = b9al
_ o -
"= 2
a
1

ningin algebra de los tipos a), b), c) o d), en los que es

o * 0 puede ser isomorfa a ninguna otra de las demas, pues

en las otras algebras es a, = 0.

Andlogamente, como en todas las algebras de los

tipos e), £), g), h), 1), 3), k), 1), m) y n) es a = 0, se

tiene que

= b a

B3 9 3
[0 4
¥, = —
3 3
a

ningun algebra de los tipos e), f) o g) puede ser isomorfa

a ninguna de los demdas tipos, pues en aquellas es o, * 0y

en éstas se tiene que o« = 0.
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PROPOSICION 2.47.~-

Las algebras cuyas leyes se expresan
s (1,0,0,0,0,1,0,c )
u’ ( 1,0,0,0,0,1,0,“',“')

L e 8 9

\

. . ’ 2_
son no isomorfas si es o« *wo, conw=1

6 o = a
9 9

PROPOSICION 2,48, -~

Las algebras de leyes -
 (1,0,0,0,0,0,0,1,a)
b (1,0,0,0,0,0,0,1,c’)

son no isomorfas si a; * o

PROPOSICION 2.49.~

Las algebras de leyes
s (0,0,1,0,0,1,0,0,a)
u (Ololllololllolola;)

son no isomorfas si a; # o,
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PROPOSICION 2.50. -

Las algebras de leyes
u (0,0,0,0,0,1,0,1,a)

# (0,0,0,0,0,1,0,1,a)

. s . %
son no isomeorfas si d; # (Xg g

COROLARIO 2,51, -
Se han obtenido asi 1las 4&lgebras o
familias de algebras cuyasileyes se expresan

como

a)u (1,0,0,0,0,1,0,11,A2) con Al € C2
y Az e C
b) # (1,0,0,0,0,0,0,1,2) con A € C

c) & (:,0,0,0,0,0,0,0,1)
d) & (1,0,0,0,0,0,0,0,0) "
e) 4 (0,0,1,0,0,1,0,0,1) con A € C

f) u (0,0,1,0,0,0,0,0,1)
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g) & (0,0,1,0,0,0,0,0,0)

h) u (0,0,0,0,0,1,0,1,2) con A € C

i) 4 (0,0,0,0,0,1,0,0,1)

j) u (OIOIOIOI011I0'0I<O)

k)  (0,0,0,0,0,0,0,1,1)

1) & (0,0,0,0,0,0,0,1,0)

m) ¢ (0,0,0,0,0,0,0,0,1)

n) u (0,0,0,0,0,0,0,0,0)

que se designaran, respectivamente, por

25,A ,A 26, A 27 28 29, A 30 31
u9 1 2' ug ’ Hg ' Hg ’ Hg ’ u9 ‘ u9 '
32,A 33 34 35 36 37 38
Hg ' Il,9 ' ug ’ ug ' ug ’ Hg ' ug Y due
vienen dadas por
25,)\1,}\2 -
My : [X1’X1] = X‘_1 3 =1=29
[X4,X9] = X2
[Xs’xg] = Xa
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(X, X)] = X, + X,
[X,,X] = X_ + X, + AX,
[X,,X] = X, + X, + A X+ AX

con- }‘iecz' ' hééﬂ;a

K, : [X1’Xi] Xi_1 3 =1 =
[X,,X] = X,
[X ., X1 = X,
[X,X] = X,
[X,,X] = X+ X
[X %) = X, + X, + A X

con AeC

T [X,X] = X 3 =4i=9
[X,,X] = X,
[X,X] = X,
[X,X] = X,
[X,,X] = X,
(X X,] = X, + X
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28

Moo 2 DX X)) = X, 3=1=9 z
[X,,X,] = X, :
[X,X,] = X,

[X,,X,] = X,
[X,, X1 = X,
(X, X)) = X, |
et o x,x1 = X 3 =i=09
9 1'% 1-1
[XX,] = X,
(X, X1 = X, + X,
(X,,X)] = X, + X,
[xa,kg] =X + X +2AX
con AeC™

pX s (XX = X, 3=1i=9

[Xs'xg] = %
[Xe'x9] =%
[X7,X9] = A

(X5, X1 = X + X,
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con AeC

33

34

216

[Xx'xxl = fia 3

[XS’X9] = A

[Xs'X9] = %3

[X7,X9] = A

[xa’X9] = %
[x1’X1] xx-1
[X6,X9] X2
[X7,X9] X + X2
[X8,X9] X4 + 'X3 +

[X1’X1] = Sa 3

[Xs’x9] - %

tX?’Xgl %

[XB,Xg] = X, + X2‘

[X1’Xx] = A 3

[X6,X9] = X,

I:X7’X9] - %

A

1A

IA

IA

1A

1A

1A

A



35

Ky ¢ [xi'xir] = X} 1
[X7'X9] = Xa
[xa’X9] = X3 + X

“36 ; [xl'xi] = Xx-1
[X,,X,] = X,
[X,, X)) = X,

37 -
TR e 4% & X

(X, X,] = X

3
w°: [X,X ] =X
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