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INTRODUCCION

En esta memoria estudiamos algunos resultados_clésicoes’de la
teoria de 1la medida, tales como los teoremas de Vitali-Hahn-Saks,
Nikodym, Grothendieck y Rosenthal, cuva evolucidn describimos en
las lineas gue siguen.

El primero de ellos fue el resultado de los trabajos de Vita-
1i (1.907), Hahn (1.922) vy Saks (1.933), cuya primera formulacidn
para medidas reales numerablemente aditivas sobre un oc-algebra,
fue la siguiente:

"Sea I un o-&lgebra de Boole v sean .
con new y ¢ medidas numerablemente aditivas en I
tales que cada y_ es u-continua, entonces se tie-
ne que
lim u_(E) = 0, uniformemente en n."
u(E) >0

Como se sabe, es un proceso permanente en la evolucidn de
las matemiticas el estudiar la extensidn de un resultado a otras
condiciones, diferentes de las se utilizaron para obtener el re-

sultado en cuestidn. En este sentido, las extensiones del teore-

ma de Vitali-Hahn-Saks (VHS), fueron las siguientes:
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Se enuncibd en primer lugar para medidas numerablemente adi-
tivas con valores en un espacio de Banach y, més tarde, Andd en
el afio 1.961 demuestra el teorema (VHS) para medidas acotadas y
finitamente aditivas sobre un g-8lgebra. Nueve anos més tarde,
J.K. Brooks y R.S. Jewett, lo demuestran para medidas vectoriales
fuertemente aditivas. También Darst en 1.973 da una demostracibn
del teorema para funciones de conjunto fuertemente aditivas.

Posteriormente, se observa que ciertas dlgebras de Boole
no g-completas, verifican el teorema de (VHS), denominéndose estas
&lgebras, (VHS).

Con el teorema de Brooks-Dinculeanu y diversos trabajos
como los de J. Diestel, B. Faires y W. Schachermayer, es posible
obtener versiones equivalentes al teorema de (VHS) en términos del
espacio de las funciones reales 'y continuas sobre el Stone S del
4lgebra, que aqui denotamos por C(S), en el cual es denso el espa-
cio C,(S), de las funciones simples. Cabe destacar la siguiente
versidn de (VHS):

"F es &lgebra (VHS) si y sblo si toda suce-

*
sidn ( “n)ngiC(S) , que converge en la topologia
*
ol C(8) , C (s8) ), lo hace también en la topologia
- . *
débil ¢( C(S8) , C(s) )."
Respecto al segundo de los teoremas citados, el teorema de
Nikodym, este autor demuestra que para una sucesidn de medidas es-

calares numerablemente aditivas sobre o-&lgebras, la acotacidn

puntual sobre los elementos del g-&lgebra implica la acotacidn
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uniforme de la sucesibén de medidas. Este resultado fue posterior-
mente extendido por Grothendieck en 1.957, para medidas vectoria-
les acotadas y, a partir de é&ste, resultados similares se han
obtenido por diversos caminos, entre los cue cabe destacar los
de Brooks-Jewett (1.970) y Darst (1.973) por el uso de la clésica
técnica de las "jorobas deslizantes" (Slinding hump).

A partir del decubrimiento de &lgebras no g-completas, en
las que se verifica el teorema de Nicodym, se definen las dlgebras
con el mismo nombre y, mé&s tarde, se da una caracterizacidn a des-
tacar,por Schachermayer en 1.978, de las &lgebras Nikodym (N), en
términos del espacio normado C,(S), a saber,

" Un 4lgebra F es (N) si y sblo si el

espacio CO(S) es tonelado."

El origen del tercer teorema citado, el teorema de Grothen-
dieck, estd en el descubrimiento por parte de este autor de que
en el dual de L“(p), la convergencia débil y la *-d&bil coinci-
den; demostrando gue en C(S)*, para S compacto, T, y en el que
todo abierto tiene clausura abierta (Stoniano), sucede lo mismo.
Este resultado seréd ademas , vadlido también para cuando S es
el espacio de Stone de un &lgebra g-completa. En general, a todo
espacio en el- que en su dual la convergencia débil y *-débil

- coinciden, es denominado espacio de Grothendieck. Igual nombre
reciben las &4lgebras tales que C(S) es Grothendieck (G); lo gque
es equivalente a que toda sucesidn puntualmente convergente en
el dlgebra y acotada, es uniformemente fuertemente aditiva. (En

el trabajo de W. Schachermayver 1978 pueden verse diversas carac-
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terizaciones de espacio Grothendieck y de &lgebra Grothendieck
En esta memoria tambien nos ocupamos de la propiedad Rosenthal,
originada por el resultado dado por H.P.Rosenthal en 1.970:
Si S es un espacio Stoniano entonces todo operador lineal,conti-
nuo y no débil compacto de C(S) en un espacio de Banach arbitrario
X fija copia de 17 Posteriormente se descubre que &lgebras que no
son ni siquiera ¢-completas poseen un espacio de Stone con esta
propiedad,definiendose a estas &lgebras como &lgebras Rosenthal(R)
Las relaciones entre las diversas propiedades aqui mencionadas es-
tan expuestas en los preliminares de esta memoria.
A partir de la situacion que hemos descrito,se .abre un gran inte-
rrogante gue ha ocupado a diversos autores y que es la principal
motivacidén de esta memoria:dada un &lgebra de Boole F ¢cual es la
condicidn necesaria y suficiente,expresada en términos de propie-
dad algebraica interna o topolbgica de su espacio de Stone,para que
F sea (VHS) (resp. (N),(G),(R) )2.
Las primeras propiedades que aperecieron,en la direccidén de dar res-
puesta a la anterior pregunta,podrian clasificarse en propiedades
de supremo y propiedades de separacidn.Entre las propiedades de sur
premo cabe destacar la propiedad (E) de Schachermayer(1.978) y la
propiedad subsecuencialmente completa de Haydon(1.981),tambien tiene
gran interes la propiedad up-down-semi-complete (udsc) gue Dashiell
(1.981) estudia combinandola con una propiedad adicional.Entre las

propiedades de separacibn cabe destacar la propiedad de Seever (1.968)



la propiedad (f) de Molto(1.981) v la propiedad de interpolacibn
subsecuencial (IS) de Freniche(1.983),todas estas propiedades(cuyas
relaciones entre si estan descritas en los preliminares) ofrecen
condiciones suficientes para que un &lgebra de Boole sea (VHS),

el problema es obtener condiciones necesarias,expresada en términos
de propiedad algebraica interna,de (VHS) (resp.(N), (G),(R) ).

En principio se penso que las condiciones ague podian caracterizar

las propiedades (VHS), (N),(G) y (R) eran las de separacidn,pero en
este sentido el trabajo de Dashiell(1.981) primero y las observacio-
nes de Freniche(1.985) despues supusieron la definitiva perdida de
esta esperanza,ya que se consiguio un 4lgebra de Boole (R) y (VHS)
donde habia sucesiones de disjuntos carentes de cualquier propiedad
de separacidn.

En el primer capitulo de esta memoria,se hace uso de lo gque a nuestro
entender es la condicibn necesaria mas elemental para aue un &lgebra
de Boole sea (VHS) (resp.(N),(G),(R) )v que es que el espacio de Stone
del &lgebra carezca de sucesiones convergentes distintas de las tri-
viales,aislamos independientemente esta propiedad,introduciendo el
concepto de k-&lgebra de Boole,que caracterizamos y estudiamos.

En el segundo capitulo estudiamos las &lgebras.de Boole que poseen
una leve propiedad de separacidn en sus sucesiones de disjuntos,pro-
piedad gue agui denominamos subJ,y demostramos que resultados preli-
minares (como la construccidn de las jorobas deslizantes )que se han
utilizado para demostrar que un &lgebra es (VHS) se dan en las &lge--
bras subJ,el capitulo continua con el estudio de propiedades de seva-

racidn en las sucesiones de clopenes finitos que garantizan que éstas
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puedan ser encajadas término a término en una sucesibdn de clopenes
infinitos y disjuntos,usando estos resultados se demuestra que en
el dlgebra de los subconjuntos de [0,1] gue son simultaneamente Fo

y GG existen sucesiones de clopenes infinitos y disjuntos sin la
propiedad subJ (la sucesidn que se conocia sin la propiedad subJd

era de clopenes finitos).A continuacidn las propiedades: uniforme-
mente fuertemente aditiva y.unjfgrmemente acotada de una sucesibn

de medidas son caracterizadas por sucesiones de clopenes infinitos

y disjuntos.Como consecuencia,obtenemos gue basta imponer las opor-
tunas condiciones a este tipo de sucesiones para el estudio de las
propiedades (G), (N), (VHS) ,como corolario se deduce due estas propie-
dades pueden ser caracterizadas por los abiertos FO v los cerrados GG
gue cortan al nucleo perfecto del espacio de Stone del dlgebra.

En el tercer:capitulo:se dan . caracterizaciones de las propiedades
uniformemente fuertemente aditiva y uniformemente acotada de una
sucesibn de medidas en términos locales en primer lugar para los
puntos de nudcleo perfecto (filtros mé&ximales no princivales) y en
segundo lugar para los puntos del nucleo perfecto aque no son P-puntos.
Esta Gltima caracterizacibén ser& de gran utilidad para la obtencibn
en el préximo capitulo de una condicidn en &lgebras de Boole dque es
suficiente para (N) pero no lo es para (G).El capitulo se completa

. Con un ejemplo,tomado de Schachermayer(1.978) ,de &lgebra de Boole

sin ninguna de las propiedades (N), (G),(VHS), (R) pero tal que el
algebra de los clopenes del nicleo perfecto(es el cociente por el
ideal de los finitos) es un &lgebra de Boole con todas esas propie-

dades.Damos tambien un ejemplo,tomado de Freniche (1.983),de algebra
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de Boole tal que todo filtro m&ximal no principal (y por tanto punto
de P),excepto :uno,posee un elemento tal que la traza del &lgebra

en &l es un &lgebra de Boole con todas las propiedades citadas ante-
riormente,la consecuencia de la existencia del excepcional filtro
méximal no principal es que el 8lgebra de Boole carezca de la pro-
piedad (G).Se concluye el capitulo con un resultado gue muesta que
si en la situacidn anterior se hubiese tenido la propiedad subJ para
las sucesiones de clopenes infinitos y disjuntos entonces el &lgebra

en cuestidn hubiese tenido las propiedades (N), (G), (VHS)y (R).

Schachermayer (1.978) demuestra que el 8lgebra J de los medibles
Jordan en [0,1] es udsc y (N) pero no es (G),se obtiene asi el
primer:ejemplo de &lgebra (N) que no es (G)y cuya importancia resal-
tan Diestel y Uhl1(1983) en la comunicacion *Progress in vector mea-
sures 1.977-1.983".Posteriormente se paso a abordar el problema

de que si toda 4lgebra (G) era o no era (N) es decir:¢las propieda-
des (G) Y (VHS) son equivalentes?,este problema es tratado en el
trabajo de Talagrand(1.984) que haciendo uso de la hipotesis del
continuo obtiene un &lgebra que es (G) v no es (N).Es evidente

que despues de estos resultados es obligado abordar las siguientes
cuestiones: 1)Obtener una condicidn que sea suficiente para (N) pero
no lo sea para (G) 2)obtener un ejemplo de &lgebra que sea (G) v no
sea (N),sin hacer uso de la hipotesis del continuo ,si fuese posible
3) obtener una condicidn que sea suficiente para (G) pero no lo sea
para (N).

Los dos filtimos problemas parecen de alejada solucidn y el primer
problema es el gque abordamos y solucionamos en el cuarto capitulo

que esta motivado por la condicidén adicional (gue para abreviar aqui
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ser& denotada por ab ) que Dashiell |1981] afiade a la condicién up-down-
semi~camplete (u.d.s.c.) para obtener una condicifén cque implicue las propie-
dades (R) y (N).En primer lugar se va a estudiar una leve condicibén adicio-
nal ( que aqui es denotada por (JL) ) de expresibn algebraica o topolégica

y que anadida a la condicién (u.d.s.c.) nos da una condicifn suficiente pa-
ra la propiedad (N). Con el posterior estudio del &lgebra J de los
medibles segGn Jordan del intervalo [0,1] viene a demostrarse que la condi
cién (u.d.s.c.) junto con la JL no son suficientes para garantizar la pro-
piedad (G). Se obtiene asi la primera condicibén que conocemos que es sufi-
ciente para (N) v que no lo es para (G). La condicién (aD),que es de
tipo funcional es descampuesta en otras dos condiciones funcionales : la
(aD') y la (aD") de forma que las dos propiedades juntas equivalen a la pro
piedad (aD) vy la primera de ellas es equivalente a la propiedad (JL). De
esta forma se detecta la diferencia fundamental que existe entre el &lgebra
de los subconjuntos de [0,1] que son simultaneamente F_y G, (cue Dashiell

prueba que tiene las propiedades (u.d.s.c) v (aD) ) vy el &lgebra de los
subconjuntos wmedibles-Jordan cde . [:0,1] . Esta diferencia estriba en aue

la primera posee la propiedad (aD") mientras que la sequnda no la tiene. Sin
embargo, ambas poseen la propiedad (aD'). Es,pues, esta diferencia la respon
sable de que la primera tenga las propiedades (R) y (N) y de que la segun
da tenge la propiedad (N) pero no la (G). El Capitulo finaliza con el estudio
de algunas propiedades alternativas a la (aD) y que afnadidas a la propiedad
(u.d.s.c.) producen los mismos resultados que (u.d.s.c.) + (ab). Una de estas
propiedades es una versibn subsecuencial de la (aD) vy que es denotada por
(aDs) . Nos queda abierto el problema de separar, a través de ejemplos concre-

tos, estas Giltimas propiedades.
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El quinto capitulo comienza con algunos resultados vilidos pa-

ra 8lgebras de Boole con la condicibén (c.c.c.). Esto nos va
a permitir establecer algunas relaciones entre las propiedades
(E) vy (£f) y las propiedades (sC) y (1IS), similares a las
gque se conocen entreblas propiedades (o-completa) y (S). Como
ejemplo de la utilidad de este tipo de relaciones, obtenemos e-
jemplos de &lgebras de Boole que teniendo la segunda propiedad
no tengan la primera correspondiente.

Se observa que las propiedades (VHS), (G) v (N) rueden
ser caracterizadas a través de las 8lgebras de clopenes de los
soportes de las medidas sobre F y,en definitiva , por subcon-
juntos cerrados del espacio de Stone que sean simultaneamente
(c.c.c.) vy (KL).Esta caracterizacibn, unida a los resultados
anteriores nos proporciona una nueva via de demostracidn de la
implicacién (IS)==>(VHS).Ademds, como consecuencia de los pri-
meros resultados se prueba que las &lgebras de Boole con "buenas"

propiedades de interpolacidn tienen &lgebras soportes con buenas

propiedades de supremo.

El Capitulo se completa aislandoc un tipo particular de
subdlgebra (las subdlgebras sucesionales) y se diecute la po-
sibilidad de que las prpiedades de interpolacién (S),(f) y
(IS) sean caracterizadoras de propiedades similares a las (R),
(VHS), (G) y (N) pero m&s fuertes; éstas son aqui definidas a

través de las subdlgebras sucesionales.



PRELIMINARES Y NOTACIONES

Tratamos de incluir aqui definiciones y resultados que pue
dan ser fitiles para la lectura de los restantes capitulos.Aunque
alguno de los resultados que aqui aparecen no son usados explici-
tamente, los hemos incluido por razones de claridad. Otros resulta
dos que podrian haber sido incluidos en este apartado se han situa

do en el capitulo donde se utilizan.

En esta memoria, F denotard un &lgebra de Boole, y Sp, 6
simplemente S, si no ha lugar a confusidn, denotard su correspon
diente espacio de Stone (Cf., 5 ). Es bien conocido que S es

un espacio topolégico compacto, T,,o-dimensional y que la fami-

21
lia de todos los "clopenes" (conjuntos simultaneamente abiertos
y cerrados) de S constituyen un dlgebra de Boole de subconjun-
tos de S que es isomorfa a F. Por tanto, el estudio de las élqg
bras de Boole se reduce, en cierta medida, al correspondiente

estudio de las &lgebras de "clopenes" de un espacio topolégico

compacto T., o-dimensional. Cuando no haya lugar a confusidn, un

2
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elemento de F seri considerado como un "clopen" del espacio de
Stone S de F. Recordemos tambidn que, como conjunto, S es el
conjunto de los filtros maximales de F.  Ademds , si AeF, el
correspondiente "clopen" de S es el conjunto de los filtros ma

ximales en F que tienen a A como elemento.

En lo que sique supondremos que F es un 8lgebra de Boole

no finita.

Sea ahora X un espacio topolbgico. Diremos gue MC X es

. . d . .
denso en si mismo si Mc M , es decir, si todo punto de M es un

punto de acumulacién de M. En este caso Ma, el conjunto de los

puntos aislados de M, es vacio y se tiene que M = md (pues M=

MQUMa).Un conjunto cerrado y denso en si mismo ser& llamado con-

junto perfecto. Asi pues, Mc X cerrado es perfecto si y solosi

M==Md.

Por razones de completitud incluimos aqui diversos resul
tados que pueden encontrarse en cualquier buen libro sobre topo

logia. (Cf., por ejemplo, Kuratowski, 1.966)

a.- La unidén de conjuntos densos en si mismo es un conjun

to denso en si mismo.

b.- Sea Mc X un conjunto denso en si mismo. Para todo abier
to AcX se verifica que ANM es denso en si mismo. Si NcM es

denso en M entonces N es denso en si mismo.

: o
c.- Si M es denso en X y fronterizo (i.e. M=¢) entonces

es denso en si mismo.
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d.- Para cualquier Mc X, se verifica que int(Fr(M)) vy

MAint(Fr(M)) son densos en si mismo.

. A o .
Diremos que Mc X es diseminado (6 raro) si M = ¢. Diremos

que Mc X es disperso si no contiene subconjuntos que sean densos
en si mismo, es decir: si para cualquier Nc M existe un xeN Yy

un VX entorno de x tal que fo\N = {x}.

Los siguientes resultados son también bien conocidos (Cf.,

Kuratowski,1.966).
A.- Todo subconjunto de un conjunto disperso es disperso.

B.- Si M es denso en si mismo v Nc M es disperso entonces

N es diseminado y M\N es denso en si mismo.

C.- La unién finita de conjuntos dispersos es un conjunto

disperso.
D.- La frontera de un conjunto disperso es diseminada.

E.- Cada conjunto disperso es la unidén de un abierto y de

un diseminado (o la diferencia entre un cerrado y un diseminado).

F.- Si McX es disperso y fronterizo entonces M es disemi-

nado.

G.- Mc X es disperso si y solo si para cada conjunto per-
fecto Pc X se verifica que MNP es diseminado en P (para la to-

pologia inducida en P).

El siquiente resultado serd usado frecuentemente en lo que

sigue.
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PROPOSICION 1.1

Cada espacio topolbgico es la unibén de dos subconjuntos dis

juntos, uno cerrado perfecto y otro abierto disperso.

DEMOSTRACION

Sea Q la unibén de los subconjuntos de X que sean densos en
si mismo. Sea P=Q. Es claro que P es cerrado y perfecto. Sea
D=X\P. D es abierto y como cualquier Mc D cumple que MNQ = ¢
se tiene que M no puede ser denso en si mismo.

/17

El conjunto P (resp. D) de la demostracibn anterior seré

denominado en lo sucesivo "nficleo perfecto de X" (resp. "nlicleo

disperso de X").

PROPOSICION 1.2

Sea X un espacio topolbgico compacto, T2, disperso e infi-

nito. Se verifica que X es secuencialmente compacto.

DEMOSTRACION

Sea H = {Xn, nep} < X una sucesidén de puntos de X distintos
dos a dos. Por ser X compacto Hd;4¢. Por ser X disperso Hd no

A . d
es denso en si mismo. Por tanto existe un xeH y un entorno ce
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rrado Vx de x tales que er\Hd = {X}. Pero podemos escribir
fo\H = {an, jew}. La sucesibn {an, jew}<C H tiene a x como
Ginico punto de acumulaciénpues{xnj, jew}q: Hd y {an, jem}d
CVx. Por tanto {an, jgw}dc:VX(WHd = {x}. Esto prueba que

lim X__ = x.

>0 nj
] /77

Exponemos a continuacibn definiciones y resultados sobre
la Teoria de la Medida y m&s concretamente sobre los Teoremas de
Vitali-Hahn-Saks (VHS),de Grothendieck (G) y de Nikodym (N).Es-
tos teoremas se estudiaron en principio para &lgebras g-completas
y medidas numerablemente aditivas.Posteriormente estos teoremas
Se generalizaron a otros tipos de situaciones. Nos centraremos en
medidas escalares reales.Entendemos por medida en un Algebra de
Boole F a una aplicacidn u:f — IR tal que : 1i).-p(¢)=0, ii).-
n(AgB)=u(A)+u(B) si A y B son elementos disjuntos de F .Mien-
tras no se diga lo contrario, se supone que y es una medida aco-
tada, es decir: sup{[u(A)] tAcFl < » ,aunque a veces lo explici-
temos.

El espacio de las funciones medibles de F se entenderi que
es el espacio de Banach de las funciones continuas y reales sobre
el espacio de Stone S de F , es decir ((S) con la norma habi-
tual. En C(S) es denso el espacio normado de las funciones sim-
Ples. Toda medida en F es un elemento del dual C(S)* y puede ser
interpretada como una medida de Radon en S (medida de Borel re-

*
gular). La norma de un elemento ueC(S) es la variacidén de y en S.
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El soporte car(uy) de una medida y en F es,por definicibn:
car(u) ={xeS: 3 AeF con xeA y |u|{(A)>0}

Este conjunto es cerrado y S~car(u) es el abierto&%AsF :lu|(A)=01}.

Dado un ideal I en F, el cerrado Q= ({JA )¢ en s es el
espacio de Stone del &lgebra cociente F/I y ?égiprocamente,todo ce
rrado Q en S es el espacio de Stone de un 4lgebra cociente F/I
donde I es el ideal I={AcF :A()Q=¢ . En algunas ocasiones, el
&lgebra de los clopenes de un cerrado 0 de S ser& denotado por
FQ (es la traza de Fen Q). Si O es un clopen de S entonces
se verifica que FQ=TAeF,Ac6F:

Las siguientes definiciones y resultados pueden encontrarse
en Bhaskara Rao-Bhaskara Rao 19 83.
DEFINICION

Sea u:F—— IR una medida. Se dice gque AcF es un py-&tomo si
para cada B en F con BcA se cumple u(B)=u(A) o p(B)= 0. Es decir
¥ restringida a FA es bi-valorada. Si py no tiene u-&tomos,
diremos que 1 es no atbmica.

Se dice que u es fuertemente continua si para cada >0

existe una particibn {Al,Az,...,An} de S y formada por elementos

de F tal que ]u(Ai)l<e para i=1,2,...,n.

PROPOSICION

Todo élgebra de Boole no atdmica y numerable es isomorfa al
dlgebra de los clopenes de {0,1}Y (cubo de Cantor ).

Este Gltimo resultado puede verse en Outerelo-et-al 1975 ,

Vol 5,p&g 53 ),donde se demuestra gue todos los compactos T2 0-di-

mensionales, nerfectos v metrizables son homeomorfos entre si.
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DEFINICION

Sea F un 4lgebra de Boole. Una coleccibén numerable ¢ de
elementos de F se dice que es un 8rbol si se puede escribir en

la forma

_ L. . k
G - {Fil oo ik' (lll L 4 lk) E {Oll} [4 kSLO}

y ademés se verifica

.- F,VF =8, F  AF =
2= Fy i oV Ty k, .1 Fi i
1 k-1 1 Ryeq 1o ke
F. . F. . = ¢
... A ...
Tpoee 1gq0 Tpeeedygd
TEOREMA

A.- Son equivalentes las siguientes propiedades sobre F.

l.- F es superatbmica
2.- S es disperso
3.~ F no tiene &arbol

4.- No existe una medida acotada y no atbmica en F.

A'.- Son equivalentes las siguientes propiedades sobre F.
1.- F no es superatdmica
2.- S contiene un conjunto perfecto

3.- F contiene un &arbol
4.- F tiene un subdlgebra F, numerable no atdmica.
5.- F tiene un ideal I tal que F/I no es atdmica

6.- Existe sobre F una medida positiva acotada y no atbémica
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B.- Las cuatros condiciones siguientes sobre F son equivalentes

l1.- F es no atbmica
2.- S es perfecto.
Si M = {peC(s)*: si AcF 0<u(A)<1, u(s) =1} vy

M, ={pueM; y es no atbmical} y M, = {peM; y es fuertemen-

1
te continual}l entonces esas dos condiciones son mutuamen
te equivalentes a

3.- M, es denso en M (dotado con la top *-débil)

4.- M1 es denso en M

Observese que para obtener un 4lgebra cociente no atdmica

basta tomar el &lgebra de los clopenes del nficleo perfecto P. En

esta situacibn el dlgebra que genera un &rbol de F es un subil-
gebra FO de F que es numerable e isomorfa al &lgebra de los clo
penes de {0,1}%, puesto que este &dlgebra es el algebra generada

por el arbol

Fil"' ik = {il}x... x{ik}><{0,1}x... x{0,1}x ...

A un &lgebra de Boole que no sea ni atbmica ni no até-
mica la llamaremos mixta. Escribiendo los resultados anteriores
en el contexto de la descomposicidn perfecta-dispersa del espa-

cio de Stone de un &dlgebra de Boole se tiene:

PROPOSICION

l.- F es superatfmica si y solo si P = §

2.- F es no atbmica si y solo si D = ¢

3.- F es atdmica no superatémica si y solo si P# ¢ y D es
denso en S (o, equivalentemente, P es fronterizo)

4.- F es mixta si y solo si P # o, D # ¢, D # S.
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DEFINICION
Sea (un)new una sucesidbn de medidas en F . Diremos que

<un)nem es uniformemente fuertemente aditiva (u.f.a.) en F si
)

y solo si para toda sucesibén (A de disjuntos en F se veri

i‘iew

fica que 1lim un(Ai) =0 uniformemente en new .
ire

Las siguientes definiciones aparecen en Shachermayer 1978 .
En Diestel-Uhl 1977 aparece una breve nota histbrica sobre la

evolucidén de los Teoremas de (VHS), (G) y (N) antes mencionados.

DEFINICION
Diremos que F tiene la propiedad de Vitali-Hahn-Saks (VHS)

si para toda sucesibdn de medidas (un)n gue sea puntualmente con

cw
vergente en F se verifica que (un)new es u.f.a.
DEFINICION

Diremos que F tiene la propiedad de Grothendieck (G) si
toda sucesidn acotada de medidas que sea puntualmente convergente
en F es u.f.a.

Nota: ge obtienen definiciones equivalentes si se sustituve

la frase "puntualmente convergente" por "puntualmente convergente

a cero en F " en las dos definiciones anteriores

DEFINICION
Diremos que F tiene la propiedad de Nikodym (N) si toda
sucesibébn de medidas (un)n€ gue sea puntualmente acotada en F es
w

necesariamente uniformemente acotada en F ( es decir, la sucesibn

*
(Un)ngw estd acotada en C(S) ).
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DEFINICION

Se dice que F tiene la propiedad de Orlicz-Pettis (OP)
si toda medida p:F—— X ,que toma valores en un espacio de Banach
arbitrario X, que sea og-aditiva respecto a la topologia débil de

X es también ¢-aditiva respecto a la topologia de la norma en X.

BEFINICION

Diremos que F tiene la propiedad de Rosenthal (R) si para
todo espacio de Banach X y todo operador lineal y continuo
T:C(S)—X que no sea débilmente compacto se verifica que T fija
una copia de 17 (es decir: existe una aplicacién j:1”—((S) tal
que Tej es un isomorfismo).

En Schachermayer 1978 se exponen otras caracterizaciones de
estas propiedades, asi como de sus relacio nes entre si.Cabe des-
tacar el resultado pionero de Diestel que afirma que (VHS) equi-
vale a las propiedades de Grothendieck y de Nikodym juntas.También
es destacable un ejemplo de Schachermayer que muestra que (N) no
implica (G).También,&ste ultimo prueba que (R)=>(G).La filtima gran
aportacién al tema es la dada por Talagrand 1984 que construye,
haciendo uso de la hipbtesis del continuo, un &lgebra que siendo
(G) no es (N) ( y por tanto no es (VHS)).Una extensa exposicidn
de la relacdn entre las propiedades aqui definidas se encuentra
en Benitez (1985) . Todavia permanece abierto el problema de sa-
ber si la propiedad de Rosenthal implica o no la de Nikodym.

Exponemos a continuacidn las principales propiedades de inter-
polacidn y de supremo , asi como algunas de las relaciones existen-

tes entre ellas.
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DERINICION
Se dice que F tiene la propiedad (E) (de Schachermayer)

si para cada sucesibn (Ai)'ew de elementos disjuntos de F existe
i
una subsucesibén (A)) (Mgw infinito) tal que ella y cada una

i’ieM

de sus subsucesiones tienen supremo.en F .
DEFINICION

Se dice que F es subsecuencialmente completa (o que tiene
la propiedad (SC) ) (dada por Haydon) si toda sucesibn de disjun

tos de F posee una subsucesién con supremo en F .

DEFINICION
?

Se dice que F tiene la propiedad de Seever (S) si para cada

)

sucesidén de disjuntos (A y para todo Mc¢w infinito y de com-

i‘iew

plementario infinito existe un AMeF tal que A&'c AM para ieM

y A (—\AM = ¢ si dew~M.

1
Estd claro que si F tiene la propiedad (S) entonces S es

un F-espacio (es decir: Abiertos FG y disjuntos tienen clausu-
ras disjuntas ).
DEFINICION

Se dice que F tiene la propiedad (f) (de A.Molto) si para

)

y (B)) en F disjuntas y forma-

todo par de sucesiones (A ).
i'iew

iiew

da por disjuntos existe un Necw infinito y un AcF tales que

B €A sineN y ANA =9¢ sinew Y ademds existe , para cada

McN un elemento AM eF tal que AMan = ¢ si1 ne NSNM vy Bbc AM

si n ¢ M.
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DEFINICION

Se dice que F es de Interpolacibdn subsecuencial : (IS)

(de Freniche 1983 ) si para cada sucesibn (Ai)iéw de disjuntos

de F y para todo Mc w infinito existe un N¢ M infinito

yun A e F tal que AncA si neN vy AnnA=¢ sin e wSNN.
Esta Gltima propiedad equivale a la siguiente: F es de Inter

polacion subsecuencial si y solo si para cada par de sucesiones

)

) existe un N<w infi

disjuntas de disjuntos (A y (B iew

i'iew i
nito y un AeF tales que para ieN es Aic A , para 1iew ~ N

es A N Ai =¢ y AN Bi=¢ para cada iew .

DEFINICION

Se dice que F es débilmente de interpolacion subsecuencial
o simplemente (Q) (de Freniche 1985 ) si para cada sucesidn
)

(A de disjuntos de F y para cada Nec¢w infinito existe un

i‘iew
M ¢ N infinito y un Ae¢ F tal que wpara i € M es Ai‘: A y pa

ra i w~N es Ai N A =¢.

Observese, en la definicidn anterior, que si ieN~M al ele
mento Ai no se le impone condicidén alguna. La propiedad anterior
es equivalente a la siguiente: F es débilmente de interpolacidn
subseciencial si y solo si para cada par de sucesiones disjuntas
de disjunto ) L), i w 1 ini

sjuntos (Al)lew y (Bl)lsw existe un Ncw infinito y

existe un Ae F tales que si 1ieN es Aic A vy si iew Ar\Bi=¢.
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DEFINICION

Se dice que F tiene la propiedad (T) si para cada sucesibn

(A)) de disjuntos de F y para cada par M,,M, de subconjun-

2
tos infinitos y disjuntos de F existen Nlc,M1 y Nsz2 infi-

i'iew

nitos y existe un AeF tal gque si 1ieN es Aic.A y si

1

1sN2 es AinA =¢ .

La relacidn existente entre esas propiedades puede verse

en Freniche ( 1983 ) y en Molto ( 1981 ), v es la siguiente:

(E)

> (SC) =————=> (IS) =——> (WIS) =———> (T)
£)
g-completa ==>(8)=—>(T)
Algunos de los resultados obtenidos con las propiedades an-

teriores son los siguientes:

- (E) >(R) vy (N) (y por tanto (VHS)) (Schachermayer)
- (SC)==>(VHS) (Haydon)

- (£) > (VHS) (Molto)

-~ (IS)==>(VHS) (Freniche)

- (WIS)=>(G) (Freniche).

Freniche observa que un debilitamiento de la propiedad (IS),
tal como el que se d& con la propiedad (T) pede conducir a alge
bras sin la propiedad (VHS).También, &l d&8 un ejemplo de &lgebra
de Boole con la propiedad (T) que no es (N).Molto construye un
ejemplo con la propiedad (f) que no tiene la propiedad (S) ni la
(E).Hayddn da un ejemplo de &lgebra con la propiedad (SC),cuyo
espacio C(S) no tiene copia de 1%,y que,por tanto, no es ni (E)
ni (S), y ademds se demuestra que no es ( f).Freniche también da

un ejemplo de &lgebra que no es ni (SC) ni (f), pero si (13).



CAPITULO I

. CONCEPTO Y CARACTERIZACION DE LAS K—ALGEBRAS DE BOOLE.

En Wilansky (]1978],pg.245) se demuestra que el espacio
de Stone de un &lgebra de Boole con la propiedad de Grothendiek
no contiene sucesiones convergentes distintas de las triviales.
En este apartado aislamos independientemente esa propiedad, in-

troduciendo el concepto de k-&lgebra de Boole.

DEFINICION 1.1
Sea F un Algebra de Boole infinita. Diremos que F es un
k-a4lgebra de Boole si en S no existen sucesiones convergentes

distintas de las triviales.

Ejemplos inmediatos de k-dlgebras de Boole nos los dan

P(w) econ Bw.

Damos a continuacidn diversos ejemplos y resultados que
permiten asequrar que un dlgebra de Boole No es un k-4lgebra de

Boole.



PROPOSICION 1.2

Si existe un filtro maximal x en F gue sea numerable enton

ces F no puede ser un k-&8lgebra de Boole.

En efecto: Sea xeS, x posee una base {Vi}igw numerable de
entornos. Sea W1==Vl y sea Wi = vlr\ e r\vi, para i>l. Esté&
claro que {Wi}iew es también una base numerable de entornos de

X. Para cada i>1 sea x_, e W\W Veamos que (X.). convergea
= i i i'iew

i+1°
X. En efecto. Si A es entorno de x, existe un ioeW tal que

xeW, C A. Como la sucesibn es encajada, Vi_>_io, es X eA.

0
Como consecuencia evidente se tiene que si F es numerable
o0 si S satisface el primer axioma de numerabilidad entonces

F no es un k-algebra de Boole.

PROPOSICION 1.3

Si F es un k-8lgebra de Boole entonces P#¢.y existe un
subdlgebra de F isomorfo al dlgebra de los clopenes de {0,1}“.
DEMOSTRACION

Si P fuese vacio, S=D seria disperso v entonces S seria
secuencialmente compacto. Por tanto, P#¢ .La segunda afirmacién
es consecuencia de la primera y de los resultados de la pagina XVi

Observemos que {0,1}” no es un k-algebra de Boole v que,
por tanto, carece de las cuatro propiedades sigquientes: (VHS),
(G),(N) y (R).Por tanto, todo &lgebra de Boole posee un subdlge
bra gue carece de las cuatro propiedades citadas.

El siguiente ejemplo es,quiz§,el mds elemental de un dlge-

bra de Boole con espacio de Stone Disperso.



EJEMPLO 1.4

Sea T un conjunto infinito. La compactificacién de Alexan
droff (por un punto) de T con su topologia discreta es un espa
cio topolbgico , denotado pbor T, compacto,Tz,0~dimensiona1 y
disperso.yT es el espacio de Stone del &algebra ¢ (T) de las par-
tes finitas de T o de complementario finito.

Notemos también que la descomposicibn perfecta-dispersa

S = PUD del espacio de Stone de un &Slgebra de Boole ¥, cada ato
mo de F se corresponde con un punto de D (le corresponde en S un
clopen unitario que forzosamente ha de estar en D). Sin embargo,
en general no todo punto de D es un clopen, pues, por ejemplo, pa
ra F = ¢(w) es S=D y hay un punto que no es clopen (m&s concre-
tamente: el que se anade para obtener la compactificacién de Ale
xandroff). Probaremos m&s adelante que esta situacién no puede
presentarse en las k-algebras de Boole pues, para é&stas, . todo
xeD es tal que {x} es un clopen de S.

Una caracterizacion algebraica de los k-algebrac de Boole

viene dada a través de la siguiente proposicidn.

PROPOSICION 1.5

Sea F un dlgebra de Boole. F es un k-8lgebra de Boole si y

solo si F no posee un &lgebra cociente isomorfo al dlgebra ¢(w) .



DEMOSTRACION

Si F no es un k-&lgebra de Boole entonces existe una suce-

sién (XnHIE” en S de elementos distintos entre si que converge
)

hacia un xeS. Por tanto, existe una sucesibn disjunta {An}naude

elementos de F tal que, para neuw, stn v xéAn. El conjunto
i A,

H = {Xn' new}lt){x} es cerrado en S. Y, por consiguiente, FH es

un 8lgebra cociente de F cuyo espacio de Stone es homeomorfo a

H. Para cada AcF denotamos NA = {icw: X£€A}° La aplicacién

p: FH + ¢ (w) definida por p(ANH) = N, es un isomorfismo de §1-

gebras de Boole. En efecto, si xeA entonces NAc.w es infinito

de complementario finito, y si x¢£A entonces N, es, a lo sumo,

A
finito; esto prueba que p es una aplicacién bien definida. p es
inyectiva pues si, AYH # Bf\H es evidentequeNA # NB. Para pro-

bar que p es sobreyectiva consideremos dos casos. Si we ¢ (W) es

finito sea A =!_JAi. Es claro que N, =N vy que p(AYH) = N.
Si Ne¢(w esligl que N® es finito. Sea A =£E%§i. Se tiene
que NAc =V y, por tanto, p(Ac(\H) = N, Por tanto FH es isomor
fo a ¢(w).

Reciprocamente si ¢ es un &lgebra cociente de F que sea
isomorfa a ¢ (w), su correspondiente espacio de Stone H serd ho-
meomorfao a un subespacio cerrado de S. Al existir un homeomor
fismo entre S¢(w) y H, podemos encontrar en HC S sucesiones con
vergentes distintas de las triviales. Por tanto F no es un k-&1

gebra de Boole.

/17

Observemos que todo cociente de una k-&lgebra de Boole es tambien

k-&4lgebra de Boole.



Observemos que si en S existe una sucesibn (Xn) de elemen
tos distintos entre si y convergente a x ¢S entonces H =
= {Xn, new} s {x}, con la topologia heredada es un compacto T, y

o-dimensional y segfin, la proposicibén anterior, es dispersoy ho

meomorfo a y, ., la compactificacibn de A lexandroff de w.

Recordemos también que si S es un compacto T2' los homomor
fismos reticulares y:¢(S) » IR tales que w(ls) = 1o son pre-
cisamente las aplicaciones evaluacibn (es decir g x€ S tal que

V(f) = £(x), v fec(s)). (CE.,27)

TEOREMA 1.6 (Caracterizacidn topolbdgica de las k-&lgebras de

Boole) .

Un &lgebra de Boole F es un k-4lgebra de Boole si y solo si
~ para todo Tc:SF cerrado e infinito se tiene que C(T) no tiene la

propiedad SK.(la bola unidad del dual no es *-d&bil sec. comp.)
DEMOSTRACION

<) Por reduccidn al absurdo si existe (xn)newC:S tal que
lim x = x entonces H ={xn/n€w}k){x} es cerrado tal que Fy Yoo (w)

N->oo
y H% ¥w y ¢(H) & C que serd por tanto gx . contradiccién.

== ) Para probar el reciproco, basta demostrar gue el pro-
pio ¢(S) no tiene la propiedad SK ya que si TS es cerrado e in-
finito, T es el espacio de Stone de un k-&lgebra de Boole ( un
&lgebra cociente de 7). Supongamos, por tanto, que (¢ (S) es SK.

Sea (xn)ngw una sucesidn de puntos de w distintos entre si.



Sea para new, ¢ : C(S) >R las correspondientes aplicaciones eva
luacidn (wn (f) = f(xn)). Como la sucesibn (¢, )nem est&8 conteni
da en la bola unidad de ¢(S)*, existe una y en esa bola unidad y
una subsucesibn ‘wnk)kew de (wn)new tal que (wnk)kew converge,

en la topologia *-d&bil, a . Es inmediato comprobar que y defi-

ne un homomorfismo reticular y, por tanto, w(ls)==lim wn (ls) =

ko k
= 112. Por tanto, existe un xeS tal que w==wx. La convergencia,
en la topologia *-débil de (y_ ) a P_ implica la convergencia,
n, kew X
en la topologia de S, de (xnk)kew a X.

Pridcticamente la misma demostracién puede ser usada para

probar el siguiente resultado.

TEOREMA 1.7

Sea F un dlgebra de Boole. F es un k-&lgebra de Boole si
y solo si para cada T€ S cerrado y no finito se verifica que
C(T) no es separable.

En efecto, basta tener en cuenta que si un espacio de'Banach
es separable entonces tiene la propiedad SK.

El interés de las k-&lgebras de Boole radica fundamentalmente
en el siguiente resultado, el cual es bien conocido pero de él

conseguimos una répida demostracidn.
TEOREMA 1.8

Si F es un dlgebra de Boole infinita aue tiene alguna de

las propiedades siguientes: (n), (G), (VHS) & (R) entonces F

es un k-8lgebra de Boole.



DEMOSTRACION

Si no fuese un k-8lgebra de Boole, habria un &lgebra co-
ciente isomorfa a ¢(w). Como ¢ (W) no cumple ninguna de las cua-
tro propiedades (N), (G), (VHS) & (R), llegagos auna ctontra-
diccibn.

///

Recordemos que las propiedades (N), (G), (VHS) y (R) son
hereditarias a &8lgebras cocientes, mientras que la (OP) no lo es.
Ninguna de estas propiedades se hereda a subdlgebras (P. ej. P(w)
tiene todas las propiedades citadas mientras que ¢ (W) no tiene

ninguna de esas cinco).

Notemos también que el dlgebra de los "clopenes" del cubo
de Cantor {0,1}w verifica la propiedad de (0.P) y sin embargo no

es un k-8lgebra de Boole.

DEFINICION 1.9

Sea F un &lgebra de Boole. Diremos que una sucesidn
(An)new de conjuntos de F disjuntos entre si tiene la propie
dad J, sl existe un N infinito y de complementario infini

to v existe un AeF tales que

- 81 i¢N, AiCA

- Si iew\N, Ai("\A = 9

Si toda sucesidén disjunta en F tiene la propiedad J, di

remos que F tiene la propiedad J.



Sea F una algebra de Boole, diremos que una sucesidn
(An)neﬁkaconjuntos de F disjuntos entre si tiene la propiedad
sub J si . toda subsucesibén de (An) posee, a su vez, una
subsucesibén con la propiedad J. Es decir, para todo Ncw in

= w

finito existen dos conjuntos infinitos y disjuntos N, N2

y un Ae¢ F tales que
- S8i 15N1 es Aic:A

- Si ieN, es Ai(\A=¢

Si toda sucesibn disjunta en F tiene la propiedad sub

J, diremos que F tiene la propiedad sub J.

DEFINICION 1,10

Sea (xi) una sucesidn de puntos de S. Diremos dgue esa su-

iew
cesibdn tiene la propiedad J si existe un N  infinito y de
complementario infinito y existe un AeF tales gue si ieN es

X; €Ay si dew SN es xiéA

El siguiente teorema nos d& una caracterizacién de las
k-&lgebras de Boole en términos de las propiedades de interpo-

lacidn antes definidas.

TEOREMA 1.11

Sea F un &lgebra de Boole. F es una k-4lgebra de Boole si
y solo si toda sucesibén de puntos de S distintos entre si tiene

la propiedad J.



DEMOSTRACION

Si (xn)new es una sucesibn en S que no tiene la propiedad
sub J, se verifica que para todo A ¢ F ocurre una, y solo una, de

las dos siquientes condiciones:

a) existe un ioem tal que para todo i>i, es xieA

0

b) existe un ioew tal que para todo i>i  es xifA

Il

Si definimos u Gx entonces vara Ae F se tiene O bien
i

lim py.(A) = 1 (caso a) o bien lim . (A) = 0 (caso b).

i 1 iye 1

i

Por tanto, (ui)iew es una sucesibn en C(S)* que es *-dé-
bil convergente a cierta pe ¢(S)*. La medida u es un homomorfis

mo reticular.

En efecto: se tiene, por ejemplo, que

u(feqg) = limui(f‘g) = 1lim f(xi)g(xi) = (lim f(xi))(lim g(xi)) =
i i i 1-+c0
= (lim uj(f))(lim pi(g)) = y(£f)-plqg)
1o ) 10
Como ademés u(ls) = lim ui(ls) = 1, y es una aplicacidn
i
evaluaciobn.
Por tanto, existe un x¢ S tal que py = Sx' De la convergen-
cia de (Ui)iew a 6x se deduce que, en S, (Xi)iew converge a X.
Reciprocamente, si (x.) es una sucesibn de elementos

i'iew
distintos entre si en S gue converge a x, sabemos cue existe una

sucesid isj ). i . e A. X£A..
n disjunta (Al)lew en F tal que, para icw, X, ehA;y £ i
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Si existiese un AcF tal que X, eA para todo ie:Nlc.w y
XiE:Ac para todo iE:Nzc.w, siendo N, YN, disjuntos e infinitos,
se llegaria a la conclusibn de xeA vy xaAc. Esto prueba que en
F no puede haber sucesiones convergentes distintas de las trivia
les.

Este filtimo resultado prueba que si F es una k-&lgebra de

Boole v (A))

i)ie, ©S una sucesibn en F formada por atomos dis-

tintos entonces (Ai)iem tiene la propiedad J.

NOTA: A las sucesiones de disjuntos que carecen de la pro-
piedad sub J Freniche (Cf. 1983 ) las denomina "muy inseparables"
y demuestra que si F es sub J entonces F es una k-8lgebra de
Boole.Posteriormente, &l demuestra,con el ejemplo que a continua
cidn damos, que existen k-&lgebras de Boole que poseen sucesiones
sin la propiedad sub J.

EJEMPLO 1 71,

Sea @={(n,m) ewxw: n>m}. Para cada iecw sea Ai = {(i,n)ewxw:n<i}. Para

cada AcQ sea d(A) = lim% lAr\AnI; si este limite existe.
1>

En caso contrario escribimos d(A) = +x=. El real ampliado
d(A) se suele denominar "densidad de A". Sea F = {AcQ: d(A)=0 &
d(A)=1}. Es facil probar que F es un dlgebra de Boole. Freniche
(1983) prueba gque en el espacio SF no existen sucesiones con
vergentes distintas de las triviales. Por tanto, F es un k-adlge-
bra de Boole. Sin embargo, existen en F sucesiones de disjuntos

que no son sub J. Se demuestra adem&s que F pqo tiene la nropiedad

(G) y se desconoce si F tiene la propiedad (N).
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En Freniche 1985 se demuestra ,a través de un 8lgebra estu-
diada por Dashiell que existen &lgebras de Boole que teniendo las
propiedades (R) y (N) tienen sucesiones que no son sub J y al
mismo tiempo hace notar que las propiedades de interpolacibén o de
separacibn no son las adecuadas para la caracterizacibén de las
&lgebras (VHS). Exponemos a continuacién el referido ejemplo.

Posteriormente volveri a ser usado.

EJEMPLO 1.13

Sea F el &lgebra de los subconjuntos de [0,1] que son F
Yy Gg- Dashiel ( 1981) prueba gue F tiene la propiedad de

Rosenthal y de Vitali-Hahn-Saks.

Sin embargo, Freniche (1985) observa que la sucesi-

n

2 "l}
o

existe un AeF que contenga a infinitos A 'y no corte a infinitos

es tal que no

én {Ai}i€

de los conjuntos A_ = L}—,...,
W n on

. 18 i nc es sub J.
A . Esto prueba que la sucesibn {Al}le

Notemos ahora que los ejemplos anteriores estan formados

por clopenes finitos no unitarios. Queda pendiente, pues, el sa-

ber si existen k-&lgebras de Boole con una sucesibén de clopenes

infinitos y disjuntos sin la propiedad sub J.

En el prdximo capitulo se probard que en el ejemplo anterior

existe sucesiones de clopenes infinitos y disjuntos sin la pro-

piedad sub J.
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PROPOSICION 1.14

Sea F un &lgebra de Boole no superatfmica.Sea S=PuD su descompo-
sicidn perfecta-dispersa.Existe un FeP cerrado,perfecto y separable
Yy una aplicacibn continua y sobreyectiva 1:Fe{0,1}mtal que si Mc¢F

es cerrado y M#F entonces l(M)#lO,llw
DEMOSTRACION

Por la observacibnp.VII P#¢p y existe un &rbol G en F que

genera un subdlgebra F_, isomorfa a la de los clopenes de {0,1}w.

0
Sea i:FO*F la inyeccibén canénica. Por dualidad, se tiene una
aplicacién 1:5+{0,1}" continua y sobreyectiva que estd definida
para cada x, filtro maximal en F, por 1l(x) = {AeFo;i(A)ex}, que

define un filtro maximal en F Sea H ={MCS, M cerrado y 1(M) =

0°
= {0,1}"}. Es claro que H#$ pues S €H. Veamos que H es inducti
vo, con la inclusibén. Sea {Ma, aeI} una cadena en H. Sea M:é}b&,
M es cerrado. Veamos que todo y e{O,l}w es imagen, por 1, de un
punto de M. Sabemos que para cada ael existe un x €M, tal que
l(xa) = y. Como S es compacto la red (xu) tiene una subred que
converge aun cierto xeS. Pero como cualquier xB€ Ma para B> a,
resulta que cada M, tiene a toda la red a partir de un indice da
do y por tanto xz:Ma. Por consiguiente xeM. La continuidad de 1
prueba que 1l(x) =y. Por tanto McH, el cual es una cota inferior
de la cadena. El lema de Zorn prueba la existencia de un elemen-
to minimal FeH. Se tiene por tanto qué 1:F+{0,1}" es continua

y sobreyectiva. Veamos que F es perfecto. Supongamos que XeF es

un punto aislado. Fx{x} sigue siendo compacto. La aplicacién

1: F\M{x}-» {0,1}* no puede ser sobreyectiva, pues contradice
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la minimalidad de F, por consiguiente l(F-{x})=={0,1}w\l(x) es

compacto y 1(x) es aislado en {O,l}m lo que no es posible.

Es claro que Fc P, nficleo perfecto de S. Veamos que F es se

parable. Para ello utilizaremos el siguiente lema.

LEMA 1.15

Sea Hc S cerrado. Las siguientes condiciones son equivalen

tes

a) Para cada AcF . se tiene HNA # ¢

0

b) 1:H+{0,1}" es continua y sobreyectiva

Supongamos demostrado el lema por un momento. Se cumple que

FNA # ¢ para cada AcF Para cada AcF ., elegimos un elemento

0° 0
X, € ANF. El conjunto {XA}AeFO es numerable.fea ¥ su <lausura,H
es cerrado, HCF v la aplicacién 1:8+{0,1}* es continua y sobre-
yectiva. Por la minimalidadde F es F=H. Esto prueba que F es se-

parable.

DEMOSTRACION DEL LEMA

a => b.~- Sea y un filtro maximal en F_,. Veamos que existe un xeH

0
tal que {Aex: AeF } = y. En caso contrario para cada xeH existiria
un Axex con AXEFO y tal que Axﬂy. Por la compacidad de H se tiene
Hc_Ax Uo... \JAX para alqunosxl, ...,xne:H. Necesariamente

1 n
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A= Ax v ... \JAX Z y pues si la unibn finita estuviese, algfin
1 n
elemento lo estaria. Por tanto, Acey y asi AceFO y Ac(\H==¢

contra la hip&6tesis.

b => a.- Si AeFO fuese tal que ANH = ¢ entonces ¥xeH es A¢x.

Si y es un filtro maximal en F, tal que Aey entonces para cada

0
xeH, {Bex: BeFO} # Y, luego 1 no seria sobreyectiva.

Esta contradiccién prueba el lema y el teorema.
Notemos que en el caso que F fuese atbmica F serfa disemi

nado y como {XA}AeF es denso en un perfecto, es denso en si
0

mismo.

En lo gque resta de capitulo, entenderemos cue F es un k-4l1-
gebra de Boole. Trataremos de destacar algunas propiedades ele-

mentales y sencillas de estas &dlgebras de Boole.
PROPOSICION 1.16

a.- Si D#¢ entonces no existe un Mec D cue sea cerrado e infinito.

b.- Si D# ¢, cualquier xeD es tal que {x} es un clopen.

no numerable de elementos del 4laebra

d.- Si Mc S es cerrado entonces o M es finito o M es infinito no
numerable.

DEMOSTRACION

c.- Si xXeS entonces x es un filtro maximal con una cantidad .
|
Las propiedades a) es consecuencia inmediata de la proposicidn

P-IV | para probar b) basta observar que camwo D es abierto, existe un clopen ‘
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AxeF tal que x e A — D. Como Ax es compacto y disperso debe ser fi
% =
nito pues de lo contrario habrian sucesiones convergentes distin
tas de la triviales. Asi pues {x} = AN (B \{x}). Por ser
A&>{x} finito, es cerrado. Por tanto {x} es abierto y es, asi, un
clopen. Dado que todo compacto T, v numerable satisface el primer
axioma de numerabilidad, si un cerrado Mc S fuese numerable exis-

tirfan sucesiones convergentes distintas de las triviales. Esto

prueba 4d).

La propiedad c) es consecuencia de la proposicién 1.2

/17

PROPOSICION 1.17

] e d AP
Si McS es infinito, M= es un cerrado, infinito no numera-

ble, y tal que Mdc.P.

. .d C .
En efecto, si M~ fuese finito, tomamos una sucesién H =

_ d d
= (xi)iemC:M‘ Se cumple H e« M™.

Si erd podemos elegir, por ser Hd finito, un clopen A, que
no corte a Hd\{x}. AXF\{xi,iew} es una subsucesibn {xnj} que tie-
ne a x como Gnico punto de acumulacién y que por tanto converge a

X.

Esta contradicci6n prueba el resultado.

/77

COROLARIO 1.18
Se tiene, para M cD que

a.- Si M es finito entonces M es un clopen
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b.- Si M es infinito, ﬁéMaL;Md es infinito no numerable y asi

M= ML)Md = Ma\JMd es unién disjunta de un abierto dispverso
y de un cerrado perfecto. Se tiene ademas M9 = MM p v
M = MND.

El siguiente resultado permite asegurar la existencia de

krdlgebras cocientes at#micas y no atdmicas.

PROPOSICION 1.19

a.- El1 dlgebra F,, que es el dlgebra cociente de F -por.

el ideal de los clopenes finitos, es no atémica.

b.- Si D es infinito y T = D ‘entonces el dlaebra’ FT es .

un k-&lagebra de Boole atdmica.

En relacidén con este resultado notemos que si F fuese atdémi
ca, D seria denso en S y entonces S serfia un compactificacidén de
Hausdorff de D (dotado con la tomologia discreta), compactifica-
cibén que es mayor que la de Alexandroff y menor que la de Stone-
-Cech. En el caso en que S = g(D), F seria comnleta v S seria stonia
no. Sin embargo, S no puede ser nunca la compactificacién de Ale

xandroff de D

Si F fuese atémica, F es isomorfa a una subdlgebra densa del
dlgebra de las partes del conjunto de &tomos. Fn el caso de las k-

&lgebras de Boole el conjunto de los &tomos es D, y por tanto F es
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isomorfa a una sub&lgebra densa de P(D). De esto se deduce que

el siguiente diagrama es conmutativo.

D S > B(D)

\/h

D=S

donde (e,BR(D)) es la compactificacibén de Stone-Cech de D, o es la
identidad y h es continua y sobreyectiva. Por tanto existe una
aplicacibén 1l:F+pP(D) inyectiva que da lugar a la aplicacibn

h: B(D)+S sobreyectiva y continua la cual, a su vez da lugar, a una

aplicacibn T:0(S)~»1_ (D) lineal continua e inyectiva.
OBSERVACION 1.20

l1.- SiM¢CSes tal cue MM\D # ¢ se tiene cue M ni es fronterizo ni
diseminado. Por consiguiente si H es fronterizo 6 diseminado,

es Hc P.

Si KcP y K=P se tiene cue K es denso en si mismo.

Si Mc P es abierto M es infinito no numerable

2.- Todo AcF es la unidn de un abierto disperso y de un cerrado

perfecto.

3.- A,BeF es AP = BMNP <« AaBc D vy es finito pues,
ANP = BNP = [A] = [B] en K, < (AaB) P = ¢ <> RaBc D<= AsB

es finito.

4.- (AYP)NY (BMNB) = ¢ <> ANB es finito v contenido en D.
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5.- (AN P) 5 (Bf\P) <> A5B excepto a 1o m&s una cantidad finita de

puntos de D.
6.- Para todo abierto G de S se tiene:

a) Si Ge D es finito, G es clopen
b) Si G¢D es infinito, G no es clopen vy G = Gk)Gd donde G
d . d
y G son disjuntos, G < P.
c) Si G'YD #¢ y FNP # ¢ entones GYP es infinito no nume-

rable. __
PROPOSICION 1.21°

Sea F un k-&8lgebra de Boole atdmica tal que si Ac B son

abiertos infinitos con Ad==Bd se verifica que B\A es numerable.

Si ([Ai])iew es una sucesidn disjunta en FP tal que

v [Ai] = [N] en F, entonces existen representaciones B, de
i=1 : o
[Ai] tales que en F se verifica Vv B; = N.
i=1
DEMOSTRACION
Sea C, =A; y sea C, = A,\(A; NA,). Como [Al]r\[Azl = 0 se
tiene que Alr\A2 es finito y, por tanto, C2 difiere de A2 en un

clopen finito. Por tanto [Cz] = [A2] Sea Cy = A, \ ( A UA )(WAB)

como ([Al]\/[Azj) A [AS] = 0 se tiene que (Alqu)ﬁA3 es finito.

Por tanto [C3] = EAi]. Procediendo por induccién se obtiene una
sucesidn disjunta C,eF tal que [Ci] = [Ai] y C,c N para i=1,2,..

Se tiene adem&s que V [c. ] = [N]. Trabajemos ahora en el Stone
iew
P de Fp. Se tiene que
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P
l_J C.ivP = (Por ser P cerrado) = (l J C.) Np= NNP.
iew 1 icw 1

Sea G = l J Ci’ G es abierto y GNP = NNP. Veamos que
iew
GNP = GHP. Como GecN es Ge N, por tantoc GNPecNp = GIIP. Por

otro lado, como GNP = (¢NAD)Y vy ~NAP = (nD)Y, (GAD) « (NN D)

Yy (G(\D)d = (N(\D)d. Por tanto (NrD) \(Gr\D) = H es un abierto

contenido en D que es a lo sumo numerable. Supongamos pues que
H = (xi)iem para cada iew sea B, = CiL){Xi}- Se tiene que
[B;] = [c;], para cada ieu, (UB,) \D = N\D, UB,c N y

UB. MNP
i

NP = (UBi(\D)d. Por tanto,

UBi ((UBi)(\D)kJ((UBi)(\D)d = (Nr\D)\J(Nf\D)d = N.

Il
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CAPITULO II

En este Capitulo tratamos de obtener resultados andlogos a otros de
Freniche |1983| que son usados en la demostracién de que la propiedad (IS)
implica la propiedad (VHS).Aqui, sin embargo, usamos la prpiedad sub J,que
es la propiedad de interpolacién mis débil que se usa aqui. Mas adelante
estudiaremos propiedades de separacidn en las sucesiones de clopenes finitos
que garanticen que éstas pueden ser encajadas término a término en una suce-
sién de clopenes infinitos y disjuntos. Posteriormente cbservaremos que en
el &lgebra de los subconjuntos de [0,1] que son simultaneamente Foy G 5 exis
ten no solo sucesiones de clopenes finitos sin la propiedad Sub J ,anilogas
a las de Freniche |1985| , sino que existen sucesiones de clopenes infini
tos y disjuntos sin esa propiedad. A continuacidén las propiedades:uniforme-
mente fuertemente aditiva vy uniformemente acotada de una sucesibn
de medidas son caracterizadas por sucesiones de clopenes infinitos y disjuntos.
Camo consecuencia, obtenemos que basta imponer las oportunas condiciones a este
tipo de sucesiones para el estudio de las propiedades (G),(N) o (VHS).Camo co-
rolario se deduce que estas tres filtimas propiedades pueden ser caracterizadas

por los abiertos Foy los cerrados GG que cortan a P.
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LEMA 2.1

Sea F un 8lgebra de Boole y sea (An)new una sucesidn con
la propiedad sub-J. Sea u:F+IR una medida acotada se verifica
que Ve>0 existen Nl,Nzc_w infinitos y disjuntos y un AeF ta-

les que

A.cA si 1ieN

i 1 BA;NA = ¢ sidieNy, lul (a)<e

DEMOSTRACION

Por tener M la propiedad sub-J existen M4,M§<;w infinitos

y disjuntos y un B,eF tales que si

1

| | =
1le es Af:‘Bl y si 1eM2 es Air\Bl ¢
Sea cl=B1' Consideremos la sucesidn (Ai)ieMi' existen

2
Mi y M%c;M% infinitos y disjuntos y un BzeF tal que

L 2 _ L 2 _
Aic:_B2 si 1eM1 y Air\B2 = ¢ si 1eM2. Sea C2-BZ\C1.

. . e .. 2 _ .
Se sigue verificando que AiC_C2,51 1€Ml,y Air\C2 = ¢ , 81

ist. Se tiene adem&s que C,NC, = ¢. Por induccibén es posible

2 1 2

construir una sucesidn (C,)
k kew

sucesidn de pares de subconjuntos de w infinitos y disjuntos

en F de conjuntos disjuntos y una

k
{(Ml’Mg)}kgw tales que

- Para cada kew,M?:;MT+lkJM§+l
. . ok _ . . .k
AiC;Ck S1i 1eMl, Air\Ck = ¢ si 1€M2.
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Como u es acotada, |pu| es fuertemente aditiva, luego

lim |u|(c ) = 0. Por tanto, dado >0 existe un koaw tal que si
koo kO kO
k>k,, es ]ul(Ck0)<e. Tomando M; = M,~, M, = M, °, A = Cko el

teorema quedaria probado.
/17
Observese que el conjunto A del lema anterior ha de ser ne

cesariamente un clopen infinito.

LEMA 2.2

Sea F un 4lgebra de Boole. Para cada sucesidn (Un)new de
medidas reales acotadas sobre F que sea puntualmente convergente
a cero y toda sucesibn de disjuntos (An)nsw con la propiedad sub-J

existen

de (p_)

a.- una subsucesidn (unk)kew n new

b.- una subsucesidn (Ank)kew de (An)nsw

c.- una sucesidn (Bn)new decreciente en F, tales que para

todo kew se verifica:

2.- Ay NBL 4 = ¢
1
|unk(Anl)l+...<+|pnk(Ank_l)] < B3

1
[ung | (By ) < K
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5.- B es un clopen infinito, y

6.- Bk\(Ankk}Bk+l) es clopen infinito

DEMOSTRACION

Procederemos por induccidn. Sea Bl==S. Aplicando el lema

1

a g, e = % y la sucesibn (An)nem' Existen Nl’ 5
leF tales que si ieN} es Al.C:Ci y si ieN% es Aif\C1='

l -
y lull(Cl) < 5. Sea n1=1 vy B2 = Cl\Anl' Observemos que B2 es un

cw infinitos vy

disjuntos y C

clopen infinito pues en &1 estd contenido A; para ieNg. Se tiene
_ 1 .
que Anlc.Bl, An;NB, = ¢ y l“nll(Bz) < 5. Sea ahora n, el primer

1 1
natural de M,;=N]\{n,} mayor que n, y tal que |un2(Anl)| < 7. Este

nimero existe pues %im |“i(An1)‘ = 0. Se tiene que An2¢;B2.
1€Ml
100
Aplicamos de nuevo el lema 2.1 a Hno (Ai)ieMl y € = ;5 .
Existen Ni,N%c:Ml infinitos y disjuntos y un DzeF tales que si
. 02 L. .2 _ 1
ieNy es A, CD, y si ieN, es A, MD, = ¢ y lun, | (Dy) < 2 Sea
- . s . 2 _
C2 = Dzr\B2 sigue verificandose que Aic:C2 para 1eNl Yy AihC2 = ¢
. 2 1
para ieN, , lun2|(C2) < ;7 y B,D>C,.
Sea By = C\A_ . Se sigue verificando que si i&Ni\{nz} es
: 2
L 2 _
AiCiB3, si 1€N2 es Ai(\B3 = ¢ vy Anzc_B2 pero Anzr\B3 =¢ vy
fu | < 1
n2 (B3) ;7 .

Observemos que B, es un clopen infinito y como en el clopen

3
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Bz\(An2k1B3) estd contenido todo clopen A; para ieNg, también ese
es un clopen infinito. Procediendo inductivamente se prueba sin

dificultad el lema.

OBSERVACION

Si en el lema 3, 2se suprime la hipbtesis de ser (un)new pun
tualmente convergente a cero se obtienen los mismos resultados

salvo el 3).

Si en el mismo lema se prefija un ¢>0, las cotas que apare

cen en 3 y 4 pueden ser cambiadas por ¢

LEMA 2.3

Sea (“n)ngw una sucesidn en C(s)*. Si el conjunto H =

{]un(A)b AeF, con |A| =, | Zfl=<», new} estd acotado entonces

(un)ngw es uniformemente acotada en F.

DEMOSTRACION
Sea K la cota del conjunto.

Si A es un clopen finito existe un B clopen infinito y de

complementario infinito tal que AcB. Se verifica que

u_(B) = un(A)4-un(B\A) _— un(A) = un(B)-un(B\A)

<
lu, (2) ] lu ® | + [u (B\A)| < 2r.
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Si A es un clopen infinito y de complementario finito exis
te un BCA, BeF que es infinito y de complementario infinito, con
ello A\B es infinito y de complementario infinito. Para cada necw
u,(a) = un(B)-fun(A\B) y seré Iun(A)l < 2K. Asf para cada AeF y

cada new es |u (A)]| < 2K.

Esto prueba que (“n)new estd uniformemente acotada.
///

TEOREMA 2.4

Sea F un k-&8lgebra de Boole. Sea (un)newunasucesiénea1C(s)*
puntualmente acotada en F. Si (un)nem no es uniformemente acotada

se verifica que para toda sucesidn (ah)nedi R con lim o = +
n->oo

existe una subsucesidén (un ) de (un)new y una sucesidn (Ak)kew

kew
k
en F de clopenes infinitos y disjuntos tales que, para cada kew,
k-1
I, A > a, + 7 |u. (AL)]
n, Tk k j=1 n 7

DEMOSTRACION

Como (Un)ngw no es uniformemente acotada en F, el conjunto

H del enunciado del lema 2.3 no es acotado veamos que para cada

p>0 existe un n_ew y una participacién (E,F) de S de clopenes in
finitos tales que Iun (E)| >p vy Iun (F)| > p. En efecto, con-
sideremos el nfimero p-#s;p]uk(s)]. Como H es un conjunto no aco-

tado, existen un npew y un EeF infinito y de complementario F in

P4
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finito tales que

lu

(E)| > p + sup|y, (S) |
P k

Entonces

v, ®] > |, (EY] - Ju (8] >p

p p p

Procedemos ahora por induccién.

Para p=a, existen un n, y una particidn (El’Fl) de S for-

mada por clopenes infinitos tales que

[Un (El)l 7 a4 y lun (Fl)l > 0y
1 1
Consideremos la sucesidn (un)n>nl y las &dlgebras FEl y FFl.
Esta sucesidn estd puntualmente acotada en Fo Y Fp - Si fuese
1 1

uniformemente acotada en ambas, con las cotas respectivas K y L,

se tendria para cada AcF y cada n>n., que

1

[, )] < [u (AnED | + lu, (ANF)| < K+L

con lo cual la sucesidn (un) tendria la cota uniforme

T > max{||u1|[, cees e |1, R4LIL .
25|
Supongamos pues gue en FFl la sucesidn (un)n>nl’ no esté
uniformemente acotada. Sea A1=E1 se tiene gue el conjunto
H = {lun(A)|, ACF, clopen infinito con Fi\A infinito, ninl}

es no acotado. Por tanto, para a2+ sup|un(A1)l existe un n, >n yuna
n

particién E.,, F, del conjunto F., formada por clopenes infinitos tales que
2’ F2 J

ll

lunz(Ez)l > a, +|un2(A1)l y !unz(Fz)] > a, + Iunz(Al)!-
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Procediendo por induccidn se obtiene el resultado deseado

/77

COROLARIO 2.5

Sea F una k-&lgebra de Boole. F tiene la propiedad (N) si
y solo si para cada sucesidn (un)new en C(S)* puntualmente aco-
tada en F y toda sucesibn (An)new en F de clopenes infinitos vy

disjuntos existe un k>0 tal que Iun(An)I < k.

DEFINICION 2.6

Sea F un &lgebra de Boole. Se dice que una sucesidn (An)nsw
en F de conjuntos disjuntos tienen la propiedad SF si para toda

subsucesidn (Ai)i (MCw infinito) existen Ml,MZCZM infinitos y

M

disjuntos tales que
Fr( U A.) # Fr( U A.)
ieM, * ieM, b
1 2
Es evidente que toda sucesidn de disjuntos con la propiedad
sub-J tiene también la propiedad SF. Por tanto, las sucesiones de
clopenes unitarios en las k-&lgebras de Boole tienen la propiedad

(SF) .

PROPOSICION 2.7

Sea F una k-&lgebra de Boole y sea (An)ngw una sucesidn dis

junta de clopenes finitos con la propiedad SF. Existe una sucesidn
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(Bk)kew de clopenes infinitos y una subsucesibn (Ank)kew de la
sucesidn (An)new tal que, para cada kew, AnkC;Bk.
DEMOSTRACION

Por hipbtesis existen dos conjuntos Mi Yy M;c;w infinitos y

disjuntos tales que Fr([_}d A) # Fr(l_J4 A.). Sea xle:Fr(l_J4 A,
ieMq + ieMyp ieMq

eP, tal que x, £ Fr(l J A.). Existen clopenes B,

1 1 o3 1 1

ieM?

torno de x, e infinito, tal que B (\(l J A.) = ¢. Sea n e:Ml vy

1 1 'EM% i 1771
C1 = Bl\}Anl. Se verifica que Clr\(}EM% Ai) = ¢. Por tanto, para
cada NC:M% infinito como clr\([_J A) = ¢, se tiene que
C HFr([ J A)= 6.
L teN *

por tanto x en

ieN

y M2

Existen M2 2

Consideremos ahora la sucesibn (Ai) 1

% infinitos y disjuntos tales que Fr([_J2 Ai) #
ieM

# Fr([_Jz Ai)' Procediendo como antes podemos construirl un con-
ieMp

) _ 2

junto c, de la forma C2 = BZkJAn con nzg:Ml, B, clopen entorno

de un punto xzs:Fr(L_Jz Ai)\ Fr(T_J2 Ai) y C2 disjunto con Cl'

ieMq ieM2

R I
18M2

contenidos en M

Procediendo de esta forma, por induccidn, se prueba lc que se

desea.

LEMA 2.8

Sea F una k~dlgebra de Boole. Sea xeP y sea xeA para AclF.
Existe una sucesidn (Bk)kew en F decreciente de clopenes infini-

tos tal que B, =A y, para cada kew, es xeB, vy Bk\Bk+l infini-

1
to.
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DEMOSTRACION

Sea B1==A. Sea yeAf\P con y#x. Por ser P perfecto AMP es

infinito. Existen B',B' ¢ F tales que xeB', yeB', B'NB' = ¢. Sean
X Yy X Y X Y

= v = ' :
c, BjNB vy C, Bl(\By. Se tiene que C,"\P # ¢ y C,NP # 0.

Por tanto, C1 Yy C2 son infinitos, C c.Bl Y C2c:B1. Sea B, = Cl’

1 2
Es claro que Bl:>B2, xeB2 Y B1\B2:3C2. Por tanto Bl\B2 es infini-

to. Hacemos con B2 lo que hemos hecho con B

duccibn se obtiene el resultado.

1Y procediendo por in

/77

DEFINICION 2.9
Una sucesidn disjunta (A ) en F se dice que tiene la pro

n new

piedad B si Fr([_J An) # P.
new

Si una sucesidn tiene la propiedad sub-J & la propiedad SF

entonces alguna subsucesidn tiene B.

PROPOSICION 2.10
Sea F una k-4lgebra de Boole y . (An)new una sucesién de

clopenes finitos y disjuntos.Si tiene la propiedad B,entonces exis-

te una sucesidn (B,) de clopenes infinitos v disiuntos tales

By

para cada K

kew

Jue Akc_‘ Bk
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DEMOSTRACION

Existe un xeP tal que x ¢ Fr(l_J An)- Existe un AeF, tal
new
que XeA vy Ar\(l_J An) = ¢. Por el lema anterior, sea (Bk)
new
una sucesibn decreciente de clopenes infinitos con B1=A y tales

kew

- infinito.
que para cada kew es xeBk Yy Ck Bk'\Bk+l es un clopen infini

Se tiene que para cada kew es qkn(\J Ah) =¢ v la sucesibn (Ck)kew esti
new
formada por clopenes infinitos y disjuntos. La sucesifn buscada es pues la

(Dk)kem , donde , para kew , es Dk=ck v Ak.

PROPOSICION 2.11

Si F es una k-§lgebra de Boole y (An)new es una sucesidn
disjunta de clopenes finitos tal que ninguna subsucesidén tiene la
propiedad B (es decir, para cada Mcuw infinito es Fr(l_J Ai) = P)
entonces existe un. Ncw infinito y, para cada ieN, uigMdescompo—
sicidn Ai = BikJCi, donde Bi y C; son finitos, no vacios y disjun
tos tales que (Bi)iew y (Ci)iemtienen la propiedad B.

DEMOSTRACION

Sean E y F clopenes infinitos disjuntos tales que S = EUF.
Sea M = {iew:E(\Ai#¢}. Veamos que Mcw es infinito. Si fuese fini
to se tendria que E(\Ai = ¢ para cada ie w\M, el cual seria infi-
to, y por tanto [_J Aic.F y Fr( l_} A )cF # P, en contrade lo

: iew\M iew\M

supuesto. Por consiguiente, M es infinito. Sea N = {ieM:F(\Ai#¢} .
Si N fuese finito seria para cada i e M\N (conjunto que separa un
infinito), FAA, = ¢ y, por tanto, A,cE y Fr( l_J Ai)C;E, en

ieM\N
contra de lo supuesto.
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Por tanto, si para cada ieN definimos Bi = Ai(\E y Ci =

= Ai(\F, resulta que Ai # o # Bi’ l_JBic;E, Fr(l_JBi)C;E # P ;
ieN ieM
Fr(l_J C,CF P y Fr(l_JB.)(\Fr(T_J C.) = ¢. Esto prueba el re
iem t iem
sultado.

EJEMPLOS 2.12

1.- Sea F el algebra de los conjuntos F0 y G6 de [0,1](Cf.
10 ) . A - n
Pg. La sucesibn (An)new definida por An {1/2%, ....,
(2%-1) /2™y, que no tiene la propiedad sub J si tiene, sin embargo,
la propiedad B pues existe un clopen infinito que no corta a nin-

gun Ai' En efecto: sea (xi)iew una sucesibébn de irracionales que

converje a 1/5. E1 conjunto {xi, iew} W {1/5} es un FO y GG que es

infinito v verifica esa propiedad.

Si por otro lado, en S = St(F) consideramos el &lgebra F' de

los clopenes del cerrado S' = L_JA,, el cual ser& un &lgebra cocien
iew

te de F, la sucesidn (Ai)i de clopenes de F' no tiene la propie-

ew

dad B aunque si existe una subsucesidn con la propiedad B. En efec

) y sea M el clopen infinito de s’asociado a

to, sea (A21 iew

{57%:—, new}. Es claro gue M no corta a ninglin elemento de (A2i)igw

Observemos que en F la sucesibn (Ai)iew al tener la propiedad
B verifica que existe una sucesidn (Bi)iew de clopenes infinitos y

disjuntos tal que, vara icw, es Aic;Bi. La sucesibn (Bi)iew no tie

ne la propiededsub J, pues en caso contrario la sucesibn (Ai). tam-

1ew
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bién la tendria.

2.- Si consideramos en el &8lgebra de Boole F de la pég.10

la sucesibn (A;); . definida para cada iew por A; = {(i,m); mgil},

se observa que dicha sucesibdn no tiene la propiedad sub J ni tam-
poco la propiedad B, aunque existe una subsucesibn con dicha pro-

piedad.

TEOREMA 2.13

Sea F un k-8lgebra de Boole. Sea {un}newc;c(s)*. Si para

toda sucesibn (An)new de clopenes infinitos y disjuntos se ve-

rifica que 1lim lu (A = 0 uniformemente en new, entonces la su-

Jim T ()]

cesibn (un)new es uniformemente fuertemente aditiva en F.

DEMOSTRACION

Si (un)new no es uniformemente fuertemente aditiva, existiré

en F de conjuntos disjuntos tal que

una sucesibén (A.) .
j'jew

lim [un(Aj)I = 0 pero no uniformemente en new. Por tanto, existe
Joreo
)

un >0 y unas subsucesiones (up,) , de (u ) y

y ( kew n new

A
Ik
. respectivamente, tales que |u_ (A. ,| > e para todo kew.
jew ny ]k)

kew
(A))
J
Denotemos esas subsucesiones como sus respectivas sucesiones de
partida. Sea M = {icw: Ai es infinito}. Si M fuese infinito, como
. . > i ] Al). -
]ul(Al)| e para cada ieM, tomando la sucesidn ( 1)1ew de clope

nes infinitos y disjuntos, estamos en contradiccidn con nuestras
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hipbtesis.Por tanto,todos,menos a lo sumo un nfimero finito de clopenes

de la sucesidén son finitos,supongamos que todos lo son.

La sucesidn (Ai)isw es de clopenes finitos y disjuntos y ve

rifica Iui(Ai)|> € para cada iew. Distinguimos ahora dos casosmu

tuamente excluyentes.
a) Existe una subsucesidn (Ai)i con New infinito, con la

€N
propiedad B.

b) Toda subsucesidn de (An)new no tiene la oreriedad B
Veremos que en ambos casos se llega a una contradiccién.

a) En este caso, existe una sucesibn (Bi)ieN de clopenes in
finitos y disjuntos tal que, para iew, es AiC'Bi‘ Se verifica que

para cada ieN es
[uy A < Juy B [+u, BN (1)

como (B.). y (B.,NAL) . forman dos sucesiones de clopenes infini
i‘iew i Tiliew =

tos y disjuntos se tiene que

lim |y _(B.)| = 0 uniformemente en new, y
1> n 1

ieN

lim |[u_(B.-A.)| = 0 uniformemente en new.
foe D1

ieN

Por tanto, para >0 dado, existen dos nGmeros il,izeN tales

que si i>i,, ieN, es lun(Bi)| < e/4 y sii>i,, ieN, es
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Iun(Bi—Ai)| < ¢/4, en ambos casos para cada new. Por tanto para
i>max(i1,iz) se tiene que |un(Ai)| < g/2. Se obtiene, por tanto

una contradiccibén.

b) Si ninguna subsucesibn de <An)new tiene la propiedad B,
se verifica que existe un Ncw infinito tal que, para cada 1ieN,
se puede descomponer Ai = Bi\JCi, donde Bi Yy Ci son clopenes fi-
nitos, no vacios y distintos, de forma que (Bi)ieN y (C;), v ti&

ne la propiedad B.

Para cada 1eN se tiene que
e < Ju;a)] < fuy B+ luy (€|

Sean Nl = {ieN: Iui(BB|>e/3}, N2 = {ieN: Iui(Ci)|>e/3}.Si los con-
juntos N1 Yy N2 son finitos para cada ieN\(leJNz) se tiene que

|ui(Ai)| < 2¢/3 < g, 1lo cual no es posible, podemos suponer, por
tanto que, por ejemplo, Nl es infinito y que se tiene que (Bi)ile

es una sucesidn con la propiedad B.
Procediendo de forma andloga a como se hizo en el apartado

a), se llega a una contradiccibén. Esto prueba que (Un)new es uni-

formemente fuertemente aditiva en F.

/77

COROLARIO 2.14

Sea F una k-8lgebra de Boole. F tiene la propiedad de Gro-

thendieck (resp. de VHS) si y solo si para cada sucesidn (un)new
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en C(S)* acotada y puntualmente convergente a cero en F (resp.

puntualmente convergente a cero en F) y para cada sucesibn (An)new

en F de clopenes infinitos y disjuntos se verifica }im Iun(Aj)l =0
oo

uniformemente en new.

Con los resultados hasta aqui obtenidos y reoroduciendo las demostra-

ciones: de Freniche (|1983| y7|1985|)se obtiene el siguiente resultado.

COROLARIO 5 15

Sea F una k-&lgebra de Boole. Si toda sucesidn de clopenes
infinitos y disjuntos en F tiene la propiedad Q (resp. IS) enton

ces F tiene la propiedad G (resp. VHS).

Nota: Observemos que si en un &lgebra de Boole las sucesiones de clo-
penes infinitos y disjuntos poseen alguna propiedad de interpolacidén entonces
también la van a poseer las sucesiones de clopenes finitos con la propiedad B,
va que éstas pueden ser encajadas témmino a término en una sucesifén de clopenes
infihitos. Asi pues, la finica posibilidad de que una sucesibn de clopenes fini
tos no tuviese la correspondiente propiedad de intervolacifén es que carezca de

la propiedad B, lo que realmente no es "frecuente".

COROLARIO 2.16

Sea (Un)new una sucesidn en C(S)*, si para todo G abierto

y FO de S con GNP # ¢ se cumple que existe limiun(G)| entonces
n-o

(un)new es débilmente relativamente compacto en C(S)*, es decir,

(u_) es uniformemente fuertemente aditiva en F.

n new



nmos

DEMOSTRACION

Si (un)new no fuese uniformemente fuertemente aditiva en F,

existiria en F en virtud del Teorema 213 una sucesibn de clopenes
infinitos y disjuntos, tal que Ai(\P # ¢ para cada iew, y tal que
lim Iun(Aj)| = 0 pero no uniformemente en new por lo que existeun

:]—>oo

>0 tal que i N , -
que para ciertas subsucesiones de (un)nsw,(An)nhgue denota

igual, se verifica que l“n(Ah)l > e, para cada new.

Definamos, para cada ncw, xn:P(w)-ﬁm por medio de la igual-
dad A (M) = un(}zﬁAi)' Se verifica que [[x || < [lu ||. Por tanto,
An es una medida acotada en P(w). Se cumple, ademfs que existe
lim ]An(M)[ para cadd MeP(w), ya que l JAi es un abierto F0 que
n->o ieM
corta a P. Por consiguiente, la sucesibn (An)new es uniformemente
fuertemente aditiva en pP(w). Sin embargo, para cada new es
A, ({nD) | = lu ()| > e por lo que lim Ixn({i})l = 0 pero no uni

1-+00
formemente en new. Esta contradiccibén prueba el resultado.

/77

TEOREMA 2,17

Sea (un)new una sucesidn en (¢ (S)* puntualmente convergente
a cero en F. Se verifica que (Un)new es uniformemente fuertemente
aditiva en F si y solo si para cada abierto FO de S con GNP # ¢
se verifica que lim IUn(G)l = 0.

n-»>oo

DEMOSTRACION

La condicidn suficiente es una consecuencia inmediata del
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corolario anterior. Para probar la condicibn necesaria supongamos
que existe un abierto F0 G tal que GNP # ¢ y tal que

lim [un(G)| # 0. Existe pues un e>0 tal que para cierta subsuce-

n->oo
sién de (un)new' que denotaremos igual, es ]un(G)| > ¢ para cada
new. Podemos escribir G = l_JAn donde (An)new es una sucesibn dis
NEWe
junta.como (un)nemes ufa: 1i$ |m£iun(Am)| = 0 uniformemente en new.

gEwW tal que para iiio es Ynew

) un(Am)l < ¢/2. Como las medidas de Radon son numerablemente
m=i 0

Por tanto, para /2 existe un 1

aditivas !un( l*J Am)| < g¢/2 para todo new. E1 conjunto
m=1g+1

B = Alk)...klAi es un clopen de F y se tiene, para cada new, dque
0

e < Ju (@] < Ju BY|+ u €[] 2| < |u (B)]+e/2
m=io+l m
Por tanto, ]un(B)| > ¢/2 para cada new. Esta contradiccidn

prueba nuestro resultado.

/17

TEOREMA 2.18

Una sucesidn (“n)new en C(S)* es acotada en C(S)* si y solo
si para cada G abierto y FO con GNP # ¢ se verifica que

(lu_ (&1 es una sucesidn acotada.
n nNew
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DEMOSTRACION

La condicibn necesaria es evidente. Para probar la condi-
cibén suficiente supongamos que (un)new no es uniformemente aco-
tada en F, aplicando el Teorema 2.4 obtenemos que existe una

sucesidn disjunta (A ) de clopenes infinitos y una subsucesidn

n‘new
de (u.), _,r que denotaremos igual, tal que !un(An)l > n. Proce-
diendo como en el teorema anterior encontramos una sucesibn
(An)new de medidas en P(w) que es uniformemente acotada pero que

cumple

A (nb] = Ju_@)] >n

Esta contradiccidn prueba nuestro resultado.

/77

COROLARIO 2.19

Sea F un k-8lgebra de Boole. F posee la propiedad VHS (resp.
G, resp. N) si y solo si se verifica que para cada sucesidn
(un)new en C(S)* que sea puntualmente convergente a cero (resp.
acotada y puntualmente convergente a cero, resp. puntualmente aco
tada) se verifica que para cada G abierto y FO en S con GNP #4¢
se cumple que lim ‘pn(G)] = 0 (resp. lim ]un(G)[ = 0, resp.

n-o n-+oo
(|un(G)|)) es una sucesidn acotada.
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OBSERVACION 2.20

Teniendo en cuenta que si G es un abierto Focon GNP #b y PG
(se puede conseguir asi) ser& F = G° un cerrado Gstalque FNP# . Sila
sucesibn (|un(S) |)nwes acotada (resp. convergente a cero) y la sucesibn
(Iun(G) l)new no es acotada (resp. no convergente a cero), entonces la sucesibn
(lun(Gc) ')new es no acotada (resp. no convergente a cero).Teniendo en cuenta
esto, se deduce que los (ltimos resultados serian también validos sustituyendo

en los enunciados "G abierto Fo" por " gcerrado G 6"’
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CAPITULO IIXY

En este Capitulo se dan caracterizaciones de las propiedades uni-
formemente fuertemente aditiva y uniformemente acotada de una suce-
sibn de medidas entérminos locales en primer lugar para los puntos del nu-
cleo perfecto y en sequndo lugar para los puntos del nucleo perfecto que no
sean P-puntos. Esta ltima caracterizacién seré de gr&n utilidad para la
obtencién en el préximo capitulo de una condicién en &lgebras de Boole que
es suficiente para (N) pero no para (G).

El Capitulo se campleta con un ejemplo de &lgebra de Boole sin nin-
guna de las propiedades (N), (G),(VHS) o (R) tal que el &lgebra de los clo-
penes del niicleo perfecto es un &lgebra de Boole con todas esas propiedades.
Damos también un ejemplo de &lgebra de Boole tal que todo filtro maximal no
principal (y por tanto punto de P),exento uno,posee un elemento tal que la
traza del dlgebra en &1 es un dlgebra de Boole con todas las propiedades
citadas anteriormente . Esto produce que el algebra de Boole carezca de la
propiedad (G). Se concluye el capitulo con un resultado que muestra que
si en la situacién del &lgebra anterior se hubiese tenido la mds leve de las
propiedades de interpolacién (la propiedad sub J) entonces el &lgebra en

cuestidn hubiese tenido todas esas propiedades.
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PROPOSICION 3.1

i * Entonces es uniformemen-
Sea (“n)new una sucesidn en C(S)*.Enton (un)nem

te fuertemente aditiva en F si y solo si para cada xeP existe un A,

en F ,tal que (un)new es uniformemente fuertemente aditiva en FA
X

DEMOSTRACION
Dado que,para AcF ,FAi{ BeF :BcA} , si p es una medida enF
i ] ] .f.a. tambi
tambien ser& una medida en Fp v si (“n)new es u.f.a. en Fa bien

lo ser& en FB con BC€A.La condicién necesaria es evidente,veamos

la suficiente: Para cada xeP sea Ax Mele}s! xeAx,tal aue (“n)newes ufa

en FAX. Como S = (ng AX)kJ(XgD {x}), por la compacidad de S,
S = B, U ... U Bn donde cada Bi es del tipo AX 6 es un clopen

unitario. En cualquier caso (un) es u.f.a. en cada FB , 1=1, .., n.
i

Sea C1==B1, 3 5

se tiene qu = C. .o .f.a.
que S ClLJ t}Cn y (un)new es u.f.a. en cada Fci,

C2==B2\Bl, Cc, = B3\(BlkJB ) y asi sucesivamente

y que los Ci son disjuntos entre si.

Sea ahora (Ai)ie una sucesidn disjunta de clopenes en F.

W
Para cada j=1,2, ..., n sea Ai = Ai(WCj, icew. Se tiene que
A1 n
Ai = Ai\} . k}Ai. Para cada mew es
’U (A)|< |p (Al)f+...+|u (An)i
m i — m i m 1
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Dado ¢>0 como para j=1,2, ..., n es (Ag)iew una sucesibén disjun-

ta en FC , existe un ij tal que si i_>_ij y Mew €s
.3
J € Coals = . .

Ium(Ai)| < =. Por tanto, si i>ij = max(ij, ..., 1)) es (A [ <e

Y mew c.qg.d.

PROPOSICION 3.2

Sea (“n)new una sucesibn en C(S)* puntualmente acotada en F
Entonces (un)new es acotada en C(S)* si v solo si para cada xeP

existe un A_ en F tal que (|u_|(A.)) es una sucesibn acotada.
pr n' ““x’ 'new

DEMOSTRACION

La condicibn necesaria es evidente. veamos la suficiente:
Como en la demostracidén de la proposicidn anterior podemos

escribir § = BI\) .o \JBn con cada Bi del tipo Ax del enunciado
o bien B, un clopen unitario. En cualquier caso, (luml(Bi))wew
es una sucesidn acotada para i = 1,2, ..., n. Como
[ Tug = Tuglts) < fu 1B + oo+ Ju (B,
se verifica que (|]un||)n€w es una sucesibn acotada.
/77

Como consecuencia, se tienen las siguientes

COROLARIO 3.3

a.- F no tiene la propiedad (G) si y solo si existe una sucesidn

(Un)new en C(S)* acotada y puntualmente convergente a cero

en F y existe un xeP tal qgue para cada AcF con XeA, (Un)ngw

no es uniformemente fuertemente aditiva en FA.
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b.- F no tiene la propiedad (V.H.S) si y solo si existe una suce
sibn (“n)new en (C(S)* puntualmente convergente a cero en F
y existe un xeP tal cue para cada AceF con XeclA (un)new no es

uniformemente fuertemente aditiva en FA’

c.— F no tiene la propiedad (N). Si y solo si existe una sucesibn
(un)nsw en C(S)* puntualmente acotada y existe un xeP tal que

para cada AcF con xeA es (IunI(A))nem no acotada.

DEFINICION 34

Sea X un espacio topolbgico. Se dice que xeX es un P-punto
si la interseccidn de una familia numerable de entornos de x es un

entorno de x.
De forma andloga se define el concepto de P-conjunto.

Estudiaremos estos conceptos en el caso en que el espacio to
poldgico es el espacio de Stone de una k-&lgebra de Boole. Esté
claro que si xeD entonces x es un P-punto. Como consecuencia del
siguiente resultado serd probada la existencia de puntos que no son

P-puntos.

PROPOSICION 3,5

Si XeS, x es un P-punto si y solo si x no pertenece a la

frontera de ninglin co-cero.
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DEMOSTRACION

Se cumple que xeFr(l_JAi) si y solo si xel_JAi‘«l_JAi). Esto

- e iew — . c = iecw iew

equivale a que xar ]A. y xt([_JAi) = [ ]Ai. Denotando, para iew
iew iew

Bi==A§, obtenemos que la sucesibn (Bi)iem es una sucesibn de entor

nos de x tal que [ ]Bi no es un entorno de x. Por tanto, esta dlti

iew
ma condicidn equivale a que x no sea un P-punto.

///
Dado que en el espacio de Stone de una k-&lgebra de Boole,
las fronteras de los conjuntos co-cero son no vacias y esté@n conte
nidas en el nficleo perfecto, la proposicibdn anterior garantiza la

existencia de puntos que no son P-puntos.

Notemos que existen k-&lgebras de Boole que no tienen P-pun-
tos en el nficleo perfecto. En efecto, en P(w) el nlicleo perfectoes

la frontera de un co-cero: l_J{i}\\l_J{i}. Esto también sucede
iew iew
cuando D es numerable y denso en S.

El siguiente resultado nos d& una caracterizacidn algebréica

de los P-puntos, cuya demostracidn es trivial.

PROPOSICION 3.¢

Sea x un filtro maximal en el k-&lgebra de Boole F. Se veri-
fica que xeS es un no P-punto si y solo si existe una sucesidn
. i i tal que ALB.
i)lew en yx tal que para cada Acx existe un 16w q f i

/77



-45-

A un filtro maximal con la propiedad indicada en la proposi-
cibdn anterior podria llamarsele "filtro maximal numerablemente re-
corrido". Esti claro que un filtro maximal principal no tiene esa

propiedad.

La existencia o no existencia de P-puntos en el nficleo per-
fecto de una k-8lgebra de Boole no es una cuestidn trivial. Sirva
como ejemplo el caso de P(w)/FIN, cuyo espacio de Stone es w*, y
cuyo nficleo perfecto es w*. En la demostracidn de la existenciade
P-puntos se hace necesario la utilizacién de la Hipbtesis del Con-

tinuo (Cf., 30 ).

En el caso general, la no existencia o la existenciade P-pun
tos depende de si la clase £, de los subconjuntos de P que son fron
tera de abiertos Fo' recubre o no recubre a todo P. Recordemos, a
proposito de la proposicibn que sigue, que en una k-&lgebra de Boo
le si M-S es infinito entonces Md es un cerrado infinito y no nu-

merable (Cf.,p.16)

PROPOSICION 3.7

Sea F una k-8lgebra de Boole, existe una infinidad no numera

ble de puntos en P que no son P-puntos.

DEMOSTRACION

Si para toda sucesidn disjunta (Ai)igw en f fuese
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l_JAi‘\l_JAi = ¢, seria £E1Ai compacto, por lo que (Ai)iew es fi-
nito y entonces F seria finita. Estamos en una contradiccidn pues
en todo este trabajo suponemos que F es infinita. Por consiguiente

existe una sucesidn (Ai)iew en F de disjuntos tal que
La; \Ua, # 9.

. . . d
Para cada icw sea yieAi arbitrario, se cumple que {yi} fand

d d
ILJa;, v aue (v }3%n (| a) = ¢. por tanto, {y;3] < | Ja,\lJa;
y este compacto esti formado por una infinidad no numerable de pun

tos donde todos son no P-puntos.

/77

PROPOSICION 3.8

Sea T S un cerrado infinito. Si xXeT es no P-punto para la
topologia relativa de T entonces x es no P-punto para la topologia

de S.

DEMOSTRACION

Si x€T es no P-punto para la topologia relativa existe una

sucesidn (Ai)iew en F tal que A NT # ¢ para cada icw,

X (A, NT) (A.N\T) -—
C£Ei . \\£Ei 1 ,por tanto XE\JAi y como xe€T vy x{l}AinT

seré foAi por tanto x € UA,~ UA,.

/77
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El reciproco del resultado anterior no es, en general, cier-
to. En efecto, todo punto x e Bw\w = w* es no P-punto en la topolo-
gia de Bw. Sin embargo, en la topologia relativa a w* existen pun-

tos que son P-puntos (bajo HC, segin se ha comentado anteriormente).

El siguiente resultado es consecuencia inmediata de la propo

sicidén anterior.

PROPOSICION 3.9

Si T< S es un cerrado infinito y xeT es P-punto en S, lo es

también para la topologia relativa a T.

El caso de Bw y de w* nos muestra que el reciproco del resul

tado anterior no es cierto.

PROPOSICION 3.10

Sea F una k-&8lgebra de Boole. No existe un Tc S cerrado e in-

finito tal que todo xe¢T sea P-punto en S.

DEMOSTRACION

Como T es infinito, el &dlgebra de los clopenes del compacto

o-dimensional T es un k-&lgebra de Boole cuyo espacio de Stone es
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homeomorfo a T. Por tanto habria en T puntos que no son P-puntos
para la topologia relativa a T. Estos puntos serian no P-puntos

en la topologia de S. Esto prueba el resultado.
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TEOREMA 3.11

Sea F un k-algebra de Boole. Sea (un)new una sucesibébn en

C(S)* puntualmente acotada en F. La sucesién (y_)

es uniforme
n’'new -

mente acotada en F si y solo si para cada xeP que sea no P-punto

existe un AeF con xeA tal que ('“nI(A))new sea una sucesidn aco-

tada.
DEMOSTRACION

La condicidn necesaria es evidente. Veamos la condicidn su
ficiente. Si (u_) no es uniformemente acotada en F entonces

n'new
sabemos dque existe un xeP tal que para todo AgfF con XeA es

(]“n[(A))new una sucesidn no acotada, y por tanto x es P-punto.
Sea ¢ la familia de los AcF tales que la sucesidn (|un|(A))ngw
es acotada. El conjunto G = [_JA es abierto y contiene a todos los
Ael

dtomos y a todos los no P-puntos del niicleo perfecto. Por tanto, el
conjunto F=G" es un cerrado contenido en P y formado por P-puntos.
Esto prueba que F ha de ser finito. Escribamos F=={xl,..., xn}. Sea

A = -
eF tal que xleA y {x2,..., Xn}(\A $. Como xlgA, (un)new es pun



-49-

tualmente acotada en F, pero no es uniformemente acotada en este 4l

gebra, ya que para todo BeF tal que x,eB se verifica que (|un|(B))n€w

1
es no acotada. Veamos que para todo p>0 existe un npew Yy una parti-

cién (E,F) de A, formada por conjuntos disjuntos de F, tal que

|unp(E)| >p y Iunp(F)I > p. En efecto, como (lunI(A))nem no es
acotada, existe un Ec A en F y un npew tales que

I“n (E)| > p+sup|u (3)]
p n

entonces

l“n (A\E) | = l“n (F)| = lu, (A)-u, E®) | > |u, BY|=|u, (A} >p
P p p p p p

Por tanto, para p=2 existe un n,ew y una particidn (El,Fl) de

1
A en conjuntos disjuntos de F tales que |u_ (E,)|>2 v |u_ (F,)[>2.

Se tiene que xleF1 o) xleEl. Supongamos que xlgFl. Escribimos

A1=E1' Se tiene que xl;éA1 que |unl(A1)P2 y que (lunl(Fl))n ﬁTO es

lo mismo que

>

una sucesibn acotada pues xleFl. Efectuamos sobre Al

hemos efectuado con A y obtenemos una particidn (E F2) de F. vy

2! 1
un n2>nl tales que

| u (EZ)[ > 3-+|un2(Al)|

ln_ (F

Jl >3+ |un2(Al)|
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Supongamos que x,c¢F_,. Llamamos A =E2 y se tiene que xl,éA2 y

172 2

| u 2(A2)| > 3-+|un2(Al)] y que (]unl(Fz))n>n2 no es una sucesién

n

eF..

acotada, pues x1 5

Procediendo por induccidén obtenemos una sucesibn (Ai)iaw en

F, formada por conjuntos disjuntos, y una sucesibn (un ) sub-

> 14
i
; lew
sucesidn de (un)nem y que denotaremos igual, tales que para cada

icw es Aic:A, x1¢Ai, (con lo que £EiAiCZG) Y

1ui(Ai)| > i+1+\ui(Ai_l)|. (*)

Como xlﬁl_JAic:A, se tiene que x4 £ [_JAiC:A, pues x, es

iew icW
P-punto. Por tanto, [ JAic:G. Para cada x e | JAi existe un A_eG
iecw iew
tal que xeAxc:G. Por la compacidad de [_JAi existen puntos Yyr oo ¥y
icw
tales que [ JA.C;A tJeeelJA —~G. Sea B=A U...UA . G. Como
i 1 yi Y Yy Yn
. ee e tad -
las sucesiones (lunl(Ayl)nsw' ' (!un|(Aym))new son acotadas tam
bién es acotada la sucesidn (|u_| (B)) .
n new
Por tanto, (un)nem es uniformemente acotada en FB pero se tie

ne que (Ai)iewC:FB' Esto estd en contradiccidén con (*).

/17



4o
B T oy e L e .
EACU . W L RO Y IAs

- =51~ LRI NI

UNIVERRI & nE SEVLLA

TEOREMA 3.12

Sea F una k-8lgebra de Boole. Sea (un)new una sucesibn en ((S)

es uniformemente fuertemente aditiva en F si y solo si para cada

XeP que sea no P-punto existe un AcF, con xelA, tal que (un)new es

uniformemente fuertemente aditiva en FA.

DEMOSTRACION

La condicidn necesaria es evidente. Antes de probar la condi

cién suficiente, notemos que si (“n)new es uniformemente fuertemen

te aditiva en las &dlgebras Foy v evey Fg oy donde B,
1 m

una particidn finita y disjunta en S, entonces (Un)new

:+ «-+y5 B forman

m
es uniforme
mente fuertemente aditiva en F. Pasemos a la demostracidn de la con

dicidn suficiente. Si (“n)nem no es uniformemente fuertemente adi-

tiva en F, existe un xeP tal que para cada AcF con XeA, (Un)new no
es uniformemente fuertemente aditiva en FA’ Por tanto, xeP es un
P-punto. Sean ahora ¢ y G, y F=={xl,..., xn} con el mismo signifi-

cado que en la demostracidn de la proposicibdn anterior. solo que

por G se tama la familia de los AcF tales que (un)n es u.f.a. en FA

gA vy {x2,..., xn}(\A = ¢. Pa-

Sea, como antes, A¢F tal que Xq

ra cada B de F tal que xleB es (Un)ngw no uniformemente fuertemen-

te aditiva en Fpr Ys POT tanto, en Fp- Existe pues: un >0 y una

subsucesidn (y_ ). de (p_) , que serd denotada como la sucesidn
n, iew n’' new
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de partida, tales que Iui(Ai)|>e para cada icw. Si X4 pertenece a
algln Ai, eliminamos el término i de la sucesibn. Por tanto, para

cada iew es Aic:A, xlei, |ui(Ai)|>e, }EiAf::G, }EiAic:A,
xlzl_JAi. Por tanto, como x, es P-punto, xlél~JAi. Como | JA.cA
i€Ww —_ iew icw 1
y xlﬁl_JAi, se tiene que [_JAiC;G. Por otro lado, dado que para
i€W

cada xel JAi existe un A _eF tal que xeA . Por la compacidad de

= 1€w

l JA. existen puntos y., ..., y_ tales que [ JA.C:A J...\JA =B.

=71 1 m =71 Y Y

iew iew 1 m

Como (u ) es uniformemente fuertemente aditiva en Fp , Fp
n’'new Y1 Y2

.o FAY , también lo es en Fp- Dado que (Ai)iew es una sucesidn de
m

disjuntos en F

p tales que Iui(Ai){>g para cada icw. Hemos obtenido

una contradiccidn.

; /77

El siguiente resultado permite caracterizar (N), (G) & (VHS)

en términos de los no P-puntos del nficleo perfecto.

COROLARIO 3.13

Sea F una k-&lgebra de Boole. F no tiene la propiedad de
Vitali-Hahu-Saks (resp. Grothendieck, resp. Mikodym) si y solo si
existe una sucesibn (Un)new en ¢(S)* puntualmente convergente a ce
ro (resp. acotada y puntualmente convergente a cero, resp. puntual
mente acbtada en F) y existe un xeP no P-punto tal que para cada
AcF con xe¢A se tiene que (Un)new no es uniformemente fuertemente

aditiva en FA (resp. idem, resp. (‘Unl(A))new es no acotada).
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EJEMPIO 3.14

Exponemos a continuacién un ejemplo,dado por Schachermayer ( 19.78)
de k-&lgebra de Boole atfmica que carece de las propiedades ((VHS), (N), (G)

Y (R)) y que sin embargo, su nucleo perfecto posee camo &lgebra de clopenes
una que tiene todas esas propiedades.

Sea N el conjunto de los nfimeros naturales.Sea F el &lgebra formada
por los conjuntos Ae N tales que para todo,salvo un nfmero finito, k el
conjunto {2k-1,2k} estl contenido en A o en N~A . Schachermayer demuestra
que esta 4lgebra de Boole carece de las propiedades citadas y que 9 ,su espacio
de Stone,carece de sucesiones convergentes distintas de las triviales.Demues-
tra ademds que el espacio @ SN es homeamorfo a 8N~ N. Es suficiente Obser
var que @ SN es el nucleo Perfecto de F y que BSNNN es el espacio de Stone
de P(N)/FIN .

EJEMPIO 3.15

Consideramos aqui el &lgebra de Boole descrita en el Ejemplo p.10 .
Continuamos con la notacidn del ejemplo citado.Sea Z={AeQ d(A)=1}. Es imme-
diato comprobar que Z es un filtro maximal en F y que la aplicacién d es
la medida GZ.Sea X un filtro maximal en F tal que X # Z. Existe un AcgZ
tal que A ¢ X. Camo d(A) = 1, se tiene que d@A%)=0y A ¢ X . Por tan-
to, en S= St(F) se verifica que para todo X # Z existe un A de X con
d(a) = 0. La traza del &lgebra sobre un conjunto A de densidad cero es P(A).
Se tiene, por tanto, que para todo X e P yv X # Z existeun A ¢F con
X €A vy tal que FA es un dlgebra campleta. Si para 2 se tuviese la mis-
ma propiedad, segln los resultados anteriores se podria afirmar que F tiene

las propiedades (VHS),(N) v (G). Sin embargo, Freniche |[1983] prueba que
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F  no tiene la propiedad (G). Por tanto, para todo A ¢2 se tiene aque
FA no tiene la propiedad (G).

En el préximo teorema se prueba que todo &laebra de Boole que esté
en la situacidn anterior y que ademis posea la pl{opietiad Sub J para las
sucesiones de clopenes infinitos v disjuntos posee tambi&n la propiedad
(VHS) .

PROPOSICION 3,16

Sea F un k-8lgebra de Boole. Si para cada X ¢ P existe ur A ef
tal que x e,y tal que FAX tiene la propiedad (VHS) (resp. (N), (G) )
exepto a lo sumo en un conjunto M < P , M discreto, v si ademis las suce
siones de clopenes infinitos y disjuntos poseen la propiedad sub J entonces
F  tiene la propiedad (VHS) (resp. (N), (G)).

DEMOSTRACION

a) .~ Supongamos que M = {z}. Sea (u) ., una sucesién puntualmente

convergente a cero en F . Si esta sucesifn no fuese uniformemente fuertemente
aditiva en F , existiria un ¢ > 0, una sucesibn (Ai)iew de clopenes infi
nitos y disjuntos y una subsucesién de (un) new due serd denotada iqual
tales que para todo iew , es {ui(Ai) |>e . Por la propiedad sub J existen

un AeF , y un par Nl’ N2 de subconjuntos infinitos de w v disjuntos ta-

les que para todo ie:Nl es Al.c,A yparacada i e N, es Aic.Ac. Se

2

tiene que o kién 2z ¢ A o Dbien z ¢ A°. Si z ¢ AC entonces para cada

Xx ¢ ANP existe un clopen A, tal que F tiene la propiedad (VHS). Por

A
X
consiguiente, FA tiene la propiedad (VHS). Dado que la sucesibn (ui)iEN
1
es una sucesidn puntualmente convergente a cero en FA y la sucesidn
(Ai)ieNl es una sucesién disjunta en F, tal que {ul.(Al.) I>e para cada

ie Nl’ llegamos a una contradiccidn.
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b).-Si M es un conjunto discreto de cardinal arbitrario, se tiene
que para todo X ¢ P existe un AXeFtalque Ang es 0 vacio o uni-
tario. En cualquiera de estos dos casos se deduce que F tiene la propiedad
(VHS). Por tanta F tiche la propiedad (VHS).

El resto de la demostracifén es similar a lo demostrado antes.

/17
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CAPITULO IV

Este Capitulo estd motivado por la condicibn adicional (cque agui
serd denotada por aD ) que Dashiell |1981| afiade a la condicién up-down-
semi-camplete (u.d.s.c.) para obtener una condicibn cue implicue las propie-
dades (R) y (N).En primer lugar se va a estudiar una leve condicién adicio-
nal ( que aqui es denotada por (JL) ) de expresién algebraica o topoldgica
y que anadida a la condicién (u.d.s.c.) nos da una condicidén suficiente pa-
ra la propiedad (N). Con el posterior estudio del &lgebra J de los
medibles segin Jordan del intervalo [0,1] viene a demostrarse que la condi
cién (u.d.s.c.) junto con la JL no son suficientes para garantizar la pro-
piedad (G). Se obtiene asi la primera condicifn que conocemos que es sufi-
ciente para (N) vy que no lo es para (G). La condicidn (aD),que es de
tipo funcional es descampuesta en otras dos condiciones funcionales : la
(ad') y la (aD") de fomma que las dos propiedades juntas equivalen a la pro
piedad (aD) vy la primera de ellas es equivalente a la propiedad (JL). De
esta forma se detecta la diferencia fundamental que existe entre el &lgebra
de los subconjuntos de [O,l] que son simultaneamente FO y G 5 (cue Dashiell

prueba que tiene las propiedades (u.d.s.c) v (aD) ) vy el &lgebra de los
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subconjuntos wedibles-Jordan de -[0,1] . Esta diferencia estriba en que
la primera posee la propiedad (aD") mientras que la segunda no la tiene. Sin
embargo, ambas poseen la propiedad (aD'). Es,pues, esta diferencia la respon
sable de que la primera tenga las propiedades (R) y (N) y de que la segun
da tenge la propiedad (N) pero no la (G). El Capitulo finaliza con el estudio
de algunas propiedades alternativas a la (aD) y que ahadidas a la propiedad
(u.d.s.c.) producen los mismos resultados que (u.d.s.c.) + (aD). Una de estas
propiedades es una versifn subsecuencial de la (aD) y que es denotada por
(aDs) . Nos queda abierto el problema de separar, a través de ejemplos concre-

tos, estas filtimas propiedades.

DEFINICION
Un &lgebra de Boole F se dice que es up—down-semi-complete (u.d.s.c.)
si para cada sucesifn disjunta en F que tenga supremo se verifica que toda

subsucesién también tiene supremo.

En este capitulo seré usado el siguiente resultado de Dashiell 1981 :
"Si F es un &lgebra con la propiedad (u.d.4.c.) entonces para cada sucesién
disjunta (A ) new & F v toda sucesidn  decreciente (Bn) con infimo el
vacio y tal que An < Bn para cada new se verifica que la sucesbn (An) new

tiene supremo en F .
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DEFINICION 4,1

Sea F un &lgebra de Boole. Se dice que F verifica la propie-
dad "adicional de Dashiell" (abreviadamente aD) si para toda medi-
da acotada pu>0 numerablemente aditiva y toda sucesibn (An)new en

de disjuntos tal que u(An)==0 para cada new existe un AeF tal que

an((_Ja) =¢ y u@ > o.
new

PROPOSICION 42

Sea F un dlgebra de Boole. F cumple aD si y solo si cada me-
dida estrictamente positiva y con soporte contenido en la frontera

de un co-cero no es numerablemente aditiva

DEMOSTRACION

Supongamos que F cumple la propiedad aD. Sea ueC(S)*, u>0 tal

que carucjl_JAi \l_JAi como carpA, =¢ para cada iew es u(Ai) = 0
icw il1ew
para cada icw. Sin embargo, si AeF y p(A)>0 entonces Arycaruy # ¢,
y Ar\([_JAi) # ¢. Por tanto, no existe un AeF con A(\(l_JAi) = ¢y
iE®

tal que p(A)>0. Por consiguiente P no es numerablemente aditiva.

Reciprocamente, si peC(S)*, p>0 y py es numerablemente aditi-
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va, sea (Ai)iew una sucesidn disjunta en F tal que u(Ai) = 0 pa-

ra cada iew. Si no existe un AeF con A(\(l_JAi)iew = ¢ tal que

u(A)>0 es que car(u)C:l_JAi \[ JAi lo cual no es posible si y es
icw i
numerablemente aditiva.

///

PROPOSICION 4.3

Si F es un k-dlgebra de Boole con la propiedad aD entonces

F no es n-o.

DEMOSTRACION

Sea xeP tal que x es de la frontera de un co-cero. La medida
6x no es numerablemente aditiva por lo que debe de existir una su-
cesidn con supremo en F.

En lo que sigue, intentamos sustituir la propiedad aD en una

k-&lgebra de Boole por una propiedad de caricter algebrdico o topo

1l6gico.

DEFINICION 4.4

Se dice que una k-&lgebra de Boole F tiene la propiedad (JL)

si para todo xeP que no sea P-punto existe una sucesién (Ai)iew dis

junta tal que [_JAig;F y tal que xe{ JAi \[_JAi.

iew icw iew
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PROPOSICION 4.5

F cumple la propiedad Jl si y solo si para cada xeS que no

sea P-punto existe en F una sucesibn (Bi)iem decreciente con x;:Bi

para cada i y | ]Bi = 4.

DEMOSTRACION

Si x es no P-punto, existe una sucesidn (Ai)iaucon.L_JAigE'
icw
- . c -
y xe[_JAi‘\{_JAi. Anadamos el conjunto (l_JAi) a la sucesibén de
ilew iew iew
partida. Reordenemos la sucesidn tomando a ese conjunto como primer

elemento. Se verfica que xe[ JAi\\[_JAi y que I_JAi = 8. Sea

lew iecw

c c c .
= = = .U . J) .

B1 Al’ B2 (Alt)Az) y+es B (Ai\).: L An) La sucesidn (Bl)lew es
-

decreciente, sti para cada iew V¥ [ ]Bi = ¢.
lew

Para la demostracidn de la condicibdn suficiente basta tomar
complementarios.
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PROPOSICION 4.6

Si1 F cumple la propiedad aD entonces cumple la propiedad (JL).

DEMOSTRACION

Sea xe¢S que no es P-punto. Existe un conjunto co-cero en cuya

frontera esta x. Por tanto, la medida 6x no es numerablemente aditi
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va. Por tanto, existe en F una sucesibn (Bi)iew tal que

A- — ] 0

/\ B, = f ]Bi = ¢ y tal que iiﬁ GX(Bi) # . Por tanto, xeB, para
1 mayor que un cierto i,- Sin embargo, xﬁf ]Bi. ///

iew
Notemos ahora que existen &lgebras con las propiedades (N),

(G), (VHS) y que no son (JL) ni (ab).

PROPOSICION 4.7

Sea F una k-&lgebra de Boole. Si F cumple (JL) y (udsc) en-

tonces F cumple .la proviedad de Nikodym

DEMOSTRACION
Si F no cumple (N) entonces existe una sucesibn (un)new en

C(S)* puntualmente acotada en F pero que no es uniformemente acota
da en F. Segfin se vid en el teorema 3.11 , existe un xeP tal que
para todo AcF con XeA es (|un|(A))n€w una sucesibén no acotada, sien

do x no P-punto. Como X no es un P-punto, existe una sucesibn de-
-

ITUTS
creciente (Bi)iew tal que sti para cada iew y sin embargo [ ]Bi==¢.
lew
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Sabemos que cuando una sucesibn de medidas (“n)naw es puntualmen-
te acotada en un 8lgebra de Boole pero no es uniformemente acota-
da;para cada p>0 es posible obtener Ep y FD particién de la uni-

dad S del &lgebra en elementos disjuntos y npew tales que:

vy B ey fug

p P
Consideremos la sucesibn (un)new gue no es uniformemente acotada

n (Fp)|>p

en el &lgebra Fp vy p=1 existe E; ¥y Fy
1
(El)|>1 y Iunl(Fl)|>l

particidn de Bl y njew

tales que Iun
1

Supongamos que XeEl entonces ponemos A1=F1 y se tiene que

xaEl(\B por lo que (u no es uniformemente acotada en

2 n gy

. 1 . iz 8
existe por tanto E2 v F2 particidn de E1 B2 Yy ny,>ny

o ]o]

Fe n

El B2

tales que: [un (E2)|>2 Y ]”n (F2)|>2
2 2

Supongamos que xeE., entonces ponemos A =F2 y se tiene que

2 2

X€E2(\B3 por lo que (u ) _ =~ no es uniformemente acotada en
. nsn
FE g procediendo de es%a forma,por induccidén se obtiene:
2 3
(Ai)iew sucesidbn de dJ.SJuntos,(uni)iEUJ subsucesidn de (“n)new

gue denotamos,igual tales que:

Para cada iew es A€B, vy iui(Ai)|>1 (1)
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—_—
Como [ ]B, = ¢ y F es u.d.s.c., existe V A,, es decir
iew iew T
[_JA.eF. Por tanto, (Ai)iew estd contenida en la o-dlgebra I que

iew
genera. Esta estd a su vez contenida en F y (un)new es puntualmen
te acotada en este o-&lgebra. Pero de (1) se deduce que (un)new
no es uniformemente acotada en £, siendo puntualmente acotada en

L. Esta contradiccidén prueba el resultado.

Con objeto de motivar la prdxima definicibn, recordamos algu
nos conceptos y resultados que son bien conocidos. Diremos gue una
medida de Radon u en S es puntualmente no-atémica si u({x}) = 0 pa
ra cada xeS. Si existe un xeS tal que p({x}) # 0 diremos que 1y es no

puntualmente no atdmica. Diremos que p:F+R es no-atbmica si no exis-
te un AeF que sea y-a&tomo, es decir no existe un AgrF tal que para
todo BeF con B A es p(B)=p(A) 6 pu(B)=0, es decir y restringida a

FA es bi-valorada.

Diremos que p es puramente atomica (o puntualmente atdmica)

)

si existe una sucesidn (a;);., en R tal que §:|ai| es conver-

iew
gente y una sucesidn de medidas bi-valuadas (ui = 6x para algin
X, € S) tal que u= z aidi. Esto es equivalente a decir que p como
medida de Radon es atémica (en la terminologia de Semadeni ( 1971 ,

pag.337), esta terminologia puntualmente no atémica equivale a
medida "atomless")

La caracterizacidén topoldgica de estos coneptos viene dada

por las dos siguientes proposiciones.
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PROPOSICION 4.8

u es no-atdmica en F si y solo si car(u) es perfecto.

DEMOSTRACION

Si car(p) tuviese un punto aislado x, tomarfamos un AecfF tal

que Afcar(u) = {x} y entonces A seria un p-§tomo.

Reciprocamente si AcF es un py-&tomo, existe una descomposi-
cibn: y = HytHy s donde para cada EeF es ul(E) = u(ENA), uz(E) =
= u(E(\Ac), car(p) = car(ul)\)car(u2). Como My es bi-valorada, exis
te un acR y un xesop(ul) tal que My = aéx. Por tanto, car(ul) =
= {x}, ANcar(y) = {x} y car(y) no es perfecto.

/77

PROPOSICION 4.9

U es fuertemente continua en F si y solo si py es puntualmen-
te-no-atdmica
DEMOSTRACION

No se pierde generalidad en suponer que u es positiva

Si existe un xeS tal que e=pu({x})>0, tomando el nGmero g/2,
existe una particidn {Al,..., An} de S, formada por elementos de F,

tal que u(Ai)<e. Esta contradiccibn prueba la condicidn necesaria.

Si suponemos que u no es fuertemente continua en la descompo-
sicidn de Sobzvz v Hammer apareceria una medida bi-valorada vy,
por tanto, existirfia un xeS tal que u({x})>0. Por tanto u no seria

puntualmente-no-atémica.

/77
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Es evidente que si u es puntualmente-no-atémica entonces

es no-atémica.

En toda k-&lgebra de Boole existe una medida no-atbémica que,
como medida de Raddn, es puntualmente-atbmica. En efecto, la propo
sicibén 1.14 , prueba que en el nlGcleo perfecto de una k-&lgebrade
Boole siempre existe un conjunto cerrado perfecto y separable K =
= {x.}. . Es evidente que entonces (x.). es denso en si mismo

i'iew i‘iew
(si existiese un x_. aislado, existirfa un clopen A, con xjeA tal

i‘iew i‘iew i'igw
i

que AN {x.}. = {xj}. Entonces, como {x.}. = {xj}\J{x.}- y
como {X.}. C:Ac, ser8 AN (x.). = {x.}, en contradiccibn gon
i'iew i'iew j

{}lJ f
que X iew es perfecto).

Tomemos p = ) a,$§ donde (a.) . es una suecesidn positiva

ix, i'iew
tal que E a, es convergente. Se tiene que i es una medida de Radon
puntualmente-atdémica. Como car (u) = {xi}iem es perfecto, p es una

medida no-atbémica en F.

La propiedad aD puede ser ahora descompuesta en otras dos.

DEFINICION 4.10

Sea F una k-dlgebra de Boole. Se dice que F cumple la propie
dad (aD)' (resp. (aD)") si para toda medida p>0 y no puntualmente-
no-atdmica (resp. y puntualmente-no-atbmica) cuyo soporte estd con

tenido en la frontera de un co-cero no es numerablemente aditiva.
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Es evidente que F cumple (aD) si y solo si cumple (aD)' vy

(aD)".

PROPOSICION 4.11

Si F es una k-&lgebra de Boole, las propiedades (JL) y (aD)'

son equivalentes.

DEMOSTRACION

Supongamos que car(uk:-[_JBi\\l JB Yy que y es no puntualmen
iew iew
te-no-atdmica. Sea xecar(u) tal que p({x})>0. Como x no es P-punto

i 16 . = A A .
existe en F una sucesidn (Ai)iew tal que {_JAl eF Yy Xe \iei i
Se cumple entonces que u(A\[ JA ) > p({X})>0 y, por tanto, u(A)>

icw

> Z u(A ) . Esto prueba que y no es numerablemente aditiva.
lew

Reciprocamente, sea xe[ JB ‘\l JB. y u=8x. Esta medida no

lew iew
es numerablemente aditiva. Existe pues una sucesidn disjunta (Ai)iau

en F tal que A = { JA eEF Y u(A\[ JA )>0. Por tanto, xeA\[ J A,
lew i iew *

/77

Como consecuencia de este resultado, se tiene que F cumple
la propiedad (aD) si y solo si cumple la propiedad (JL) y la propie
dad (ab)". Por tanto, si F cumple la propiedad (udsc) y la propie-
dad (JL) entonces cumple la propiedad (N). Si adem&s cumple (aD)"

entonces cumple las propiedades (R) y (VHS).
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DEFINICION 4.12

Sea F una k-&lgebra de Boole. Se dice que F cumple la propie-
dad (ccc)' si toda familia de clopenes infinitos y disjuntos es, a

lo m&s, numerable.

PROPOSICION 4.13

Si F es una k-&lgebra de Boole con la propiedad (ccc)' enton

ces en P no hay P-puntos.

DEMOSTRACION

Supongamos que xeP es un P-punto. Sea ¢ la familia de los abier
tos Ej que contienen clopenes infinitos y que est&n contenidos en

S\{x}. Si GeG¢ es G S\{x} pues en caso contrario x seria no P-punto.
Se define ahora GliGz si y solo si G1=G2 6 (Gz\Gl)r\P £ .

Una cadena (Ga) formada por elementos distintos entre si, es nu-

ael
merable (ya que en caso contrario habria una familia no numerable
de clopenes disjuntos). La cadena puede escribirse, por tanto como
(Gi)iew. Por tratarse de una coleccidn numerable de abiertos F se
cumple que [_JGi es también un abierto F_ contenido en S\{x }.
icw
Este Gltimo conjunto es una cota superior de la cadena. Exis

te pues un elemento maximal en ¢. Sea éste G = L_JAi. Veamos que
lew
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si l JA CS\{x} estrictamente, contradecimos la maximalidad de G.
iew —_ —_—
En efecto, como xtl J i es xeS\[_JA.. Este Gltimo conjunto es un
icw iew
abierto infinito que por ser entorno de xeP existe un y#x, yeP pa

ra el cual existe un A entorno de con xeA S A.. Por tan
XEF Y v \Jl-_g({ i 2
to, AC S\{x} yv A (\l JA. = ¢. Por tanto, (l JA.)\JA mayora a
Y iew iew * Y
LY
o— le.

lew

Por consiguiente se cumple gque & bien [_JAi = S\{x} & bien

[_JAi = S. En el primer caso se deduciria que {x} es un clopen, lo
cual es imposible pues x¢ P. En el segundo caso, se deduciria que
xe[ JA \[ Ja A;. En ambos casos se llega a contradiccidén y asi nues-

iew iew
tro resultado gueda probado.

/77

Tratamos ahora de establecer una propiedad andloga a la (JL)
sobre P-puntos pero con P-conjuntos que implica la propiedad (aD).
Veamos que si F es un k-&lgebra de Boole tal que para todo Hc=S ce

rrado gue no sea P-conjunto (en cuyo caso seria diseminado) se ve-

rifica que existe una sucesidn (Al)lgw en F tal gue A = ( JA €EF Y
lew
tal que HC:A\([ JAi) entonces F verifica la propiedad (aD). En efec
iEw

to, si car(u)c;[ JB \[ JBi y u>0 se tiene aue car(uy) es un cerrado
no P-conjunto. Por consiguiente existe una sucesibn (Ai)iew tal que
A = {_JAi y que car(u)czA,\L_JAi. Por tanto ) U(Ai) = O<p(A) v u

iew iew iew
no es numerablemente aditiva.
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Veamos tambié&n que enunciando una propiedad mucho m&s débil

sobre los no P-conjuntos cerrados se tiene la propiedad (aD).

DEFINICION 4.14

Sea F una k-algebra de Boole, diremos que F tiene la propie-

dad (JL1) si y solo si verifica la propiedad (JL) y para todo H ce

rrado perfecto y no P-conjunto existe una sucesibn (Ai)iew con
A= | Jaer tal que BN (|_Ja) = ¢ y HNA # 6.
lew iew

Es evidente que si F cumple (JL1l) entonces cumple (JL).

PROPOSICION 4.15

Todo k-&lgebra de Boole con la propiedad (JL1l) cumple la

propiedad {(abD).

DEMOSTRACION

Sea >0 tal que car(p)c:[_JBi>\L JBi' Si car(y) no es denso

icw icw
en si mismo, segln se vid en la pég.66 , no es numerablemente
aditiva. Si car(u) es perfecto existe una sucesibn (Ai)igw tal que
A = [_JAieF, (car(u))f\([_JAi) = ¢ y (car(u)) NA # ¢. Por tanto,
iew ilew
0= ) u(Ai)<u(A). Por tanto, p no es numerablemente aditiva.
iew

/17
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ESTUDIO TOPOLOGICO DEL ALGEBRA J

Consideremos la medida m de Lebesgue sobre el intervalo [O,l].
Sea J la clase de los conjuntos medibles-Jordan, es decir la clase
de los Ac[0,1] tales que m(i\£)==0. Es claro que J=={Ac:[0,l]/XA
es R-integrable}. Schachermayer(1978) prueba que J es u.d.s.c. vy
que J tiene la propiedad (N) y que no verifica (G). Por tanto, Jno
cumple ni (VHS) ni (R). También est& claro que J no cumple la pro-

piedad (aD), ya que (udsc) + (aD) === (R).

PROPOSICION 4.16

J no tiene la propiedad (ccc)'.

DEMOSTRACION

Sobre el conjunto I de los irracionales de [0,1] consideremos
la relacidn de equivalencia xRy si y solo si x-yeD. Consideremos
el conjunto cociente I/R. Cada clase de ecuivalencia est& formada
por una cantidad numerable de nGmeros reales. Dado que las clases
de equivalencia forman una particidén de I y que I es no numerable,
el nGmero de clases de eguivalencia no es numerable. Para cada cla
se de equivalencia x tomamos el subconjunto A§ = {x+1/n, n>1}.

Es evidente gue cada conjunto Ai es medible-Jordan, infinito v que
(Ai)igI/R es una familia no numerable de conjuntos medibles-Jordan

infinitos y disjuntos. /17
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Aunque J no tiene la propiedad (ccc)' vamos a demostrar que
en el nficleo perfecto, de SJ, el espacio de Stone de J, todos los
puntos son no P-puntos. Simult&neamente, se probard que J tiene la
propiedad (JL). Esto probard que la propiedad (JL) es estrictamen
te m8s débil que la (aD). Quedar& ademds probado que las propieda
des (udsc) y (JL) juntas no implican ni (G), ni (VHS) ni (R). Sin

embargo, segfin se vié en la proposicibn (udsc) + (JL) === (N) 4.7

TEOREMA 4.17

En el nficleo perfecto de SJ se verifica que no hay P-puntos.

J = tiene la propiedad (JL).
DEMOSTRACION
Sea x un filtro maximal no principal de J. Como

[0,1] = [0,1/2]u [1/2,1], se verifica que [0,1/2] 6 [1/2,1]ex. Sea
Il el medible Jordan que esté& en Xx. Il lo partimos por su punto me

dio en dos intervalos cerrados Ii e Ii tales que Iik}li==llex. Uno

de esos dos subintervalos estard en x. Lo denotamos por 12. Asqi,
por induccidn se consigue una sucesibn de intervalos encajados

) ; cada uno de ellos, en x, tal que 4d(I_) = L tiende a cero
n’ new n n

para n»>«. Existe un toe[o,l] tal que {to} = l;lIn- Como {to} es me
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dible Jordan pero {to}ﬁx, ya que x es no princival,resulta que,
interpretidndolo en el espacio de Stone, la sucesibn (In)na»es

decreciente, est8& formada por clopenes entornos de x, tieneeig

fimo y x;é/\ In.

OBSERVACION 4.18

En Kelley ( 1959) aparece una condicidn necesaria y suficien
te para que sobre un &4lgebra de Boole F exista una medida estricta
mente positiva (es decir p:F-»IRR y u(A)>0 para cada AcF, A#0), vy
acotada. Dicha condicibén seri denominada condicidn (KL). Diremos
que F cumple la propiedad (KL) si existe una coleccidn numerable

de subconjuntos de F, (Mi) tal que F\¢ = [_JMi y I(Mi)>0’ para

icw
cada iew. Aqui, T denota el "nlimero de interseccibén" de la familia

iew

correspondiente. Si B es una familia de elementos de F, para cada
n
o= {A;, ..., A} sucesibn finita de B definimos i(a) =sup{ ) Xp (%)
i=1 i
xeS}, si denotamos al nfimero de elementos de A por n(A), se define

o i(a)
I(B) = inf({ YK AEPf(B)}
Kelley, d4 también una condicibdn necesaria y suficiente para

gue un &lgebra completa v (ccc) admita una medida numerablemente

aditiva y estrictamente positiva. Esta condicidén es la gue &l llama
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débilmente numerablemente distributiva (w.c.d.). Por Gltimo aparece
la condicién dada por Ryll-Nardzewski ( 1959) que sera de-
notada por (RN) . Se dice que F cumple la condicibn (RN) si existe

una familia numerable de subconjuntos de F (Mi)iew tal que

|_Jm,

Il

F\{¢} y tal que

lew
l.- Para cada iew es I(Mi)>0.
2.- Para cada sucesidn creciente (Ai)isw de F con supremo
V A, = AcF se verifica que si AeMj para algln jew entonces existe
ilew

un m tal .
EW que AmgMj
Se verifica que : un 8lgebra de Boole F admite una medida
numerablemente aditiva y estrictamente positiva si y solo si F
es (RN).Se tiene que si F tiene la promiedad (RN) entonces tiene

la propiedad (KL) y por consiguiente F tiene la propiedad (ccc).

En relacidn con estos conceptos conviene resaltar algunos

resultados interesantes.

SiFes un 8lgebra de Boole separable (existe una sucesidn
Ai)iem en F tal que para cada AcF existe un icgw con Aic:A), enton
ces satisface (K1), incluso existe una medida estrictamente posi-

tiva que no es numerablemente aditiva.

Si F es un &lgebra de Boole separable vy sin &tomos, F no ad-
mite una medida numerablemente aditiva y estrictamente positiva. Es
to prueba que la condicidén (K1) no implica (RN) . Un ejemplo concre
to estaria dado por el &lgebra de los clopenes de {0,1}”. Schacher-

mayer (Cf., 36 , pg. 26 ) prueba que en ese &lgebra no existe medi
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da numerablemente aditiva de ningfin tipo.

Es evidente que si F tiene algin &tomo, entonces existe en
F una medida numerablemente aditiva: basta tomar §, si x es un clo
pen de S. Por tanto, para que en F no exista una medida numerable-
mente aditiva es necesario que F sea sin dtomos. Por otro lado, si
F fuese n-0 entonces es evidente que toda medida en F es numerable
mente aditiva. Por tanto, para que en F no existan medidas numera-

blemente aditivas es necesario que F sea no n-g.

Si en S existiese un x tal que x no estd en la frontera de
ninglin co-cero con supremo entoces §, serianumerablemente aditiva.
Por tanto, para que F no tenga medida numerablemente aditiva es ne

Cesario que se cumplan las tres condiciones siguientes:
1.- S es perfecto.

2.- Existe una sucesidn (Ai)ig de disjuntos en F tal que
w

3.- Para cada x¢S existe alglin co-cero [ JBi tal que [ JBig;F
— igw iEw

y xe| JBi \[_JBi.

lew icw
La busqueda de una condicidn necesaria y suficiente para que
un dlgebra de Boole F no posea una medida numerablemente aditiva

queda parcialmente resuelta con el siguiente teorema.
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TEOREMA 4.19

Sea F un &lgebra de Boole. No existe una medida no puntual-
mente-no-atémica y numerablemente aditiva si v solo si S es per-
fecto (es decir F no tiene 4tomos) F es no n-g y todo xeS es de
la frontera de alglin co-cero con supremo (es decir co-cero con clau

sura abierta).

DEMOSTRACION

La condicidn necesaria es, ahora, evidente. La condicidn su-
ficiente la probaremos por reduccidn al absurdo. Sea y una medida

numerablemente aditiva y no puntualmente-no-atémica. Esto mismo

ocurre con A=|u|. Existe pues un xeS tal que u({x})>0. Si existie-

se una sucesidn (Bi)iew en F tal que }EiBi = BeF y fuese
XEB\{_JBi entonces A(l_JBi)<A([_JBi\){x})ik(B), en contra de que

iew
A sea numerablemente aditiva. Por tanto x no es de la frontera de

ningQin co-cero con supremo.

/77

PROPOSICION 4.20

Si S=PUJD es la descomposicidn perfecta-dispersa de una k-3l
gebra de Boole F entonces toda medida de la forma p = ) aiéx con
i
Z’aii convergente y {Xi}iewC:D es numerablemente aditiva.
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DEMOSTRACION

Se puede suponer que u es positiva, si p no es numerablemen

te aditiva existe una sucesidn (Ai)iew de disjuntos tal que

[_JAi = S y que Ju(a;) = u([_JAi)<u(s). Por tanto existe un jew
lew
tal que x_.eS\| JAi. Esto no es posible pues S\| JAi es de interior

iew iew
vacio.

/17

Segin la terminologia de Bashkara-Rao-Bashkara-Rao (Cf.,
diremos gue una medida u:F+R es pura si no existe una medida nu-
merablemente aditiva en F tal que 0<A(A)<|ul(A) para cada AeF. La
descomposicidn de Yosida-Hewitt de una medida acotada u:F+IR nos
permite poder escribir, de forma fnica u==uc+up donde U, s nume-

rablemente aditiva vy up es una carga pura.

PROPOSICION 4.21

Sea F un &lgebra de Boole con la propiedad (KL). F no admite
una medida numerablemente aditiva si y solo si todamedida estricta

mente positiva es pura.

DEMOSTRACION

La condicidén necesaria es consecuencia inmediata de la des-

composicidn de Yosida-Hewitt. Reciprocamente, si v es una medida
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numerablemente aditiva veamos que v=0 (suponemos que v>0, pues,
en caso contario tomariamos |v]). Por verificar F la propiedad

(KL) , existe una medida u estrictamente positiva, que, por hipd
tesis, es pura. Como )X = y+v es estrictamente positiva serd A pu

ra. Pero como v<.), necesariamente v=0.

/17

PROPOSICION 4.22

Sea F un algebra de Boole y sea HcS. Existe una medida
acotada u:F+IR tal que car(uy) = H si y solo si H es cerrado vy

FH=F/I, donde I = {AcF: ANH=¢}, cumple (KL).

DEMOSTRACION

Para probar la condicidn necesaria basta observar que y es

estrictamente positiva en F_, pues u(AM\H) # 0 si ANH # 8 vy

q
p(AMNH) = py(BMNH) = p(A) = u(B) si ANH = BMNH.

Reciprocamente, la aplicacidn inclusibn i:H-+S es continua
e inyectiva. Por tanto, existe una aplicacidén t:¢ (H)*»C(S)* 1li-
neal e inyectiva. Si ueC(H)* es estrictamente positiva, la cual
existe por cumplir Fy la propiedad (KL) y ser H el espacio de
Stone de Fyr ©s evidente que la medida t(u)ec(8)* define una me
dida en F tal que car(t(u)) = H.

/1
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Vamos a tratar ahora de establecer una condicibn m&s débil

que (JL1) y que siga implicando (aD). Diremos que un cerrado H

tiene la propiedad (KL) cuando el élgebraFﬁitenga la propiedad (KL).

DEFINICION 4.23

Diremos que F verifica (JL2) si para todo cerrado con la pro
piedad (KL) HCS que no sea P-conjunto, existe una sucesidn dis-

en F con supremo AcF tal que ([_JAi)r\H = ¢ pero

junta (A.).
i‘ie iTw

w
ANH # ¢.
Si, en particular un cerrado (KL) verifica la propiedad aqui

descrita , se dird que H cumple (JL2).

Es evidente que si F cumple (JL2) entonces cumple (aD).

Veamos a continuacidn que las propiedades (JL) y (JL2)
pueden ser caracterizadas a través de la regularidad de los abier

tos F_ de S.
o}

PROPOSICION 4.24

Sea F un &lgebra de Boole. Sea x un no P-punto de S. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

l.- Existe en F una sucesidn disjunta (Ai)iew con supresmo

[_JAi = AecF tal que xﬁ[_JAi y Xe¢A (es decir x tine la pro-
iew
piedad JL).

2.- Existe un co-cero [ JCi tal que xe{ JCi\{ JCi y existe un AcF
icw - N

tal que XeAc:[_JCi-
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3.- Existe un co-cero l_JCi tal que xe[_JCi\[_JCi.
iew

DEMOSTRACION

Es evidente que 1 == 2 pues basta tomar el co-cero |_Ja,;

ya que xe[_JAi\l_JAi y el conjunto A = [_JAi verifica que xeA vy

AceF.

También es claro que 2 == 3 pues si xeA.C[_JCi, con AcF y
— : iew -
xel_JCi\l_JCi, se tiene que xeAC:[_JCi y, por tanto, xel_JCi\L_JCi.

Finalmente, sea AeF tal que xeAc:[_JCi. Como [_Jci es denso

en l_JCi seré ([_JCi)(\A denso en A. Por tanto [_JCi(\A =A y

xi[_JCi(\A..Esto prueba que 3 == 1.

///
PROPOSICION 4,25

Sea F un 8lgebra de Boole. Sea H un cerrado no P-conjunto.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

l.- Existe en F una sucesidn disjunta (Ai)iem con supremo A =

= [_Ja,eF tal que | Ja.NH = ¢ y ANH# .

iew iew _
2.- Existe un co-cero l JC. tal que HC:[ JC.\[ JCi y existe un
iew . icw * T

AeF tal que Ac:[_Jci y ANH # ¢.

3.- Existe un co-cero {_JCi tal que HC:L_J i\L—JCi y H(\L_JCi #

lew
7z 0.

DEMOSTRACION
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Probemos que 1 == 2. Por ser H no P-conjunto se tiene que

Hc:l_JBi\[_JBi para alguna sucesibn disjunta (Bi)iew en F. Por

icw
hipbtesis existe una sucesibn disjunta (Ai)iew en F tal que

[_JAi = AeF, ANH # ¢ vy [_JAi(\H = ¢. Sea, para cada iew, C; =

= A, UB,. Se tiene que H=|_JC,\[_J¢;s A=[_Jc; v ANH # 9.

La implicacibn 2 == 3 es evidente. Veamos que 3 == 1. Sea

xeH tal que xe[_JCi. Sea AeF tal que xeAc:[_JCi. Como l_JCi es

denso en [_JCi, se verifica que [_Jci(\A es denso en A. Por tanto
l_Je;ha =4, H0A #£ ¢y H(\([_JcinA) = 4.

/17

Hemos visto que si F cumple la propiedad (JL2) entonces cum
ple la propiedad (aD). Los siguientes resultados intentan obtener

un reciproco parcial del resultado anterior.

LEMA 4.26

Si F cumple la propiedad (aD) entonces toda medida acotada

cuyo soporte esté en la frontera de alglin co-cero es pura.

DEMOSTRACION

Sea u:F~+IR una medida tal que car(u)C:[_}Bi\l_JBi.

Sea u=:uc+up la descomposicidn de Yosida-Hewit de p. Supon-
dremos que u>0 (en caso contrario se tomaria |u| y su correspondien
te descomposiciédn). Como uczo y UDiO, se cumple que car{(uy) =
- car(uc)\)car(up). Por tanto, car(ch:[_JBi\i_JBi, b, =0y

= es ura.
b=y P

/17
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TEOREMA 4.27

Sea F un &lgebra de Boole con las propiedades (udsc) y (aD).

Para todo cerrado H no P-conjunto y con la propiedad (KL) se ve-

rifica que o bien H verifica (JL2) 6 bien F_ es tal que no admite

H
una medida acotada y numerablemente aditiva.

DEMOSTRACION

Sea H cerrado y no P-conjunto y con la propiedad (KL). Exis

te una medida estrictamente positiva en F . que da lugar a una me-

H

dida u>0 en F con car(p) =H. Como H es no P-conjunto, existe una

sucesidn (Bi)iew de disjuntos tal que Hc:[_J i\l_JBi. Por la pro-

piedad (aD) se tiene que y no es numerablemente aditiva y ademés

U es pura.

Supongamos que H no verifica (JL2). Para toda sucesién(Ai)iew

en F, disjunta y con supremos A = [_JAi, si se cumple que
lew
([_JAi)f\H = ¢, es también AMH = ¢. Existe una sucesidn con supre
lew
mo que corta a Hpues como p no es numerablemente aditiva existe

en F una sucesidn (Ai)ied::p de disjuntos con [_JAi==AeF vy u(a) >

> ) u(Ai)==u([ JAi). Por tanto, ANH # ¢. Veamos que para cada
iew -
sucesidn (Ai)iew en F que cumple la condicibn,

\_Ja; = aer, ANH # ¢
lew (1)

P u@d) < u@)

. . . N M
Se cumple que existe un Ncw infinito tal cque A = A (JA con
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N .
A" = [_JAi y al-= [_JAi, M = w\N, A, \H # ¢ para ieN, a¥ o\ et
ieN ieM EEEE———
y ANH = ANNH. Ademds se verifica que AMH = aANnm = l_JAi(\H =

— iew

= l_JAir\H. En efecto, sea N = {ieuw: u(Ai)¢0}. Si N es finito, su
ieN

pongamos que n = {1,2, ..., k}. Se tiene que

[

L(A)>U(A) +...+u(A )+ T n(A.).
1 kK ks 1

Como ) u(A
k+1
A\(AlL)---\)Ak) es un clopen que corta a H y es el supremo de la

i) = 0 se tiene que u(A\(Alkj...\JAk))>0 y el conjunto
sucesidn (Ai)izk+1 que est8 fuera de H. El1 conjunto H tendria, por
consiguiente, la propiedad (JL2) en contra de nuestras suposicion-

nes. Por consiguiente N es infinito. En virtud de la propiedad

(udsc), se puede poner A = AN\}AM, donde M = w\N, AN = l_JAi, AM =
ieN

= [_JA.. Si u(AM)>O seria AM(\H # ¢, lo que no es posible pues su

ieM
ponemos que H no es (JL2). Por consiguiente u(AM) = 0 y ademéds,

) u(Ai) = 0. Por tanto, p(A)==u(AN) > z u(Ai)== ) u(Ai). Veamos
ieM — N lew ieN

AMH = A = (YH. E 1

que H gEiAi H probando que A" M H 1E£Ai H n efecto, si

. N
£F£Ai(\HC:AN(\H existe un xeA (H tal que xﬁ‘_JAi(\H. Entonces

existe un BXeF entorno clopen de x en H tal que Bé\HcANnH(se puede
tomar Bxc:AN) y B NHN(]| JA NH) = ¢. Como xeH vy x£| JA. NH se-
N ieM ieN
ra xeA \[_JAi. Veamos que BX corta a infinitos términos de la
ieN

sucesidn (A.), _y- En efecto, si cortase solamente a un nfmero fini

eN

to L = {nl,..., nk}, denotando N1=N\{nl,..., nk}, se tendria
(Ank) - UA )k}([_J a) = al y serd Bxf\([_J Ai) = ¢, ( ya que
1 k ieN ieN

1 1
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si existe un elemento th f\([ J A ) seria B entorno de yel_J Ai'
ieM ieNl
Por tanto seria B (\([ A;) # ¢} Por consiguiente, como

— lENl
XeA \ieg i’ tendrd que ser xe(Anl\;...\;Ank) = Anlt;...\;Ank, en
1
contra de que xeA \J JA,. Se tiene finalmente que B = I [Al(\B ’
ieN iew

donde er\H # ¢ v la sucesidn (Ai(\BX)iew estd formada por disjun

tos tales que | J(A,NB)NH =B _n (| |]a NH) = .
icw x itw

Veamos ahora gue para todo AefrF tal que AMNH # ¢ se puede hallar

una sucesidn (A.). en F tal que [ JA. = A y que esté en la situa
i‘iew A=A =
iew
cibén (1).

En efecto, dado que 0 = uc(A) = 1nf{lzwu(A ): (Ai)iew suce-
sibén disjunta en F con [ JA. = AcF}, se tiene que tomando e<u(d),
iew -
] i L) , = . . Por
existe una sucesibén (A;); ~ con £EiAl AeF y Ju(A;)<e<u(A)

tanto (Ai)iew es una sucesidn con supremo que esté en la situacidn

de (1).

Consideremos ahora el &lgebra F., y su correspondiente espacio

H

de Stone H, u es una medida estrictamente positiva en F, que seré

H

denotada por ﬁ y es tal que carﬁ==H. Sea y = ﬁp+; o la descomposi-

cidén de Yosida-Hewitt en F,,, con ﬁp pura en Fy vy ﬁc numerablemente

HI

aditiva en F.. (no necesariamente lo es en F).

H
Veamos que ﬁc=0 por lo que py no es sblo medida pura en F si-

no también lo es como medida en FH. En efecto, supongamos que
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ANH # ¢ con A(\HeF se tiene que p_(ANH) = inf{ u(A,. MNH) :(A.qH
c i 1 f

H' .
- icw
sucesidn de disjuntos con [ JAif\H = AMH}. Como para cada AeF vy
: icw
€>0 tales que e<u(A) se cumple que
0 = uc(A) = inf{ } u(Ai):(Ai)iew sucesibn

iew

disjunta en F con {_JAi=A},

encontramos en F una sucesidn disjunta (Ai)i€ tal que [_JAi = A
iew
y ) u(Ai)<e<u(A). Esa sucesidn esté en la situacibén (1). Por
iew —_—
ello, existe un Nc w infinito tal que | JAi(\H = ANH y
ieN

) u(Ai(\H) = 7 u(Ai)<e. Por tanto uc(A(\H)<e y esto ocurre pa-
ieN iew
ra cualquier ¢>0. Por consiguiente uc(Af\H) = 0 para cada A(\HgFH.

W

Por tanto ﬁc=0, Y es una media pura y estrictamente positiva en FH’

toda medida y estrictamente positiva en FH es pura en FH y, segln
se vid en el teorema 4.21 , Fy es un &lgebra que no admite una
medida numerablemente aditiva.

/77

La traduccibn algebréica de la propiedad (aD) no estd afin
completada. Para conseguir dicha traduccibén seria de gran utilidad

el poder responder a las siguientes cuestiones:

- ¢Cual es la condicibn necesaria y suficiente para gue una k-&lge
bra de Boole con la propiedad (KL) no posea una medida numerable

mente aditiva y pruntualmente no atdmica?.
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- ¢Puede ser una medida p numerablemente aditiva en F, con caruy =

= HCS, y ser u pura en FH?.

- ¢Cual es una condicibn necesaria y suficiente para que un &lge

bra de Boole no admita una media numerablemente aditiva?.

No obstante, para un tipo particular de &lgebras, las que
cumplen (u.d.s.c.), es posible obtener una caracterizacidn alge-
brdica de la propiedad (aD). En ella usamos un resultado de A.I.
Veksler ( 41 ) que, traducido a nuestra nomenclatura, nos in-
dica que F cumple la propiedad (aD) si y solo si cada medida nu
merablemente aditiva en F es hereditariamente numerablemente adi

tiva (a dlgebras cocientes).

DEFINICION 4.28

Sea F un &lgebra de Boole. Sea S el espacio de Stone de F.
Llamaremos nQicleo g-normal de F al conjunto K = [_J{caru:u nume-

rablemente aditiva en F}.

Si S = PyD es la descomposicidn perfecta-dispersa de S en

tonces se cumple DC;[_J{ﬂ: M numerable Mc D} €K ya gue para cada

McD numerable M = {xi, iew} si Xai es una serile absolutamente
convergente entonces A = Xaidxi es una medida numerablemente adi
tiva con soporte sop()) = M. Por otra parte, si F es no-atdmica

y separable,XK=f (26)
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DEFINICION 4.29

Sea F una k-8lgebra de Boole. Sea K& S su nficleo og-normal.
Diremos que F cumple la propiedad (JL3) si todo cerrado H no P-
conjunto, con la propiedad (KL) y tal que HMNK # ¢ posee la pro-
piedad (JL2), es decir existe una sucesibn en F (Ai)iew de dis-
juntos y con supremo AcF tal que ([_JAi)(\H = ¢ vy ANH # ¢.

icw
N6étese que si F cumple (JL2) entonces cumple (JL3).

La traduccidn algebraica antes aludida puede ahora ser es-

crita como:

PROPOSICION 4.30

Sea F un &lgebra de Boole con la propiedad (u.d.s.c.). En-

tonces F cumple la propiedad (aD) si y solo si F cumple la (JL3).

DEMOSTRACION

Supongamos que H es un no P-conjunto y con la propiedad (KL)
tal que HMNK # ¢. Existe una medida ) numerablemente aditiva en F

tal que car{()) NH # ¢. Por tanto, A, es en F_ una medida numera-

H H
blemente aditiva (no necesariamente estrictamente positiva). Si H
no es (JL2), se vibd en el teorema 4.27 gque F . no admite una me

H

dida numerablemente aditiva. Esta contradiccibdn prueba la condi-
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cibén necesaria. Para probar la condicidn suficiente tomemos una

medida >0 tal que H = car(u)c;l_JBi\\{_JBi, siendo (Bi)isw una

lew iew
sucesibén disjunta en F. Si HNK = ¢ entonces u no es numerable-

mente aditiva y si HN\K #¥ ¢ entonces H cumple (JL2) y por tanto

¢ no es numerablemente aditiva.

/17

Para finalizar este Capitulo, vamos a ensayar condiciones diferentes
a la (aD) tales que anadidas a. la condicién (u.d.s.c.) se consigan los
mismos resultados que con  (u.d.s.c.) + (ab), y con las mismas t@cnicas que
empled Dashiell. Posteriommente se cbserva que en el fondo todas las técni-
cas que hasta ahora se han utilizado para demostrar que un &lgebra de Boole
tiene la propiedad (R) se apoyan en el mismo hecho. También se observa que
la propiedad (aD) puede ser redactada en lenguaje secuencial para sucesiones
de disjuntos de F obteniendo asi la propiedad (aDs). Asi, cabe la posibi-
lidad de ensayar la propiedad (u.d.s.c.) junto con la (aDs).

Nos queda abierto el problema de obtener ejemplés concretos de lge~

bras de Boole que separen entre si las distintas propiedades que acui se trata

DEFINICION 4.31

Un 4&algebra de Boole se dice gue tiene la propiedad (Ro) si
para toda sucesidn (Ui)isw de medidas positivas de C(S)* acotada

y de soportes disjuntos existe una medida py con soporte no perfec

to vy que sea punto de aglomeracidn *-débil de la sucesidn.
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TEOREMA 4-32

Si un &lgebra cumple las propiedades (udsc), (JL) y (Ro) en

tonces cumple las propiedades (R) y (VHS).

DEMOSTRACION

En virtud del teorema 4.7 , F cumple la propiedad (N).
Basta, pues, probar que F cumple la propiedad de Rosenthal. Sea X

un espacio de Banach y sea T:((S)-»X un operador lineal, continuo

y no débilmente compacto. El operador adjunto T*:x*>(C(S)* es 1li-
neal y no débilmente compacto. Por tanto si B .« €S la bola unidad
cerrada de X*, se tiene que T*(Bx*)ClC(S)* no es relativamente
débilmente compacto. Por ello, existe en T* (B, ) una sucesibn aco
tada de medidas, existe en F una sucesibn disjunta y existe un nd
mero real §>0 tales que lui(Ai)]>6 para cada icw. Sea, para cada
iew, A;:F>R la medida definida, para AeF, por X, (A) = |u;|(ANA,).
Se cumple AiZO, car(xi)c'_Ai y, por verificarse la propiedad (Ro),
la sucesibn (Ai)iew admite un punto de aglomeracibén *-dé&bil peC(S)*

con soporte no perfecto.

Sea U = {aeC(8S)*: |a(XS)| = |a(8)| < 8/2} un entorno *-débil
de 0. Para infinitos iew es u-i; e U. Por tanto, |[(u-X;)(8)[<6/2.
Y o[lull = tuls) > fus) | = [ A (8)=(u=2 ) (8) | > [A,(S) |~ (u=2,) (S)|>
> §-8/2 = §/2. Por tanto,uy #0. Por otra parte, si BeF y Bf\Ai = ¢,

para cada iew, se tiene que Ai(B)=O. Dado ¢>0 si se toma

V = {aeC(S)*: |a(B)|<c}, se verifica que para infinitos iew es
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(u-Ai)eV y, por tanto, ](u—xi)(B)] = |u(B)| < € y esto para cual-
quier ¢>0. Por tanto, u(B)=0. Como lo mismo se verifica para cada
CeF con CcB, tenemos que |u|(B)=0. A esta misma conclusibn se
hubiese llegado si BeF fuese disjunto con todo Ai’ excepto un ni-
mero finito. Por tanto, [ul(Ai)=0, para cada iew. Esto prueba que
|u| es positiva y que |u|(B)=0, para cada Ber tal que BN (|_Ja,)=¢,
iew
y que car(u) = car(lul)c:I:jE;\Q_JBi. Como F cumple (JL) y car(|u])

es no perfecto se tiene que |u| no es numerablemente aditiva.

Por consiguiente, py no es numerablemente aditiva y existe en
S

una sucesién (C,); = decreciente con ( ]Ci = ¢ y un >0 tal que

lu(Ci)l>e para cada iew. Procedemos ahora por induccibén a construir

la siguiente sucesibn. Sea U, = {0eC(S)*: Ia(Cl)l<€/2}. Existe un

1

m,>1 tal que p-X_ eU;. Por tanto, !u(Cl)—Aml(Cl)! < e/2 y

1
Aml(cl) = I)hl(cl)' > |u(C1)|—lu(C1)—Xml(Cl)| > g-¢/2 = ¢/2. Sea

U, = {aeCc(s)*: !a(C2)|<e/2}. Como U, es un entorno de cero en la

topologia *-débil, existe un m.ew, m,>m, tal que p-x_ eU,, y
2 271 m, 2

Xm (C2)>€/2. De esta manera, se obtiene una subsucesibn (Am )

2 j

d l 3 . —

e la sucesibn (Ai)iew tal que Am.(cj)>€/2’ para cada jew, y ade

Jjew

mas A (C.) = ‘“m !(C.f\Am ) > /2. Por tanto, existe un DjeF tal
J ] J
que ch:Cj(\Am y ‘um (D) | > /4, para jew. Como la sucesidn
j j e
es disjunta, DjC:Cj (jew) v ( ]C. = ¢, se verifica, en

J J
Jjew
virtud de la propiedad (udsc), gue la sucesidn (Dj)jew tiene su-

(D.) .
J :]Eu)

premo y que toda subsucesidn tiene supremo. Indicamos la subsuce-

. . . 2 —_— *
sidén (um.)jew como (uj)jew' Se tiene que {uj, jewle=T (BX*) y que

la sucesibn (Dj)jew tiene supremo, verificandose que ‘uj(Dj)|>e/4-
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A partir de aqui, bastaria reproducir los pasos de la demos-
tracién que Dashiell ( 1981 ) da para demostrar que (u.d.s.c.)+
(aD)==>(R) y (N). También bastaria observar que (Di)iew estd con-

tenida en cierta subdlgebra o-completa de F .

OBSERVACION 4.34

Es posible enunciar una propiedad similar a la (Ro) que no
necesita de la propiedad (JL) que es la siguiente: Diremos que F
cumple la propiedad (RoM) si y solo si toda sucesibn de medidas

positivas y con soportes disjuntos admite un punto de aglomeracibn
*-débil ¥ que no es una medida numerablemente aditiva. Es eviden-

te que la propiedad (aD) exige que todos los puntos de aglomera-
cidn *-débiles de una sucesidn de medidas positivas y con sopor-
tes disjuntos sean medidas no numerablemente aditivas. En muchas
ocasiones s6lo es necesario que exista uno. Es evidente que
(aD)=>(RoM) . Usando las técnicas del teorema 4.32 se prueba que
si un &lgebra F cumple las propiedades (udsc) y (RoM) entonces F
cumple (R) y (VHS).

Las técnicas hasta ahora usadas para demostrar que un &lge-
bra de Boole tiene la propiedad (R) son andlogas a las utilizadas
para probar qgue un &lgebra de Boole c-completa tiene (R). Estas
técnicas precisan de la existencia de una sucesidn con supremo tal

gue toda subsucesidn tenga también supremo (ver en Schachermayer
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(1978) las &lgebras con la propiedad (E) y en Dashiell las &lge-

bras con la propiedad (udsc)+(aD)).

El siguiente resultado est§ en la linea de lo mencionado.

PROPOSICION 4.35

Sea F un 8lgebra de Boole, sea x un espacio de Banach y sea
T:¢(S)+X un operador lineal, acotado y no débilmente compacto. Su

pongamos que existe una sucesidn en T*(BX*), (u;) un nfmero

i'iew’
real §>0 y una sucesibn (Ai)iem con supremo tal que toda subsuce-
sibén tiene también supremo de forma que Ipi(Ai)!>6 para cada icw.

Se verifica que T fija una copia de lw.

DEMOSTRACION

Basta considerar la sucesidn (pi)iem como definida en el
o-&lgebra ¥ generada por la sucesidn (Ai)iew° Esta o-8lgebra seré

tal que ¢ F y, por la observacibn anterior, ((S.) puede conside-

z
rarse como subespacio cerrado de ((S). El operador T restringido

a C(Sz) no puede ser débilemente compacto vy, por tanto, fija una
copia de 1« en C(Sz), (yva que I es un o-dlgebra). Esta copia que
da también fijada en (¢(S) por medio de la inclusidn natural de
C(SZ) en C(S).

/17

El resultado anterior sigue siendo v&lido si en lugar de su

poner gue la sucesidn (Ai)i tiene, junto a sus subsucesiones, su-
W

premo, suponemos que la sucesidn (Ai)iew pertenece a algQn sub&l-

gebra r' de F con la propiedad (R).
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Notemos que la propiedad (aD) puede ser enunciada de la si-
guiente forma: F cumple la propiedad (aD) si para toda sucesibn
disjunta (Ai)isw en F y para toda medida u>0 tal que car(u) <
C:T:TX;\L_in se verifica que y no es numerablemente aditiva. Si
se observa, esta propiedad es secuencial. La definiciones que si-

guen tratan de extender el concepto anterior como propiedades sub

secuenciales.

DEFINICION 4-.36
Sea F un algebra de Boole y

a.—- se dice que una sucesidn disjunta (Ai)iew en F tiene la propie

dad (aD) si toda medida u>0 tal que car(u)c:l_JAi\[_JAi no es

numerablemente aditiva.

b.~ Se dice que una sucesidn disjunta (A.)

\ en F tiene la propie
i'icw -

dad "adicional de Dashiell subsecuencial" (en abreviatura (aDs)
si existe una subsucesién con la propiedad (aD). Si toda suce-
sién disjunta en F tiene la propiedad (aDs) entonces diremos,

que F cumple la propiedad (aDs).
OBSERVACIONES 4.37

1.- 8i (B.). es una sucesidn disjunta en F entonces para
i'iew

cada N€y infinito se tiene que Fr(!_JBi):DFr(L_JBi), y en general
el contenido es estricto, por ello ;Egde ocurrii gue aungue
Fr(l_JBi) albergue soportes de medidas numerablemente aditivas, pue
de éggrrir que Fr(L_%Bi) no tenga esa propiedad.

ie
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2.- Si (Ai)iew es una suecesidn disjunta en F que tiene su-

premo, A==[_JAi, entonces (Ai)iem tiene la propiedad (aD) pues si

icw —
u es una medida positiva y car(u)c:{_JAi\L_JA. se tiene que
ilew icw T
0= 7 H(Ai)<u(A)- Es evidente que si (Ai)isw tiene alguna subsu-
icw

cesibn con supremo entonces (Ai)isw tiene la propiedad (aDs).

El siguiente resultado se demuestra de manera similar a como
se denuestra el resultado de Dashiell (u.d.s.c.) mas (aD)

implica (R),pero pasando a subsucesidn en el momento oportuno

TEOREMA 4-38

Si F es una 4lgebra de Boole con las propiedades (udsc) y

(aDs) entonces F cumple (R) y (N)

Anflogamente a como se ha hecho anteriormente con la propie-
dad (aD),es posible dar tambien un"tratamiento subsecuencial"

a las propiedades (JL2) y (JL3)
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CAPITULO V

Este Capitulo comienza ocon algunos resultados vélidos pa-
ra dlgebras de Boole con la condicién (c.c.c.). Esto nos va
a permitir establecer algunas relaciones entre las propiedades
(E) v (f) vy las propiedades (sC) y (1IS8), similares a las
que se conocen entre las propiedades (o-completa) y (S). Como
ejemplo de la utilidad de este tipo de relaciones, obtenemos e-
jemplos de &lgebras de Boole gue teniendo la segunda propiedad
no tengan la primera correspondiente.

Se observa que las propiedades (VHS), (G) v (N)npueden
ser caracterizadad a través de las &lgebras de clopenes de los
soportes de las medidas sobre F y,en definitiva , por subcon-
juntos cerrados del espacio de Stone que sean simultaneamente
(c.c.c.) vy (KL).Esta caracterizacibén, unida a los resultados
anteriores nos proporciona una nueva via de demostracidn de la
implicacién (IS)==>(VHS).Ademds, como consecuencia de los pri-
meros resultados se prueba que las &lgebras de Boole con "buenas"

propiedades de interpolacidn tienen &lgebras soportes con buenas
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propiedades de supremo.

El Capitulo se completa aislando un tipo particular de
subdlgebra (las subdlgebras sucesionales) y se discute la po-
sibilidad de que las prpiedades de interpolacibn (S),(f) y
(IS) sean caracterizadoras de propiedades similares a las (R),

(VHS), (G) y (N) pero m&s fuertes; éstas son aqui definidas a

través de las sub&lgebras sucesionales.
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El siguiente resultado nos muestra que en un &8lgebra de
Boole con la propiedad (ccc) toda sucesidn de disjuntos puede po

nerse como subsucesibdn de una sucesibn con supremo.

TEOREMA 5.1

Sea F un dlgebra de Boole con la propiedad (ccc). Para ca
da sucesidn de disjuntos podemos encontrar otra suecesibn de dis
juntos, disjunta con la anterior y tal que la sucesibdn formada
tomando alternativamente un término de cada una de las dos suce-

siones tenga como supremo el elemento unidad del &lgebra.

DEMOSTRACION

Sea (Ai)iew una sucesidn disjunta en F. Si dicha sucesidn

tiene supremo, tomamos como segunda sucesidn la {S \[_JAi, br b
lew

y +++}. S1 la sucesibn (Ai)i no tiene supremo, en el abierto
EW

e r——
S'\[ JAi existen co-ceros no triviales, es decir, existen abier-
iew

tos F_ de la forma G = | |B. donde (B,). es una sucesibn no tri
¢ iE(x) 1 1oLlew

vial de disjuntos.
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m__iia G = {G = }EiBi: (Bi)iew sucesidn disjunta en F tal que

Gf\l_JAi = ¢}. En esta familia consideramos el orden: G <G, siy
2

solo si G,=G, 6 Glc:G2 con G2\G17£¢. Ssi (G, )leI es una cadena en

G, formada por elementos distintos entre si, por la propiedad

(ccc) dicha cadena es numerable (Gi)iew y por tanto G = [_JGi es
iew
abierto F0 Yy GeG. Es evidente que Gi<G para cada icw pues G con-

tiene a G, Y en G hay un abierto disjunto con G, (pues

+1
T — .
Gi+1\Gi # ¢). Por tanto, G es una cota superior de la cadena. Por

el axioma de Zorn existe un elemento maximal. Sea é&ste G==l_JBi,
iew
donde (Bl)l€ es una sucesidén disjunta. Consideremos la sucesibn

(Ci)iew donde A. = C2i 1Y B. = CZi para cada iew. Por tanto, si
S\[_JCi = S\(l JAlkJ[ JBl) fuese distinto del vicio, como es a-

iew icw iew
bierto, existe un BeF tal que Bc:S‘\[ J i’ asi pues G' = (B.)
w

i 1€u)

i

t\JB es un abierto FG tal que G'r\l |Al ¢. Por lo tanto, G'eG y

iew

es mayor que G. Esta contradiccidn prueba que [_JCi = S.
iew

/77

COROLARIO 5.2

Si F cumple las propiedades (ccc) y (udsc) entonces es F

c-completa y, por tanto, completa.
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DEMOSTRACION

Sea (Ai)iew una sucesidn disjunta. Si no tiene supremo, pue
de ponerse como subsucesifn de una sucesibn con supremo y, por la

propiedad (udsc), la propia sucesién (Ai)iew tendri supremo.

/77

Adem8@s se obtiene el siguiente resultado, que aparece

en Rosenthal 1978 .

COROLARIO 5.3

Si F cumple la propiedad (ccc) y la propiedad de Seever en-

tonces F es completa.

DEMOSTRACION

Basta con ver que F es g-completa. Sea (Ai)iew una sucesidn

disjunta en F y sea (Bi)iew una sucesién de disjuntos, disjunta

con la anterior y tal que (L_JAi)\)(L_JBi) = (L_JAi)\J(l_JBi) =
iew iew lew lew
= S. Como F cumple la propiedad de Seever

(L_JAi)f‘(L_JBi) = ¢. Por tanto, L_JAi = S\L_JBi y, es abierto y
iew iew iew iew
tiene supremo.

/17
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Veamos que la propiedad (f) puede ser redactada en tér-
minos secuenciales.
PROPOSICION

Un &dlgebra de Bodle F tiene la propiedad (f) si y solo

si para cada sucesibn disjunta (Ai) en F y cada Kcuw exis

iew
te un N¢€ K yun AcFde forma que si 1ieN es Ai ¢ A , si
i eEWSN es Ai N A=¢ vy para cada M C N existe un AM tal

que si 1ieM es Aic.AM vy siiew™~M es AinAM=¢.

DEMOSTRACION

Veamos que la condicibén es suficiente: Sean (Ai)iewy (B.)

i iew dos su-

cesiones de F disjuntas de disjuntos,sea (C.)

. tal gue para cada
1 1€Ww = -

iew es A,=C,. y B.=C,. .,basta usar K=parescw Vv el resto es trivial.
i 721 i 72i-1 &
Veamos que la condicidn es necesaria:Sea (Ai)iem sucesidn de disjunto

en F y sea Kew infinito y de complementario infinito.

(A.) . Por

Consideremos las sucesiones (a.) .)
i'1ew~=K

i iekK Y
hipbétesis existe un Ni}c K infinito y un BleF tales que para

ie N1 es Ai c Bl y para iew ™~ K es Ai N B, =¢ y para ca-

1
. M . . M .
da M c¢ Nl existe un A tal que si ieM es Ai C A y si
ie Nl ~ M es Ai N AM=¢ y si 1ie w~K es AinAM=¢.
Consideremos ahora las sucesiones (Ai)ieNl \% (Ai)ieK‘\Nl

Por hipbtesis, existe un N ¢ Nl infinito vy un stF tales gque

. . _ . - .
Ai C B2 si dieN \% Air\B2 ¢ si ie K N, - Ahora bien, como

N c Nl existe un ANe F con las propiedades descritas en el
parrafo anterior. Consideremos el conjunto A=Blr\B2r\AN. Para
cada 1 € N es A, C A y para todo iew~N es Air\A=¢. Ademés,

si Mc N es infinito, es evidente que AM(\A es tal que contiene

a cada Ai con i e M y es disjunto con cada A para ilew~ M.

i
/77
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Despues de este Gltimo resultado es evidente que la propie
dad (f), que ha sido redactada para sucesiones, puede ser re-

dactada de la siguiente forma, que aparentemente es més fitil:

Un 8lgebra de Boole F tiene la propiedad (f) si y solo si

) y (B.) disjuntas y de

para cada par de sucesiones (A.). ).
1l lew 1 l€ew

disjuntos en F existe un Ncw infinito y un AeF tal que

Ua. e a y U a.caS y UB.cAC v para cada MeN
. i . i A i , '
1eN iew~sN iew
existe un A tal que v A, C aM, U A, c a"he y
ieM iewsM

(UB,)c (aM ¢
iew
PROPOSICION 5.5
La propiedad (f) es hereditaria para cocientes.
DEMOSTRACION
Sea F un &lgebra de Boole cén la propiedad (f) y sea I

un ideal en F.E1l espacio de Stone del &lgebra F/I es un ce-

rrado H del esnacio de Stone S de F .F/I puede identificarse

con la traza de F en H. Sea ([Ail)igwuna sucesibn de disjun-
tos en F/I. Para cada iew puede elegirse un representante Ai
de IAiI de forma que la sucesién (A;); =~ sea disjunta. Sea

K un subconjunto infinito de w . Por tener F 1la propiedad (f),
existe un N € K y un Aef tales oue si 1eN es Ai ¢ A vy si

lewsN es Ai N A=¢. Asi, ANH > Ain H para cada 1ieN vy

(ANH) n(Air\H) =¢ para cada iew~DN . Andlogamente, para cual-
quier MCN existe un AMeF tal que A, C a™ si 1e M,y

M . . . . s ! .
A;MNA" = §.si iecw~M. De aqui se obtiene que ‘Ai\ £ \AM\h81'
ie M vaque |A ] N [A" | =4 si dew~M.

/77
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@ BLIOTE

PROPOSICION g ¢

Sea F un &4lgebra de Boole atbmica y con la propiedad (E).
Se verifica que el &lgebra FP no tiene la propiedad (E), es
(n-0) vy tiene la propiedad (f).
DEMOSTRACION

Si F es (E) entonces F es (f) y como la propiedad (f)
es hereditaria para cocientes, FP tiene la propiedad (f). Sea
ahora (iAi[)

(A;)

e una sucesibn disjunta en FP con supremo A. Sea

il ien UNA correspondiente sucesidn de remresentantes que sea

disjunta en F. Para cada icw sea X, € Aif\D. Sea BeF el

3

supremo de alguna subsucesidn de (xi) . Se tiene que |A|~M|#

iecw
IA! Y gque IA|‘ Uﬂ >|Ail para cada iew. Esto contradice el que
|A| sea el supremo de la sucesién (JAi|)i€w

— /77
EJEMPLO ¢ 7

Freniche (1983) construye la siguiente &lgebra de Boole

Sea x filtro m&ximal no principal de P(w).Sea @ ={0,1|gyw y seam
la medida de Lebesgue.Sea la familia F de los subconjuntos A de {0
tales que verifican: a) m(AN|0,1[)=0 y ANyfx o b) m@AN]|0,1])=1
vy ANyex F es &lgebra de Boole &tomica v en la citada referencia se

que F no es c¢-completa pues la sucesidn (i) no tiene supremo

iew
y se demuestra gque F es 2-subsecuencialmente completa,Sea (Ai)i
€ w
* una sucesibn de disjuntos de F a lo sumo habrd un elemento en la
situacidn b), supuesto que hemos quitado este elemento de la suce-

sibn,partimos w en N y M disjuntos e infinitos ,entonces:
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VoA nw i Ua aw upuesto lo primero es evidente
o LeNAln £x O bien 1eN@1 €x, supue P
que la sucesidn (Ai)iéN tiene supremo y toda subsucesidn suya
tambien tiene supremo,asi pues F tiene la propiedad (E) y no es

g¢-completa, el &lgebra de los clopenes del nucleo perfecto F /fin

tiene la propiedad (f) y no tiene la propiedad (E).

TEOREMA §5.8

Sea F un algebra de Boole con la propiedad (c.c.c.). Se
verifica que F tiene la propdédad (f) si y solo si F tiene la
propiedad (E).
DEMOSTRACION

La condicidn sufficiente es evidente.Para probar la condicidn

necesaria consideramos una sucesibn (Ai)iew disjunta en. F . Por
tener F la propiedad (c.c.c.) existe una sucesibdn disjunta
(Bi)iew en F que es disjunta con la (Ai)iew y tal que se
verifica que \JIA v J B, = (1%tA1 v (;YB,) =5 . Consi-
le iew
deremos las dos sucesiones (A.). v {B.). . En virtud de la
i‘iew - i'iew

propiedad (f) existe un Ncw infinito y un AeF tal que

UA C A, U A CA y U B CA . Adem&s, para cada Mc N

ieN iew~N icw
: M
eXlste un A eF tal que L} AM, \J A.) c,(A ) € y
ieM 1ew~M

k}B ) ¢ (aMC | se tiene que \J A, A; ¢ A . 5i el abierto

iew ieN
A~ \)A fuese distinto del vacio, existiria un BeF tal

ieN

que B < A~ UA . De aqui es fécil deducir que

ieN
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Bcs~‘<p A) U (.UBi)]

lew lew

lo cual es imposible . Por tanto, A= \JAi y la sucesibn
ieN

‘Ai)ieN tiene supremo vy ademds toda subsucesibn de (A.)

i"ieN

también tiene supremo, pues de manera anfiloga se demostraria que

kJAi = a" para cada M c¢ N, (la notacibn es la anterior).

ieM
///

Pasamos ahora a efectuar un estudio similar al realizado con
las &lgebras del tipo (f) vy (E) pero con las propiedades
(IS) y (SC). Freniche [1983] demuestra que la propiedad (IS)

es hereditaria para cocientes.

PROPOSICION 5.9
Sea F un &4lgebra de Boole atbmica y con la propiedad (SC).

Se verifica que F tiene las propiedades (IS) vy (n-o) y no

P

tiene la propiedad (sC).

DEMOSTRACION

Sea (IAi‘)iew una sucesidn disjunta en FP con supremo |A].
Se puede tomar, para cada 1ew , un representante Ai de IAiI
de forma que la sucesién (Ai)iew sea disjunta en F y A, c A
para cada 1iew . Elijamos, para iew , un X;€ Ai N Dy sea Bi=
Ai\{xi}. Se tiene que lBi|=]Ai|y por tanto en F, es‘VlBil = |al

ilecw
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La suceswdn (x.). tiene una subsucesibn con supremo (X.).
1 1lecw i"1ieM

UdCuy infinito). Sea '\) x; =Ce F. Como B, N C =¢, es
|B;| N |c| =¢ para cada iiﬁ y |c| € |A| . Por Tanto, para cada
iew es [B;| ¢ |A] ~ |C| , en contradiccibén con que }/IBil = |a}l
iew 1)

TEOREMA 5.10

Sea F un &4lgebra con la propiedad (c.c.c.). Se verifica
que F tiene la propiedad (IS) si v solo si F tiene la propie-
dad (SC).
DEMOSTRACION

La condicién suficiente es evidente.para probar la condi-
cidn necesaria consideremos una sucesidén disjunta (Ai)iew en F.
Por tener F la propiedad (c.c.c.), sabemos que existe una suce-
sibn (Bi)iewdisjunta en F vy disjunta con (Ai)igwtal que el
supremo de la sucesidn disjunta formada con las dos sucesiones
(Ai)iew y (Bi)iew es la unidad del &lgebra. Por ser F de

interpolacidn subsecuencial, existe un New infinito y un AefF

tal que UA. ca U A c a® vy UB c. A°. si el abierto
ieN iew~N lem
AN L)A. fuese distinto del vacio, existitia un BeF tal que
ieN
B CAN Lin y. por tanto, B N A =¢ . Como
ieN

U 2, v \v}Bi U Ua, = (LJA \jB ) =8

. 1 R . 1
lewsN few ieN iew iew

se tiene que B c S \\‘ \)A ) UV (U B, )} lo cual no es posible..
lew lew
Por tanto, A= U A y la subsucesidn (Ai)iEN tiene supremo
ieN ’
/77
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OBSERVACION 5.11

Como consecuencia inmedita de los Gltimos resultados se tie-
ne que alposeer la propiedad (c.c.c.) las &lgebras de Boole
atébmicas con |[D| =uw, en este tipo de &lgebras equivalen,por un
lado, las propiedades (f) y (E) y, por otro lado, las pro-

piedades (IS) y (SC).

PROPOSICION 5.12

Sea F un &lgebra de Boole atdmica y con la propiedad (SC)
y tal que ID| =w . Se verifica que C(S) no tiene copia de 1"
si y solo si no existe una sucesidn de &tomos que tenga supremo

y tal que toda subsucesién también lo tenga.

bEMOéTRACIO&

La condicidn necesaria es inmediata. Para ver la condicion
suficiente supongamos que C(S) tuviese una copia de lm.Segﬁn
la Proposicion 1B de Haydon (Cf. |1981}), existe un M€ D infi
nito tal qgue para todo par L,N de subconjuntos disjuntos de M
se verifica L 0 N =¢ . El conjunto M puede ser escrito en for

ma de una sucesidén de clopenes unitarios (Xi)ieM y sabemos que

existe un M'¢ M infinito con B= \U x. abierto de S (por

ie M’
la propiedad (SC) ). Para todo N ¢ M' se tiene que
aamm—— e ——————
(.Uxi)ﬂ(.u. xi) =¢ v (Uxi)U -\ Xi)= \J x; = B. Por
ieN ieM'<\N ieN ieM'~ N ieM
tanto, \JX; es abierto vy la sucesidn (Xi)ieM" asi como

ieN
toda subsucesidn suya, posee supremo. Esta contradiccidn prueba

el resultado

/77
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Vamos a ¥er a continuacibdn que el estudio de las propiedades
(VHS), (G) y (N) puede reducirse a hacerlo finicamente en las &l1-
gebras con las propiesades (c.c.c.) y (KL).En Seever|1968|
se demuestra que C(S) es un espacio de Grothendieck si y . solo
si C(car(u)) es un espacio de Grothendieck para cada medida
u en S. Entenderemos por &lgebra soporte de medida en un 8lge
bra de Boole F al dlgebra cociente cuyo Stone es un cerrado
H €S que es el soporte de alguna medida u en F . Dicha 4lge-
bra serd el cociente de F por el ideal {AeF :ufA)=0} . La con-
dicidn necesaria y suficiente para que un cerrado H sea el so
porte de una medida es que el ilgebra FH tenga las propiedades
(c.c.c.) vy (KL).

PROPOSICION 5 13

Un dlgebra de Boole F tiene la propiedad (N) si y solo
si las &lgebras soporte de medidas positivas sobre F tienen la
propiedad (N).

DEMOSTRACION

La condicibn Necesaria es evidente pues la propiedad (N)
es hereditaria al cociente. Para probar la condicibén suficiente,
consideramos una sucesidn (un)new de medidas puntualmente acota-
das en F . Sea » la medida definida en F por

§ u(B) 1

A =
(a) = 71 ey 20

Se verifica que la medida ) es positiva y estd acotada en F .
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Adem8s, Para cada neow Hh es absolutamente continua respecto
de » . Sea H = car(da) ¢ S y consideremos el &lgebra cociente

FH = F/I, donde I={AeF:1(A)=0} . Es ewidente gue para cada AeF

y cada new se verifica que un(A)=un(A N H). La medida u, es una

medida Radén en el compacto H que da lugar a la medida en F que

- H
denotaremos por u_ . Es evidente que |[u Il = [|u,ll- Por tanto,
la sucesidn (;;)new es una sucesién puntualmente acotada en FH.

Por hipbtesis, esta iltima sucesidn es uniformemente acotada. Asi,

(un)new es una sucesidén uniformemente acotada en F.

/77
COROLARIO 5.14
Si F tiene la propiedad (VHS)entonces los soportes de las
medidas positivas en F también tienen la propiedad (VHS),y re-

ciprocamente

OBSERVACION 5, 15

Se comprueba inmediatamente que si F cumple (S) entonces
tiene la propiedad (udsc). El reciproco en general no es cierto.
Si F cumple (S) y (ccc) entonces F es completa. Si F cumple (S),
toda &lgebra cociente de F también cumple (S), pues todo subespa
cio cerrado de un F-espacio es también un F-espacio. Por tanto,
el soporte de una medida en un dlgebra con la propiedad (S) es

un espacio estoniano.

Existen F dlgebras que cumplen (udsc) y que tienen cocien-
tes que no son (udsc), ya que en caso contrario, los soportes de
las medias serian estonianos. En efecto, Dashiell (1981) constru

vye en el dlgebra de los subconjuntos de [O,l] que son simult&nea
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mente F0 vy G la cual es (udsc), una medida sin soporte estonia

6’
no. Notemos que aunque Schachermayer ( 1978) demuestra que la pro
piedad (udsc) no es hereditaria a los cocientes utilizando un co
ciente del &lgebra J, de los medibles Jordan en [0,1], el ejem-

plo anterior muestra que las dlgebras con las propiedades (udsc)

y (aD) no necesariamente tienen cocientes con la propiedad (udsc).

OBSERVACION 5,16
Los anteriores teoremas permiten aclarar la relacibn entre
las principales propiedades de supremo y de interpolacién. Estas

se exponen en el cuafilro siguiente:

g-completa ~———————» S

| |

E o £
l }
scC _» IS

Ademds, siempre que se tenga un &lgebra de Boole atfémica con al
guna de las propiedades de la izquierda, basta tomar el &lgebra

de los clopenes del nficleo perfectopara obtener un &lgebra con la
correspondiente propiedad de la derecha, pero que ya no posee la
propiedad de la izquierda. Observese que las propiedades de la iz-
quierda no son en general hereditarias a los cocientes. Sin embar
go, las de la derecha si lo son. Las dlgebras de la izguierda
poseen &lgebras soportes del mismo tipo gue su correspondiente

de la derecha. Es decir, las &lgebras soportes de una (SC) son

(8C) y las &lgebras soportes de una (IS) son tambié&n (SC).
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OBSERVACION 5,17

En Freniche [1983| se di un ejemplo de &lgebra de Boole con
la propiedad (IS) que no tiene la propiedad (SC). Este ejemplo
puede obtenerse de manera inmediata apoyandonos en el trabajo de
Haydon [1981| y los resultados anteriores. En efecto, Haydon
construye un &dlgebra de Boole atbémica con |D| =w y con la pro-
piedad (SC). Denotamos ese 8lgebra por # . Se verifica que C(SH)
no tiene copia de l?,~y por tanto H no tiene la propiedad (f),
pues en caso contrario tendria la (E), el &lgebra tendria 1la
propiedad (R) y C(H) tendria una copia de 1° .sabemos que el
dlgebra de clopenes del nucleo perfecto de SH es H/FIN vy que
es un dlgebra con la propiedad (IS) gque no tiene la (SC).

Comentarios ané8logos podrian efectuarse en lo relativo a las

propiedades (E) vy (f).

OBSERVACIOM 5.18

Todo cociente de un g-&lgebra es un 8lgebra con la propie-
dad (S) (equivalentemente, todo cerrado de un espacio g-estoniano
es F-espacio, lo que es evidente pues los g-estonianos son F-espa

cios). Cabria preguntarse si toda &lgebra con la propiedad (S)

es cociente de un o-&lgebra. Esta cuestidn se discute en Van Mill
( 30 ). La solucibn a esta cuestidn estd, aparentemente, relaciona

da con la conjetura de que todo F-espacio cumple la propiedad de

Rosenthal.
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En la referencia citada se demuestra que bajo la hipbtesis
del continuo,la respuesta a la pregunta es afirmativa. Sin embar-
go en Douwen-Mill 1980 se demuestra que bajo el supuesto del
axioma de Martin y de que c=u, existe un &lgebra de Seever que
no es cociente de ninguna o¢-&lgebra. Freniche |1983| demuestra
bajo los mnismos supuestos que existe un &lgebra de Seever que no
es cociente de ninguna &lgebra "finitamente subsecuencialmente

completa".

OBSERVACION 5,19

Despues de la observacibén anterior,las preguntas que podrian

abrirse son: ¢toda &lgebra de Boole &tomica con |D|=w y (SC)

y cuyo C(S) no tiene copia de 1° es isomorfa a ¥ ? ctoda &1-

gebra de Boole no &tomica,n-o y (IS) y de peso c es isomorfa

a H/FIN ?¢existen 8lgebras de Boole no &tomicas,n~c y (IS) y

de peso ¢ gue no sean cocientes del &lgebra de Haydon?,es decir
se trataria de reproducir el trabajo citado que Van Mill hace con
Bw y su nucleo perfecto pero haciendolo con el espacio de Stone
del &lgebra de Haydoh y su nucleo perfecto (analogos comentarios

podrian hacerse para la relacibén (E) v (f))

OBSERVACION 5.20

Continuando con lo visto en la pdgina 91 y teniendo en
cuenta que estd abierta la implicacidn (S)=—=$(R), cabe plantear-
se la siguiente cuestidn. Sea F un &lgebra S vy sea (Ai)iew
una sucesidén disjunta en F ¢Existe algln Ncw infinito y una subdlge
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bra G de F ,isomorfa a P(w)/ y tal que la sucesidn (Aikéwesté

FIN
contenida en ¢ ?.81 la respuesta es afirmativa entonces la respu-
esta a la implicacidn es afirmativa.

Hay que tener en cuenta que tampoco se conoce un &lgebra de Boole que

tenga la propiedad (f) y que no tenga la (R). Sin embargo, las

dlgebras (f) tienen &lgebras soportes que son (E) y por tanto

son (R). Desconocemos si del hecho de que todo &lgebra goporte
de F sea (R) se deduce que 1la propia F tenga la propiedad
(R).
OBSERVACION 5,21

Schachermayer 1978 demuestra que si F tiene la propiedad
(E) entonces F tiene la propiedad (VHS). Bas&ndonos en esto
y en los resultados anteriores, se obtiene una inmediata demos-
tracidn de que si F tiene la propiedad (f) entonces tiene la
propiedad (VHS) vya que si F tiene la propiedad (f), las &1
gebras soportes de F tienen necesariamente la propiedad (E) vy,
por tanto,tienen la propiedad (VHS); asi,la propia F tiene la
propiedad (VHS) . Haydon (Cf. 25) .y Antosik-Swartz (Cf.2,3)
demuestran que si F tiene la propiedad (SC) entonces también
tiene la propiedad (VHS). Bas&ndonos en esto y en los resulta-
dos anteriores se tiene una demostracibén inmediata del resultado
de Freniche que afirma que si F tiene la propiedad (IS) enton-
ces tiene la (VHS). En efecto, si F tiene (IS), sus &lgebras
soportes tienen la (SC), éstas son (VHS) y , finalmente, F es

(VHS) .
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DEFINICION 5.22

Sea F un &dlgebra de Boole y sea o= (A;), = una sucesibn dis
junta en F. Se llamard sub&lgebra sucesional definida por o al con

junto

F, = {AeF: NeP(w), l_JAic:A y (|} Ai)(\A = ¢}.

ieN iew\N

Es evidente que vara cada o, ¢, SeFO. Tomando N={i} compro-
bamos que AieF0 para cada iew. Es inmediato comprobar que Fc es un
subdlgebra de F y que en general F0 no coincide con el &lgebra en
gendrada por la sucesidén. En efecto, tamando como F a P(w) y como
o la sucesibn o==({i})i€w, el subdlgebra sucesidn generada por ¢
es P(w). Sin embargo, el &lgebra engendrada es ¢ (w). El siguiente

resultado tiene una demostracidn trivial.

PROPOSICION 5.23
Sea ¢ una sucesidn disjunta en F.
l1.- Si ¢ es una sucesibn de &tomos F =F.
2.- Todo elemento de la sucesibn g es en Foun dtomo.

3.- S8i ¢' es una subsucesidn de o, FO.C:FO
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PROPOSICION 5. 24

Sea ¢ una sucesibn disjunta en F tal que F0 es un k-algebra

de Boole. Se verifica que o tiene la propiedad (J).

DEMOSTRACION

Sea U==(Ai)f%i una sucesibén de atomos en Fo' que define una
sucesibén de puntos en su espacio de Stone. Si F0 es un k-&lgebra
de Boole, esta sucesibn tendri la propiedad (J). Existe un Nc w
infinito con w\N infinito y existe un AeF0 tal que Af::A para ca-
da ieN y Air\A==¢ para iew\N. Es evidente que en F subsiste esa
relacibén. Por tanto, (A.) tiene en F la propiedad (J).

i‘iew

/17

COROLARIO 5.25

Sea F un &lgebra de Boole y sea ¢ una sucesidn disjunta en
F que posee una subsucesidn ¢g' tal que Fo' es un k-4lgebra de Boo

le. En este caso ¢ tiene la propiedad sub-J.

COROLARIO 5.26
Sea F un &lgebra de Boole. Se verifica aque:

1.- Si para toda sucesidn disjunta o se verifica qgue FO es una
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k-&lgebra de Boole entonces F cumple (J).

2.- Si para toda sucesibn ¢ de disjuntos existe una subsucesibn

o' tal que F_, es un k-8lgebra de Boole entonces F es sub-J.
g g

OBSERVACION 5.27

En Sikorski 1964 p&g. 56, se deja claro que si G es un
subdlgebra de F y (Bi)iew es una sucesibn en ¢ que tiene un supre
mo BeF tal que BeG entonces B es el supremo de (Bi)iew en G. En

general, el reciproco no es cierto. Sin embargo, para las subdlge

bras sucesionales se verifica lo siguiente.

PROPOSICION 5.28

Sea F un &lgebra de Boole y sea 0:=(Ai)i€w una sucesidn dis

junta en F. Si (Bi)iew es una sucesibdn disjunta en F0 con supremo

BeF entonces el supremo de (B.). en F es también B.
o} g i'iew

DEMOSTRACION

= {icw: A, L) = N' = {iew: A.MNB=¢}.

Sean N {iew Alr1(£giBl) o} v {iew i ¢}
Veamos que w\N=@\N' vy que, por tanto, N=N'. Es evidente que
WNNcCw\N' y que si existiése un jew\N' tal gque jAw~N se tendré

que A.cB vy Aj(\([ JBi)==¢. Por tanto, [_JBic:B\A. en contra de
J ’ icw iew J

ue B a el U)o A. estf en F .

q sea el supremo de (Bl)lew en Fo' ya que B\ ; S 5
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Esto prueba que N=N'. Trabajando en F también se verifica que

[_JBic: B. Si existiése un CeF C#¢ y C<B tal que cn(|_JB,) =9,

iew iew
se tendria, al ser C(\({_JAi)==¢ (pues si ieN es A,CB y si
iew
iew\N es Aic:[_JBi), que CeF0 y en F0 es [_JBiC;B\C, en contra-
iew iew

diccibn con que B sea el supremo de (B.). en F .
i‘iew o

/77

PROPOSICION 5.29

Sea F un 4lgebra de Boole y sea ¢ una sucesidn disjunta en

F. Si una sucesibn disjunta (Bi)i en F_ tiene supremo BeF se ve

EW
rifica que BeF0 y que, por tanto, el supremo de (Bi)iew en FO es
B.

DEMOSTRACION
Supongamos que o==(Ai)i€w vy sea, como en la proposicidn an-
terior, N = {icw: Ai(\([ JBi)==¢}. Para cada iew\N existe un jew
iew

tal que Al.c:Bj Yy, por tanto, Aic:B. Si ieN veamos gue Aif\B=¥¢.

En efecto si Ai(\B;£¢ sea C==Ai(\B siendo CeF y CcB. Como

Cf\(l_JBi)==¢, se tiene que l_JBiCLB\C, en contradiccidn con que
lew iew

B sea el supremo en F de (Bi)iew' Asi pues, si jeN &S Air\B = ¢.

Por tanto, | | A.<B, | JA.NB=9¢ y BeF .
icw\N * ieN * ©

/77
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Como consecuencia inmediata de las dos filtimas proposiciones

se tiene la siguiente proposicibn.

PROPOSICION 5.30
Sea F un &4lgebra de Boole.

a.- F es o-completa si y solo si para cada sucesidn disjunta

0 en F se verifica que Fo es g-completa.

b.- F tiene la propiedad (E) si y solo si para cada sucesibn

disjunta ¢ en F se tiene aue F tiene la propiedad (E).

C.- F cumple la propiedad (sc) si y solo si para cada suce-

sidn disjunta o en F se verifica que F0 tiene la propiedad (sc).

El siguiente resultado,de inmediata demostracidn,viene a decirnos
que dada una sucesidn de disjuntos la correspondiente subdlgebra
sucesional es la mayor de todas las subd@lgebras de Fgue contiene
a todos los elementos de la sucesidn como &tomos.

PROPOSICION 5,31

Sea °=(Ai)iem sucesibén de disjuntos en un &lgebra de Boole F

y sea G sub8lgebra de F ,entonces:( =ngi y solo si G verifica

las propiedades:1) (Ai)igmG y cada Ai es 4tomo en G
. 2) para toda sub&lgebra # de F tal aue (Ai)iébH y siendo cada

Ai dtomo en H se verifica que HeG
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PROPOSICION 5.32

Sea F un 8lgebra de Boole. Se verifica que F cumple la pro
piedad de Seever (resp. (f), resp. (IS)) si y solo si para cada
sucesibén disjunta ¢ en F se tiene que F0 tiene la propiedad de

Seever (resp. (f), resp. (IS)).

DEMOSTRACION

La condicidn suficiente es, en los tres casos, evidente.

Supongamos que F tiene la propiedad de Seever. Sea o= (A.).

i'iew
una sucesibn disjunta en F. Sea (Bi)iew una sucesibén disjunta en
FO. Sea Mcw infinito tal que w\M es infinito. Sea
N = {iew: Ai(\([_JBi) = ¢}. Consideremos los co-ceros disjuntos

[ JB., [ J B, vy { JA.. Por tener F la propiedad de Seever exis
S— 1", ‘\— 1 . 1 -
ieM lew\N ieN

ten tres parejas (C,D), (E,F) vy (H,K) de elementos disjuntos de F

forma que:

| JB;cc, 1) B;w |) B,cE, | JacF, |_JB,=H, | Ja,=k.
lew iew\N iew\M ieN ieM ieN

Se tiene que

lJa,erng, | JBecunc v | ) B.cEND.
ieN ieN iew\M

Los conjuntos FMK, HA'C y EMND son disjuntos en F. De
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aqui es evidente deducir que son elementos de Fs Esto demuestra

que F0 tiene la propiedad de Seever.

Supongamos que F tiene la propiedad (f).

Sea o==(Ai)i€w una sucesibn disjunta en F y sea (Bi)iew una
sucesién disjunta en F,. Sea N = {iew: Ai(\([_JBi) = ¢}. Sea Kcw
icw

infinito y con w\K infinito. Trabajemos con F y apliquemos la pro
piedad (f) a las dos siguientes sucesiones disjuntas de disjuntos:

(B )iem\K‘)(Ai)igN'

que | JB.cB, | ] B,=B% | JAo.cB® y ¥McL existe un B" tal
iet * ie\L * ieN *
que

(B.)

i) iex’ Existe un LcK infinito y un BeF tal

i

|_JBc - B.C 8" vy (|_Jape (8™ .
ieM iew\M ieN

Veamos que BeF . En efecto: BN | JAi = ¢ v si icw\N existe un jew
ieN

tal que A;cB,. Si jeL es A;C B,CB y sijew\l es A,CB.C BC y

vor tanto Ai(\B = ¢. Asi pues, es evidente que BeFo. De manera

andloga se veria que BMeFO para cada McL y por tanto la sucesibn

(Bi)igm tiene la propiedad (f) en F -

Supongamos ahora que F cumple la propiedad (IS).

_ ' . o . na
Sea ¢ (Ai)lsw una sucesidn disjunta en F y sea (Bl)lgw u
sucesién disjunta en Fo Sea N = {iew: Ai(\([ JBi) = ¢}. Sea Kcw
iew

infinito tal que w\K es infinito. Trabajamos en F y aplicamos la

propiedad (IS) a las dos siguientes sucesiones disjuntas de disjun
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tos: (B (B.) U(A))

tiek ¥ Bilicy gV By)yen
c c
BeF tal que [_JB.c:B y { ) B,<B® y l_}AiCZB . Veamos que
iel * iew~L * ieN
BeF . En efecto B(\l_JAi = ¢. Si iew\N existe un jew tal que
ieN
A;jcByi si jeL es A,cB.cB y si jew\L es A Bjch y, por tan

N = . ] L) . i -
to, Ai B ¢. Por tanto BeFO y la sucesibn (Bl)lem tiene la pro

Existe un LCK infinito y un

piedad IS en Fo‘
///

PROPOSICION 5.33

Sea F un 8lgebra de Boole. F tiene la propiedad (n-o) (resp.
(u.d.s.c.)) si y solo si para cada sucesidn disjunta o en F el

subdlgebra sucesional F tiene la propiedad (n-g) (resp. (u.d.s.c.))

La demostracidén es trivial usando las proposiciones 5.28
Y 5.29 que relacionan los supremos en el &lgebra con los supremos

en el sub&8lgebra sucesional.

PROPOSICION 5,34

Sea F un k-8lgebra de Boole. F es atbmica si y solo si para
cada sucesibn disjunta o en F se tiene que el subdlgebra sucesio-

nal FO es atBmica.

DEMOSTRACION
Sea D el conjunto de los atomos de F. Sea O::(Ai)igw una

sucesidn disjunta en F. Sea D'==D\([ JAi). Cada elemento de D'
iew
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estd en F_, es un &tomo en F_ y la sucesibn (A.). es de &tomos
o o i‘iew
en F_. Sea AeF0 y sea N = {icw: Aic:A}. Si N#¢, A contiene alglin
dtomo de F_ . Si N=¢, A(\([_in) = ¢; como AND # ¢ (por ser F atd
iew
nica), AM'D = AMND' # ¢. Por consiguiente A contiene elementos de

D', que son &tomos de Fo' Por tanto, todo elemento de F0 contie

ne algfin 4tomo de F . Esto prueba la condicibén necesaria.

Para probar la condicidn suficiente consideramos la descom
posicidn Perfecta-dispersa S = PUD de S. Si F no es atémica,
existe un clopen A tal que AcP. El conjunto A es denso ensimis
mo, por serlo P, y por tanto es perfecto. Como A es el espaciode

Stone de F F, es no-atbmica. En FA podemos tomar una sucesidn

A" A

disjunta 0==(Ai)i€w y un BCA tal que B(\}EiAi = ¢. E1 &algebra

F_ es atbémica, BeFO y como (FO)B es isomorfo a F

B’ resulta que
(FO)B es no-atdmica. Esto es imposible pues la traza de un ilge-
bra de Boole atdmica sobre cualquier elemento del dlgebra sigue

siendo atémica.

/77

PROPOSICION 5.35

Si una sucesidn de &tomos en un &lgebra de Boole tiene la

propiedad (Q entonces tiene la propiedad (IS).
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DEMOSTRACION
Sea (xi)iew una sucesidn de &tomos en F. Sea M~ w infinito.
Existe un LcM infinito y un AecF tales que [_inc:A y
iel
(L) x)na=y4.
Y i
iew M
Sea M~NL = L'UL", donde L' = {ieM\L: xieA} y
L" = {ieM\L: xiﬁA}. Sea ahora K = LUL'. Se tiene que KCM,
que [_inc:A y que ( [_J xi)(YA = ¢.
ieK iew\K

/17

PROPOSICION 5.36

Sea F un &lgebra de Boole. Supongamos que para cada suce-
sidn o en F de disjuntos se verifica que F0 tiene la propiedad
Q . Entonces, F tiene la propiedad (IS) y para cada ¢ en F, F

tiene la propiedad (18).

DEMOSTRACION

Es inmediata pues o==(Ai)i€w es una sucesibn disjunta en F
se tiene que ¢ es una sucesidn de &tomos en FO y, por tanto, tie-
ne la propiedad O en Fc‘ Por consiguiente tiene la propiedad
(IS) en F - De agqui se deduce ficilmente que ¢ tiene la propiedad

(IS) en F.

/77
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De forma andloga se podria demostrar que si Fes tal que pa
ra toda sucesibén o disjunta en F se verifica que F0 tiene la pro

piedad sub J entonces F tiene la propiedad J.

Del hecho de que F tenga la propiedad J no es posible dedu
cir que las sub8lgebras sucesionales también la tengan, sin em-

bargo, se verifica el siguiente resultado:

PROPOSICION 5.37

Un sub&8lgebra sucesional de un &lgebra sucesional de F es

también un sub8lgebra sucesional de F.

DEMOSTRACION
Sea o= (Aa.). una sucesidn disjunta en F sea 1= (B,).
i'iew i'dew
una sucesidn disjunta en F - Sea For el correspondiente subdlge-
bra sucesional de F,. Sea T = {iew: Ai(\([_JBi) = ¢}. Sea
icw

1l = {Bi}iew\J{A.} Se tiene que 1 define una sucesidn disjun-

i'ieT’
ta en F. Consideremos el &lgebra sucesional Fl' Sea AeFl, enton-

ces AeFO y es evidente que existe un Ncw tal que l_JBic:A Yy

ieN
que (.[_J B;) MA = ¢. Por tanto, AeF . Si AeF _ entonces AeF
iewmN
y por tanto, existe un N;cw tal que | AcA vy (L A)NA =
ieN iew\N1
= ¢ y existe un Nzc;w tal que (l J Bi}(\A==¢. Por tanto, AeFl.
iEw\Nz

/77
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Como consecuencia inmediata del resultado anterior, si para
cada sucesibn disjunta ¢ en F se tiene que F0 tiene la propiedad

sub J entonces F0 tambien tiene la propiedad J.

Estudiaremos a continuacién la relacién existente entre el
espacio de Stone de un &lgebra y el espacio de Stone de una sub-

dlgebra sucesional.

Sea o una sucesibn disjunta en F. Sea S = st(F) y sea
So = st(FU). Se tiene que para cada icw Ai es un atomo de F0 y
asi, en sé, Ai es un filtro maximal principal (clopen unitario)

que denotamos por Y-

Del homomorfismo booleano inyectivo de inclusibn: i:FO+F
se obtiene la aplicacibdn continua y sobreyectiva l:S+S0 definida,
para xeS, por 1l(x) = {AeFO: Agx}. Se verifica el siguiente resul
tado, cuya demostracibn es bastante directa, y donde usamos la no

tacidn anterior.

PROPOSICION 5.38

l1.- Sea o==(Ai)i€w una sucesidn disjunta en F. Para cada icw y
cada XgAi se tiene que l(x)==yi. Si xé[_JAi entonces
1(x) £ {yi:iem}. Por tanto, l(x)==yi si y solo si XeAi y

l(l_JAl) = {Yi: iew?} b l_l({yi=i€w}) — l__JAi.
e iew
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2.- Si AeF y Ar\(l_JAi) = ¢ entonces l: A+1(A) es un homeomorfis

mo, 1l(A) es un clopen en Sg, 1(A)8F0 es disjunto en S0 con

}Eiy., las &algebras FA y Fol(A) son booleanamente isomorfas

y finalmente, 1(A) es un clopen en S0 que es canbnicamente

isomorfo al elemento AeFU.

3.- S1i xS y x £ £EiAi entonces existe un AxeF tal que AXEF0
y tal que 1l: Ax+l(Ax) es un homeomorfismo, siendo l(Ax) = Ax.

Adem&s se verifica que 1: S\[_JAi > So\l_in es un homeomor
iew iew
fismo.

———

4.- Se verifica que l(l_JAi\l JAi) = {yi: iew}d y due

1'1({yi: iew}d) = LaN{_Ja;.
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Una de las razones del interés de las subdlgebras sucesio-

nales radica en el siguiente resultado.

PROPOSICION 5.39

Sea F un &lgebra de Boole tal que para toda sucesibn disjun
ta o en F se verifica que existe una subsucesibn o' de o tal que
Fontiene la propiedad (VHS) (resp. (N), (G), (R)) entoncesF tiene

la propiedad (VHS) (resp. (N), (G), (R)).

DEMOSTRACION

Supongamos que F no tiene la propiedad (VHS) entonces exis-

te una sucesidn (ui)iew de medidas en F que es puntualmente conver

gente a cero y existe una sucesidn (Ai)iew de disjuntos en F y

- . | J—
existe un >0 tales que [ui(Ai)|>g para cada iew. Sea ¢ (Al.)l.EM

una subsucesidn de o==(Ai)i€w tal que Fc, tiene la propiedad (VHS)

Se tiene que (ui)ieM

puntualmente convergente a cero en Foxe Y (Ai)ieM es una sucesibn

es una sucesidn de medidas en Fo' gue es

de disjuntos en F_. tal que |ui(Ai)|>g para cada ieM. Esta contra

diccibn prueba que F tiene la propiedad (VHS).

La demostracidén para el correspondiente caso de las propie-
dades (N), (G) y (R) es andloga. Para el caso (R), en la p&g.91

se presentd una situacidn andloga.

/77
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El caso del teorema anterior nos motiva la siguiente defini

cibn.

DEFINICION 5.40

a.—- Sea F un 8lgebra de Boole. Sea P una propiedad relativa
a las dlgebras de Boole. Diremos que F tiene la propiedad (Hsp) si
para toda sucesibn disjunta o enF se tiene que F0 tiene la propie

dad P.

b.- Diremos que F tiene la propiedad CHsp si todo cociente

de F tiene la propiedad Hsp.

c.- Diremos que F tiene la propiedad Hssp si toda sucesibn
disjunta ¢ en F posee una subsucesién o' tal ecue el subdloebra suce-

sional Fo' tiene la propiedad P.

d,- Diremos que F tiene la propiedad CHssp si F y todo co-

ciente tiene la propiedad Hssp.

NOTA: Cuando cualquiera de las propiedades de la definicidn ante
rior sblo se afirme para sucesiones de clopenes infinitos
y disjuntos, ahadiremos al final la letra i. Asi por ejem-
plo, diremos que F es Hspi si para toda sucesibén ¢ de clo-
penes infinitos y disjuntos se verifica que F tiene la

propiedad P.
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Por P=k entendemos que la correspondiente &lgebra de Boole
es una k-&lgebra de Boole. Por P=1" entendemos que el espacio de
las funciones medibles de la correspondiente &lgebra de Boole tie
ne copia de lw=. Por p=(VHS) que el correspondiente &lgebra tiene

la propiedad (VHS), etc.

Los resultados que siguen son evidentes. Algunos son conse

cuencia de lo visto en las paginas anteriores

PROPOSICION 5.41

a.- Si F tiene la propiedad HSK entonces F es una k-8lgebra de

Boole con la propiedad J.

b.- Son equivalentes
1) F tiene la propiedad (S)
2) F tiene la propiedad H s(S)

3) F tiene la propiedad CHs(S)

c.- F es o-completa si y solo si F es Hsg-completa. Estas propie-
dades implican que F sea CHs(S). Pueden existir cocientes de

F gue no sean o-completas, aungue si tendran (s).

d.- Son equivalentes

1) F es (IS)
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2) F es Hs(IS).

3) F es CHs(IS).

(S

f.-

a -
-

h.-
i.-

Jo-

k.-

Son equivalentes las siguientes propiedades sobre F :
1)F es (SC)
2)F es Hs(SC).
Estas propiedades implican que F sea CHs(IS),pues pueden existir
cocientes de un 8lgebra (SC) que no sean (SC) pero estos cocientes
si seran (IS).
Son equivalentes las siguientes propiedades sobre F:
1) F es (f)
2) F es Hs(f)

3) F es CHs(f)
F tiene la propiedad (E) si y solo si F tiene 1la propiedad

Hs (£) .Estas propiedades implican que F tenga la propiedad
CHs (f) .

F es (n-¢) si y solo si F es Hs(n-g)

F es (u.d.s.c.) si y solo si F es Hs(u.d.s.c.)

Si P es culquiera de las propiedades (VHS),(G),(N) o (R) vy
F es Hsspi entonces F es P.

Si F tiene la propiedad (IS) entonces F es CHs(VHS).

OBSERVACION 5 _4

Se observa del resultado anterior cue las condiciones sufi-

cientes ensayadas para que F tenga la propiedad (VHS) consiguen

en realidad un objetivo mé&s fuerte como es el que F tenga la pro-

piedad CHs(VHS).Esta Gltima propiedad podria ser denominada como

propiedad (VHS)-fuerte o en abreviaturas (VHS)-F. En el siguien-

te ejemplo se muestran algunas dlgebras de Boole que no estén en

esta situacibn.
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EJEMPLO
a).~- El &lgebra F de los subhconjuntos de [0,1] que son
simultaneamente F0 y G6 no es sub-J. Sea, para cada ngy

A ={1/2",...,(2"_1)/2"} . sea 4= (A,). . Se verifica que F_no
n 1 lew ag

es un k-&lgebra de Boole. En la p&g. 31 se prueba que cierta
subsucesién de (Ai)iem puede ser incluida término a término
en una sucesibén de clopenes infinitos y disjuntos, gue careceré
también de la propiedad sub-J,que da lugar a una subdlgebra suce-

sional que no es k-8lbebra de Boole.( y por tanto no tiene ni

las propiedades (VHS), (G),(N) o (R) )

b) .-El &lgebra de los subconjuntos medibles-Jordan de [0,1]
tiene la propiedad (N) veroc no es Hs(N). Para comprobarlo, bas-
ta elegir la misma sucesidn del apartado anterior y usar unes

razonamientos anélogos.

c) .-Consideremos el ejemplo de &lgebra de Boole de la pég.l0
y consideremos la sucesidn de disjuntos definida,para cada icw,
por A= {(i,m): m < i}. Si o es la correspondiente sucesidn se

tiene que Fc=¢(m).

TEOREMA 5,44

Si F es un CHSk-&lgebra de Boole que no es (IS).Existe
un subdlgebra sucesional ¢ de un cociente de F tal que

i) G es un x-laebrade Boole atémico.

ii S8i S. =P UD es la descomposicibn perfecta-dispersa de

G
SG se verifica que D puede dividirse en dos subconjuntos infi-
. o -
nitos y disjuntos D; Yy D, tales que (D2) = P.

DEMOSTRACION
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Sea (A una sucesibn disjunta en £ que no tenga la

)iew ‘
propiedad (IS). Existe un Mc y infinfto tal que para cada Nc¢ M

i

infinito con M ~ N infinito no existe un.clopen AcF tal que

A, i = ] . =Un,
je A para 1 e N y Ai NA=¢ para iew~N Sea K lgwAl

y consideremos el &lgebra FK de los clopenes de K. La sucesibn

A.)

o= ( i es una sucesibdn disjunta en FK que no tiene la pro-

iew
piedad (IS). Sea G =(FK)0 la correspondiente sub8lgebra sucesional.

Sea’ SG = P Y D la correspondiente descomposicibén perfecta-disper-

sa de S Cada Ai es, para 1icw , un &tomo en G que denota-

G
mos por X;. Es exidente que D=(Xi)iew y que G es un k-8lgebra

de Boole atbmico tal que la sucesibn (x no tiene la pro-

i) iew
piedad (IS).Se puede demostrar f&cilmente que existe una subsu-

cesidbn de (x.) , que denotamos como (xi)iEM donde M es

i'iew
tal que w M es infinito (al igual que M), tal que (Xi)igM no
tiene supremo ni posee subsucesién cén supremo. (ver pég.105 ).
Descompongamos D en dos conjuntos infinitos Dl={xi:i€M} v
D,={x ,:ico M}. Sea x ¢ P y sea A un clopen de F tal que X¢A.

Si fuese A N D, =¢ seria AND=ANOD, . Sea Nz{igw:XieA N Dl}.

2 1

Se tendria que N CMy como A=AND = AND, sera U X, = A, en
ieN
contra de la suposicidn de gue no existia una subsucesidn de (xi)

ieM
con supremo. Por tanto, para cada x ¢ P vy para todo clopen A

con x ¢ A es AND,#¢. Por tanto, (D)~ = P.
/77

OBSERVACION 5.45
Cabe plantearse la siguiente pregunta : Sea F unK -dlgebra
de Boole atbmica con |D|=w y tal que D admite una descompo-

d
sicidn D = Dl(J D2 donde D1 y D, son infinitos vy (DZ) =P.
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épuede ser F (VHS) o CHs(VHS) ?. Desconocemos si existe algfin
8lgebra de Boole con estas caracteristicas que sea (VHS). Caso de
ser la respuesta negativa, se tendria que (IS)<=>CHs(VHS). En efec
to, es evidente que (IS) % CHs(VHS). Reciprocamente, si F es
CHs(VHS) vy no es (IS), obtendiriamos segfin el teorema anterior
un 4lgebra con las caracteristicas descritas al principio de esta
observacifn, que al no ser (VHS) nos daria lugar a una contra~
diccibén que resuelve el problema.

Desconocemos si existe un k-&lgebra de Boole atbémica con

|ID|=0 que sin ser (SC) sea (VHS).

TEOREMA 5.46

Sea F un 4&dlgebra de Boole con las propiedades (IS) y

€Hs (1®). Se verifica que F tiene la propiedad (f).
DEMOSTRACION

Sea (Ai)igw una sucesidn disjunta en F.Sea K=iCT;i c S.
Consideremos el &lgebra cociente Fp ¥y » en Fx la sucesiéiwg=(Ai)i€w.
Sea G el &lgebra (FK)O . Es evidente que G es un k#algebra de
Boole atdmica. Sea T=SG y sea T=P U D 1la correspondiente des-
composicibén perfecta-dispersa, donde |D|=y y puede escribirse
D= (Xi)iew donde,para cada icw X, es el 4tomo en gque se ha
convertido Ai
El dlgebra G tiene la propiedad (SC) , pues G tiene las propie-
dades (IS) vy (c.c.c.), va que (IS) es hereditaria al cocien-
te y a las subdlaebrassucesionales . Seglin se vid en la pagl0Sexis

te un Ncw infinito tal que (x.) tiene supremo y toda subsu-

i 1eN
tiene también supremo en G .

cesidn de xX.).
( l) 1eN
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Se tie-

)

Sea B el supremo en ¢ de la sucesibn (x.). ...
i"ieN

ne que para cada ieN es x; ¢ B y para iew~N es X; € BC.
Los elementos B y B¢ son de (FK)c . Por tanto, lo son de FK'
En FK se tiene que Ai ¢ Bpara i ¢ N y Aic B® para iecew~ N.
Sea Ae¢F tal que A AK = B. Es evidente que A > Ai para cada
i e N y que a® > Ai para cada icw=~N.

Con razonamientos similares se puede demostrar que para
cada M ¢ N es posible hallar un AM eF tal que Ai c,AM
para ieM vy Ai 0 AM=¢para iew~M . Esto prueba que la su-
cesidn (Ai)iew de F tiene la propiedad (f).

///
COROLARIO 5.47
Sea F un k-4lgebra de Boole con las propiedades (SC)
y (c.c.c.) (o equivalentemente 1la propiedad (IS). Se verifica

cue: F es CHs(1")=—=>F es (E)=—=F es (R).
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