UNIVERSIDAD DE SEVILLA

Facultad de Matematicas
DEPARTAMENTO DE GEOMETRIA Y TOPOLOGIA

ISOVARIEDADES ISODIFERENCIABLES Y
GRUPOS DE LIE-SANTILLI

Memoria presentada por Raul Manuel Falcon Ganfornina,
para optar al grado de Doctor en Matematicas por la
Universidad de Sevilla.

VO, BO. EL DIRECTOR:

Fdo.: Juan Nuhez Valdés. Fdo.: Raul Manuel Falcon Ganfornina.

Profesor Titular de Universidad
del Departamento de Geometria
y Topologia de la Universidad
de Sevilla.

Sevilla, Diciembre de 2004






”Preferi no dedicarme a las matemdticas. Dicen que hay que sentir la llamada
como para el sacerdocio. [...] Ahora comprendia por qué los matemdticos se sienten
recorridos por una onda trascendental de energia cuando descubren una nueva
formula o ven un nuevo patron en algo que han contemplado mil veces. Solo las
matemdticas proporcionaban el sentimiento de atravesar otra dimension, una que
no existia en el tiempo y el espacio ... ese sentimiento de caer dentro y a través de
un acertijo, de tenerlo en torno de manera fisica.”.

Katherine Neville [El Ocho]
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VIII INTRODUCCION

INTRODUCCION

La presente Memoria tiene dos objetivos principales. El primero es dar a cono-
cer las herramientas necesarias para introducir la construccion de las isovariedades
isodiferenciables y de los isogrupos isotopicos de Lie, haciendo uso del modelo de
construccién de isotopias de Santilli propuesto en [14]. Previamente serd necesario
revisar los conceptos basicos acerca de la geometria isoeuclidea y del calculo iso-

diferencial.

Un segundo objetivo a tener en cuenta es el perfeccionamiento del modelo citado,
en base al conjunto de condiciones necesarias para lograr una construccién coherente
con la literatura existente al respecto, con vistas a obtener a su vez nuevos ejemplos
de isoestructuras matematicas, no conocidas hasta la fecha. Con ello se sentaran las
bases para futuros estudios tanto en el campo de la teoria de Lie-Santilli, como en

aplicaciones en diversos campos de la Fisica tedrica.

En particular, serd primordial el andlisis de las isotopias atendiendo a la inyec-
tividad y a la compatibilidad respecto a las operaciones de partida, al igual que el
estudio de los factores externos de los que depende cada levantamiento isotopico y

la relacién existente entre ellos.

La diversidad de campos a tratar impide profundizar en gran medida en cada uno
de ellos, pues extenderia considerablemente la Memoria. Es por ello por lo que se ha
hecho una seleccion de los principales resultados introductorios en cada uno de los
aspectos a analizar. No obstante, cabe indicar finalmente la presentacién de una gran
cantidad de ejemplos, 65 en total. La importancia de éstos es doble, pues por una
parte aclararan la influencia de las propiedades anteriormente citadas en la isotopia
utilizada, mientras que por otra parte permitirdn mostrar de forma inmediata las

mejoras logradas en el modelo presentado en [14].

Las isotopias de Santilli constituyen una nueva rama de las matematicas, ca-
racterizada a partir de una generalizacién (conservando los axiomas iniciales) de las
unidades, operaciones, nimeros, grupos, cuerpos, algebras, topologias, etc., de las
estructuras convencionales, con numerosas aplicaciones en Fisica, Quimica y otras

cilencias.
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Las matematicas usadas generalmente en estas aplicaciones han estado basadas
histéricamente en cuerpos mateméticos con caracteristica cero y dotados de una
unidad trivial I = 41 y de un producto asociativo a x b entre elementos de un con-
junto dado (matrices, campos vectoriales, etc.). De tal forma que estas matematicas
se han centrado en el estudio de sistemas lineales, locales-diferenciales y Hamiltonia-
nos, que unicamente representan un numero finito y aislado de particulas puntuales

que interactuan entre si mediante fuerzas derivadas de un potencial.

Lo anterior permite trabajar con representaciones exactas e invariantes tanto de
los sistemas planetarios y atémicos, como de los denominados sistemas dinamicos ex-
teriores, en los que todos los constituyentes pueden aproximarse mediante particulas

puntuales.

Sin embargo, la gran mayoria de sistemas en la realidad fisica que nos envuelve
son no lineales, no locales-diferenciales y no representables enteramente a través de
un Hamiltoniano en las coordenadas del observador. Este es el caso de los deno-
minados sistemas dindmicos interiores, que constituyen por ejemplo la estructura
de los planetas, las particulas de interaccion fuerte (como protones y neutrones), los
ntcleos, las moléculas o las estrellas. Estos no pueden ser por tanto reducidos de
una manera consistente a conjuntos finitos de particulas puntuales, que, si bien son
muy efectivos en sistemas dindmicos exteriores, simplemente constituyen a lo més

una mera aproximacion de los sistemas dindmicos interiores.

Atendiendo a esta cuestién, en 1978 el fisico italo-americano R. M. Santilli [34]
propuso la construccion de una nueva matematica, hoy conocida como isomatemadtica
de Santilli, construida especificamente para tratar la representacién invariante de
sistemas no lineales, no locales y no Hamiltonianos, de tal forma que posteriormente
se pueda reconstruir la linealidad, locacidad y canonicidad en ciertos espacios ge-

neralizados, dentro de las coordenadas fijadas por un observador inercial.

Esta propuesta se basaba esencialmente en la construccién de isotopias (aplica-
ciones entre estructuras que conserven los axiomas basicos de éstas) de todas las
ramas matematicas que, basadas en una unidad trivial / = 41, son necesarias a la

hora de trabajar con sistemas dinamicos interiores.

En particular, la isotopia fundamental de Santilli consistia en la generalizacién
de la unidad trivial / = 41 a una matriz u operador I = f(:c, do, d*x, t,v, 1,7, ...),
dependiente de factores externos, que conserva las propiedades topoldgicas de la
unidad inicial (no singular, Hermitica y definida positiva), si bien se le permite estar

dotada de un caréacter funcional no lineal, no local y no Hamiltoniano, en cada una
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de las variables locales que constituyen los factores externos mencionados: tiempo ¢,
velocidad v, densidad pu, temperatura 7, etc.

La representacién de los sistemas dindmicos interiores a través de la isomateméa-
tica de Santilli requiere a su vez el conocimiento de dos cantidades: el Hamiltoniano
H para la representacion de las fuerzas convencionales lineales, locales y potenciales
y la isounidad 7 para la representacién de todos los efectos no lineales, no locales y
no Hamiltonianos. Tal generalizacion de la unidad es de hecho la winica eleccion para
obtener una representacion invariante de estos tultimos efectos, puesto que tanto para
las matematicas convencionales como para las posibles generalizaciones, la unidad

del sistema fisico debe ser el invariante basico.

La generalizacién a la isomatematica de Santilli necesitaba de un estudio exhaus-
tivo de todas las ramas de las matematicas que intervienen en los sistemas interiores.
Es por ello, por lo que tanto Santilli como un ntmero creciente de matematicos y
fisicos han ido desarrollando en los tltimos 20 anos la generalizacion isotépica de
numeros, grupos, cuerpos, algebras, espacios vectoriales (métricos), topologia, cédlcu-
lo diferencial, andlisis funcional, variedades diferenciables, geometrias, etc.

En particular, la teoria de Lie, que ejerce un papel fundamental en Fisica, sufre
también de claras limitaciones debido a su caracter lineal, local-diferencial y Hamil-
toniano. Es por ello por lo que en [34], Santilli propuso también el levantamiento
isotopico de todas las ramas de la teoria de Lie, incluyendo el estudio isotopico de las
algebras envolventes universales, dlgebras y grupos de Lie, teoria de representacion,
etc. De esta manera se alcanzaba una teoria generalizada aplicable a sistemas no
lineales, no locales y no Hamiltonianos, denominada hoy dia isoteoria de Santills,
cuyo estudio ha sido continuado en varios monograficos [35] [38] [39] y articulos
relacionados.

La mayoria de estos resultados fueron presentados por Santilli como un caso
particular de una teoria mas general basada en la nocién de admisibilidad de Lie,
propuesta por A. A. Albert [3], hoy denominada genoteoria de Lie-Santilli.

Debido a su relevancia matemaética y fisica, la isoteoria de Lie-Santilli ha sido
estudiada en numerosos articulos y monograficos por varios autores. Como ejemplo
pueden citarse los monograficos realizados por: H. C. Myung [32] de 1982; A. K.
Aringazin. A. Jannussis, D. F. Lopez, M. Nishioka y B. Veljanovski [4] de 1991; Gr.
Tsagas y D. S. Sourlas [50] de 1993; J. Lohmus, E. Paal y L. Sorgsepp [30] de 1994;
J. V. Kadeisvili [27] de 1997; y R. M. Falcén Ganfornina y J. Nunez Valdés [14] de
2001.
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Cabe destacar también el estudio sobre teoria de isonimeros, iniciada por Santilli
en 1978, si bien fue presentada en forma matematica en la memoria [41] de 1993.
Los isonimeros de Santilli han sido estudiados por varios autores, aunque de forma

mé&s extensa es de senalar la presentacion dada por C.-X. Jiang [11] en 2002.

Otro avance significativo realizado por Santilli en la mitad de los anos 80, ha
sido el levantamiento isotépico de los espacios Euclideo y Minkowskiano, junto con
sus geometrias asociadas (ver [38] y las referencias citadas en dicho articulo). Estos
estudios han sido continuados por varios autores, entre los que cabe citar a J. V.
Kadeisvili [23], Gr. Tsagas y D. S. Sourlas [51] [52], y R. M. Falcén Ganfornina y J.
Nunez Valdés [15].

Por su parte, J. V. Kadeisvili [23] propuso la primera formulacién de la isocon-
tinuidad y el andlisis isofuncional, que ha continuado tratandose por varios autores
como A. K. Aringazin, D. A. Kirushin y R. M. Santilli [5].

Gr. Tsagas y D. S. Sourlas [51] [52] propusieron a su vez la primera formulacién
de la isotopologia en isoespacios sobre cuerpos convencionales. Esta formulacién fue
extendida por R. M. Santilli [43] a isoespacios sobre isocuerpos y posteriormente
de forma mas extensa por R. M. Falcén Ganfornina y J. Nifez Valdés en [15]. A
propuesta del propio Santilli, este estudio es conocido con el nombre de isotopologia
de Tsagas-Sourlas-Santilli-Falcon-Niunez (ITSSEN).

La ultima referencia citada se basaba a su vez en el monogréfico [14] de 2001,
donde se generalizaba el modelo isotépico propuesto por Santilli, mediante el uso de
tantas x-leyes e isounidades como operaciones existan en la estructura matematica
inicial, dando lugar al denominado MCIM (modelo de construccion isotépica basado

en la multiplicacion).

Indicar por tultimo que todos estos avances han permitido una generalizacién
estructural en Mecdnica Cuédntica y en Quimica, dando origen a las denominadas
Mecdnica y Quimica Hadronica [42] [49], a partir de las cuales se han obtenido
numerosas aplicaciones industriales, como resultado de la nueva interpretacion de

las unidades matemaéticas utilizadas.

En la presente Memoria se profundiza en el estudio de la isoteoria de Lie-Santilli,
por medio del analisis del levantamiento isotopico de los grupos de Lie. Es necesario
por tanto desarrollar previamente aspectos tedricos referentes a la geometria isoeu-
clidea, al célculo isodiferencial y a las isovariedades isodiferenciables. Sera de hecho
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en este analisis previo donde centraremos nuestro estudio, con vistas a generalizar
resultados previos ya existentes al respecto en la literatura, si bien desde el punto
de vista novedoso que origina el MCIM, el cual generaliza lo mas posible el tipo de
isooperaciones a utilizar en las estructuras matematicas con las que se trabaje y en
particular, permite analizar el relevante estudio de levantamientos isotépicos no in-
yectivos, que origina la obtencion de ejemplos matematicos caracteristicos. Algunos
resultados a este respecto ya se han mostrado en [19].

En este sentido, uno de los principales objetivos sera realizar un anélisis exhausti-
vo para lograr establecer las condiciones que deben verificar los elementos de isotopia
asociados al MCIM, a la hora de generalizar los diferentes aspectos a tratar de la
teoria de Lie convencional. Con vistas a evitar una extension excesiva de la presente
Memoria, se ha realizado una seleccion entre los citados aspectos. En concreto, salvo
excepciones, Unicamente seran tratados aquellos resultados imprescindibles para al-
canzar los conceptos de isogrupo isotopico de Lie y de grupo de isotransformaciones
o de Lie-Santilli.

El origen de ambas estructuras matemaéticas tiene lugar en 1978, con la pre-
sentacion que hace R. M. Santilli de la isoteoria [34]. Sin embargo, no sera hasta
1993, cuando los matematicos D. S. Sourlas y G. T. Tsagas realicen el primer mono-
grafico matematico sobre la teorfa de Lie-Santilli [50]. En particular alcanzan la
construccién de un isoalgebra de Lie y de su isodlgebra envolvente, analizando pos-
teriomente el concepto de isovariedad diferenciable.

No obstante, en dicho estudio no aparece el concepto de isodiferenciabilidad en
aplicaciones entre isovariedades, pues no es hasta Diciembre de 1994 cuando se pre-
senta por primera vez el cdlculo isodiferencial, en el Internacional Workshop on Dif-
ferential Geometry and Lie algebras, celebrado por el Departamento de Mateméticas
de la Universidad de Aristotle en Thesalonika (Grecia). De hecho, no serd hasta 1996
cuando Santilli [43] publique por primera vez sus resultados sobre este nuevo calculo.

En particular, el andlisis del levantamiento isotopico de las variedades diferen-
ciables a partir de la isodiferenciabilidad es atn inédito. Es por ello por lo que
nos planteamos en la presente Memoria dicho estudio, aplicando ademas los nuevos
avances tedricos en isotopologia, con vistas a abordar el posterior desarrollo de los
isogrupos isotopicos de Lie.

Por todo ello, estructuramos la presente Memoria en cinco Capitulos, que iran
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encaminados al estudio de los isogrupos isotépicos de Lie (como conjuntos dotados
de una estructura de isogrupo y de una estructura isodiferenciable compatibles) y
a una introduccion a la construccién de los denominados grupos de Lie-Santilli o

grupos de isotransformaciones.

En el primer Capitulo se presentan aquellas definiciones y resultados maés im-
portantes sobre isoteoria de Lie-Santilli, que se suponen indispensables para la com-
prension de la Memoria. Se muestra por tanto el concepto de isotopia de Santilli y

se presentan los resultados més destacados referentes al MCIM de 2001.

En el segundo Capitulo se dan las nociones basicas para construir la geometria
isoeuclidea, correspondiente al levantado isotépico de la métrica euclidea usual, es-
tudiando previamente la construccién general de un isoespacio vectorial isométrico.

Dado que lo que nos interesa es abordar el estudio de la isogeometria atendiendo
al MCIM, diferiremos en el punto de vista con el que Santilli trata este aspecto en
[35]. Con ello se intenta no obstante encontrar resultados coherentes con las distintas
x-leyes a utilizar, de tal forma que, finalmente, la propuesta de Santilli resulte un
caso particular de la presentada en esta Memoria. En este sentido, serd fundamental
la utilizaciéon de una nueva isounidad [’, ', diferente de la relativa al isocuerpo K
correspondiente, tal y como se muestra en la Proposicion 2.1.1.

Como ejemplo nos centramos en el analisis de la identificacion de cada recta
isotopica con un isovector director. La existencia de este ultimo se restringe de hecho
a isotopias que cumplan la condicién indicada en la Definicién 2.3.15, la cual es ve-
rificada en particular para x-leyes asociativas en ciertos subespacios vectoriales de V'
(Proposicién 2.3.16). El Corolario 2.3.21 nos dara finalmente condiciones necesarias
para que la identificacion mencionada pueda realizarse. Gracias a esto podremos
estudiar la perpendicularidad entre rectas isotdpicas, comprobando la equivalencia
con el caso convencional (Corolario 2.3.15).

Se finalizara el capitulo con la presentacion de diferentes circunferencias isotopi-
cas, mostrando ejemplos concretos de cada una de éstas.

En el tercer Capitulo, se dan las definiciones y las propiedades béasicas del calculo
isodiferencial. Cabe destacar que la variaciéon en el estudio de la isométrica presen-
tado en el capitulo precedente, respecto a la propuesta de Santilli en [35], implica a

su vez una variacion en la presentacion del calculo isodiferencial.
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En particular se impondran unas condiciones en el nivel general, bajo las cuales se

pueda prescindir de diferenciar entre isocoordenadas covariantes y contravariantes.

Por su parte, el resultado principal que certifica la coherencia en la construccién
presentada serd la Proposicion 3.2.3, que asegura a su vez la isodiferenciabilidad de
una isofuncion cuando se disponga de la diferenciabilidad convencional de la funcion
correspondiente.

La compatibilidad en las operaciones del cuerpo base permitira ademéas obtener
el dlgebra de isofunciones isodiferenciables mostrado en la Proposicion 3.2.7.

Se termina el capitulo con el estudio de la isodiferenciabilidad en isoaplicaciones,
obteniendo por construccién la Proposicién 3.4.8 y el Corolario 3.4.9, que seran
fundamentales a la hora de abordar el estudio de la isoteoria de Lie-Santilli.

En el Capitulo cuarto se expone la teoria relativa a las isovariedades isodiferen-
ciables. Previamente, con vistas a hacer uso de isotopias no inyectivas se hace nece-
sario generalizar algunos aspectos de la isotopologia ITSSFN, mediante un analisis
en las condiciones que verifican los factores externos de los que dependen tales le-
vantamientos isotépicos (Proposiciones 4.1.3 y 4.1.7, Corolario 4.1.11). En particular
se comprobara que es muy util restringirnos a isotopias que sean inyectivas para
cualesquiera valores fijos en los factores externos de los que dependa la isounidad

utilizada.

Se continda con el estudio de isocartas locales, isoatlas isodiferenciables e iso-
variedades isodiferenciables. Cabe destacar las condiciones de la Proposicion 4.2.3,
bajo las cuales los anteriores conceptos estaran relacionados de forma biunivoca con

los convencionales correspondientes.

En la tltima seccion del capitulo se desarrollan resultados referentes a las isoapli-
caciones isodiferenciables entre dichas estructuras. Se estudia la relacion de éstas con
sus equivalentes convencionales, analizando para ello la necesidad de imponer la in-
yectividad en los factores externos utilizados o bien la compatibilidad respecto a las

operaciones de partida.

Finalmente, en el Capitulo quinto se plantea la construccién de los isogrupos

isotopicos de Lie y de los grupos de isotransformaciones.

En particular, la primera seccién se dedica al estudio de los isogrupos isotépicos

de Lie, mostrando varios ejemplos al respecto. Vuelve a aparecer la importancia del



INTRODUCCION XV

analisis de los factores externos de la isotopia utilizada, lo cual permite identificar
los grupos de Lie convencionales con los isogrupos isotépicos de Lie (Proposicién
5.1.7).

Por su parte, en la segunda seccién se presenta un estudio inicial en la construc-
cién del espacio isotangente de una isovariedad isodiferenciable, basado en el calculo
isodiferencial del tercer capitulo. En particular se obtiene una base de dicho espacio

en el caso de trabajar con un tipo particular de isotopias de clase III (Proposicién
5.2.4).

Aparece también el concepto de diferencial de una isoaplicacién isodiferenciable,
la cual queda determinada en el caso anterior de isotopias de clase III por la matriz

isodiferencial de la misma.

Analizando los campos vectoriales isodiferenciables invariantes, se establece una
base para éstos en casos concretos de levantamientos isotépicos, gracias a los resul-
tados que se basan a su vez en la Proposicién 5.2.12. En particular se construye de
esta forma el isoalgebra isotopica asociada a un isogrupo isotépico de Lie.

En la tercera seccién del capitulo se presenta la correspondiente aplicacion expo-
nencial en el nivel de proyeccion, que relaciona el isoalgebra isotopica de Lie asociada
a un isogrupo isotopico de Lie con este ultimo. Previamente es necesario analizar
el concepto de isotrayectoria. A este respecto, las isotopias de clase III permitiran

obtener un resultado de existencia y unicidad de isotrayectorias (Teorema 5.3.10).

En particular se tendra el anterior resultado para el caso de isotrayectorias aso-
ciadas a campos vectoriales isodiferenciables invariantes a izquierda (Proposicién
5.3.11), lo que permitird dar la definicién de la isoaplicacién isoexponencial en el
nivel de proyeccion.

Finalmente, en la cuarta seccion se presenta el concepto de grupo de Lie-Santilli
o grupo de isotransformaciones, junto a sus propiedades notables, haciendo ver su
analogia con el caso convencional.

Todo el estudio anterior se acompana de una gran cantidad de ejemplos que
permiten facilitar la comprension de los nuevos conceptos. En concreto, con vistas a
mostrar los avances que permite el MCIM, se presentan bastantes casos en los que se
utilizan isotopias no inyectivas e isotopias no compatibles respecto a las operaciones
de partida. En este sentido destacan los Ejemplos 3.2.8 y 4.2.2, donde se muestran
nuevos modelos de construccién, que permiten la obtencion de este tipo de isotopias.



XVI INTRODUCCION



Capitulo 1

PRELIMINARES

Con el fin de facilitar una adecuada comprensién del presente estudio, se mues-
tran en este Capitulo las definiciones y propiedades de la isoteoria de Santilli que
seran necesarias con posterioridad. Para una mayor profundizacion en los conceptos
aqui mencionados pueden verse las distintas referencias citadas en la introduccion

de la Memoria.

En una primera secciéon daremos las nociones basicas acerca de las herramientas
fundamentales que utiliza Santilli en su estudio: las isotopias. Se indican el modelo
que propuso Santilli en 1978 [34], las clases de isotopias propuestas por Kadeisvili
[23], los niveles de construccién isotdépica y el MCIM de 2001 [14].

Finalmente, en la iltima seccion se trataran los avances que el MCIM ha aportado

a la isotopologia de T'sagas-Sourlas-Santilli, dando origen a la denominada ITSSEN.
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1.1. Definicién de Isotopia

En 1978, Ruggero Maria Santilli propuso una generalizacién de la teoria conven-
cional de Lie haciendo uso de isotopias, dando lugar a la conocida hoy dia como
isoteoria de Santilli (véase [34]). Para ello consider6 que la unidad bésica I de to-
da estructura matematica puede sufrir dependencia en varios factores externos del
sistema en el que nos encontremos (coordenadas, velocidad, tiempo, densidad, tem-

peratura, etc.), dando lugar a una isounidad I= f(x, do,d*v, ..., 1,7, ...).

Utilizando este principio, Santilli realizé una construcciéon metédica que gene-
raliza las estructuras matematicas mas importantes, dando lugar a las denominadas
isoestructuras (isogrupos, isoanillos, isocuerpos, isoespacios vectoriales e isodlgebras
(véanse [37], [39], [50])), lo que le permiti6 a su vez avanzar en el desarrollo de algunas
aplicaciones fisicas, como Mecanica Cuédntica y Dindmica de particulas ([41]).

Al respecto, recordamos las siguientes definiciones:

Definicién 1.1.1.  Se denomina isotopia o levantamiento isotopico a toda corres-
pondencia entre una estructura matemdtica fijada y otra del mismo tipo, esto es, tal
que verifique sus mismas propiedades. La estructura imagen se denomina isoestruc-
tura.

Definicién 1.1.2.  Se denominan isotopias de Santilli a aquellas isotopias de una
estructura lineal, local y canonica, que den como resultado una isoestructura en las
formas no lineales, no locales y no canonicas mas generales posibles y que sean
capaces de reconstruir linealidad, locacidad y canonicidad en ciertos espacios gene-
ralizados, dentro de las coordenadas fijadas por un observador inercial.

Definicién 1.1.3. Se denomina isogrupo al levantado isotopico de un grupo que
esté dotado a su vez de esta ultima estructura. De manera andloga se definen los

conceptos de isoanillo, isocuerpo, isoespacio vectorial e isodlgebra.

El modelo de isotopia de Santilli de 1978 se basa en la generalizacién de la unidad
de partida: I — T = f(a:,dx, d*w,...,u,7,...). En particular, fijada una estructura
matematica cualquiera E, dotada de un producto interno x, se considera un conjunto
V' O FE, dotado de una operacién asociativa x y tal que existen I, 1/'\, T €V, donde
I € Feslaunidad de xen V y T = 1. A V.T e T se les conoce respectivamente
como conjunto general, elemento isotopico e isounidad de la isotopia en cuestion.
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De esta forma, se definen los elementos de la isoestructura matematica E dotada

del isoproducto X de unidad T como :

E—>E:x—>§:x*f, a?b:a*T*b,paratodosa,beﬁ.

Posteriormente, en 1992, J. V. Kadeisvili [23], clasifica las isotopias atendiendo

a la isounidad utilizada:

CLASE I.  Asociadas a isounidades suficientemente diferenciables, acotadas, no
degeneradas en todo punto, hermiticas y definidas positivas. Son las isotopias de

Santilli propiamente dichas.

CLASE II.  Analogas a las de clase I, salvo en que T serd definida negativa.
CLASE III.  La unién de las dos clases anteriores.

CLASE IV. Las de clase III junto a las que tienen isounidades singulares.

CLASE V. Las de clase IV junto a las que tienen isounidades sin ninguna res-

triccién, pudiendo depender de funciones discontinuas, distribuciones, etc.

Finalmente, en 2001 [14] se generaliza el modelo isotépico propuesto por Santilli,

usando para ello tantos elementos de isotopia (x-leyes e isounidades) como opera-

ciones tenga la estructura inicial. Se mantienen de esta forma los cuatro niveles de

construccién de una isotopia, si bien se enfatiza el uso del nivel general:

Nivel general

Nivel convencional (V, %, %, ...)
U
(E,+, X, ...) (E, %, *,...)
| f |1
Nivel de Proyeccién s Nivel isotépico
(B, %, %,..) (E,F,%,..)

Donde por construccion:

a)

La aplicaciéon I: (E, x,*,...) — (E, X)X — X es un isomorfismo.
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b) La proyeccion isotopica es sobreyectiva:

7T:(E\,—T—,Q,...)%(E,f,g,...):aeﬂ(a):ﬁza*f

Este modelo, al que nos referiremos a partir de ahora como MCIM (modelo de
construccion del isoproducto basado en la multiplicacion), se ha desarrollado al igual
que el de Santilli, de una manera sistematica, analizando cada una de las isoestruc-
turas matematicas mas importantes. De hecho se cumple el siguiente resultado:

Proposicién 1.1.4. Fijada una estructura matemdtica cualquiera (E,+, X, 0, e, ...),

st realizamos un levantamiento isotopico tal que:

a) Se usan los elementos de isotopia principales * , I y secundarios %, S.

b) (E,*,x*,...) es una estructura matemdtica del mismo tipo que la inicial, estando
dotada de unidades S, 1, ..., con respecto a *,*, ... respectivamente.

c) I es unidad con respecto a x en el conjunto general V' correspondiente, siendo
T =171 €V el elemento isotdpico asociado.

Entonces, definiendo en el nivel isotopico las operaciones:

~ —

at+b=axb; axb=axb,

y estando definidos en el nivel de proyeccion:

Eza*f; aiﬁ:((a*T)*(ﬁ*T))*f; a?ﬁz((a*T)*(ﬁ*T))*f;_,_

se obtiene que la isoestructura resultante (E,i, ?, ...) es del mismo tipo que la

micial.

El MCIM se ha ido mejorando en varios trabajos posteriores ( [15], [17], [18] ¥
[19]), comprobandose en todo momento que generaliza convenientemente el modelo
de Santilli, si bien permite algunas construcciones matematicas mas complejas. De
hecho, se comprueba en [15] el siguiente resultado:

Proposicién 1.1.5. Cualquier isotopia mol: (E,+, X, 0,e,...) — (E,%—,?,/g\j, )
se puede estudiar como un levantamiento isotopico que siga el MCIM. Esto es,

cualquier isoestructura matemdtica lo es respecto a la multiplicacion.



1.2. PRINCIPALES RESULTADOS EN EL MCIM 5

1.2. Principales resultados en el MCIM

Veremos en esta seccion algunos de los resultados acerca del modelo isotopico
MCIM que nos seran ttiles a lo largo de la presente Memoria. Asi pues, a partir
de ahora, cuando nos refiramos a una isotopia, consideraremos que estamos usando
dicho modelo:

Definicién 1.2.1. Un levantamiento isotopico se dice inyectivo si lo es la proyeccion
isotdpica asociada. Se dice compatible respecto a la ley o si se verifica que aob =

a/o\b, para todos los elementos a,b de la estructura de partida.

Una estructura matemdtica cualquiera se dice isotopicamente equivalente a otra
del mismo tipo, si existe una isotopia tal que la primera es proyeccion isotopica de
esta ultima.

Proposicion 1.2.2. Se verifica que:

a) La proyeccion isotopica asociada a todo levantamiento isotdpico inyectivo es
un isomorfismo.

b) Si el levantamiento isotdpico utilizado es compatible respecto a todas las ope-

raciones de partida, entonces la isoestructura E es isomorfa a la inicial E.

c¢) La relacion de ser isotdpicamente equivalentes es de equivalencia.

Con vistas a obtener construcciones mas complejas se estan estudiando actual-
mente levantamientos isotépicos no asociativos [18] y no inyectivos [19]. Citaremos
a continuacion algunos de los resultados mas destacados obtenidos hasta ahora en
estos campos:

Proposicion 1.2.3. Se verifica que:

1) En el caso en que ol es una correspondencia lineal, el levantamiento isotdpico

correspondiente estard bien definido.

2) El conjunto general queda definido como: V = E U E U Epr U {f, T}, donde

Er = {%Tzﬁ*T:er} es tal que para todo ar € Er, /E\T*f:a*f En
caso de trabajar con un levantamiento isotopico inyectivo, se cumple ademds
que Er = FE.
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4)

5)

6)
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Cada isooperacion o de E se define como aob = <§T *3T> * f, donde a,b € E.

Las isotopias no inyectivas se clasifican atendiendo a si la proyeccion isotopica
asociada es invertible (Tipo 1) o no lo es (Tipo II).

En caso de ser I = j\(x,x’, ., F), donde F denota el conjunto de factores

externos de los que depende la isounidad _/f\, se cumple que:

5.1) Si F =10, todo levantamiento isotdpico no inyectivo es de tipo II.

5.2) Si F # 0, un levantamiento isotdpico no inyectivo es de tipo II si y sdlo
st existen unos valores Fy, para los cuales la restriccion de la proyeccion

isotopica mo Ljp_p, 1 x = T =x * [(x,2', 2", Fy) es no inyectiva.

A la hora de definir las isooperaciones asociadas al nivel de proyeccion obtenido
a partir de un levantamiento isotopico no inyectivo donde F' es no vacio, es

necesaria para cada una de tales isooperaciones una aplicacion del tipo:

(I)IFXF—>F1(Fa,Fﬁ)_>(I)(Fa7Fﬁ)a

de tal forma que dada una estructura matemdtica de partida (E, o), levanta-
da isotopicamente haciendo uso de los elementos de isotopia principales una
operacion * y una isounidad f, la isooperacién S serd definida para todos
ax1(F,),bxI(F,) € E como:

(a x f(Fa)> 3 (b x f(Fb)) _

-~ ~

= [((ax TED) * T(F ) 5 (0% T(R) « T(E)) | * T (@(Eo, Fy)).

~

Donde T'="T(F) = (I(F))~! es tal que, fijado Fy € F':

~ -~

I(Fy) * T(Fy) = I = T(Fy) + I(Fy).

~

Ademds, para que I(F) sea unidad de la isoestructura resultante, debe verifi-

carse que, para todo a € E y todo Fy € F':

[(a  1(Fy)) T(FO)] w1 (Do(Fy, o)) = a  1(Fy).

Efectivamente, bajo esta construccion, I = f(F) es unidad de la estructura
(E,g), para valores idénticos en F', esto es, fijado Fy € F':

~

(a . f(FO)) 3 (?(?0)) - (?(Yr_;)) 3 (a * f(FO)) — ax 1(R).
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Cabe observar que la ley S sufrird entonces también dependencia en los fac-
tores externos F. No obstante, en caso de que para valores fijos Fy € F, sea

O, (Fy, Fy) = Fuo, la isoestructura resultante serd del mismo tipo que la inicial.

Finalmente, una isotopia dependiente de factores externos se dird compatible
respecto la ley o si para todos a x I(F,),bx [(Fy) € E se cumple que:

~

(a « f(Fa)> 3 <b * T(Fb)) — (a0 b) * I(®(Fs, F)).

1.3. Isotopologia

Atendiendo a los resultados que aparecen en [15], las definiciones de los elementos

bésicos sobre isotopologia se pueden englobar en la siguiente:

Definicién 1.3.1. Se denomina isoespacio topoldgico a todo isoespacio dotado de
estructura de espacio topologico. St es ademds proyeccion isotopica de un espacio

topologico se denomina isoespacio isotopoldgico

Andlogamente se definen los conceptos de isopunto (iso)adherente, clausura, iso-
punto (iso)interior, interior, cerrado, abierto, isoespacio de (iso)Hausdorff e isoespa-
cio segundo numerable.

Teniendo en cuenta la similitud con las estructuras convencionales, todas las
propiedades de estas tltimas son heredadas por los nuevos conceptos de forma ade-

cuada. Aparte, son de destacar los siguientes resultados:

Proposicién 1.3.2.  El espacio del que se obtiene cualquier isoespacio topoldogico

en el nivel isotopico puede dotarse de la topologia final relativa a la aplicacion 1.

La proyeccion isotopica de un espacio topologico es un isoespacio isotopologico
en el niwel de proyeccion. Si tal proyeccion es inyectiva, todo isoespacio topolégico
en dicho nivel serd, de hecho, isotopologico.

Resultados andlogos se tienen para los conceptos de isopunto (iso)adherente, iso-

punto (iso)interior e isoespacio de (iso)Hausdorff.
Proposicion 1.3.3. El producto topolégico de isoespacios topologicos es a su vez un

1soespacto topologico.

En el nivel de proyeccion aparecen también una serie de nociones y resultados

que complementan a los convencionales:
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Definicién 1.3.4. Al conjunto 6\1(5) de isopuntos isoadherentes a C se le denomina

isoclausura de C. C se dird isocerrado de M si coincide con su isoclausura.

Al conjunto int(C') de isopuntos isointeriores de C se le denomina isointerior de

C. C se dirad isoabierto de M si coincide con su isointerior.

Proposicién 1.3.5. En las condiciones anteriores se tiene que:
a) O UCI(C) Cc C1(C); € C CI(C); int(C) C int(C) C C.
b) Si levantamiento isotépico que construye M es inyectivo, se verifica que:

b.1) Si
b.2) CI(C) = CI(E) CI(C’) Cl(C) = CI(C) y se cumple que C' es un

cerrado de M si y sélo si C es un cerrado de M (de hecho un isocerrado).

| C3>|

C D C M, entonces CI(C) C CI(D) y int(C) C int(D).

b.3) int(g) = 1;1\’5(5), iE(E)_: int(a) = 1nt(6) y se cumple que C' es un

abierto de M si y sélo si C es un abierto de M (de hecho un isoabierto).

A continuacion damos la definicién de isotopologia:

Definicién 1.3.6. Si M es un 1soespacio asoctado a un espacio M de topologia
T = {0, M,UncaUy,}, se dice que M es un isoespacio isotopolégico de isotopologia
T = {@,]\/4\, UaeAﬁ;}. Si la isotopia es inyectiva, se dice que M es un isoespacio

isotopolégico de isotopologia T = {0, ]/\4\, UaeAl/];}.

Proposicion 1.3.7. Las isotopologias T Y T son topologias sobre M Y ]\7, respec-
tivamente.

Seguidamente se estudia la nocién de isocontinuidad de isofunciones:

Definicién 1.3.8.  Dado un ]lA%-z'soespacz'o vectorial (7, se llama funcién real de U
a toda aplicacion f : U — R. Si la imagen es R, se llama funcion isorreal. Esta se
denomina isofuncién si existe f : U — R, tal que f(X) = f(X), para todo X € U.

Finalmente, toda aplicacion f : U — R se llama funcién isorreal de U .

Proposicion 1.3.9. Si el levantamiento zsotopzco que construye U es inyectivo,

-~

entonces, dada f : U — R, se tiene que f : U — R : X — f(X ) f()?) es
una funcion isorreal de U En €aso de una 1sofuncion isorreal f de U se define la
isofuncion isorreal f : U-R:X - f( X) = f(X).
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Definicién 1.3.10. Sea ]? una isofuncién isorreal de un R- z'soespacio vectorial U.
Se define el isomédulo de f como \f( )] = I(|f( )) = ]f(X)| Si la isotopia es

inyectiva, entonces se define el isomddulo de f como (?) = |f(X)].

Definicién 1.3.11. Sea K un isocuerpo asociado a un cuerpo K dotado de un
orden <, mediante una isotopia que mantiene el elemento opuesto respecto a la
suma. Definimos entonces el isoorden < como a<b si y sélo si a < b. Si la isotopia

es inyectiva, se define el isoorden < en K de forma andloga.

Proposicién 1.3.12. Los isodrdenes < Y § son érdenes sobre K Y [A(, del mismo
tipo que <.

Proposicién 1.3.13. Sea U un K-isoanillo, levantado isotopico de un anillo nor-
mado U, de norma ||.||, mediante una isotopia compatible _respecto a cada una de
las operaciones iniciales. Resulta entonces que la isonorma H H = H || es una norma

sobre U. Si la Zsotopw utilizada en la construccwn de K Y U es myectiva, entonces

la isonorma |||| = HH es una norma sobre U

Definicién 1.3.14. Sea U un I@—z’soespacio vectorial con isonorma ﬂﬂ = ||/\H e
1soorden 2, obtenido a partir de una isotopia compatible respecto a cada una de las
opemciones wmiciales. Se dird que una 1sofuncion isorreal f de U es isocontinua en
XeU, si para todo e>S existe 655 tal que para todo Y eU con HX Y\|<(5 se
vemﬁca que |f( ) - ( )|<e Se dird que f es isocontinua en U si es isocontinua
en X para todo XeUl. Finalmente, para isotopias inyectivas, se define de forma

andloga la isocontinuidad en el nivel de proyeccion.

Proposicion 1.3.15. La isocontinuidad en U equivale a la continuidad en U. Para

1sotopias inyectivas, ambas equivalen a la continuidad en U.

También se tiene el concepto de isocontinuidad en isoespacios isotopologicos:

Definicién 1.3.16. Se denomina 1soaphca010n isocontinua en el nivel 1sotoplco entre
dos isoespacios topologicos M Yy N a toda 1soaplicacion f M — N que conserve

las adherencias. De forma andloga se da la definicion en el nivel de proyeccion.

Proposicién 1.3.17. Se verifica que [ es isocontinua si y sélo si la aplicacion [ de
la que proviene es continua. El resultado es andlogo en el nivel de proyeccion para
1sotopias inyectivas.

De esta forma, atendiendo a la equivalencia entre los conceptos de isocontinuidad

y los vistos més arriba sobre los elementos de un isoespacio topoldgico, todas las
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propiedades acerca de aplicaciones continuas en el nivel convencional son heredadas

convenientemente en el nivel isotépico y en el de proyeccion.

Definicién 1.3.18. Una isoaplicacién ]/“\ (]\/4\ N ) (N &\N) entre dos {isoespacios

topologicos se dice isocontinua en XeMsi f YB ) € NH , para todo Be va .

f serd entonces isocontinua si es isocontinua en todos los isopuntos de M. Una

definicion andloga se tiene en el nivel de proyeccion.

Proposicion 1.3.19. Se tiene que:

a) Cualquier isoaplicacion isoconstante es isocontinua.
b) La composicion de isoaplicaciones isocontinuas es isocontinua.

¢) El producto topolégico de isoaplicaciones isocontinuas es una isoaplicacion iso-

continua.

Proposicién 1.3.20. Sea M un }?—isoespacio vectorial, levantado isotopico de un
espacio vectorial M, dotado de una (pseudo)métrica d y definido sobre un cuerpo
ordenado K, a partir de una isotopia que mantiene el elemento opuesto y es com-
patible respecto a la suma en K. Se wverifica entonces que la isofuncion d es una

iso(pseudo )métrica.

Definicién 1.3.21. Sea (]\7 d') un K-isoespacio vectorial (iso)(pseudo)métrico,
dotado de un isoorden <. A Bd/(XO, €) = {)? e M : d(X, )/(%)23} se denomina
bola métrica de centro Xo eM y radio €SS. En el caso en que el espacio vectorial
M de partida esté dotado de una (pseudo)métrica d, siendo d = d', se denomina
isobola métrica en M a toda bola métrica By = Bp = é\d en M que sea levantada
1sotopica de una bola métrica By en M.

Proposicién 1.3.22. Bajo las condiciones de la Pmposzczon 1.3.20, 1 Bd(XO, €) es

L —

una bola métrica en M, entonces By(Xo,€) = B@(Xo, €) es una bola métrica M.

Proposicion 1.3.23. En las condiciones de la Definicion 1.3.21, se verifica que:

a) Dado X € Bd/()/(%,/e\), eziste 155 tal que By(X, i) C Bd/()/(\o,g).

b) Dadas By(X,€) y Ba(X, i), se cumple que o bien By(X,€) C By(X,11), o
bien se cumple la contencion contraria.

~ ~ ~

¢) Dado Z € By(X,6) N By(Y, 1), existe pSS tal que By(Z,p) C By (X,6) N
By (Y, 11).



1.3. ISOTOPOLOGIA 11

Definicién 1.3.24. Un entorno métrico de un isopunto X €M esun subconjunto
A C M tal que contiene una bola métrica centrada en X. Al conjunto de entornos

, . < , o . . . . . . P
métricos de X se le denotard por N%. Finalmente, si d' es la isodistancia isoeuclidea

sobre R™, los entornos métricos asociados se denominan entornos isoeuclideos.

Proposicién 1.3.25. Sean d' y d" dos (iso)distancias (iso)(pseudo)métricas sobre
un isoespacio vectorial ]\7, en las condiciones de la Definicion 1.53.21. Se wverifica
entonces que Nd = Nd si y sélo si toda bola métrica By(X,€) contiene una bola
Bdu(X, p) Yy toda bola Bdu()?,g) contiene una bola Bd/()?, ).

Proposicién 1.3.26. Todo isoespacio dotado de una (iso)distancia (iso)(pseudo)-

métrica es un isoespacio isotopologico.

Proposicién 1.3.27. Sea f (]\//7 d') — (N,d") una isoaplicacién entre K -isoespa-
cios dotados de (iso)distancias (zso)(pseudo)metmcas y sea X € M. Se tiene en-
tonces que f es isocontinua en X si y solo si, para todo e>S eziste 6 € K tal que
538 y s1 tenemos Y € By (X, 5), entonces se cumple que f( ) € Bdu(f()A(),E).

Proposicién 1.3.28. En las condiciones de la Deﬁmcwn 1.3.1, sea f M — N
una isoaplicacion entre dos isoespacios isotopoldgicos M Yy N. Se verifica que si
estamos en las condiciones de la Definicion 1.35. 14, entonces f es 1socontinua Si y
solo si se tiene que f (A) es un isoabierto de M para todo isoabierto U de N.
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Capitulo 2

GEOMETRIA ISOEUCLIDEA

Los conceptos de espacio isoeuclideo y geometria isoeuclidea fueron tratados por
primera vez por Santilli en 1983 [35]. M4s tarde, en 1991, con vistas a sus aplicaciones
préacticas en Fisica, Santilli profundizé en el levantamiento isotépico de los espacios
Euclideo y Minkowskiano, junto con sus geometrias asociadas [38]. Desde entonces,
estas geometrias han suscitado el interés de varios autores, siendo analizadas por
ejemplo, por el propio Santilli [42], J. V. Kadeisvili [23], Gr. Tsagas y D. S. Sourlas
[51] [52], y R. M. Falcén Ganfornina y J. Ninez Valdés [15].

En el presente Capitulo se profundiza en el estudio de la geometria isoeuclidea,
mostrando algunos resultados y ejemplos que se obtienen al aplicar el MCIM a ésta,
utilizando para ello x-leyes genéricas y comprobando la coherencia del desarrollo

tedrico cuando éstas coincidan con las operaciones usuales en el cuerpo real.

Para ello, en una primera seccion, se generalizara el MCIM visto en Preliminares
para la obtencion de isoespacios vectoriales, analizando en la segunda seccion el caso
en que éstos estén dotados de métrica.

En la ultima seccién se aplicarda esta generalizacién en la construccion de la
geometria isoeuclidea. En particular, se construira el plano isoeuclideo Tpp ¥ S€ pre-
sentaran algunos elementos basicos en esta estructura: rectas, isorrectas, isovectores

directores, (iso)perpendicularidad e (iso)circunferencia.

13
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2.1. Isoespacios vectoriales

Con vistas a construir isoespacios vectoriales méas complejos conviene generalizar
la obtencion de éstos mediante el uso del MCIM que se hace en [14]. En dicho mo-
delo se usa una isotopia de un K (a,+, x)-espacio vectorial (U, o, e) a partir de los
elementos 1. ok, S L%, L, S y ¢, de tal forma que se definen los isovectores de U y la

ley ® como: o o
X = X0OI; GeX = (aOX)OI.

Ahora bien, basdndonos en los ejemplos practicos dados en [45], puede gene-
ralizarse tal construccién con la introduccion de una nueva isounidad z y una nueva
x-ley ¢, en el conjunto general V', que permitan la construccién de U a partir del
levantamiento isotépico dado por:

X =X =XOT  aeX = (aOX)OT.

De esta forma, si imponemos la distributividad entre > y {, se tiene que:

o(X(}Y) = aD(XOY) (aDX)(}(aDY) = aDXoa(}Y =

b) @1b)eX = (axb)IX = (a0X)O(OX) = alXobIX = (a6 X)3(beX).
Obtenemos asi la siguiente:

Propos1c10n 2.1.1. En las condiciones usuales del MCIM, si un isoespacio vectorial
U se construye a partzr de la isotopia de elementos < e I’ ]’ mediante el levantamiento
isotopico X — X = X<>[’ definiéndose ® como G0 X = (aDX)O[’ y existiendo
distributividad entre <> y O, entonces el levantamiento isotopico correspondzente ala
isotopia de elementos I, *, S,*, ]’ O, S y Q, tiene estructura de (K ) ><) -isoespacio

vectorial. O

Obsérverse que si = e 7= _/f\, obtenemos el levantamiento isotopico que sigue
el MCIM a la hora de obtener isoespacios vectoriales. La condicion impuesta en dicho
modelo de ser (U, ¢,0) un (K, *, *)-espacio vectorial ya implica la distributividad
entre ¢ y [, con lo cual llegamos a que este nuevo modelo generaliza al anterior,

permitiendo un mayor grado de libertad en la construccion de U.
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Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.1.2. FEste nuevo modelo de construccion permite obtener de otra for-

ma 1soespacios vectoriales que ya se obtenian mediante el MCIM. Por ejemplo, el

(@,i, §)-isoespaci0 vectorial (m),f,f) obtenido a partir de los elementos de
isotopia I = 2% = ><,§ =0,x=+,0= .,§/ = 0 (la matriz nula) y O = +
(la suma de matrices), también puede obtenerse considerando < = - (el produc-
to usual de matrices) e I = diagn(2,...,2). Obsérvese que para todo X € M,(R),
XOT=Xe2=X- diag,(2,...,2) = X(}f’, ddandose ademds la distributividad entre
&y O al tenerse entre - y +. N

Un ejemplo que muestra la mejora del modelo de construccion del isoproducto
viene dado sin mas que considerar en el ejemplo anterior ) = - (el producto usual

de matrices) e 7= diag,(1,2,...,n), que es definida positiva, no singular e invertible
i
tipo estrella verifican las condiciones deseadas.

de inversa T" = diag,(1 %) respecto a {» y donde de nuevo las operaciones de

Aunque en principio vuelva a obtenerse como conjunto isotépico M, (R), la mejo-
ra que se logra en una construccién de este tipo es la posibilidad de trabajar en cada
una de las n dimensiones del espacio vectorial de partida M,(R). Veamos esto con

mas detenimiento.

Supongamos para empezar que tenemos fijado un (K, 4+, X )-espacio vectorial 1-
dimensional (M, o,e) y consideremos un (K, +, x)-espacio vectorial n-dimensional
M™ = M x ... x M, cuyos vectores son de la forma m = (my,...,m,), con m; €
M para todo i, para una cierta base prefijada 3. Observemos que cada vector m
puede escribirse haciendo uso del producto vector por matriz usual - como m =
(my,....,my) = (myee,...myee) = (my,....my,)-diagy(e, ....,e) = m - diagy(e, ..., €),
donde estamos considerando que e es el elemento unidad de K respecto a x. Esta
observacion en principio trivial adquiere su justa relevancia cuando buscamos aplicar

la isoteoria de Santilli.

Para ver dénde radica su importancia consideramos un nuevo caso. Supon-
gamos ahora que tenemos n cuerpos Ky, ..., K, y sea M; un Kj-espacio vectorial 1-
dimensional para todo j € {1, ...,n}, donde para simplificar no sefialamos las respec-
tivas operaciones asociadas. Consideremos ahora el cuerpo K = Kj x ... x K, (donde
operamos coordenada a coordenada en sus elementos con las operaciones iniciales)

y el K-espacio vectorial n-dimensional M = M; x ... X M,. En este caso, un vector
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é . . . . H
de M podré escribirse bajo una cierta base como m = (my,...,m,), con m; € M,
para todo i. Ademads, haciendo uso del producto usual vector por matriz -, pode-
mos escribir m = (my, ..., my,) = (Mmyeq, ..., mpe,) = (mq, ..., my) - diagy(eq, ..., e,) =

m - diagy,(eq, ..., e,), donde e; es el elemento unidad respectivo de K; para todo .

Se observa por tanto que la importancia de la matriz diagonal senalada radica
en que en cada uno de sus pivotes se indica cudl es el elemento unidad asociado a la
componente de M con la que esté relacionado. En este sentido, una modificacion en
los pivotes de esta matriz diagonal (siempre manteniendo la no singularidad y el ser
definida positiva) conlleva una modificacién en los elementos unidades de los cuerpos
K que acttian en el proceso. Sin embargo, esta posible modificacién no puede hacerse
de una forma arbitraria a no ser que al mismo tiempo se transformen de una forma

adecuada las estructuras matemaéticas que intervienen en su construccion.

Ahora bien, las isotopias de Santilli que siguen el modelo del isoproducto no sélo
establecen de forma adecuada el cambio de la matriz diagonal, sino que otorgan
pleno sentido a tal cambio. Para ver esto tltimo no hay mas que recordar que un
levantamiento isotépico siguiendo el modelo de construcciéon del isoproducto se basa
fundamentalmente en la generalizacion de las unidades de las estructuras de partida,

dando lugar a las nuevas isounidades.

En particular, el cambio de un pivote e; de la matriz diagonal conlleva intrinse-
camente un levantamiento isotépico del cuerpo Kj; correspondiente, dando lugar a
unas isoestructurasz(\i y J\Z, que, por construccion, dan pleno significado al levanta-
do isotépico de M, M= My x ... x M;_1x ]\/4\Z X M1 X ... x M,, que como tal serda un

isoespacio vectorial sobre el isocuerpo K = K7 X ... X K; 1 X K; X K11 X ... X K,,.

Lo anterior, que puede desarrollarse convenientemente para el resto de los pi-
votes, da plena justificacién a la construccién de Santilli del isoproducto. De hecho,
guardando las distancias, si consideramos [ = diagy(e, ..., €,) la "unidad bésica”
del espacio M, un conveniente levantamiento isotépico directo de M basado en la
isotopia I — 7= diag, (€1, ..., €,) va a dar lugar a la construccién de los isoespacios

métricos que veremos en la siguiente seccion.

La generalizacién propuesta del MCIM atin permite otras construcciones de isoes-
pacios vectoriales a la hora de usar por ejemplo isotopias no inyectivas. Veamos esto

en el caso de un levantamiento isotopico no inyectivo de tipo II, con F' vacio:
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Ejemplo 2.1.3. Consideremos el cuerpo (R, +, X), con la suma y producto usuales y
sea U={f:R—=R:x— f(x): f es una funcion diferenciable }, conjunto al que
dotamos de estructura de espacio vectorial definiendo para todos f,g € U, x, A € R:

(f +9)(x) = flz) +g(z);  (Ax [)x) =Ax f(z).

Asi, (U, 4+, x) es un R-espacio vectorial.

A continuacion construimos el isocuerpo (R,+, X) a partir del levantamiento
1sotopico inyectivo asociado a los elementos de isotopia principales x = X e I = % Y
secundarios x =+, S =0 y = x.

Sequidamente construimos el I@—isoespacio vectorial (ﬁ,i, §), a partir del le-
vantamiento isotdpico asociado a los elementos de isotopia principales e I' = I'(f)
y secundarios =x, 0=+ y S =0:R—0:2 — 0, donde para todo f € U:

of
_[/
FOT(f) = 5H2).
Se obtiene de esta forma que E =R, pues dado a € R tenemos para f(x) = %xz,

que por ejemplo, f<>f’(f) =a.

Por otra parte, podemos comprobar también que este levantamiento es no inyec-

tivo, pues por ejemplo, dados los dos siguientes elementos en U :
fi:R—=R:z—152% fo,:R—=R:z— b2’

se tiene entonces que:

HOT(f) = f:0T(f2) =

=

= o oo
Laa 1

e T i
=

=

Figura 2.1: Isotopia no inyectiva de tipo II, con F' = ().
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En particular, observamos que este levantamiento isotopico es de tipo 11, pues en
caso de que T' = T'(x) sea el elemento isotopico asociado, tendremos por ejemplo
que:

60G17(60) 2 {1, fo} -

Para comprobar que U tiene estructura de isoespacio vectorial, necesitamos es-

tudiar como actuan las isooperaciones asociadas. Para ello, fijados a,b € R, tales

que %(2) =avy g—g(Q) = b para ciertos f,g € U, observamos que:
= _0f =00, G = _Ofte) . Of . B9
axb—a—l—%(Z)—Zaxg—ang— e (2) = 2a x 8$(2) = 2ab.

Dado que los resultados que se obtienen no sufren dependencia en las funciones
de U que intervienen, deducimos que el levantamiento isotopico estd bien definido.
Podemos asequrar ademds que i = +, la suma usual en R. No es dificil compro-
bar entonces que ((7,:, §) = (R,+,§) tiene estructura de espacio vectorial sobre

(]ﬁvia§> = (R7+7§> <

A continuacién pasamos a estudiar el caso en que F' sea no vacio.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos el cuerpo (Z/Zs,+, x), con la suma y producto
usuales y sea P = {polinomios en x con coeficientes en 77y}, conjunto al que
dotamos con su estructura de 7Z/Zs-espacio vectorial usual (P, 4+, X).

A continuacion consideramos el isocuerpo (Z/ZQ,f, §) = (Z)Zy,+, x), cons-
truido a partir de la isotopia identidad.

Finalmente, construimos el Z]Zq-isoespacio vectorial (]3,1, §), a partir del le-
vantamiento isotopico asociado a los elementos de isotopia principales & e I' =
I'(p,t), siendo t € N el factor tiempo, y secundarios D= x, 0 =+ yS'=0¢€ P,

donde para todos p € P yt € N:
pOI'(p,t) =p+t.
De esta forma P=Pr y se comprueba fdacilmente que este levantamiento es no
inyectivo, pues por ejemplo, dados los dos siguientes elementos en P:

L= 2° + pp=2"+x+1,
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se tiene entonces que:

p1<>f’(p1, 1) = p2<>f’(p2, 2) = P2.

Figura 2.2: Isotopia no inyectiva de tipo I, con F # ().

Ademdas, es de tipo I, pues podemos definir un elemento isotdpico T = T(f,t),
tal que, dado f € P y unas condiciones iniciales t = to, resulta el valor unico

p*T(p,ty) = p—to.

Para comprobar que P tiene estructura de isoespacio vectorial, necesitamos es-
tudiar como actian las isooperaciones asociadas. Para ello, denotando por F a los
factores externos de los que depende la construccion de P (esto es, el factor tiempo),

constderamos las dos siquientes aplicaciones:

d, FxF—F

(tpv tq) - <I)+(tp, tq) =1lp+ 1,

O, ZL/7yx F— F

(a,t,) — Dy (a,t,) = aty.

De tal forma que podremos definir finalmente para todos p,q € P, a € Z]/Zy y
ty,t, € N:

~

pra=(p— )07 (0 — tyt,) T(q — t)OT (g — 1y t,) =
= (p +q—1,— tq)of,@ +q—1, =ty (I)+(tp7tq)) =

=(p+q—t,—t)Ol'(p+q—1t, —tgty +1,) =p+gq.
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axp = ax(p—t,)07 (p—t,,t,) = (a x (p— ;)0 (a * (p — 1,), ®(a,1,)) =
=(axp— atp)<>1/'\'(a X p — aty, at,) = a X p.

Dado que los resultados que se obtienen no sufren dependencia de los valores del
factor tiempo que intervienen, deducimos que el levantamiento isotdpico estd bien
definido. Obtenemos ademds que (P, T, />2) = (P, 4+, x), con lo cual tiene estructura

—

de espacio vectorial sobre (Z/ZQ,i, ?) = (Z)Zs,+, x) y por tanto tiene estructura

de isoespacio vectorial. <

Veamos finalmente un ejemplo en el que usemos un levantamiento isotépico no

inyectivo de tipo II, con F' no vacio:

Ejemplo 2.1.5. Consideremos el (R, +, x)-espacio vectorial (U, +, x) del Ejemplo
2.1.3 y el isocuerpo (@, T, Q) obtenido a partir de la isotopia identidad.

Consideramos ahora el ]l/é-z'soespacio vectorial (ﬁ,f, ?), construido a partir del
levantamiento isotdpico asociado a los elementos de isotopia principales e T =
f’(f, t), siendo t € N el factor tiempo, y secundarios D= x, O =+ y S=0:R—
0:x2 — 0, donde para todos f € U yt € N:

FOT(ft) = 2y 4t

Se cumple entonces que U= R, comprobdandose facilmente que este levantamien-

to es no inyectivo, pues por ejemplo, dados los dos siguientes elementos en U :

fi :R—=R:z— 5z% fo:R—-R:x— 223

se tiene entonces que:

FOT (f1,5) = foOT (fo, 1) = 25.

Ademds, es de tipo I, pues si:

fs: R—R:x— 24x,



2.1. ISOESPACIOS VECTORIALES 21

resulta que:

T (f2,1) = f5OT (f5,1) = 25

Es decir, en caso de ezistir un elemento isotdpico asociado, T' = T'(f,t), se

tendria que:

25QT(25,1) 2 {f2. f3},

no pudiéndose dar explicitamente un unico valor del cual se obtenga 25 como
proyeccion isotopica.

[
L =2 B = :
L L L N

1]
2
4
]
g

-10-

Figura 2.3: Isotopia no inyectiva de tipo II, con F # ().

Denotando por F a los factores externos asociados a la construccion de U (esto

es, el factor tiempo), definimos las siguientes aplicaciones:
S, FxF—F

(tmtq) - q’+(tp7tq> =1p + 1,
O, Rx F—F

(a,t,) — Py (a,t,) = aty,

de tal forma que, fijados a,b € R, tales que %(2) +ir=avy %(2) +t, =, para
ciertos f,g € U y ty,t, € N, observamos que:

ath = (%(2} +tf> F (%(2) + tg> —

= [OT(f,t)F90T (g,t)) = (f + )T (f + 9, B(t5,1,)) =
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= 0
= (f+9)OI'(f +g.tr+1,) = %(2) ftpt+ty=a+Db,
axb=ax (%(2) + tg) = ’E?g(}f'(g,tg) = (ax ¢)OI'(a x g, ®(a, ty)) =
d(a x g)

:(axg)QP(axg,atg): (2) +aty; =a xb.

ox

Dado que los resultados que se obtienen no sufren dependencia de los valores del
factor tiempo que intervienen, deducimos que el levantamiento isotopico estd bien
definido. Obtenemos ademds que (U, ) §<\) = (R, 4+, x), con lo cual tiene estructura
de espacio vectorial sobre (I@,:L, X) = (R, 4, x) y por tanto tiene estructura de

isoespacio vectorial. <

2.2. Isométricas

Una de las aplicaciones mas significativas de las isotopias es la construccion de los
isoespacios vectoriales métricos, presentados por primera vez en [35] y desarrollados

con un mayor tratamiento en [40].

Desde el punto de vista fisico, una de las caracteristicas fundamentales de los
isoespacios métricos es que permiten alterar las unidades de espacio y tiempo. Asi,
mientras que en un espacio métrico convencional las unidades espaciales cartesianas
son iguales para todos los ejes, cuando pasamos al isoespacio métrico correspon-
diente, podemos tomar isounidades distintas para cada uno de dichos ejes, lo que
adquiere verdadera importancia cuando construimos una isométrica 1’ a partir de

la métrica original 7).

Tal construccién se basa en la dependencia de la métrica 7 en la unidad e del
cuerpo base K, en el sentido de ser n = n - Id (donde Id € M,(K) es la ma-
triz identidad) y quedar definido el producto escalar asociado como < ?, Y >=
()_5 - ?) e = > X;nYie. Esto es aprovechado en concreto por Santilli al ob-
servar la analogia entre el producto -n- y la ley x T'x, utilizada usualmente en el
nivel de proyeccién. En concreto, define la isométrica n =T x ¢, de tal forma que

== ~ =~ — =\ ~
finalmente, X7Y = XITnY I = (XnY) T
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No obstante, dado que lo que nos interesa es abordar el estudio de la isogeometria
atendiendo al MCIM, diferiremos en parte de la propuesta de Santilli en [35], con
vista a obtener resultados coherentes con las distintas x-leyes a utilizar.

En particular, supongamos dado un K X ... X K,-espacio vectorial n-dimensional
M, de métrica n = diag,(m, ...,n,) y conocidas las -leyes utilizadas en el levan-
tamiento isotopico de los n cuerpos anteriores, %1, ...,%,, de unidades respectivas

I, ..., Il . Denotaremos entonces I' = diag, (I3, ..., I).

En caso de que queramos tener asociada una isométrica n' = diag,(n}, ..., 1))
asociada al isoespacio M , intentaremos que la isotopia utilizada sea tal que 1 = 17'.
Para conseguirlo, encontraremos en primer lugar la matriz diagonal no singular 7"
tal que n = 1’ - T". De esta forma, n; = n} *; T}, donde estamos suponiendo que
T" = diag,(T},...,T"). Bs decir, T! = /; " %; 1; para todo i, o bien, T" =/~ " - .

Dicha matriz T” serd entonces el elemento isotopico de la isotopia que queremos
construir, pues de esta forma, tomando como isounidad a I’ = T" _I,, se consigue
que if' =n'l' = (i T')I' = nI' = 7.

Por construccién, I’ serd también una matriz diagonal regular, siendo de es-
ta forma la unidad basica en el nivel de proyeccién y tal que cada uno de sus
pivotes corresponde a la isounidad bajo la cual se obtiene la componente espa-
cial correspondiente en M. En concreto, si 7 = diagn(eq, ..., €,), €l levantamiento
isotépico que lleva M a M viene dado por la aplicacion m = (my, ..., m,) — m =
(my,....,my) - diagp(€1, ...,e,) = diagy,(my *1 €1, ..., My xy ) = ((M1)1, -, (M)n),
donde con (ﬁz)Z = m; *; ¢; denotamos el levantado isotépico del correspondiente

elemento m; € K; para todo i € {1,...,n}.

Esta relacion entre la métrica inicial y la isométrica resultante es el fundamento
de la aparentemente contradictoria unificaciéon que propone Santilli de las geometrias
Riemanniana y Minkowskiana (véase [45]). Tal contradiccion desaparece en el mo-
mento en que se interpreta cada una de las geometrias anteriores como isogeometrias

en los niveles isotopico y de proyeccion, respectivamente:

Ejemplo 2.2.1. Consideremos el espacio Minkowskiano M (%' ,n,R) (3+1)-dimen-
sional sobre el cuerpo de los nimeros reales (R, +, x), con coordenadas locales T =
{7} = {r,cot}, para p = 1,2,3,4, donde cy es la velocidad de la luz en el vacio;
con métrica n = diag(1,1,1,—1) y "unidad bdsica” I = diag(+1,+1,+1,+1). La
unidad convencional I representa las unidades de los tres ejes cartesianos (+1 cm,

+1 em, +1 em) y la unidad de tiempo +1 seg.
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Supongamos que queremos pasar a un NUevo espacio que tenga por iSométrica a

1, dada por la matriz 7/ dzag( 7 n2, 7}2,—@, con n; € R no nulos para todo 1,
3 4

mediante una isotopia de elementos * =+ yx = X para it = 1,2,3,4. Para ello
buscamos en primer lugar una matriz diagonal T tal que n = n' - T'. En nuestro
caso, T' = diag(n%,n%,ng,ni). Bastard tomar entonces como isounidad la matriz
T = dzag( ) ng, nlg’ ni), que es, por construccion, reqular, simétrica y definida po-
sitiva. De esta forma, el levantamiento isotopico buscado es aquél que tiene como
1sounidades espaciales a —i—ni% cm,—i—n—l% cm y +ni§ cm y como isounidad temporal a

1
+ -3 seg.
ny

Por tanto, el levantamiento isotdpico de M a M wiene dado a partir de la apli-

cacion m = (mi,mg,ms,my) — m = (my,mg, ms,my) - diag( Q,ng,ig,niz) =
diag (3, 0%, 7%, 0) = (M, My, s, Ma).

2
n3 - Ny

En particular, M=M Y, dadoiﬁ> = (p1,0n) ¥ € = (qu,...,q) en M, el

producto escalar queda definido en ]\7, como:
T = P X e X nhy X qaFps X1 X g3 Fpa Xy X qs =
=p1 th + p2;<\Q2 + p3§(I3 - p4§q4 = p1Q1nf + p2Q2n§ + p3Q3n§ - p4q4ni.

Senalemos por dltimo (véase [45]) que desde un punto de vista fisico, si existen
i # j tales que n? # n?, entonces el medio fisico al que llegamos es un medio no
homogéneo y anisctropo. También desde un punto de vista fisico se observa la im-
portancia de la anterior construccion. Convencionalmente, cualquier modificacion
de la métrica de un espacio Minkowskiano requiere necesariamente del uso de trans-
formaciones no candnicas, lo cual da lugar a que las unidades de espacio y tiempo
dejen de ser invariantes. Esto ultimo origina problemas inmediatos a la hora de es-
tudiar las diferentes aplicaciones fisicas de este cambio de métrica. Por ejemplo, no
es posible desarrollar una medida de longitud invariante cuando de por si la métrica

varia a lo largo del tiempo.

De hecho, este ejemplo que acabamos de ver puede generalizarse dando libertad
a la eleccion de los n?, pudiendo depender estos elementos de las coordenadas de

espacto y tiempo correspondzentes, esto es, n; = n;(x,t).

Una aplicacion fisica de gran interés por su importancia en el campo de la teoria
de la relatividad es la geometrizacion directa de velocidades arbitrarias de la luz, que
el lector interesado puede encontrar en la seccion 2.5 de [45]. <
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2.3. Geometria isoeuclidea

=

Consideremos el ﬁ-espacio isoeuclideo de dimension 3, E - E(/_a?, ) ,ﬁ) Al le-
vantamiento isotopico que construye R 1o denotaremos por I, mientras que por I’
denotaremos al correspondiente que construye E El levantamiento isotépico del
espacio euclideo correspondiente E, de métrica § = diag(+1,41,+1), que construye
E vendra dado por la aplicacion:

—

? = (1}1,$27ZE3) — T = ((1/7\1)1; (1/:\2)27 (‘7%)3)

En particular, la isotopia I' estd constituida a su vez por tres levantamientos
isotopicos (cada uno correspondiente a uno de los ejes espaciales), I, I}, e If.

e

o e — . = . —_
Definicién 2.3.1. Sea = un isovector de E asociado a T = (x1,x9,23,) € E. Se

llama isopunto asociado a =, al afijo de T : ((Z)1, (Z)s, (%)3). Este afijo o isocoor-
denadas se denota por (?, 7, ?) cuando se quiere mostrar el cardcter geométrico del
1sopunto, dentro del isoespacio E, de isoejes 5)\(, 5}\/, 0Z.

En la presente seccién nos centraremos en el estudio mediante el MCIM del plano
isoeuclideo 7y, levantado isotépico del plano euclideo m,,. La proyecciéon de mpy la

denotaremos por Tpp-

Consideremos por tanto conocidas las *-leyes x; y *, y la unidad bésica en el nivel
general I' = diag(I], I}). Supuesta la isométrica 0 = &' = diag(8'y,d'3), tendremos el
elemento isotépico T" = diag(T], T) = &' - § = diag(é’l_li,é’;é) -diag(+1,4+1) =
alz'ag(é/l_li *1 1,(5’2_1é %9 1). En definitiva, 7] = 5’1_11 x1 1y Ty = 5’2_[é %9 1, siendo
finalmente la unidad basica en el nivel de proyeccién, la matriz I = diag(?’ 1, T 9) =
7= diag(Tl’_Ii,Tz’_Ié). En el caso particular en que *; = %3 = X, se obtiene que
I'=y".

Por construccion, mgy es entonces un Rp xRp -isoespacio vectorial. La dimension
isotépica de dicho isoespacio es por tanto 2, si bien se pueden obtener estructuras
matematicas que convencionalmente tienen una dimension distinta. Esto lo podemos

ver en el siguiente:

Ejemplo 2.3.2. Supongamos que la isométrica &' coincida con la métrica euclidea

§ = diag(1,1), si bien las x-leyes no coinciden con las operaciones usuales en R.
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En concreto, supongamos que la isounidad I’y sufre dependencia en el tiempo como

factor externo (t € rh = [0,27)), de tal forma que el eje OX en m,y, se proyec-

ta isotépicamente en el plano OXZ C R3, mediante la revolucion respecto al eje
espacial OY . Es decir:

~

(x,0) %1 I'1((x,0),t) = (z cos(t),0,z sen(t))

Figura 2.4: 1o I1(0X) = OX Z.

Por otro lado, supongamos que la isotopia del eje OY, correspondiente a la
isounidad I's coincide con la inclusion en R3. Esto es:

(0,) %2 I's((0,3)) = (0, y,0)

Resulta entonces por extension al plano m,,, que la proyeccion isotdpica de éste

coincide con R3, obteniéndose como revolucion de dicho plano respecto al eje espacial
oY :

~

(x,y) * I'((x,y),t) = (x cos(t),y,x sen(t)).

T

R
G

s [T
0N H

o

e e

Do
000,

R T
\\_‘.&\“\\\\\

Figura 2.5: R® como proyeccidn isotdpica de T,
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En particular, cada punto (v,y) € m, se proyecta isotdpicamente a una circun-
ferencia en R3. Cabe observar ademds que cada punto de R® no perteneciente al eje
OY se alcanza como proyeccion isotdpica en dos tiempos distintos (los puntos del
eje OY son fijos en todo instante de tiempo). Por tanto la isotopia no es inyectiva

en general, aunque st lo es en cambio en cada instante de tiempo por separado.

Por otra parte, si bien la dimensién convencional de R? es 3, mediante la cons-

truccion que acabamos de realizar, la dimension isotopica de dicho espacio es 2.

Desde el punto de vista fisico, fijado cualquier observador isotépico en R3, éste
pensard en todo momento que vive en un universo plano de 2 dimensiones. En
particular, si suponemos el tiempo medido en sequndos y consideramos que dicho
observador describe una circunferencia en 2w sequndos, atendiendo a su geometria

en dos dimensiones, en realidad habrd descrito una trayectoria eliptica en una esfera
de R3.

Figura 2.6: Trayectoria recorrida por un observador isotopico.

No obstante, para una construccion coherente de la geometria isoeuclidea en gy
debemos imponer que ]/R§p1 = ]@PQ =R = ]l/ép. Asi por ejemplo, cuando queramos
operar con un isonimero de @pl y con uno de @sz primero pasamos a tratarlos
como isontimeros de R y posteriormente realizamos la suma en este tltimo.

En particular, consideraremos x; = x = * y en lo que diferiran ]Rp y Rp2
sera en sus isoproductos al ser distintos en general *1, T 1 y *g, T 2, respectivamente.

Por ello, para evitar confusién, denotaremos por X1y ><_2 a los isoproductos de

Rp v Rp,, respectivamente. Ademss, la notacién @ € R no es suficiente, pues
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no sefiala si en el nivel de proyeccién, @ coincide con a %y I’y o con a *g I'y. De
hecho, restringiremos esta notacién para la construccion de los elementos de Ry,
esto es, @ = a * I. De tal forma que, para referirnos a los isonimeros de Rp vy

]ﬁpQ, denotaremos (a); = I;(a) al elemento de myy, tal que (@), = Il( ) = ax* 1, y

(@)y = I3(a) es tal que (@), = Ix(a ) a 3 I's. Con esto, el levantamiento isotépico

=

viene dado como: 7 = (x1,23) — 2 = ((Z)1, (Z)2).

Seguidamente vamos a probar la coherencia del MCIM en algunos aspectos
bésicos de la geometria isoeuclidea, como son la construccion de rectas y circun-
ferencias isotopicas. Como aplicacion daremos la nocién de perpendicularidad entre
este tipo de rectas y comprobaremos que el desarrollo tedrico resultante es una
generalizacion del correspondiente al modelo isotopico que utiliza como *-leyes las

operaciones usuales en R.

Previamente, con vistas a dar la nocién de perpendicularidad desde un punto de
vista analitico, es necesario estudiar el producto entre dos isovectores. Supondremos
para ello que, en caso de trabajar con isotopias dependientes de factores externos,

ambos isovectores corresponden a unos mismos valores fijos en tales factores.

Ademas, para simplificar la notacién, ya de por si bastante cargada, dado nuestro
proposito de operar con x-leyes genéricas, supondremos implicito en cada una de
las expresiones que vayan surgiendo en esta seccion el uso de las aplicaciones que
relacionan los factores externos, @, y ®,, necesarias en el nivel de proyeccién a la
hora de trabajar con las isooperaciones + y X, respectivamente.

Con todo lo anterior damos ya la siguiente:

Definicién 2.3.3. Sean u = ((W1)1, (@2)2), v = ((01)1, (02)2) € Ty Se define
entonces el producto isoescalar en mpy como:

o~~~ o~ —~

— — — T =
u-0-v

< U, UV Zpp,=
= (( 1)1 X1 (51> X1(61)1 )11\- (( 3)2 X2 (52> ><2(272)2> =

:I<<<u1 %1 01 %1 U1 *1 IA{) *T) ((UQ %o 09 %o Vg *o I} ) >|<T>>

Siendo < .,. >, el producto escalar en m,,, asociado a la métrica d, se define

el isoproducto isoescalar en mpy como:

o~~~
~

<, ?>ﬂhb =1(< W,V >) =1 ((ug *1 61 %1 v1) % (ug *2 J2 *2 v2)) .
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Se definen el médulo y el isomédulo en mypy, respectivamente, como:

u,ﬂ>>7rbb U = (<Y, US>

= - = 7 = A/—\>/—\>/\9E
= (< ) (2.75)

En nivel de proyeccion se definen a su vez:

—_ = —

— — —
< U,V >ﬂ%:u

= = =
V=< U, U S, =

SN

= (((ul *q 51 *1 V1 *1 fi

N—

*T)*

/~

(ILQ *9 (52 *9 Vg *9 fé) *T)) x 1.

Ejemplo 2.3.4. En las condiciones del Ejemplo 2.5.2, supongamos que R se cons-
truye a partir de la isotopia identidad y que *1), = *9), = X, * = +. Idenlifiquemos
ademds en la construccion realizada en dicho ejemplo, la proyeccion isotdpica del eje

OX con la recta real R, para que de esta forma podamos tener que Rp = Rp =

R =R. En este sentido seria © f’(x, t) = x.

En particular, si, fijado un tiempo ty € [0,27), consideramos los vectores U =
H
(1,0), v = (0,1), @ = (1,1) y b

—_—

isotdpicas a U = (cos(ty),0,sen(ty)), T = (0,1,0), 7 = (cos(ty), 1, sen(ty)) v

e

T = (cos(tg), —1,sen(ty))), se tendrd que:

(1,—1) (obteniendo como proyecciones

Y

<UW, TV >=0, <UW,0v>=0=0; <w,vS=0; <
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Las nociones de producto e isoproducto isoescalar no coinciden en general. En

el caso en que *; y *9 sean conmutativas en el conjunto general correspondiente, se
obtiene que:

</7\,%}\ >=I((<U1 *1 U1 %1 01 *1 IA{) *T) * <(U2 *9 Vg *2 02 *2 fé) *T)) =

=T (((u1 %167 %1 v1) *T) x ((ug %2 8y %2 v2) x T)) =

=1 (((ul *1 07 1 Ul) * (Uz %o 0 *9 ’U2)) *T) .

De tal forma que en el nivel de proyeccién:

—_—

<7,7>: (u1*151*11)1)*(1@*255*202).

Vemos en el siguiente resultado el caso particular que usualmente se da en las
aplicaciones de la isoteoria en Fisica, cuya demostracion es evidente por construc-
cion:

Corolario 2.3.5. i *i |, S %, =¥y = X, x=+ ¢ I{,Ié,fe R, entonces:

< W,V >=I((udv) +upbhve) T); < U,V >= uiyvy + uadhvg
27, 73 I (U151'U1 + UQ(SQUQ) Aﬁ S = (U1(51U1 + U252U2) I

Veamos un par de ejemplos al respecto:

Ejemplo 2.3.6. Con las notaciones usuales consideremos §' = diag(2,3). Supuestos

55 3) e Il =
dzag(2 3) = ¢'. Supondremos ademds que I= 5, ¥ = X, S=0 Yy * =4, con lo cual,

k] = %9 = X Yy * = +, lendremos por construccion que T = diag(:

T= g Y R = R. Estamos pues en las condiciones del Corolario 2.5.5, que podremos
utilizar por tanto en nuestro desarrollo.
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Consideremos los vectores u = (1,0), v = (0,1), @

Sus respectivos levantados isotdpicos serdn w o= (2,0), v =(0,3), @ = (2,3) y
=
b =(2,-3).
3
2_
¥
i 2 . & B 3 B2 4 3
2]
3
Figura 2.8: Construccion de isovectores.
Se tiene entonces que:
<W, v >=0; <u,v>=0; <u,v>5=0 <u,v>=0
== 1 =5 S5 5. A =S S
<7,7 >= <7,? >=—1 <7,7>:0, <?,7>:0
—~ 2 —~ A~ ~ AN
W= Y2 w=vin =T Tal=s
— 3 - P N ~ ==
Fi=Y% @i=vis WI=1 Ti=s
— ~ —_ AT 2 AT
=T [@l=s =22
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= . = Y
b =1, |bl=5 |bl=2 1b|=I0.
| b |b] b 7 b <
) ~ diag(1, %) , si 0
Ejemplo 2.3.7. Sea I’ = zqg( ””12) S.Z i . Supuestos ki, = kg = X Y
diag(1l,3) , siz =0
* = +, tendremos por construccion, que T' = T y que &' = diag(1,2).

Supondremos
~ L ) 0 ~ =
ademdsque]:{ 0012 ) 5’21’7&0 ke =X, 9=0yx=+As;, T=1yR=R.
L ST =

Obsérvese que en este caso tenemos que:

T >=1 (((ul *1 01 %1 V1 %] IA{) *T> * ((uz kg 09 *2 Ug *2 fé) *T>) -
_ { 1((o) )+ ((525) 7)) s wave #0 }

—

< u,

I((uiv1)T) , siugvy =0

— { I (u11v1 + %) =1 (2+1§1u1ilvqi2v2> ’ St Uiy 7'é 0 }

I (ugua) , siujvy =0

2u1v1 .

= 2+ujviugvy ’ st 2+ u101u202 7& 0
— — .

< U, v >= 0, st 24+ ujviugvy =0

ULV , St ugve =0
=T ((ug *1 61 %1 v1) * (ug *9 02 %2 v2)) = I (uyvy + ugve) .

== I
27, TS = urvitugvz st u1v1 + ugve # 0
0, st uyvy + 2ugve =0

Figura 2.9: w0 U(z,y) = (x,2/y).

_>
Consideremos ahora los vectores w, v, @ y b usados en el ejemplo anterior.

En este caso, sus respectivos levantados isotdpicos serdn u = (1,0), v = (0,2),
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<, T>=0. <0, 0>=0 <0, 035=0. 2w, 035=0
= 1 == P S
<7,b>:I(§); <d,b>=2 <d,b>=0;, <a,b>=0
w|=1, [¥=1 [u|l=1 |u]=1
D=1 [TI=1 [v]=T [v]=1

Pasamos a continuacion a dar la nocion de isoperpendicularidad entre isovectores:

/\ /\

Definicién 2.3.8. Dos isovectores u se diran perpendiculares si < U,V >=

y v
S Se dzmn 1soperpend1culares st 27 73 S. Se denotardn respectivamente,

J_vqu_v

.. H - . . ., — . . —~ — PR
Se dird que u tiene la misma direccién que v si existe a € R, tal que v = ae v'.

Andlogamente se definen los conceptos anteriores en el nivel de proyeccion.

Hagamos notar que usando el MCIM se tiene que, fijado T = ((11)1, (42)2) € Top
y un isontimero @ € R, se verifica que el isovector aeu = Ig( Dﬁ) tiene por afijo
(@x (1)1, ax (a3)2) = (axI <(u1 *1[)*T>,a><1< Uy *o9 [’) ) I(a * [(ug *
L) 7)), T(ax [(ua 2 1) * T1)).

Atendiendo a la construccién realizada se llega entonces al siguiente resultado:

Proposicion 2.3.9. Se verifica que:

a) Cuando el levantamiento isotdpico sea inyectivo, la (iso)perpendicularidad en

. . s . s . , — .
los miveles isotopico y de proyeccion son equivalentes. Ademds, u tiene la

o~ P

. . ., — . , L=, . . ., —
misma direccion que v sty solo st w tiene la misma direccion que v .

b) La isoperpendicularidad equivale a la perpendicularidad en el nivel general.
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¢) En las condiciones del Corolario 2.3.5, la isoperpendicularidad equivale a la
perpendicularidad en el nivel convencional.

d) Si, bajo las notaciones usuales, en el levantamiento isotdpico utilizado se tiene
o — . . . -, — . ’
que 1 = e, resulta entonces que u tiene la misma direccion que v st y solo
S . . ., iy
st u tiene la misma direccion que v'. 0

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 2.3.10. En el Ejemplo 2.3.6, se tiene que o L 7 de la forma usual

mientras que @ L b Se comprueba ademds que u L, uJ_U o J_ v, uJ_v

—

2L, 7l

o~ o~ — /\
/\—A =

,E),LbyaJ_b

=)=
>

En el Ejemplo 2.3.7 siguen verificandose todas las relaciones anteriores. No obs-

_>
tante, tomando los vectores ¢ = (2,1) y d = (1, —2), que son perpendiculares en el

. . . ;. _ - .
niwel convencional, sus levantados isotopicos ¢ y d mo son perpendiculares, pues

— J—
o~ =

T, d >=1(-1). Andl te, los isovectores © y d di
< 7c,d >= (—5)._ ndlogamente, los isovectores ¢ y ampoco son perpendi-
==
culares, pues < ¢, d >= —2.
Por su parte, mientras que los vectores @ = (1,1) y € = (2,—1), no son

o~ e

; S o ‘ = = =
perpendiculares con la métrica euclidea, se comprueba que tanto v y € como u y

— .
v st son perpendiculares. <

Las anteriores nociones adquieren importancia cuando se estudian las rectas e
isorrectas en mpp y en mpp. En concreto, seguiremos los conceptos propuestos por
Santilli en [42] cuando analiza la geometria riemanniana como proyeccién isotépica
de la euclidea, si bien los desarrollaremos desde el punto de vista del MCIM, lo que
conllevara un mayor grado de complejidad en las expresiones y condiciones que se

obtengan.

Nuevamente supondremos en las expresiones siguientes que tenemos fijados unos
valores concretos para los factores externos de los que dependa la isounidad utilizada

y que implicitamente se estardn usando las aplicaciones ¢, y ®:

Definicién 2.3.11. Se denomina recta en mpy a cualquier conjunto de isopuntos
((Z)1, (y)2) en mpp que verifiqguen una ecuacion de la forma:

(@)% (@)) F(BaRa(@)2) To= 8 =

-~
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EI((G*II*l f{) * T % (b*Qy*ZlAé) *T*c) =1I(9),
donde ?i,/b\,EE R Y S es el elemento unidad de R respecto a .

Se llama isorrecta en mpy al levantado isotdpico punto a punto de una recta en

Thp-

Andlogamente se definen los conceptos anteriores en el nivel de proyeccion.

Por construccion tendremos entonces que toda recta en el nivel isotépico es el

levantado isotépico de una recta en el nivel general:
<a*1:c*1 IA{> * T % (b*Qy*2IA§) xT*c=S9,

la cual no tiene por qué corresponder a una recta euclidea en el nivel convencional

y por tanto, no tiene por qué ser una isorrecta.
Veamos algunos ejemplos al respecto:

Ejemplo 2.3.12. En las condiciones del Ejemplo 2.3.4, si no atendemos al factor
tiempo, la expresion ((5)1§1(?)ﬂi(@)g?g@)g)i’g = S corresponde a un plano en
R3, mientras que fijado un tiempo ty € [0,27), la expresion anterior se refiere a la
interseccion entre el plano anterior y el obtenido como proyeccion isotdpica de Ty

ent=tg.

En caso de que tal interseccion sea no vacia, se obtiene de hecho una isorrecta
en R3.

Z

F

Y

Figura 2.10: Isorrecta en R3. <
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Ejemplo 2.3.13. Utilizando las notaciones usuales, consideremos x; = %3 = X y
* =+ e I' = diag(1,2). Supondremos ademds que I =5, x = x, S =0y x = +,
con lo cual, T:% y@:R.

Figura 2.11: 7o f(a:,y) = (z,2y).

Consideremos a continuacion la rectar =y = x en myy y la recta s = (Y)2 = (T);
en mpy. Podemos comprobar que la imposicion en la definicion anterior de levantar
isotopicamente una recta en ., punto a punto no es arbitraria. Para ello basta ver
que pese a que T y S representan en el nivel axiomdtico la misma recta, en el sentido
de que ambas estan formadas por el conjunto de puntos en sus respectivos espacios
tales que sus dos coordenadas coinciden, no se cumple en cambio que 7 = 5, pues
por construccion:

T ={((@)1, ([V)2) € mpp : * =y € R} = {((Z)1, (T)2) € mpp : v € R}.
7={(@)1,([@)) € Tpp @ € R} ={(2,22) € mpy 1w € R} = {(2,y) € Moy 1y =22} =

) v ) 5
2
(@ w0 :

)12(@1} =

)|

~

Bs decir, en oy, 7= § = & = (§)2 = (2) Xa(@h # @2 = @1 = 3, cuya
proyeccion en Tpy viene dada por S=y=r=y= 5. En todo caso, T seria una
isorrecta en Ty, al ser levantado isotopico de una recta en mqy, y de por si una recta
€N Thp-

Se puede comprobar que S es también una isorrecta al ser el levantado isotdpico

AN A~

de la recta s =y = 5. Esto es, S—y_/_\:(y>2:(l‘)1.
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107 _
e - 10 7
B - .
; -
Y‘q_ 3'4_ s
27 I el 29 - E
-10 __—/8)’___;_5..—‘4’"”:2"_27 2 4,8 8 10 08 6 4 27 2 4,6 58 10
WE 44
-5 -6
-E -84
-104 -10-
Figura 2.12: Construccion de isorrectas. 4

Ejemplo 2.3.14. Consideramos mpy, donde se han usado los elementos de isotopia

~ ~ ~ o~ 1, six = ~ o~
£ = 5 *sz,+z+,z:1,ﬁ=1<x>:{ oo O}efgzmy):

x%, six #0

1, sty=0 _ L
1 .y . Obtenemos de esta forma los levantamientos isotopicos:
yi ) 7& 0

0, st x= 0,s1y=0

r— Ii(z) = ’ : — 1 = T .
Fo{0m) )

4.

2.

D.

bk R

H I'

£ -

8 i

10 SRS 4 |

42024484810 15 1 05 0 051 -4

Figura 2.13: wo I'(z,y) = (3, ;3))-
Sea ahora la recta r =y =2 X x en myy,. Resulta entonces que 7 = {((Z)1,12(2
2 € R} en mpp, con lo cual, en Tp, 7 = {(1, <15) : 2 € R} U{(0,0)} = {y =

) 8xx3

°°|HW§

Por otro lado cualquier recta en el nivel de proyeccion deberd relacionar las varia-

bles (7)1 = 1 e (§)2 = 2%, lo cual hace imposible la existencia de una recta en Ty
cuya proyeccion relacione las variables y y x®.
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En definitiva, ¥ no es la expresion de una recta en Tgp, S0 bien st es una isorrecta
en Tgp, al ser proyeccion isotdpica de la recta v en Ty, .

1

-l

2o om o
PRt T ET)
o

[}
h

WEEFTITY T T,E T 0 FEF T FY T W

Figura 2.14: Isorrecta que no es recta en Thp-

Analicemos a continuacién el concepto de isovector director de una recta isotépi-
ca. Para ello, trabajaremos en el nivel isotépico, siendo equivalente el desarrollo
tedrico en el nivel de proyeccién. El objetivo del presente estudio es comprobar que
el MCIM generaliza coherentemente los resultados referentes al modelo isotépico
propuesto por Santilli en [34], obteniendose éstos como casos particulares.

Fijemos en nuestro estudio por tanto una recta en mpp:

~ ~

r = ((@)1%1(2)1) F((b)2X2(9)2)F¢ = S.

Si b # S, el isovector director de r serd uy = (IA{, (@)2), donde « denotard de

ahora en adelante el valor:

a=—b"2xy[(ax ]A{) x9 To] € R.

Observemos que « puede ser cualquier nimero real, pues fijado v € R, basta
tomar r tal que b= I, # Sy a = [(—7) %o I}] %1 T7.

Comprobemos seguidamente el valor que hemos dado a «a. Para ello, fijado un
isopunto ((Zg)1, (90)2) € r, buscamos un isovector de afijo ((uy)1, (42)2), tal que
((Zo)1+(@1)1, (F0)2+(w1)1) € 7

~ ~ ~ ~

(@)1 %1 (@)1 1) F (D)2 X2 ((G0)2F(@)2)) F¢ =

= 5% (@112 (b2 (-0 s [(a 1 T} #2 T)) ) ) =
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— (3)14\-12 (—[(a %1 .?1) *9 Té]) =(a); — I ((a %1 :f{) %9 T2’> =

= (@)1 —TIi(a) = (@)1 — (@)h = S.

Debe verificarse entonces que, para cada A € R, se verifique que el isopunto

AN~

((93\0)1—/{\—@)?;{, ((§0)2F(A) X (@)2) pertenezca a la recta analizada. Sin embargo, esto
no se cumple en general, pues:

A~ o~

F(0)2%2((H0)2) F V)X (@)2)) F¢ =

~

(@)1%1((To)1F(A)%

=)

=Ti(as ([« [T+ 7))+ ] ) FTa(b o (1 (s 13) < T]) + T 2 T3)) = 5,
para un cierto 3 € R.

Dado que nos interesa que B = S debe cumplirse que, para todo A € R, se
verifique:

Ti(a s (IO [+ T]) # T 7)) = ~Ta(b s (A [(e o 1) T]) 1] %2 T3)).

Por otra parte debemos tratar el caso de una recta de la forma ((@); x1(2)1)+¢ =
S. En este caso se observa que el isovector de afijo (S, I}) verifica que, fijado A € R
y un isopunto ((Zg)1, (7o)2) de la recta en cuestion:

En definitiva, podemos dar la siguiente:

Definicién 2.3.15. Si la isotopia verifica que para todos m,n € R y para todo
p € R —{S}, se satisface:

(1) I (m *1 ([(n*[ﬁ*T])*f] *1T1')> _
=12 (p %o ([(n* [((—p~T2 %2 [(m % IA{) kg Th]) *o I}) % TY) * IA} *9 Té)) ,

—~

entonces, un isovector u € mpp Se dice isovector director de la recta r si tiene la
misma direccion que:

~

a) El isovector;?; de afijo (I, (@)s), sib # S.

b) El isovectora_g de afijo (:’5’\, fé), sib=25.
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A ug lo llamaremos isovector director principal de dicha isorrecta.

Observemos que en caso de que * sea asociativa en el espacio vectorial Vi, incluido

en el conjunto general V', generado por R, R y T, fijados m,n € Ry p € R — {S},
la ecuacién (1) pasa a a ser de la forma:

Ly (mor (s o1 7)) = Tz (pre (00 (=0~ s [(moen T) w2 T3)) 22 1)) %2 T9))

Imponiendo ademas que la operacién *, sea asociativa no sélo en R sino en el

espacio vectorial Vz; generado por R, R y T5, haciendo uso de la operacion *:

L (mo (s ) 1)) = ~Ta (pra (Inx (<p " va (moa )] 22 13)) =

~

= (2) {m k1 [nx I]] = —p*a [n* (—p*Ié kg (1 %1 qu))]} .

Obtenemos de esta forma los siguientes resultados:

Proposicién 2.3.16. Si la isotopia utilizada para construir mpy, verifica que:

a) Las operaciones * y o son asociativas en Vi y Viry, respectivamente.

b) Para todos m,n € R y para todo p € R — {S}, se satisface la ecuacion (2),

entonces, toda recta en mpy estd asociada a un isovector director principal. O

Corolario 2.3.17. Bajo las condiciones del Corolario 2.3.5, toda recta en mpy
estd asociada a un isovector director principal.
Demostracion.

Basta tener en cuenta que R = Vr = Vi; = Ry de esta forma se obtiene que,
para todos m,n € Ry para todo p € R — {S}:

m ok [nx []] = —p*g [n* (—p_Ié kg (M %1 qu))] =

=mxnxDj]=-px[nx(—p " x(mx))=pxp)x(mxnxI])=

me[nxfﬂ:mx[nxfﬂ.



2.3. GEOMETRIA ISOEUCLIDEA 41

Veamos algunoa ejemplos de todo lo anterior:

Ejemplo 2.3.18. El Ejemplo 2.3.13 verifica las condiciones del Corolario 2.53.17 y
podemos calcular los isovectores directores principales de las rectas 7 y S. En parti-
cular, utilizando la Definicion 2.3.15 llegamos a que el isovector director principal
de 7= (2)1%1(2)1 — (§)2 = S tiene afijo (1)1, (1)), teniendo en cuenta que en este
caso, o = —(—1)7t x [(2x 1) x 3].

Por otro lado, el isovector director prmcipal des=(Z)1—(Y)2 = S=1 1%4(@)1 —
D32 =S = (1)1 X1(2)1 + (—1)aX2(9)2 = S tiene afijo ((1)y, (%) ), teniendo en
cuenta que en este caso, o« = —(—1)7! x [(1 x 1) x 3]. <

Ejemplo 2.3.19. En caso de que mpp hubiese sido construido usando los elementos

~

~ ~ o 1, six=0 ~
de isotopia = %1 =% =X, + =+, 1 =1, I] = {(a:):{ L e }e[ﬁzl
=, 8512 #0

) ) = 0,stx=0
se obtiene el levantamiento T — T = , )

Este levantamiento isotopico no satisface las hipotesis del Corolario 2.3.17. De
hecho, podemos comprobar que tal levantamiento no verifica la condicion necesaria
para poder definir el isovector director principal de una recta en el nivel isotdpico,
pues param =n =7p = 2:

I (2 < (2% [1x1]) x 1] i)) — 1y (1) £ Ta(16) =

-1 <2 < ([(2 % [((—% < [(2 x %) X 1]) x 16) x 1]) x 1] x 1)) ,

ya que al obtener sus proyecciones respectivas, se tiene que:

I, (1) =1 # 16 = I5(16).

Por otra parte, el isovector director principal de una recta en 7y deberfa ser

Ginico. Es decir, fijado un isovector v = ((01)1, (02)2), tal que para todos A € r
v v € R se verifique que A+70 U € r, deberfa cumplirse que ¥ tenga la misma
direccion que:

a) El isovector Q/TE de afijo (f{, (@)2), sib#S.
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b) El isovector 1/7; de afijo (§, ./7;), sib=S5.

En el caso en que v; = 9, resulta que para todo A € R, (@)1 4AxS = (@)1,
con lo cual la recta r serfa (Z); = (& ) En particular, b = Sy, tomando A =
[(vg %o I}) + T % (I, * T) ™!, se tiene que ¥ = )\xuo, donde g tiene afijo (S 1] 5). Esto

— . .
es, v tiene la misma d1recc1on que el isovector ug.

Por otra parte en caso de que v; # S, debemos buscar A € R tal que v = )\XQ/L;,
con uo de afijo (I{, (@)3), donde av = —b~"2 x5 [(a %, Il 1) *%2 T3] En partlcular debe ser
vy w1 = [ * (I * T)] * I. Luego, debemos tomar A = [(vy %, Il T) (1] * T

Con lo cual, dado que debe ser vy *, I A (o g Ié] « T)] * T, se llega a que:
vy g Iy =
= [(wrn By« 71w (B2 D)) 5 ([(<67% se @ ) w2 T3)) w0 1] #7)] # T =
[vg o I} + T =
= (I ) =T (B 1)) ([(<07 % w2 @ B 2 T3]) 5 | 7).

Para ver que esta 1gualdad se cumple, debemos utilizar la expreswn que resulta al
imponer que p: para todos A € r y v € R se verifique que A—i—’yo v” € r. En particular,
el isovector ¥ debe verificar, de forma andloga a la manera en que se obtuvo la
expresion para el isovector director principal (IA{, (@)2), que para todo v € R:

Lyan ([ [0 ) # 7)1 T7)) = ~abry ([0 (0222 1) # 7)) # ) 22 73)) =

a1 ([0 % (1 1) 7))« 1) 1 T1)> Y

e
= bx*g ([(7 * [(va *2 fé) ) * I ] %2 T2> =
(en particular, para todo v € R — {S})

= [a %o ) + T = 7T

* [([b_lé *9 ([—(a %1 ([(fy* [(v1 %1 f{) «T) *f] *1 T{)) *1 IA{} *9 TQ’)] *9 fé) *T} .

Con lo cual, el resultado se tendréd si encontramos v € R—{S} tal que se verifique
la siguiente ecuacion, a la que denotaremos por (3):

([(Ul %1 IA{) « T x (IA{ * T)_[) * ([(—b_[é kg [(a@ %1 ﬁl) *9 Té]) %9 fé} * T) =~ Ty
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* [([bilé *o ([—(a *1 ([(’y  [(v1 %1 f{) « T) * IA] *1 T{)) *1 f{} *9 Té)] o IZ) *T} .

Asi pues se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.3.20. Si la isotopia utilizada en la construccion de mpy es tal que
para todos a € R y b € R —{S}, existe y € R — {S/}\ que verifique la ecuacion (3),
entonces, en el caso de que existiera un isovector v = ((01)1, (02)2), tal_que para
todos A € r y v € R se verificase que 121\11\—70\7 € r, debe cumplirse que U tiene la
misma direccion que:

o~

a) El isovectora_g de afijo (I, (@)a), sib# S.
b) El isovector;_g de afijo (S,13), sib=S.

—~

. . . . . . L —
En definitiva, la recta estd asociada a un unico isovector director principal uyg.

0

En particular, si imponemos que la operacién * sea asociativa en LT la ecuacion
) )
(3) es equivalente ala siguiente:

([(1)1 *1 IA{) « T % (f{ * T)_I> * ([(—I)_Ié kg [(a %1 1/'71) *9 TQ’]) *9 IZ} * T) =

=71k [([b_]é ko ({f(a *1 ([fy* (v1 %1 f{)] %1 T{)) *1 f{] ko TQ’)} *9 IZ) *T} .

Imponiendo también que la operacion *; sea asociativa en el espacio vectorial

V1, generado por R, R y 77, haciendo uso de la operacién #;, la anterior expresién
es equivalente a la siguiente:

([(m %1 f{) * T * (fi * T)_I) * ([(—b_lé o [(a %1 ﬁl) 9 Té]) %9 fé} * T) =
=~ Tx [([bilé ko ([—a k1 [y % (v1 % f{)]} *9 Té)] ko IZ) *T} .

A continuacién imponemos que la operacién *, sea asociativa en Vr;, obteniendo
que la expresién anterior es equivalente a:

([(vl *1 IA{) « T % (IA{ * T)_I> * ([—b_lé *g (@ *1 ?1)} * T) =
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— 1y [(bffé 9 [—a x1 [7 % (v1 %1 f{)]]) * T} .

Usando de nuevo la asociatividad de * en Vp resulta que buscamos la igualdad:
([(vl o IA{) « T % (IA{ * T)71> * [—b715 k9 (@ *1 ?1)] =
=~Tx <b_1é *9 [fa x1 [y * (v1 % fi)]]) =

= [(v1 % f{) « T') * [—b_lé kg (@ %1 ?1)} = (f{ «T)xy 1 x (b_lé o [—a k1 [y * (v1 %1 f{)]]) .

Imponemos ahora ademas la conmutatividad de * en V7, lo cual, unido a la aso-
ciatividad de * en dicho conjunto, da lugar a que la ecuacién anterior sea equivalente
a la siguiente:

(4) {[7 (V1 % f{)} w |—b 12 9 (@ *1 ?1)] = (b‘lé *9 [—a x1 [y * (v1 % f{)]}) * f{} .

En definitiva llegamos a los siguientes resultados:

Corolario 2.3.21. Si la construccion de mpy se hace uso de un levantamiento

1sotopico para el cual:

a) *,%1 Y *9 Son asociativas en Vr, Vi y Vry, respectivamente.
b) x es conmutativa en V.

¢) Para todos a € R y b € R — {S}, existe v € R — {S} tal que se verifica la

ecuacion (4).

entonces se satisface la tesis de la Proposicion 2.3.20. 0J

Corolario 2.3.22. En las condiciones del Corolario 2.3.5 se satisface la tesis de la
Proposicion 2.3.20.

Demostracién.

El resultado es evidente haciendo uso del Corolario 2.3.21 y teniendo en cuenta
que, bajo las hipétesis impuestas, x =% =% = x y Vp =Vp =V =R O

Todo lo anterior nos permite dar a continuacién las nociones de isoperpendicu-

laridad e isoparalelismo entre rectas de mpp:
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Definicién 2.3.23. En las condiciones de la Definicion 2.53.15, dos rectas en mpp Se
diran (iso)perpendiculares si lo son sus isovectores directores principales respectivos.

Se dirdn paralelas si sus isovectores directores principales tienen la misma direccion.

Ejemplo 2.3.24. En las condiciones del Fjemplo 2.3.6 y siguiendo las notaciones
alli utilizadas, se tiene que las rectas 1 = (T); = 5=0 yry = (Y)o = 6 son
(Zso)perpendzculares pues tienen como isovectores directores principales a U 1y a
T, que son (iso)perpendiculares entre si. En cambio las rectas 51 = (3)1 x1 (T); —
)y x2 @) =0y & = 3)1 x1 @N+(2)2 X2 (§)2 = 0 son perpendiculares, pero
no son isoperpendiculares, a/l\tener esta misma relacion sus respectivos isovectores
directores principales, /E)\ Y ? Por dltimo, indicar por ejemplo que la recta 7 es

paralela a todas las rectas de la forma (T); =@, con a € R. <

Por construccién llegamos entonces de forma inmediata al siguiente resultado:

Corolario 2.3.25. En el caso de que un par de rectas de Tpp Sean a su vez isorrectas

de Tpp, se verifica que:

a) En las condiciones del Corolario 2.3.17, las isorrectas anteriores son perpen-
diculares en mpp sty solo si son perpendiculares en 7, las rectas de las que se
levantan isotopicamente.

b) En las condiciones de la Definicion 2.3.15, si ademds se tiene que, con las
notaciones usuales, [1 = e, entoces, las isorrectas anteriores son isoparale-
las en mpy st y sélo si son paralelas en 7y, las rectas de las que se levantan

isotopicamente. .

Todos los conceptos y resultados sobre rectas e isorrectas en el nivel isotopico,

tienen sus equivalentes en el nivel de proyeccién. Veamos un ejemplo en dicho nivel:

Ejemplo 2.3.26. En las condiciones del Fjemplo 2.3.24, se tiene que las rectas
n=z=0ym=y= O son (zso)perpendzculares pues tienen como isovectores

=
directores prmczpales e yaw que son (ZSO)perpendzculares entre si. En cambio

las rectas 51 = 2 x x — 2 >< y=0ys, =5 >< x —|— x y = 0 son perpendiculares, pero
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no son isoperpendiculares, al tener esta misma relacion sus respectivos isovectores

e
—_—

ﬁ —
directores principales, @ y b . Por dltimo, indicar por ejemplo que la recta 7 es

paralela a todas las rectas de la forma x = a, con a € R.

o

TR

Figura 2.15: Par de rectas perpendiculares en Tpp qUeE N0 SON 1soperpendiculares.

Por otra parte, en las condiciones del Ejemplo 2.3.18 y teniendo en cuenta los
resultados alli obtenidos, la proyeccion de la recta T en mpp (esto es, T=y=2xux)
tiene como isovector director principal a aquél de afijo (1,4), mientras que el isovec-
tor director principal de = x = 2 X y tiene por afijo a (1,1). Indiquemos también
que tanto T como § son isorrectas, al ser proyecciones de levantados isotdpicos de

las rectas r y s dadas en el Ejemplo 2.3.13.

Finalmente, cabe senalar también que, al igual que ocurria en el nivel isotopico,
en las condiciones del Ejemplo 2.5.1/ no podemos definir el isovector director prin-
cipal de una recta en el nivel de proyeccion, al no cumplirse la condicion necesaria
para ello, tal y como vimos en el Ejemplo 2.3.18. Comentar ademds que, siguiendo
las notaciones del Ejemplo 2.8.14, T = {y = % NS ]R} U {(0,0)} no es una recta
en mgp, st bien podemos afirmar que si es una isorrecta, al ser levantado isotdpico

de la recta r en my,. <

Un tltimo concepto a tratar en esta seccion es el siguiente:

Definicién 2.3.27. Se llamard isocircunferencia S en mpy al levantado isotopico
punto a punto de la circunferencia S' en el nivel convencional. Esto es,

@zI({mEﬂxy:|x|:1}):I({x:(x1,x2)EWzy:x%—i—x%:l}).

Se llamard isocircunferencia general S! en mpyp al levantado isotépico punto a
punto de la circunferencia S* de radio unidad en el nivel general. Esto es, con las
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notaciones usuales,

—

SL=T({z = (z1,22) € Mgy : @1 %1 0 %1 Ty * T *2 Sy o mp =1 }) = {fEWbpinT:f}-

Por dltimo, se llamard circunferencia en mpy al conjunto de puntos

St :{i‘\ETbe:ﬁ‘:f}.

Andlogamente se tienen los correspondientes conceptos en el nivel de proyeccion.

Ejemplo 2.3.28. En las condiciones del Ejemplo 2.3.3 se tiene que:

SU=T({X = (21,29) € may s 22 + 23 =1}) = {53 = (@)1, Ia((1 — a®)M?)) € %} .

—

St = {ZA: (2a,3(1 — a®)'/?) € 7['%} :

SE=1({X = (z1,22) €My 12 x 2} + 3 x 23 =1}) =

1—2xa?

- {2: (@1 Ia(—5—)"%) € %p} :

—

St = {Z: (2a,V3(1 — 2 x a®)/?) e 7['%} :
Sh = {X = (@)1, @)2) € mop: (@) + (@32 = T} =

~ . 942
= {R = @)1, @)2) € map : 203 + 303 = 25} = {A = (@ LIS € %p} .

Sk = {2 = (2a,V3(25 — 2a%)V/?) ¢ wbb} .

Cabe observar que los conjuntos de puntos que se han obtenido en el nivel de
proyeccion pueden identificarse con elipses convencionales. Asi S' puede identificarse

con una elipse de semiejes 2 y 3, @ puede identificarse con una elipse de semiejes
V2 y V3 vy finalmente, SlE puede identificarse con una elipse de semiejes 5v/2 y 5/3.
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Figura 2.16: Circunferencias isotdpicas.

Ejemplo 2.3.29. Bajo las condiciones del Ejemplo 2.53.14, se obtiene que:

ST = {7 = (@1 Ta((1 ~ a)'/?)) € mp}

T {g A gy e 1 a & {~1,0, 1}} U {(0,1), (0, 1), (1,0), (~1,0)}.

a

— 1 —
Si:I<{X:(:B1,x2)E7r$y:1—l—221})2@25&.
D)

5 = {;? — @), (@)2) € mop s -+ ;3 — Lo £0# m} U{(O). D2). (D1, 0)2)) =

A~

Y13) € map 0 a # 1} UL, D2). (1. @)}

a—1

S;—{(Cll,l—Cll)EWbb:a#O}U{(O,l),(l,O) =y=1-u.

~{(@nx(

Figura 2.17: Circunferencias isotopicas.



Capitulo 3

CALCULO ISODIFERENCIAL

Al utilizar el calculo diferencial convencional en aplicaciones fisicas de la isoteoria que
hacen uso de isoespacios isométricos, se fue observando que dicho cédlculo depende
de la unidad bésica I de una manera implicita y que tal dependencia es no trivial
en el caso de isounidades, pues en general, df(x, dv,d?z,t,T,...) # 0.

En 1996, Santilli [43] publica por primera vez su estudio sobre calculo isodife-
rencial, donde resuelve la serie de inconsistencias surgidas al tratar analiticamente
diferentes isoespacios a partir del calculo diferencial convencional. De esta forma, la
presentacion de su trabajo fue posterior al estudio sobre isovariedades isodiferencia-

bles realizado por Tsagas y Sourlas en 1993 [50].

Con vistas por tanto a abordar el estudio del levantamiento isotépico de las va-
riedades diferenciables mediante el calculo isodiferencial sobre isoespacios isométri-
cos, no realizado hasta la fecha, trataremos pues previamente en este Capitulo de
analizar dicho calculo desde el punto de vista del MCIM, haciendo uso de x-leyes
genéricas. Se ira comprobando ademas que este tltimo modelo generaliza coherente-

mente los resultados ya obtenidos en isoteoria.

Se estudiaran las nociones de isodiferenciales e isoderivadas de isofunciones. Se
dara una importante cantidad de ejemplos al respecto y se desarrollaran algunos
resultados genéricos sobre calculo isodiferencial, que seran ttiles posteriormente a
la hora de abordar el estudio de isovariedades isodiferenciables.

49
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3.1. Isodiferenciales de primer orden

Pasamos pues a analizar la solucion que presenta Santilli para evitar las inconsis-
tencias que provoca el uso del calculo diferencial convencional en la isoteoria. Como
habitualmente se presenta dicho céalculo, éste no parece depender de una unidad
bésica. Sin embargo, esto no es exacto, ya que el calculo diferencial ha resultado
depender esencialmente de dicha unidad bésica y, mas atin, para una consistencia
axiomatica, ésta debe coincidir con la unidad basica del espacio en el que estemos

trabajando.

El nuevo cédlculo propuesto por Santilli fue presentado por primera vez en el
International Workshop on Differential Geometry and Lie algebras, organizado por el
Departamento de Mateméticas de la Universidad de Aristotle en Tesaldnica (Grecia),
en Diciembre de 1994. En 1996, apareceria por primera vez en la literatura en un
suplemento al Rendiconti del Circolo matematico di Palermo (véase [43]).

Santilli dio en este trabajo la definicién de las isodiferenciales y las isoderivadas
de una isofuncién, situandose dentro de un espacio isoeuclideo y distinguiendo entre
isocoordenadas covariantes y contravariantes. Destacaba que la generalizacion que
proponia del calculo diferencial convencional se diferenciaba de otras ya existentes
(como el célculo exterior de Cartan) en el hecho de que se fundamentaba en la
unidad subyacente al sistema. De hecho, tal unidad se generalizaba al definir el
calculo isodiferencial, lo cual no ocurria en ninguna otra generalizacién del célculo

convencional.

Pretendemos dar en esta seccién unas nociones basicas del cdlculo isodiferencial
de Santilli, aunque generalizadas al caso del MCIM y haciendo distincién entre los
niveles isotdpico y de proyeccion, si bien analizaremos con mayor profundidad este

ultimo. Basaremos nuestro estudio en un espacio isoeuclideo n-dimensional £ =

E(?,(S’ ,HA%), levantado isotopico de clase III del espacio euclideo convencional n-
dimensional £ = E(7,6,R), donde 6 = diag,(+1,...,+1). Supondremos el caso
general segin el cual ¢ podré ser cualquier matriz simétrica, no necesariamente

diagonalizable.

En primer lugar debemos tener establecido el isocuerpo base R. Supongamos
por tanto que dicho isocuerpo se obtiene a partir de los elementos de isotopia x, S,
(de unidad I en el conjunto general correspondiente V') e I. Para evitar extender la

Memoria, supondremos ademas que en el levantamiento isotopico de R™, inicamente
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se hace uso de las leyes x y % en cada una de sus componentes.

Ya hemos hecho notar en el capitulo precedente la variacién realizada en el
estudio de una isométrica, respecto a la propuesta de Santilli en [35]. Este hecho
va a influir también en el desarrollo tedrico del cédlculo isodiferencial. En concreto,
mientras Santilli hace uso del producto usual entre matrices, nosotros utilizaremos

el isoproducto ?, asociado a la ley *.

Lo anterior se va a reflejar en la distincion que realiza Santilli en su estudio en-
tre coordenadas e isocoordenadas covariantes ({1, ..., T, }, {Z1, ..., Tn} v {Z1, .., Tn },
respectivamente) y contravariantes ({z', ..., 2"}, {Z',...,2"} y {%1, s E\n}, respecti-
vamente).

Ambos tipos de isocoordenadas estan relacionados a través de la expresién:

= =Jj
T =04 T

Ahora bien, Santilli considera el producto usual de matrices en el miembro de la

., . = =J . = =J
derecha de la expresién anterior. Esto es, ), = 5,’€j X . Sin embargo, Ty y ¥ son

elementos de R para todo k,j € {1,...,n}, con lo cual, desde el punto de vista mas
general del MCIM, el producto anterior no es siempre coherente.

Veamos un ejemplo al respecto:

Ejemplo 3.1.1. Consideremos la proyeccion isotopica R = Im(C), asociada a los

elementos x = +, S = 0,% = - (el producto entre complejos) e T=i.

Supongamos a continuacion que estamos trabajando en el plano euclideo 4y, y
que estamos interesados en la isométrica:

5( 9).
0 2

Atendiendo a la construccion del capitulo precedente, encontraremos los elemen-
tos:

~

T'=—§=-T.

Obtenemos de esta forma el plano isoeuclideo Im(C) x Im(C), a partir de la
proyeccion isotopica:
(a,b) — (ai,bi).
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Por otra parte, cabe indicar que la relacion existente en este caso entre las iso-
coordenadas covariantes y contravariantes seria:

= . =1 = . =2

=172, To=17 .

Obsérvese que, si consideramos el producto - en las expresiones anteriores, ob-

. .= .=k . 3
tendriamos que, o bien Ty, o bien T , no pertenecerian a R = Im(C). <

Para evitar esto, nuestra propuesta es tener en cuenta la construccion de la
isométrica realizada en el capitulo precedente. En particular, si atendemos a la
isométrica 0’ buscada, se tendra que la isounidad y el elemento isotépico utilizados
seran, respectivamente:

j\/ - 5, . 5_1 = (]’-75)” ; T/ = ]/-\/71, = 5 . (S/_]I = <T/g>

1,7=1

n

3,j=1

La proyeccién isotépica de R™ asociada a la isounidad anterior, que generaliza la
vista en el capitulo precedente y que sigue la propuesta de Santilli en [43], serd en-

tonces:

n n
= = _ 1 n 7 ) / % /
(;1:,...,:1:)—(:15,..,3:)-[—( T (P a:*[i),
i=1 i=1
donde, en este caso, - indica el producto entre matrices, atendiendo a la ley * comin

a cada uno de los elementos que intervienen.

En particular, las isotopias de cada componente R, = R en R", para todo k €
{1,...,n}, vendrén dadas como:

n
=~k
ol (z") =Y o xTI';.

i=1

Podemos considerar entonces la relacion entre isocoordenadas covariantes y con-

travariantes de la siguiente forma:

(o) = (77 = (5 ) (1) .

=n X
Para lograr un elemento en R , tomemos entonces el isoproducto = = -T"-, que

tendrd a I’ = ¢’ como unidad. Se obtiene asi:

(?1,...,5\”) = (6 (2", ....,2") I = (iéi *xi,...,znzdfl *:ﬁ) T =
i=1 i=1
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j=1 \i=1

j=1 \i=1

Esta construccion generaliza la que a su vez origina la definicién del isoproducto

isoescalar, visto en el capitulo precedente.

Obsérvese que en caso de ser S = 0 e I = 1, las isocoordenadas covariantes

equivaldran a las contravariantes. Esto ocurre en concreto en el Ejemplo 3.1.1.

No obstante, podemos obtener un caso méas general en el que ambas isocoor-
denadas coincidan. Para ello, impondremos una condicién mas al conjunto general
V. En concreto, basta tener en cuenta que, atendiendo al MCIM, en el conjunto
general V| la estructura (R", %, %) debe ser del mismo tipo que (R, +, x), pudiendo
en particular estar dotada de métrica. Imponiendo entonces que esta métrica sea
0, obtendremos que las coordenadas covariantes y contravariantes en el nivel con-

vencional coinciden con las correspondientes en el nivel general. De hecho, fijado
jeA{l,...,n}k

n

i ood
g 5j>|<:p = ;.
i=1

Dado que en el espacio euclideo de partida, x;, = 2, para todo k € {1,...,n}, se
, . . ., = =k
obtendra entonces de la misma forma que, en el nivel de proyeccién, Ty = T , para

todo k € {1,...,n}.

Debido a esto, prescindiremos a partir de ahora de la distincion entre isocoor-
denadas covariantes y contravariantes, restringiendo por tanto nuestro estudio al
levantamiento isotépico de R™ dado por:

n n
= = ’\,1 o
(X1, .y ) = E JUi*Ii,---,E zx I, ).
i1 i=1

Con todo lo anterior, podemos dar ya la siguiente:

Definicién 3.1.2. Para cada k € {1,...,n}, se definen las isodiferenciales de primer

orden sobre E y sobre E, respectivamente, como:

jfk == (gﬂ.f\k)k, é?k = &\_Zl?\k = del * f/f

i=1
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En las expresiones de la definicion anterior, dx; denota la correspondiente dife-
rencial de primer orden en el nivel convencional. Ademaés, al hacer uso la definicién
anterior de la ley *, generalizamos la propuesta por Santilli en [43], en la que * = X.
En este caso concreto, se cumple que I'=¢§=T"

Por otra parte, en el caso en que * = X para todo i € {1,...n} y § =0 =
diag,(+1,...,+1), se tendra que, para todo k € {1,...,n}, Aty = dxy, lo cual prueba
que la construccién propuesta por Santilli y la que hemos indicado en la Definicion

3.1.2 generalizan coherentemente el caso convencional.

Veamos a continuacién algunos ejemplos de isodiferenciales de primer orden. En
ellos apareceran, respectivamente, una isométrica no diagonal, una diagonal y una
dependiente del factor coordenada. Las construcciones realizadas seran utilizadas a

su vez en ejemplos posteriores:

Ejemplo 3.1.3. Sea E3(x,0,R) el espacio euclideo tridimensional convencional, de

métrica 6 = diag(1,1,1). Supongamos que en la construccion del isocuerpo base R
hemos utilizado, con las notaciones usuales, los elementos x =+, S =0, *x = X e
I=5.

Consideremos a continuacion el espacio isoeuclideo Es(Z,d' | R), donde:

1 -3 2
¥=1-3 3 -1
2 -1 0

Tendremos entonces, en particular, que I' = ¢, siendo:

~

I

=~

Il
U CR.
Tt B
o v w

La proyeccion isotopica viene entonces dada como:

(71,79, 23) — (2! — 3% + 223, — 32 + 322 — 23, 22" — 2?),
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cuyo efecto en R® podemos ver, por ejemplo, en la figura siguiente:

Figura 3.1: Proyecciones de las superficies z =0 y z = x2.

Las isodiferenciales de primer orden en el nivel de proyeccion serdn en este caso:
%1 = dx1 — 3dxo + 2dzxs; 2?2 = —3dzy + 3dzy — dxs; 2?3 = 2dx1 — dxs. 4

Ejemplo 3.1.4. Utilizando los mismos elementos de isotopia que en el ejemplo

anterior, consideremos en este caso el isoespacio E3(Z,0',R), donde:

1o o
d=10 20
00 1

Tendremos entonces, en particular, que I' = ¢, siendo:

2.0 0
T'=¢"'=1010
00 1

Las isodiferenciales de primer orden en el nivel de proyeccion serdn en este caso:

> 1 7= =
dr; = §dx1; dze = 2dze; drs = dx3 4
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Ejemplo 3.1.5. Sea E\g(i (/5\’, I@), construido a partir de un levantamiento isotopico
en el que, con las notaciones usuales, * =+, S =0, * =% =%y = %3 = X, [, =1,

EzQef:f{: },sz.mzo,
=, stz #0.
Serd en este caso:
4 1 0 )
01 0] ,stx=0,
00 3
T =T (x)=
% 00
0 1 0| ,sixz#0.
\ O 0 % 7

La proyeccion isotopica viene entonces dada como:

(0, 29, 2x3) , sixy =0,

Ty, Lo, T :
(21,22, 3) = (1/xy, 29,2x3) , sixq # 0.

Figura 3.2: Proyecciones de las superficies 2 =0 y z = 2.

Las isodiferenciales de primer orden en el nivel de proyeccion serdn en este caso:

dzy = dxy;  dio = dwy;  dzs = 2dws. <
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3.2. Isoderivadas de primer orden

Pasamos a dar a continuacién la nocién de isoderivada de una isofucién respecto

a cada isocoordenada:

Definicién 3.2.1. Sea f: D C R"” — R una isofuncion en E, siendo D cerrado en
R™. Se define entonces la isoderivada de f respecto a la isocoordenada Zj, como:

OF(@) _ (W))
532} Ozy, k'

Se definira en E la isoderivada de f respecto a la isocoordenada Zj, como:

0I(@) _ 0I(&) _01(@) h

o~ —

— = . . N ~ —
Ahora, dado u € D, se define la isoderivada de f respecto a Ty en u como:

(80).o ().,

P

= L, . . = = —
En E se definird la isoderivada de f respecto a Ty en u como:

(8]/‘156)) :(8{@)) :<Zag(§:)*ﬁ§> _
al’k |, =hy, 8$k |, =1y, i=1 i |z, =ug

Obsérvese entonces que, en el caso en el que sea * = X para todo j € {1,...,n},
siendo ademés I = +1y ¢ =6 = diag,(+1, ..., +1), se tiene que:

OfT) _ar(@)

oz, O

Esto prueba que el concepto convencional de derivacién de una funcién es un

caso particular del concepto de isoderivacion que propone Santilli.
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Definicién 3.2.2. Sea fA: f(/x_\)) una isofuncion definida en un dominio cerrado
D. Se dira entonces que f es isodiferenciable en un subconjunto C' C D si existe la
isoderivada de f respecto a cada una de sus isocoordenadas en todos los puntos de

~

C.

Andlogamente, f se dird isodiferenciable en C' C D si eziste la 1 isoderivada de ]?

respecto a cada una de sus isocoordenadas en todos los puntos de C'.

Llegamos de esta forma al siguiente resultado, inmediato por construccion:

Proposicion 3.2.3. En las condiciones de la definicion anterior se tiene que:

a) Para k € {1,...,n}, existe la isoderivada de ]? respecto a la isocoordenada k-
ésima si y solo si existe la derivada de f respecto a la coordenada k-ésima.

Por tanto, fA es isodiferenciable en C CD si y solo si [ es diferenciable en
CCD.

b) J? es isodiferenciable en C si y solo si ? es isodiferenciable en 5 U

Veamos a continuacion algunos ejemplos acerca del concepto de isodiferenciabi-
lidad de una isofuncion:

Ejemplo 3.2.4. En las condiciones del Fjemplo 3.1.3, consideremos en el nivel
convencional las funciones:
L1202

f(x17$2>$3) = 35% +IB§; 9(331,552,953) = 95135296’%; h($1>$2,$3) = P
3

Todas estdn definidas en R?® salvo h, que lo estd en R® — {(z,y,z) € R3: 2 = 0},

siendo sus derivadas usuales:

of(z) .~ Of(x) _ ~ Of(x)

8x1 —21.1’ 3x2 _2:62’ 8I3 _0,
89(:18) o 2. 89(1}) - 2. 8g(x) o .
0, = X9x3; s = T123; s = 2712273;

Oh(z) xo  Oh(x) x;  Oh(x)
_ 2. _ 4. — 2125 In |z4].
8:151 {Eg7 8902 333, 8353 T1rz |$3|
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A continuacion consideramos las isofunciones asociadas a f,qg y h en el nivel de
Proyeccion:

A(.Tl, T, IL‘3) =35 ((.171 + 21’2 + 31’3)2 + (2ZL‘1 + 41’2 + 51’3)2) s

E\(Il, Ta, 133) =35 ((l’l + 2$2 + 3%’3)(2.731 + 41’2 + 51’3)(3$1 + 51’2 + 6.I3)2) s
=~ (l’l + 21’2 + 31’3)(2[)’}1 + 4%2 + 51‘3)
h =5 .

(xh 2 273) 31’1 + 5I2 + 6$3

Las isoderivadas de dichas isofunciones serdn entonces:

?\7 ?\7\ ?\7\
—i(j) = 221 — 6x2; ISC) = —6x1 + 6xy; —{(j) =4z — 2w;
o7 03 Ox3
—ﬁ) = 2w} — 3123 + 41 22w3; 793) = —3zom3 + 32175 — 20105;
071 03
?\ =
@ = 22923 — 1123;
o3
oG x 3z Oh(E 3z 3z
7\(7) :—2——1+2x1x21n|333\ 7\(7) :——2+—1—x1$21n|x3|
om s o oz T
% =
f(x) = 2x2x§ - 3313:%.
dx3

Para finalizar este e]emplo debemos indicar que, ¢ atendiendo a la Proposzcwn
3.2.3, las zsofuncwnes f Yy g son zsodzferencmbles en R3 y las zsofuncwnes f X g son

isodiferenciables en R3, siendo por su parte h Y h 1sodiferenciables en R3— {(@, b, 0)

]f@} yen R3 — {(@,0, 6) € ]1/%\3}, respectivamente. <

Ejemplo 3.2.5. En las condiciones del Ejemplo 3.1.4, consideramos las isofun-

ciones asociadas a las funciones f,qg y h del ejemplo anterior:

flor,za,m5) =5 ((2m)* + (3)?),
?(951@2,953) = 5g(x1,x2,a73),

(1, 22, 23) = 5h(x1, 22, 73).
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En esta ocasion, las isoderivadas de las isofunciones que hemos mencionado son
las siguientes:

i O0To ox3
89Lx) = 1962%%% 8&) = 2m123; 81(33) = 221%223;
011 2 ) Oz3
Oh(z) 2N Oh(x) _ 2%2; (Zfiv) = 2122 In |23).

=-— ’ P
8551 2$3 6932 x3 81‘3

Indicar por ultimo que la isodiferenciabilidad de las isofunciones anteriores coin-
cide con la estudiada bajo las condiciones del Ejemplo 3.2.4, teniendo en cuenta
que por la Proposicion 3.2.3, dicha isodiferenciabilidad solo depende de la corres-

pondiente diferenciabilidad de las funciones de las que se levantan isotopicamente
las anteriores isofunciones. <

Ejemplo 3.2.6. En las condiciones del Ejemplo 3.1.5, consideramos las isofun-
ciones asociadas a las funciones f,qg y h del Ejemplo 3.2.4:

= 52, six =0,
T1,T9,T . ;
(21,22, 25) (x%—l—a:%),sle#o.
1

5
= 0,stx1=0,
g(xl?x%x?)) = 2 >

x3 .
51}2m , STy 7é 0.

= 0,six=0,
hs, w2, 2s) :{ 1022 | siz; #£0 }
3 7 ’

1T

En esta ocasion, las isoderivadas de las isofunciones que hemos mencionado son
las siguientes:

G 0, siz =0 of( = = - i@ =
i) = { . }; 1E) _ 2 = (2)2X2(F2)2; —fi) =0=0;
P 2 ST #0 DZo 33

957 0, si 2225 =0 5% 9z
8€(1’) = _2 3 ; 89(%) = x1x2; Lg(x) = 41‘1.%'2&337
~— L St T x2 #O ~— 3 A
01 T272’ 23 0o 3

— — = — = 2z129 In |x3];
— x3 ; = ! = !
8x1 x9’ 5t T2 7& 0 8562 x3 8333

éﬁ(f)_{o,sm:o } h@) w1 O0h(@)
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Nuevamente, la isodiferenciabilidad de las isofunciones anteriores coincide con
la estudiada bajo las condiciones del Ejemplo 3.2.4. <

3.2.1. Resultados generales

Las distintas definiciones que hemos visto hasta ahora nos introducen ya en el
calculo isodiferencial. Cabe indicar ademas que, si prescindimos de _l% construccién
de la isométrica, las definiciones de isodiferencial e isoderivada en R , puede darse
directamente para isotopias de cualquier clase, sin més que atender a la isounidad

2\" . .
(I ’i) correspondiente. Basta tener en cuenta las definiciones:
ij=1

n
= Z =~k
=1
n
- A/k
dxr), = E dzr; x I,

Of _N~0f 5

Una vez llegado a este punto de nuestro estudio, nos centraremos en el nivel de
proyeccion, pues el isotopico es isomorfo al convencional. Cabe destacar entonces el
siguiente resultado:

Proposicién 3.2.7. Supongamos que el levantamiento isotopico utilizado en la con-
struccion de R sea compatible respecto + y X (las operaciones usuales en R ). Dadas

entonces f y 9, dos isofunciones definidas en un mismo dominio cerrado D, se
cumple que:

—_—

a) Para todo @ € D:
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0Ty, 0Ty,

0(F55) @) 357G~ <§(s)> I (A z )k 200

—

b) Sig(T) #0x I, en 5 C 5, entonces, para todo T € 5

=~ b= (®)
dg (o) _ by,
7~ — 3
o)
5(22 9T (52 ) _ (7)) Sk
i(12)_(3565))-((),7%2)
oz __\b
oy, fq\(f))k

Demostracién.

Obsérvese que la compatibilidad respecto a + y x implica la equivalencia entre
los niveles isotopico y general en la restriccion al espacio vectorial inicial. De esta
forma, el resultado se tiene por construccién inmediatamente a partir del andlogo
convencional. Asi por ejemplo, la primera de las expresiones indicadas se obtiene de
la siguiente forma:

Para todo 7 € D:

g(ﬁg) @) ) a<f+g> () _ I+ 9 (@) pk _
%k %k ox; ’

@) qr 09(F) ph_ OF(@)=05(7)

8.Tz 8$7, 81,]{ 8$k
El resto de expresiones se obtienen de forma andloga a la anterior. U

La condicién de compatibilidad va a adquirir una importancia vital en nuestro es-
tudio. De hecho, la utilizacion de isotopias no compatibles respecto a las operaciones
de partida es una de las novedades que permite el MCIM de [14].

Con vistas a tratar un ejemplo al respecto, obsérvese que, fijada una estructura
matemética cualquiera (F,+, x), de unidades respectivas 0, 1, existen dos tipos

de isotopias no compatibles con respecto a x: aquéllas en la que el nivel general
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correspondiente (V,x) es tal que xzp = x y aquéllas en las que no se cumple esta

ultima condicion.

Las del segundo tipo son las mas sencillas de construir, siendo las del primer tipo
las que encierran un mayor caracter algebraico, al poder considerar la ley * como
extension de laley x a V' O F.

En este sentido, una posible construccién que permite obtener una isotopia com-
patible con respecto a X, correspondiente al primer tipo, es la que utiliza el conjunto

general:
V=EUE*UE"
De tal forma que, para todo a,b,c,d, e, f € E:
axb=axb=ab,

B o (a,b,c) ,sia#1,
ax* (b,c) = (b,c) a—{ (b)) sia=1. }>

ax*(b,c,d) = (b,c,d) *a= (ab,ac,ad),
(a,b) * (¢,d) = ab+ cd,
(a,b) * (c,d,e) = (c,d,e) x (a,b) = (c, ad, be),
(a,b,c) * (d,e, f) = (F(a,d),be,cf).

Donde F': E?* — E es tal que F(a,b) # ab, para algin (a,b) € E?, distinto de
(1,1).
Tomando ahora la isounidad I = (L,L0)=T= T ~1 puede comprobarse que:

E=(L0)U{(a,1,0):a € E,a#1},

(1,0)X(1,0) = T 1 = (1,0),
(1,0)X(a,1,0) = 1 % (a,1,0) = (a,1,0) = (a,1,0)X(1,0),

(a,1,0)%(b,1,0) = (a,1,0) * (b,1,0) = (F(a,b),1,0).

Donde a,b € E, son distintos de 0 y 1. En particular, I= (1,0) es la unidad de

E respecto a X.

Esta construccién que acabamos de realizar permite obtener ejemplos de isotopias
no compatibles respecto a las operaciones de partida, que no verifican la Proposicién
3.2.7:
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Ejemplo 3.2.8. Consideremos E = R en la construccion anterior y tomemos la

funcion F : R* - R : (z,y) — Z,s?y#(), .
0,sty=0.

Supongamos ademas definida la ley x en 'V de tal forma que, para todo a, b, c,d, e,
fev:
axb=a+0,

ax(bc) = (b,c)xa = (a+b,c),
ax(be,d) = (be,d)xa=(a+b,c,d),
(a,0) % (a + ¢,a + d),
(a,0) % (c,d, e) = (c,d, e) * (a,b) = (a+c,b+d, be),
(a,b,¢) % (dye, f) = (a +d,1,0).

Se tiene entonces que, para a,b € E, distintos de 0 y 1:

(1,0)F(1,0) = T+ 1 = (2,0),

————

(1,003 (a,1,0) = 1 % (a,1,0) = (1 +a,1,0) = (a, 1,0)F(L,0),

J—

(a,1,0)0F(b,1,0) = (a,1,0) * (b,1,0) = (a+b,1,0).

Obsérvese en particular que se puede identificar el conjunto isotopico R= (1,0)
U{(a,1,0): a € R,a # 1} con R, siendo T = x, para todo = € R. De tal forma que
finalmente (H/é, F.X) = (R, +, X) es tal que para todo a,b € R, distintos de 1:

1Xa =ax1=aq; ax0 = 0; aQb:g.

Puede comprobarse que la isoestructura resultante es un pseudoisocuerpo [41] al
verificar todas las propiedades de un cuerpo, salvo la distributividad.
A continuacion consideramos las aplicaciones:
f[fR=R:z— f(z) ==,

g:R—=R:z— g(x) =2

l .
h:R—>R:x—>h(m):{ S’S?x%g’ }
, stz =0.



3.2. ISODERIVADAS DE PRIMER ORDEN 65

Tenemos asociada entonces las isoaplicaciones f = f y g = g. Ambas son iso-

diferenciables en R al ser diferenciables en R las aplicaciones f y g.

Ahora bien, fijado v € R:

. — .

FX5(@) = [(2)X3(®) = e%a® = h(z) = (D).

Asi pues, f E no es isodiferenciable, pues h no es diferenciable en 0. <

Antes de proseguir nuestro desarrollo tedrico estudiando el concepto de isoderiva-
da de una isofuncién de orden mayor que uno, vamos a analizar un aspecto ya trata-
do en parte con anterioridad. Se trata del hecho de imponer que el levantamiento
isotépico asociado a una isofuncién cualquiera sea el asociado a su vez a la construc-

cion del isocuerpo R.

Esta imposicion se ha realizado para favorecer los diferentes calculos que se hacen
en la practica. Sin embargo, veremos con el siguiente ejemplo que también es posible
asociar una isofuncién a cualquiera del resto de levantamientos isotépicos asociados
a su vez a la construccion del isocuerpo R p» Para un cierto k € {1,...n}.

Ejemplo 3.2.9. Consideremos un espacio isoeuclideo 2-dimensional E obtenido a
partir de un levantamiento isotopico tal que *|R = *1p = *2 = X, x = + y teniendo

comozsoumdadesaS—O I—l—I’—leI’—Z

—~

Consideremos ahora la funcion en E, f = J?(?l,%g) = Ty — 11 = 209 — 71.
Obsérvese que para que fA sea realmente una isofuncion deberd existir una funcion
f en E tal que fuese ]/”\(?1,5\2) = f(/:vl,\xg). Nos interesa comprobar en este ejemplo
que no importa cudl es el levantamiento isotopico utilizado en el ultimo término de

la expresion anterior, esto es, si es el correspondiente a la construccion de Rp, Ry
1 2

—~

o bien, R.

En general tendremos que probar varias posibilidades. Por ejemplo, si buscamos
f1 tal que 2x9—x1 = f(i\l,@) = fi(zy, xg)*lfi; con lo cual, una posible funcion de la
que se levanta isotopicamente f seria f(xq,x2) = 2x9 — 1, usando el levantamiento
1sotopico que lleva R a I@pl En particular:

of 9f of of\ (1 0\ _
(81:1 8332) <a:131 61’1) <O 2) _( 1,4).
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Supongamos ahora que queremos obtener f como levantamiento isotopico de una

funcion fy en E mediante el levantamiento isotopico que lleva R a HA%p. Deberd ser
2

o~ —

entonces 2y — 11 = f(T1,22) = fo(a1,22) %2 I5 = 2fo(z1,72). Luego, falwr,x2) =
Ty — 5. De esta forma:

5 (2 o) (1 0) 1,
oz, 97y ) \O9xi’ 0z ) \0 2] 2077 <

Como ha quedado patente, la isoderivada de una isofuncién asociada a isoco-
ordenadas covariantes, depende exclusivamente de la funciéon de la que se levanta
isotépicamente. No obstante, si, como en este ejemplo, no se conoce a priori la fun-
cién de la que se levanta isotépicamente la isofuncién ]?, se hara notar explicitamente
con posterioridad dicha funcién y el levantamiento isotopico utilizado para la obten-

cion de la isofuncion correspondiente. De esta forma, en unas condiciones similares

a las del ejemplo anterior, para evitar la ambigiiedad de la notacién %ﬂ, deberiamos
— _ k
escribir 28 o bien 22,
b, O,
Veamos otro ejemplo en este sentido, si bien ahora existe dependencia de las

coordenadas en alguna de las isounidades utilizadas:

Ejemplo 3.2.10. Consideremos un isoespacio isoeuclideo 2-dimensional E, obteni-

do a partir de un levantamiento isotopico que sigue nuestro modelo de construccion

habitual, siendo en particular xr = x5 = *9, = X, * = + y leniendo como
~ ~ ~ =~ 1, stx=0 =
isounidades a S =0, I =1, I} =I{(x) = ¢ | . ' } el =2.
=5, st x # 0.

En particular, tenemos en I@p el levantamiento isotdpico dado por z — T =
1

1, sixz =0, - ‘ ‘

Uiz 40, [0 ya utilizado en ejemplos anteriores.

=, 81T .

~ —

Volvemos a coizsidemr la funcion en E, f = f(&1,73) = T3 — T1. En este caso,

si queremos que f sea una isofuncion para el levantamiento que lleva R a Ry,
1

buscaremos fy tal que en E:

075@?1:5}\72, PN L 07 SZf -’ryx 207
{ 1 } = f(xlaxQ) = fl(.’Bl,iL’Q)l — { 1( 1 2) }

Db’ St ./fl 7& jfg. m, St fl(xl,:cg) 75 0.
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0, st x1 =29 =0,
0, sixl#Oy%:Z@,
219, si x1 = 0 # w9,
2x2—z—11, sixlyény—ll;«éng.

Luego, fi (ffh $2) =

De esta forma:

%: xlz,sixl#ny—ll#Qxxz,
A, en otro caso. ’

4, si x1 =0 # x2,

= = 4,six17§0y$752><x2,.

A, en otro caso.

St queremos ahora que f sea una isofuncion para el levantamiento que lleva R a

]@p buscaremos fo tal que en E:
2

0, 8i T1 = T, =
{ 1 R } = f(Z1,%2) = fo(w1,22)9 = 2 X fo(xq, x2).

0, st 21 =x9 =0,

0, six1 #0y - =2 X2,

Luego T1,T9) = ;
g0, fa(x1,T2) ﬁ,szm:o?é@,

- 2;52$1750y_7é2><372
Ty

4AXxo—

of2 {—W}Sixl#Oygi#me,}

A, en otro caso.

(/3\]?2:{ —(2xx2—%)2, siml#()y;l#Qxe,}

A, en otro caso.

3.3. Isoderivadas de orden mayor que uno

A continuacién veremos la nocién de isoderivabilidad de orden mayor que uno.
Para ello, empezando con orden dos basta observar que la isoderivada de una iso-
funcion es por construccion una nueva isofuncion, que como tal, en su dominio de

definicion podra calcularse de nuevo su isoderivada de primer orden. Esto es:
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s > TS - - - - D
Definicién 3.3.1. Sea f = f(2') una isofuncion definida en un dominio cerrado D.
Se define la isoderivada de segundo orden en F de f respecto a las isocoordenadas
Tp V Xy como:

2 (u((5) r)) - ER ) )

oz ; i
i—1 j

—_—

Dado W € lA), se define la isoderivada de segundo orden de frespecto a Ty en

.

ﬁ
u como:

== n 0f(@) T
37 - n 8((2121 B *Ii> *T) ok
%k%l — B (Z 6:Ej * I/j

_ i—1
1P = ’

|z =ug

Se dird entonces que f es dos veces isodiferenciable en un subconjunto C' C D si
eziste la isoderivada de sequndo orden de f respecto a cada par de sus isocoordenadas
en todos los puntos de C'.

Se llega entonces rapidamente por construccién al siguiente resultado:

Proposicién 3.3.2. En las condiciones de la Definicion 3.5.1, existe la isoderivada
de sequndo orden de f respecto a las isocoordenadas Ty, y T, si y sdlo si existe la

deriwada de sequndo orden de f respecto a la coordenadas xy y x;.

La isofuncion f es dos veces isodiferenciable en CCDsi y solo si f es dos veces
diferenciable en C' C D. 4

Veamos algunos ejemplos de lo anterior:

Ejemplo 3.3.3. En las condiciones del Ejemplo 3.2.9, para i € {1,2} se tiene que:

2 . 2r
g:a“’;ﬁmmm:oz i ><2><1><1:£7i.
((953\1 8x1 8.581 6:752 8@\1 a§2
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2 o 2 F.
—?f:8‘§X2><1><2:0: O ><1><1><2:£i-
=b 81»2 Or20x1 022071

0%y

Por otra parte, en las condiciones del Ejemplo 3.2.10 se comprueba que:

5%?1_{ —x—?g, siml#Oya}l#ng,}

a’x\? A, en otro caso.

97107
1702 A, en otro caso.

a°

07207

07 Sle#Oymll#Ql‘Q?}

A, en otro caso.

— = 0, ) =0 ,
5Df1 B ' st T1 féIEQ
= 0,82951750ya752332,
fl {

0, si x1 = 0 # xa,

57

A—Af;: 0, sia1 #0y L # 2,

03 A, en otro caso.

= 0, six) #0y = # 2xy =0,
/a\‘ng _ 1622 - 3;6 1 2 0
b - _(411711‘2—2)3’ S1 Ji'l?é y?l?é {I;Z# )
0y
A, en otro caso.

= I22CL’7L3
ébf2 {—l(i””),sz':rl;éOy;l;é%g,}

A, en otro caso.

P f, _ W,sixl#ny—ll#Qm,
072071 A, en otro caso.

R F — A6 0y-L+£2

0% f1 (2x2_i)327 stz #0y 0 # 212,
~ - 1

355% A, en otro caso.

El ejemplo anterior muestra que, por construcciéon, no se mantiene en general en
el nivel de proyecciéon un resultado similar a la igualdad de Schwarz convencional

para derivadas cruzadas.
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Si se tendra este resultado de forma inmediata, por ejemplo, en el caso préactico
utilizado por Santilli:
Proposicién 3.3.4. Si xgr = X, x = +, S=0c¢e f,f’f € R, para todo 1,5 €
{1,...,n}, se verifica entonces la igualdad de Schwarz para isoderivadas cruzadas:
of 0

0T,0z; 07,07k

Demostracién.

Fijados k,l € {1,...,n} se tiene que, utilizando la igualdad de Schwarz conven-
cional para f:

b= n n Of(T) P

TR (A 0L IR
= 2= i~ Or0m. LT
07,07 j=1 31'j - LiOX 5

Un estudio similar al que hemos hecho acerca de isoderivadas de orden dos puede
hacerse para isoderivadas de orden superior a dos. En particular, se dird que fes m
veces isodiferenciable en un subconjunto C C D si existe la isoderivada de orden m
de frespecto a cada una de sus isocoordenadas en todos los puntos de C.

De forma andloga al caso m = 2 se obtienen entonces los siguientes resultados:

Proposicion 3.3.5. Existe la isoderivada de orden m de f respecto a las isocoor-
denadas Ty, , ..., Ty,,, siendo ki, ...k, € {1,...,n}, si y sélo si existe la derivada de
orden m de f respecto a las coordenadas xy,, ..., Ty

m*

La isofuncion f es m wveces isodiferenciable en C'' C D si y solo si f es m veces
diferenciable en C' C D. U

Cuando ademas exijimos la isocontinuidad de las isoderivadas, tenemos:

-m

Definicién 3.3.6. f se dice de clase m, denotdndose f € C |, si f es m wveces
isodiferenciable, siendo isocontinuas todas sus isoderivadas de orden m. Se dird que

=~ =
feC siesde clase m para todo m € N, con isoderivadas isocontinuas.
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Proposicioén 3.3.7. Fijado m € N una isofuncion f es de clase m si y solo st

feC™. Como consecuencia, f € C sty solo si f € C. O

3.4. Isoderivadas de isoaplicaciones

Por tltimo, para finalizar este Capitulo y para nuestro posterior estudio de isova-
riedades isodiferenciables, nos conviene generalizar las nociones anteriores al caso de
isoaplicaciones, esto es, levantados isotopicos de aplicaciones convencionales, donde

la imagen ya no ha de ser R necesariamente.

Previamente vemos los siguientes resultados:

Proposicion 3.4.1.

a) La composzczon de isoaplicaciones es una isoaplicacion. De hecho, dadas ]/”\: =
XA/ yaq: vV - W, dos isoaplicaciones entre los isoespacios vectoriales ﬁ,\/} Yy W,
entonces ? o f: ﬁ\f.

b) El producto topoldgico de isoaplicaciones es una isoaplicacion.

Demostracion.
a) Sea ¥ € U. Entonces, jo f(7) = §(f(T)) = §(/(T)) = g(f(T)) =

@ZBﬁvzﬁiéﬁ

N . . = = ,
Como « era arbitrario en U, llegamos a que go f = go f, como queriamos

)

probar.

b) Sean f ﬁ; — f/\l y ? : /U\Q ‘7 dos isoaplicaciones cualesquiera. Definimos
Vi x Vs

entonces f X7 U1 X U2 — V1 x V5 (donde aqui x denota el producto topoldgico

= _ =
—\ ==

usual), como (7 x 3)(Z, 7) = (F(2),3(7)) = (F(7),9(7)), para todos
?EU167EU2.

Basta entonces considerar la isotopia que lleva U; x U; a Umg, dada por

(x v)— (7,Y) = (:)\ '), donde /?\ es el levantado isotépico de 7 en U,

e i es el levantado isotépico de 3 en Ug



72 CAPITULO 3. CALCULO ISODIFERENCIAL

= =
De esta forma tenemos también que U; x Uy = U; X Uy. De manera anéloga
P

realizando la correspondiente isotopia, llegamos a que V; x V, = V1 X Vg
Tenemos entonces que para todo @ € U, y paratodo § € Uy, (fx_) (% %)
J(@).30) = F@).9(7) = F@)9(T) = (/X 9)(T,F) = (Fx s
@.9) = (Fx (@ 7).

Con lo cual, llegamos a que J/C\X 9 = f/><\g, siendo por tanto, fx g una

)

)

isoaplicacion, tal y como queriamos probar. O

Tenemos entonces como consecuencia inmediata el siguiente:

Corolario 3.4.2. La isoinversa de una isoaplicacion coincide con el levantado isoto-
=1 e

pico de la inversa de la aplicacion de partida. Esto es, f = f~1.

Demostracion.

Basta aplicar la proposmlon 3.4.1, pues si tenemos la isoaplicacion f: U—V

/\

entre los isoespacios U y V resulta que f f- F1= f f1 j/"—\lo
=1

kh)l
Il
“’r
o
—
Il

~

I d, siendo asi f = f\, como queriamos probar. U

Los resultados anteriores pueden verse también como consecuencia de considerar

el isoalgebra de isofunciones asociado al algebra convencional de funciones.

A partir de ahora, con vistas al estudio de las isovariedades isodiferenciables, nos
-m

restringiremos a las isoaplicaciones con imagen R = Rp, . X Rp, . Trabajaremos
=n
de hecho con 1soespac1os Vectorlales localmente isoeuclideos, es decir, dado un R -

isoespacio vectorial U siendo R =R p, X X R p,» consideraremos un sistema local

de isocoordenadas {ml, e xn}, bajo el cual el isoespacio U sea localmente isomorfo

como espacio vectorial a un espacio isoeuclideo.

De esta forma, dada una aplicacién f: U — R™, donde f(7) = flay, ..., x2n) =

([L(T), ..., fm(T)), se definira la isoaplicacién f TR , donde consideraremos
que:

7\ ~ — —_ /\

z f? —>)

(fﬁ(\ m)

7)) =
(7)),

I
N

=k

&l>
\\_// )

=) /\
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siendo f; =mofy ﬁ = wTiof: m; o f, para cada i € {1,...,n} y siendo 7; en este

caso la funcién coordenada i-ésima usual.
Damos asi la definicién de isodiferencial de la isofuncién f:

Definicién 3.4.3. En las condiciones anteriores se define la isodiferencial de f, a

la que denotaremos por Df, como la matriz:

op bh
Db, " b,
8F, bp,
L

Diremos que f es isodiferenciable si se tiene la existencia de todos los elementos
de la anterior matriz.

Esta definiciéon de isodiferenciabilidad nos permite ademéas obtener la siguiente:
Proposicion 3.4.4. Se cumple que:
a) En las condiciones de la definicion anterior, ]/“\ es isodiferenciable si y solo si
f es diferenciable.

b) La composicion de isoaplicaciones isodiferenciables es otra isoaplicacion isodi-
ferenciable.

¢) El producto topoldgico de isoaplicaciones isodiferenciables es otra isoaplicacion
1sodiferenciable.

Demostracion.

a) Basta aplicar el apartado (b) de la Proposicién 3.2.3.

b) Sean f,? dos isoaplicaciones isodiferenciables tales que § o fA tenga sentido.
Aplicando el apartado (a) tenemos que f y g deben ser aplicaciones diferen-

ciables en el nivel general, con lo cual go f debe ser diferenciable en dicho nivel,
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siendo asi g/c;\f isodiferenciable de nuevo por el apartado (a). Ahora, aplicando

el apartado (a) de la Proposicién 3.4.1, tenemos finalmente que gof=gof

es una isoaplicacién isodiferenciable.

c¢) Dados J?, 9 dos isoaplicaciones isodiferenciables, tendremos por el apartado (a)
que fy g son diferenciables en el nivel general, con lo cual f X g serd también
diferenciable en dicho nivel, siendo asi f/><\g isodiferenciable de nuevo por el
apartado (a). Ahora, aplicando el apartado (b) de la Proposicién 3.4.1, tenemos

——

finalmente que ]?x 9 = f % g es una isoaplicacién isodiferenciable. OJ

Veamos algunos ejemplos de isoaplicaciones isodiferenciables:

Ejemplo 3.4.5. Sea Tgp €l plano isoeuclideo construido a partir de un levantamiento
isotdpico de Ty, siendo en particular x = +, *r = g = *op = X, S=0el= 3,
I =1,1,=2.

=3

Consideremos ahora el isocuerpo R , construido a partir de los elementos de
1sotopia principales * e I anteriores y donde sus dos primeras dimensiones se levan-
tan isotdpicamente siguiendo la misma isotopia que el plano isoeuclideo mgy, siendo

ademds *3, = x e Iy = 3.

Sea f: 7y — R®: (2,y) — (22,2 + y,y?). Tendremos entonces la isoaplicacion
—3

Fimgg— R =Ry xRy xR+ (@)1, @2) = (221, (71 9)a, (52)s) = (22 2w+
Y),3y°).

En particular se obtiene que la isofuncion f puede definirse de la siguiente forma,
=3

~

haciendo uso del levantamiento isotopico principal que construye R :
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Se tiene por tanto en este caso que:
o) a(5)
ox oy X$ =
1 2 <Q3>1 (0>2 2
_ — — 3
Df=| [23%%) oY) = (2 2 = 2z 4
ox dy 3 . 3 N 8 43
= = Y
/1 /2
(@) (@) (0), (=),
ox oy <
1 2

Ejemplo 3.4.6. Sea Thp el plano isoeuclideo construido a partir de un levantamiento

isotopico de myy, siendo en particular x = 4, xr = *1, = *2, = X, S=0el =23,

A=A<x>={ },fgzz.

=3

Consideremos ahora el isocuerpo R , construido a partir de los elementos de

1sotopia principales x e I anteriores y donde sus dos primeras dimensiones se levan-

1, st x =0,
1 .
=, stz # 0.

—_~
—

tan isotdpicamente siguiendo la misma isotopia que el plano isoeuclideo gy, siendo

ademds *3, = x e I3 = 3.

Volvemos a considerar f la misma isoaplicacion que en el ejemplo anterior, sien-
do esta vez en Thp-

}_ (7\7%@/7&\2)7 six =0,
(

ohs, 22 2y i £ 0.

= — = o (07 2% 3y2)7 §1x = 0’
(@)1, (9)2) = { (32, 2(x +y),3y%), si x #0.

Se tiene por tanto en este caso que:

(®) oo | [ (B,
1 2

PR PRI
(8(5;:)) , six # 0. (8(5””2)) ,stx#0
<= 1 2
Df- e, e -
oz y

1

1

oy
2
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(6) ,stx =0 .

— 0 0,s2x=0

_ 2 ; ()2 ’ 0
B ( 33331> 7521'#0 B {—353787).’1}7&0}

Para finalizar la seccién, damos la siguiente:

Definicion 3.4.7. En las condiciones de la Definicion 3.4.3, diremos que f es de
clase m, con m € N y! la denotamos como f eC , siesdec clase m cada una de las
isofunciones f = w,of parai € {1,...,n}. Se dird que f € C St f € C para todo

ie{l,. n} Cuando no haya lugar a confusion, se dirda que f es isodiferenciable

cuando f € C

En particular se obtienen los siguientes resultados, inmediatos por construccién:

Proposicién 3.4.8. En las condiciones de la Definicion 3.4.3, una isoaplicacion
f serd de clase m si y solo si la aplicacion [ de la que se levanta isotopicamente
es de clase m. Ademds, la composicion de isoaplicaciones de clase m y el producto
topoldgico de isoaplicaciones de clase m son ambas también isoaplicaciones de clase
m. U

Corolario 3.4.9. En las condiciones de la Definicion 3.4.3, una isoaplicacion ?
serd de clase Coo st y solo si la aplicacion f de la que se levanta isotopicamente es
de clase C'™ en el mvel general correspondiente. Ademds, la composicion de zsoaplz—
caciones de clase C y el producto topologzco de isoaplicaciones de clase C son

ambas también isoaplicaciones de clase C : 0

No queremos terminar este Capitulo sin hacer mencién del levantamiento isotépi-
co de la integracién convencional. Por motivos de extensién no podemos dedicarle
espacio a este desarrollo tedrico, que precisaria no obstante de un estudio similar
al realizado aqui, haciendo uso de los distintos tipos de elementos de isotopia uti-
lizados. El lector interesado puede ver las primeras propuestas al efecto dadas por
Santilli y sus colaboradores en [25] o [43], cuyas consecuencias en aplicaciones fisicas
y quimicas han dado lugar a importantes desarrollos tedrico-practicos (véanse [46],
[47] o [48]).



Capitulo 4

ISOVARIEDADES
ISODIFERENCIABLES

Como ya se ha indicado, en 1993, los matematicos griegos Tsagas y Sourlas de-
sarrollan el primer monogréafico matematico sobre isoteoria [50]. En particular de-
finen por primera vez los conceptos de isotopologia y de isovariedad diferenciable.
En ambos casos trabajan con isocuerpos de tipo I y hacen uso del célculo diferencial

convencional.

Para ello construyen en primer lugar el levantado isotopico de la variedad diferen-
ciable Cartesiana real n-dimensional {R", Id}, donde Id es la aplicacion identidad en
R"™. Consideran asi el isoespacio n-dimensional R" — {13 = (]31, ]32, e ]Bn) | 131 € IEAQ,
Vi € {1,...,n}}, dotado de su estructura de espacio vectorial, afin e isotopoldgica.
Consideran también la aplicacién identidad en H/é", Id:R" — ]@”, tal que fc\l(ﬁ) = ﬁ,
VP € R"™. De esta forma, el par obtenido {f@", ﬁ} resulta ser el levantado isotopico
del par {R", Id} y lo llaman isovariedad diferenciable real Cartesiana de dimension
n. A continuacion, una vez visto el caso real, pasan a estudiar los levantados isotépi-
cos del resto de variedades diferenciables, comenzando con la definiciéon de isocarta
e isoatlas diferenciable.

En 1995, ambos autores siguen estudiando las isovariedades diferenciables en
[51] y [52]. Por su parte, en 1996, en el mismo articulo donde introduce el cdlculo

isodiferencial [43], Santilli presenta una generalizacién de la isotopologia de Tsagas-

7



78 CAPITULO 4. ISOVARIEDADES ISODIFERENCIABLES

Sourlas, planteando la posibilidad de utilizar isocuerpos de tipo II.

Desde ese momento, el propio Santilli ha indicado varias veces como problema
abierto el obtener de nuevo los levantados isotépicos de las variedades diferenciables,
pero haciendo uso esta vez del calculo isodiferencial.

En 2003 [15], con vistas a abordar més adelante el anterior problema atin abierto,
se propone una generalizacion de la isotopologia de Tsagas-Sourlas-Santilli, haciendo
uso para ello del MCIM [14], que permite a su vez un primer avance en la genera-
lizacién del isoandlisis de Kadeisvili [23], el cual de hecho no fue usado en [50].

Es sin embargo en el presente Capitulo cuando se tratara al fin de recopilar todas
las anteriores herramientas con el objetivo de generalizar el concepto de isovariedad

diferenciable para dar lugar a lo que denominaremos isovariedad isodiferenciable.

Para ello seguiremos en la medida de lo posible el modelo propuesto por Tsagas y
Sourlas, si bien haremos uso no sélo de la isodiferenciabilidad propuesta por Santilli,
sino también del isoanalisis de Kadeisvili y del modelo isotépico MCIM. Ademés, con
vistas a obtener un mayor niimero de ejemplos, en una primera seccion se estudiaran
las condiciones necesarias para poder disponer del citado isoandlisis en el caso en
que estemos trabajando con isotopias no inyectivas.

Nos restringiremos a aquellos resultados necesarios para la correcta construccién
de los isogrupos isotépicos de Lie, que seran estudiados en el capitulo siguiente.
Por tanto, sera necesario efectuar en el futuro un estudio mas profundo acerca de
isovariedades isodiferenciables, que queda por ahora como una linea de investigaciéon

abierta.
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4.1. Isocontinuidad en isotopias no inyectivas

Con vistas a obtener resultados generales, vamos a centrarnos en el estudio de isoes-
pacios isotopoldgicos [15] en el nivel de proyeccién, donde previsiblemente los resul-
tados pueden diferir de los convencionales. Esto es debido a que el nivel isotépico es
isomorfo al general y por tanto hereda todas las propiedades directamente de este

ultimo.

Es conveniente ademas trabajar con isotopias no inyectivas, pues en otro caso
obtenemos de nuevo un isomorfismo entre el nivel de proyeccién y el isotopico. Para
ello, basta usar los resultados indicados en Preliminares, donde se ha hecho referencia
a estudios actualmente en desarrollo ([18], [19]) de isotopias no asociativas y no
inyectivas, que permiten generalizar resultados obtenidos previamente en isoteoria.

En particular, se utilizaba la inyectividad para lograr que las aplicaciones del
tipo f(x) = f/(;) estuviesen bien definidas, pudiendo de esta forma estudiar la
isocontinuidad y la isodiferenciabilidad de la misma. No obstante, es conveniente
analizar el caso no inyectivo y determinar las condiciones bajo las cuales podamos
trabajar con este tipo de isotopias. Es este aspecto lo que vamos a ver en la primera
seccién del presente capitulo.

Comenzaremos con un resultado que permitird definir isofunciones en caso de

trabajar con isotopias no inyectivas:

Proposicion 4.1.1. Sean U un ]IA%—espaciO vectorial, R un isocuerpo isorreal y f :
U — R una funcion real. Supongamos que las isounidades utilizadas I e I' dependen

de unos factores externos respectivos, FR y FU. Sea ®; : FV — FR la aplicacién
asociada a la isofuncion f: U — R : X<>f’(X, FY) — fA(XOf’(X, FY) = f(X)
f(f(X),@ﬂFé])). Tal isofuncion estard entonces bien definida si y solo si dados
Fy € FU y X|Y € U tales que XOT’(X,FOU) = YQT’(Y,F(?), se tiene f(X) x

~

I(f(X), @4 (FF)) = f(Y) = I(f(Y), D (FT))- O

Es evidente que las isotopias inyectivas verifican la condicién anterior. Ademas,
otro caso particular que verifica la condiciéon anterior se tiene al trabajar con iso-
topias (inyectivas o no) tales que la proyeccién isotdpica correspondiente si sea inyec-

tiva para cada una de las correspondientes restricciones al tomar valores concretos
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en FY. Dado que tal condicién seré utilizada con asiduidad en nuestro estudio, nos
referiremos a ella como inyectividad en FY.

Por su parte puede generalizarse también el concepto de isoorden < en el nivel
de proyeccién y en consecuencia, la isocontinuidad de isofunciones en dicho nivel:

Definicién 4.1.2. Sea U un I@—isoespacio vectorial isonormado, obtenido a partir de
una isotopia compatible respecto a cada una de las operaciones iniciales, tal que las
isounidades correspondientes Tel dependen de factores externos FUﬁFR, respecti-
vamente. Consideremos ademds el isoorden <, tal que XOT'(X, FU)Y OT'(Y, FY)
sty solo st X <Y.

Sea f una isofuncion bien definida en U. Se dird que f es isocontinua en X<
I'(X, FY) € U, si se verifican las siguientes condiciones:

a) Oy (Fy) = @) (4(F))-

b) Para todo e+ I (e, <I>||.H(F0U))§S>k T(S,CI>H,||(F5])), existe J * f(_(S, <I>||,H(FOU))§S *
T(S,CIDH,H(Fé])_), tal que para todo YOI'(Y,FY) € U con ﬂXQf’(X FY) —
YOIV, Ef)| = 11X = Y|+ T(IX = Y|, @ (F))<6 * 106, &y (FY)), se
verifica que | F(XOT(X, F) = F(YOT (Y, B = 1f(X) = FOO) |+ T(1£(X) =

FOO), @1 (@5 (FF))<ex (e, @y (25 (F))).

Se dird que f es isocontinua en U si es isocontinua en X, para todo X € U.

Obsérvese que la condicién (b) de la definicién anterior equivale a la siguiente:

b’) Para todo € > S, existe § > S, tal que para todo Y<>]A’(Y, FY) e T con
[|X — Y| <9, se verifica que |f(X) — f(YV)] <e.
Con lo cual es inmediato el siguiente resultado:

Proposicién 4.1.3. En las condiciones de la Definicion 4.1.2, en caso de ser
) (FY) = @(Ds(FY)), para todo FY € FY, la isofuncidn f es isocontinua en
XOI'(X, FY) siy sélo si la funcién asociada f es continua en X € U. O

Veamos un par de ejemplos al respecto:
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Ejemplo 4.1.4. Consideremos el levantamiento isotopico de (R, +, x) usando los
elementos x =+, S =0, x, = x e [ = I(s,t) = st3, siendo T =T(s,t) = s 1t71/3,
para s,t € N. Esto es, consideramos la proyeccion isotopica v — 7 = xst®, siendo
asi R = R.

~

Figura 4.1: x — x x [(1,t) = xt>.
Este levantamiento es no inyectivo, pues por ejemplo, 2*?(4, 1) = l*f(l, 2) =8.
Sin embargo, para valores concretos sg, ty, la aplicacion x — sty es inyectiva. De
hecho, esto hace que el levantamiento isotopico sea no inyectivo de tipo I.

Obsérvese por otra parte que en este caso FV = FR = N x N. Supongamos
que todas las aplicaciones de tipo ® que relacionen estos factores sean la aplicacion
identidad.

=)

En particular, toda isofuncion f : R — R da lugar a una isofuncién J/C\: R —

~ ~ ~ -~

tal que f(a*I(so,t0)) = f(a)* I(Ps(so,t0)) = f(a) x I(so,to) = f(a)sots.
100004
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Figura 4.2: f(x) — f(z) * I(1,t) = (2* + 5)t3.

Asi por ejemplo, si f(x) = x? + 5, entonces:
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a) @) = {f(a)st?: s,t € N},
b) Dado que 8 =8+ 1(1,1) =4 1(2,1) = 2% [(4,1) = 1% I(8,1) = 1% I(1,2),

~

entonces f(8) = {69, 42,36, 48}.

¢) F(51(2,3)) =30x1(2,3) = 1620.
Pues bien, teniendo en cuenta que en este caso, @) (FY) = FY = @ (2 (FY)),

resulta aplicando la Proposicion 4.1.3 que f es una isofuncion isocontinua en R, al

ser f continua convencionalmente en R. <

Ejemplo 4.1.5. Consideremos el levantamiento isotopico de (R,+, x) usando los
elementos x = 4+, S = 0, ¥, = x e [ = I(z,t) = wt, con t € N. De esta forma

tenemos la proyeccion isotopica v — T = x°t, siendo asi R = R.

Te+l5
5000004
07

-500000+

-Te+l5-
-100

S e - 100
¥ Sqpp A0 £

Figura 4.3: v — x % I(z,t) = xt.

-~

FEste levantamiento es no inyectivo de tipo II, pues por ejemplo, 2 x 1(2,1) =

—2 % f(—?, 1) =4, no siendo invertible por tanto la proyeccidn isotopica.
Supongamos de nuevo que todas las aplicaciones de tipo ® que relacionen el factor

externo ' = N sean la aplicacion identidad. Considerando entonces las funciones

filx) =z y fo(x) =z + 1, podemos comprobar que la isoaplicacion fi(x  I(z,t)) =

fi(z) = f(fl(a:),t) = 2%t estd bien definida, pero en cambio no lo estd la aplicacion

Folw * I(z,t)) = fo(x) * f(fQ(m),t)_: (z + 1)%, pues tenemos que 2 x I(2,1) =
—2%1(=2,1) =4, pero en cambio (2% 1(2,1)) =9 £ 1 = fo(—2% 1(=2,1)).

Con lo cual, inicamente podemos afirmar que la isofuncion fi es isocontinua en

R al ser f1 continua convencionalmente en R y aplicar la Proposicion 4.1.5. <
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Nos interesard trabajar también con isoespacios (iso)topoldgicos construidos a
partir de isotopias no inyectivas. En estos casos hay que tener en cuenta que en
general, el levantado isotopico de los abiertos de la topologia de partida no tiene por
qué constituir una topologia en el isoespacio correspondiente, pues la interseccion

de dos isoabiertos no es en general un isoabierto en la isotopologia asociada.

En concreto, en caso de tener la topologia inicial T = {0, £, U,caU,} en un
espacio F, que se levanta isotopicamente a partir de una isotopia de elementos
principales { e T , asociada a factores externos F', en principio cada abierto U € T
se proyecta isotépicamente al conjunto:

U= {UOT’(U, F):F e F}

La union de tales conjuntos constituye la isotopologia T. No obstante, para evitar
singularidades, consideraremos a partir de ahora la isotopologia como unién disjunta
de las isotopologias correspondientes a cada valor Fj € F":

T = UerF{@,EQf’(E Fk)aneAUan/(Uka)}-

De esta forma, fijado un punto P<>f’ (P, Fy) € E , los entornos abiertos de dicho
punto seran aquéllos obtenidos al aplicar el levantamiento isotépico para el valor Fp.
Con lo cual, la isotopologia resultante es de hecho una topologia del isoespacio E
en aquellos casos en que la isotopia sea inyectiva en F'.

Tras estas observaciones previas, podemos generalizar ya el concepto de isoapli-
cacion isocontinua entre dos isoespacios topolédgicos.

Definicién 4.1.6._Sea£: E’\l — E\g una isoaplicacion bien definida entre dos isoes-
pacios topologicos E\l Y Ez, obtenidos a partir de los elementos de isotopia principales
Oroe _/f\{ y<o e fé, respectivamente, con 1sounidades dependientes de factores externos
respectivos FE* y F®2. Se dird que ]/”\ es isocontinua en FOE1 st conserva las adheren-
cias para dichos valores. Esto es, si para todo AOTH(A, FPY C By I (Ey, FPY) C
E\l, se tiene que:

—~

7(c1(anhia ) c o (F (Ao 1))

Se tiene entonces el siguiente resultado:
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Proposicion 4.1.7. En las condiciones de la definicion anterior, supongamos que
E\l Y E\Q son dos 1soespacios isotopoldgicos asociados a Ey y Es, respectivamente,
siendo la isotopia que construye E\l inyectiva en FPL. Se verifica en este caso que
st la correspondiente aplicacion [ : By — FEy es continua convencionalmente en E,

. . ., o . . E
entonces la isoaplicacion f es isocontinua para cada valor Fy"' € FF1.

En caso de que la isotopia que construye Fy sea ademds inyectiva en FF2, se

tiene el reciproco.

Demostracién.

La inyectividad en F'** que tenemos por hipétesis permite aplicar el apartado

(b) de la Proposicién 1.3.5, para cada valor concreto FOE ' € FEi En particular nos

interesa el hecho de ser C1(C') = C1(C'), para todo conjunto C € Ej.

Supongamos en primer lugar que f es continua en Ej y fijemos un conjunto
A C E; y unos valores Ffl € FE1. En particular, f es continua en A, siendo por
tanto f(CIL(A)) C CI(f(A)). Se tiene entonces que:

T(c1(A0Ta BM)) = T (Clayo,Bcna), i) =
— (UGS (CUA)), B (FE)) €

~

C CU(f(A)0=I(CIF(A)), @y (F)) = CL(F (A0 TL(A ) )
Se obtiene de esta forma la isocontinuidad de }A en AOlf{(A, FJ*) y por tanto
en .
En cuanto al reciproco, la isocontinuidad de ?en E implica que:

~

FCUAO2TL(F(CUA)), @5 () = T (CL(AOTIA, F)) €

o~

c C1(F (ANTI(A M) = CUF(A) 0T (CIF(A)), @5 (F)).

Ahora, si suponemos ademds la inyectividad en F¥2 debe ser f(CI(A)) C
C1(f(A)), obteniéndose la continuidad en f. O

Veamos un ejemplo al respecto:
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Ejemplo 4.1.8. Consideremos el circulo C' C 7y, de radio 2, como espacio topoldgi-
co con la topologia euclidea usual y la aplicacion identidad Id : C'— C'. Considere-
mos a continuacion las dos siguientes isotopias:

a) En primer lugar, el levantamiento isotdpico Iy de C a partir de los elemen-
tos principales {1 e _/f\{, dependiente del factor tiempo t € {0,1}, tal que
C’<>1_/f\{(C’, 0) es la inversa de la proyeccion estereogrdfica de la esfera unidad
en C desde el polo norte, dando lugar por tanto al hemisferio sur de la misma.

N

Figura 4.4: Proyeccion estereogrdfica desde el polo norte.

Por su parte, C(}lf{(C, 1) es la inversa de la proyeccion estereogrifica de la
esfera unidad en C' desde el polo sur, dando lugar al hemisferio norte de la

misma.

b) En segundo lugar, el levantamiento isotépico 1o de C' a partir de los ele-
mentos principales {o e I, dependiente del factor tiempo t € {0,1}, tal
que CO2I1(CL 1) es una translacion de C en el plano my,, distinta para ca-

da i€ {0,1}.

En particular se obtienen como proyeccion isotépica la esfera de radio unidad S?
y dos copias de C (Cy y Cy), conjuntos que pueden ser dotados de la isotopologia
1soeuclidea correspondiente, al ser inyectivas las isotopias Iy e I, respectivamente,
en los factores externos asociados.

Consideramos por otra parte la aplicacion ®rq: {0,1} — {0,1} : ¢ — Ppy(t) = ¢.
Aplicando entonces la Proposicion 4.1.7 tenemos que la isoaplicacion Id : §? —
C1 U €y es isocontinua en S?, al ser continua convencionalmente la funcion iden-
tidad en C. No obstante obsérvese que en este caso, Td es una aplicacion y no una
Juncidn, pues llamando E al ecuador de S?, resulta que cada punto de E se transfor-

ma mediante Id en dos puntos, cada uno en la frontera de C y Cs, respectivamente.
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ﬁ‘ -
L Id % i

Figura 4.5: Aplicacion isocontinua desde una esfera a dos circulos.

A continuaciéon pasamos a dar la definicién de isohomeomorfismo entre isoespa-

clos:

Definicién 4.1.9. Sean E, y FEy dos isoespacios cualesquiera. Se denomina iso-
homeomorfismo entre Ey y FEs, a toda isoaplicacion ¢ : By — FEs, que, estando
asociada isotopicamente a un homeomorfismo ¢ : By — FEs, sea ademds biyectiva y

biisocontinua (esto es, que tanto ella como su inversa sean isocontinuas).

Asi, en las condiciones del Ejemplo 4.1.4, la isofuncién fno es isohomeomorfis-

mo, al no ser f homeomorfismo. En cambio, puede comprobarse que si g(x) = 23,

entonces la isofunciéon g(x * I(s,t)) = x3st> es un isohomeomorfismo de inversa

— ~ 1}1/3

g Nz xI(s,t)) = T

Es adecuado considerar el siguiente resultado:

Proposicién 4.1.10. Sea @ _E\l — E\g una isoaplicacion bien definida entre dos
1s0espactos topoldgicos E\l Y E\g, obtenidos a partir de los elementos de isotopia
principales 1 e 1/'\{ y o e fé, respectivamente, con isounidades dependientes de
factores externos respectivos F*+ y F¥2. Sea ¢ : By — Ej la aplicacion asociada a

. Se cumple entonces que:
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a) En caso de ser @, sobreyectiva, entonces si ¢ es sobreyectiva, también lo es

Q.
b) Si la isotopia utilizada es inyectiva en FF2, se tiene el reciproco del apartado
anterior.

c¢) Sila isotopia utilizada es inyectiva en FE' | entonces, si § es inyectiva, también
lo es .

d) En caso de ser inyectivas la aplicacion @, y la isotopia que origina Es, en-
tonces se tiene el reciproco del apartado anterior.

Demostracién.

a) Sea Y OoI4(Y, FP?) € E Dada la sobreyectividad de ¢ y @, existen entonces
X € B tal que (X) =Y y Ff* € FP tal que ®,(Fy") = F2”. En definitiva,
existe XO111 (X, FPY) € B tal que B(X G111 (X, FFY)) = YO IL(Y, FP?).

b) Sea Y € E,. Tomamos Ffl € FF1 cualquiera y consideramos entonces Y <,
E(Y, d,(F™)) € E Puesto que $ es sobreyectiva, entonces existe X € E; tal
que p(X)Oal3(p(X), Dp(Fy™)) = BXOTI(X, FfM)) = YOI (Y, @ (Fg)),
Con lo cual, al ser la isotopia utilizada inyectiva en F2, se llega a que debe
ser p(X) =Y.

¢) Supongamos que ¢(X;) = ¢(X,) € E,. Entonces, fijado Fy'* € F®' cualquiera,
se tiene que E(Xlolfi(XlaF(Fi\)) = P(X1) 0I5 (0(X1), Bo(Fg™)) = o(X2) 0o
I (p(Xa), o (F™)) = P(Xo01 1] ( Xy, F3)). Dada entonces la inyectividad de
 se tiene entonces que X, 0110 (X, FPY) = Xo 011 (Xy, FFY). Con lo cual, la
inyectividad en F*' implica finalmente que X; = Xo.

d) Supongamos que P(X10111 (X1, FFY)) = 3(Xod1 1L (Xa, FFY)). Debe ser en-
tonces o(X1)OaT3(p(X1), B (FE) = 9(X2) 0o Ty ((Xa), Bo(FE)). La inyec-

tividad de la isotopia utilizada en la construccion de E\Q implica entonces que
0(X1) = p(Xa) y @ (F) = ®,(F"). A continuacién, la inyectividad de
¢y ®, hace que X; = Xy y F”" = FJ*. Y por tanto, X, O 1 ( Xy, FEY =
X2<>1]A{(X2, F2El> U

De esta forma tenemos en particular que la aplicacion 7d del Ejemplo 4.1.8 es

una biyeccion al serlo la aplicacion Id y verificarse cada una de las condiciones de
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la proposicién anterior. Obsérvese que I/d es una aplicacién biyectiva, pero no una

funcién biyectiva.

Por otra parte, teniendo en cuenta las Proposiciones 4.1.7 y 4.1.10, se llega al
siguiente resultado:

Corolario 4.1.11. En caso de cumplirse las siguientes propiedades:

a) ®, es una biyeccion.
b) La isotopia utilizada es inyectiva en FE,

¢) La isotopia que origina Es es inyectiva,

entonces, ¢ es un homeomorfismo si y sélo si p es un isohomeomorfismo. U

En concreto, la aplicaciéon 7d del Ejemplo 4.1.8 es un isohomeomorfismo al ser
un homeomorfismo la aplicacién Id y verificarse cada una de las condiciones del

corolario anterior.

Otro resultado que utilizaremos en los ejemplos posteriores es la siguiente:

Proposicion 4.1.12. Sea 7 E\l — E5 un isohomeomorfismo entre dos isoespacios
zsotopologzcos E1 Y Eg, obtenidos a partir de los elementos de isotopia principales {4
2 I{ y Oo € _72, respectivamente, con isounidades dependientes de factores externos
respectwosﬁEl y FP2. Sea ¢ : By — E, el homeomorfismo asociado a 3. Sea U un

abierto de E\l Se verifica entonces que 5([/]\) es un abierto de E\g

Si la isotopia utilizada es inyectiva en FE' y F¥2 en el caso en que U sea un

isoabierto de E‘\l, se tendrd entonces que 55((7) es un isoabierto de F.

Demostracién.

. . . =1 . . = .
La primera parte es inmediata, ya que @  es isocontinua al ser ¢ un isohomeo-

morfismo.

Para la segunda parte del enunciado observamos en primer lugar que la inyectivi-
dad en FPr y FP2 asegura que la isotopologias en E\l y E; son de hecho topologias

en dichos espacios.
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Fijado entonces un isoabierto U en Ej, se cumple que 3(U) = o(U). Ahora

bien, teniendo en cuenta que U debe ser un abierto de Ej al ser U un isoabierto de

E\l, llegamos aplicando el caso convencional a que ¢(U) es un abierto de Es,. Pero

~

entonces, por construccién de la isotopologfa sobre Es, debe ser o(U) = (U) un

isoabierto de E,, como queriamos probar. U

Ejemplo 4.1.13. Consideremos el isocuerpo (R, +,§), obtenido usando la isouni-

~

dad T = I(z) = 2*. Esto es, suponemos el levantamiento isotdpico inyectivo x —

T =",

: . , . . ====
Consideramos por otra parte el espacio isoeuclideo unidimensional E(z,0,R),

obtenido a partir de:
a) Los elementos x = 4,8 = 0, %, = X € I’ = T'(x,t) tal que t € {0,1} y para
todo x € R:
zx I = (2,0), sz’tzo, :
(0,2), sit=1.
b) Las aplicaciones & (t,t) =t = O, (,1).

En particular, E se ha obtenido a partir de un levantamiento isotopico inyectivo.

Resulta entonces que el homeomeorfismo f: R — E : x — f(x) = 23 se proyecta
isotopicamente al isohomeomorfismo:

= = ~ 3/570; ), :O’
- 59 2020}

En consecuencia, cualquier intervalo (a,b), que es abierto en (R, +,§) se trans-
forma en un abierto isoeuclideo de la forma (a®/,b%/°) x {0}, o bien {0} x (a®/®,6%/°).
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Figura 4.6: Dos rectas cruzadas como proyeccion isotopica de una recta.
<

4.2. Isovariedades isodiferenciables

Estamos ya en condiciones de dar la definicion de isocarta local. Para ello,
tomaremos M de ahora en adelante un isoespacio isotopolégico de (iso)Hausdorff
((iso)segundo-numerable), obtenido a partir de una isotopia de elementos principales
Oar e I %, v dependiente de factores externos F'™. Analogamente, supondremos que
]ﬁm es levantado isotopico del espacio real m-dimensional R™, obtenido a partir de
los elementos principales $rm € fﬁm, dependiente de factores externos FR™:

Definicién 4.2.1. Se llama isocarta local de dimensién m sobre M a todo par

(5, ?), donde U C M es un abierto de M, é(ﬁ) C R es un abierto isoeuclideo vy
%:U — 3(U) es un isohomeomorfismo.

Las isocoordenadas (3,(P), ..., 3,,(P)), con P € U, son llamadas isocoordenadas

~

de la isocarta (U, 55) Aqui, 51 = m; o p, donde T; es la proyeccién i-ésima.

Asi, en las condiciones del Ejemplo 4.1.13, si consideramos el espacio isoeuclideo

E como isoespacio isotopoldgico asociado a la recta real como espacio topoldgico,
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=1
entonces el par (Rx {0} J {0} xR, f ) es de hecho una isocarta local de dimensién
1 sobre E.

Por su parte, en las condiciones del Ejemplo 4.1.8, si consideramos la extension
de la isotopia Iy de C a todo el plano R?, tendremos que el par (52,78) es una
isocarta local de dimensién 2 sobre S2.

Cabe observar no obstante, que en general la proyeccién isotépica de una carta
local convencional no tiene porqué ser una isocarta local en el nivel de proyeccion.
Podemos ver esto en el siguiente:

Ejemplo 4.2.2. Consideremos el grupo (R*, X) y tomemos como conjunto general
aV =R||R'||R”, donde | | denota union disjunta y R = R" = R”, si bien para
distinguir sus elementos notamos estos por a,a’ y a”, respectivamente.

Suponemos ademas la ley * definida como:
a*xb=axb=ab.
axb =bxa=(").

a*b// :b//*a: (ba>/l.

d el — 1, siab=1,
) (@), siab# 1. [

a *b" =0"xa = (ab).

S x b — 1, siab=1,
(ab)" , siab#1. |~

Tenemos en particular que 1 es la unidad de V' respecto a *.

A continuacion, tomamos 1= f(t) =1t, cont € N, siendo entonces T = It = %

Resulta pues el conjunto isotépico R* = R*.

Consideremos finalmente la aplicacion:

tit ) & t
By NxNN:(fty) 4 2o siti7 b |
tl,Sltlztg.

Resulta entonces que para tiempos distintos, se tiene la ley <= X, st bien la
1sotopia no es compatible respecto a X, pues:

~

a* I(t) b I(ty) = 95 £ (t1£2)™ = (ab)  I(t:ts).
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En cambio, para t| =ty =t:

En particular, fijado un tiempo t = tq, 1= to es unidad de R*.

Segquidamente consideramos (R*, Idr+) como carta local de R* y tomamos la apli-
cacion Prqo. : N — N:t — 1, que no es biyeccion. Obtenemos entonces la isoapli-

cacion:

M/;«:R+—>R+:x—>1.

Obsérvese entonces que mientras que Idg+ es una biyeccion, su proyeccion isoto-

pica no lo es. En particular, (R, ITiE) no es una isocarta local de RY. <

No obstante, podemos obtener un resultado que asegure una correspondencia

biyectiva entre cartas e isocartas locales:

Proposicién 4.2.3. Consideremos una isoaplicacion @ : M — ]Rm En caso de que

la isotopia utilizada sea inyectiva en F™ vy en la construccion de ]R Y se verifique que

®,, sea una biyeccion, se cumple entonces que (U, @) es una carta local de dimension

m sobre M si y solo si (U, ) es una isocarta local de dimension m sobre M.

Demostracion.

En primer lugar, atendiendo a la inyectividad en FM_ tenemos que U es un

abierto de M si y solo si U es un abierto de M.

En segundo lugar, la inyectividad en FR™ asegura que ¢(U) C R™ & 55(5) =

— e~ -m P~

e(U) CR™ =R y que p(U) es un abierto euclideo si y sélo si ¢(U) es un abierto
isoeuclideo.

Finalmente, el Corolario 4.1.11, bajo cuyas condiciones nos encontramos, ase-
gura que ¢ : U — o(U) es un homeomorfismo si y sélo si @ : U — gp(U ) es un
isohomeomorfismo. OJ

Veamos algunos ejemplos al respecto:
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Ejemplo 4.2.4. Consideremos en R™"™! la esfera S™ = {x = (w1, 22, ....,Tn11) €
R 2 + 23+ ..+ 22, = 1}, que es una variedad diferenciable de dimensidn n,

que podemos recubrir con las cartas (Uy, 1) y (U_,p_), donde estin definidas las
proyecciones estereograficas:

T Tn
Uy ={zeS" 12y > -1} - R": 20— eees .
o Up ={ +1 } (1_'_%“ 1+£Cn+1)
T Tn
U ={zefS":x,1 <1 R": 2z — N )
i { o b <1 — Tnt1 1 $n+1)
Consideramos a continuacion la isotopia inyectiva de clase III, de elementos
~ ~ ~i\ n+1 ~—1
*x=+, =0, x=x el = (I’Z) € M,11(R), no singular, siendo T' = 1" .
ij=1

En particular resulta el conjunto isotopico:
_ n+1 . n+1 »
S”:{(lef’l,,z:xl[’l ) 35%4""3731“:1}
i=1 i=1

Asi por ejemplo, en la figura siguiente podemos observar el conjunto 52 para

1 11
I'=10 11
0 0 1
1
0.5
0

05 I

R T 05 0 05 -1
X ¥

Figum 47 ? = {(‘T’yaz) € R? : -772 + (y - x)Q + (Z - y)2 = 1}

Por su parte, dado que la isotopia utilizada es inyectiva al ser no singular la ma-
triz f’, el conjunto isotdpico Sn puede dotarse a su vez de la isotopologia correspon-
diente a la topologia euclidea de S™, resultando entonces, aplicando la Proposicion
1.3.2, un 1soespacio isotopologico TAQ De hecho, por construccion, también tendremos

que es isosequndo-numerable, pues el levantamiento isotopico utilizado lleva bases a
bases.
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En particular, se tendrdn a su vez los abiertos en S™:

U?Jr:{xeﬁzﬁn+1(x-T)>—l}; Ui:{xéﬁiﬂ'n+1($-T)<1}.

Finalmente, consideramos la isotopia tnyectiva de clase III de R™ de elementos

~ ~ ~J\" .
x, S, kel = <I“i) € M,(R), no singular.
ij=1
Puesto que en este caso no intervienen factores externos en el levantamiento
1sotopico, resultan las proyecciones isoestereograficas:

77 Uy = R (21, Tag1) = B3 (@1 o0 Tng1) - 1) = 94 (21, s Tagr) - T) - T

—

o5 S R (T, ey Tngt) — B3 (@1 Tmgr) - T) = oo (@1, oy Tps) - T) - 17

Dado que estamos en las condiciones de la Proposicion 4.2.3, resulta entonces

que ((/]:,ﬁ) Yy ((/]:,E) son isocartas locales de dimension n sobre S".

Asi por ejemplo, en la isoesfera S? que hemos construido anteriormente, si con-

-~ 10
sideramos a su vez la isounidad 1" = (1 1) , resultan:

ﬁz{(m,y,z)é?:z—y>—l};

ERRNTAE S
— — .P/: v y_x ‘j?/: y y_:I: .
(2,9,2) = e+ (@ y—2,2-y) (1+z—y’1+z—y I+z—y 1+z—y
.U R
_ B .]_7,: x y—x .j),: x y—x .
(xa?J,Z)_)(P-&-(may Z,z y) (1_Z+y’1_z+y 1—Z—|—y71—2+y

<
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Ejemplo 4.2.5. Consideremos la circunferencia S* asociada a sus dos cartas locales
obtenidas a partir de las proyecciones estereogrificas desde los polos norte y sur,
junto a la esfera S* como levantado isotdopico de S*, mediante la revolucion respecto
al eje OZ en R® natural al considerar el factor esterno FS' = [0,7). Por otra
parte consideremos el homeomorfismo ¢ : S' — [0,27), tal que a cada punto de
la circunferencia le asigna el dngulo que forma con el eje horizontal en el plano
Tay. Finalmente, supongamos la isotopia de [0,2m) a partir de los elementos $» e f’,
dependiente del factor externo FI2™ =1[0,27), tal que: I‘<>f/(l‘,t> = (z,t). Esto es,

—

[0,27) = [0,27) x [0, 7).

Esta ultima isotopia puede extenderse a todo R, de tal forma que R= RQT’(R,
[0,7)) =Rx[0,7), que si bien tiene dimension 2 en el sentido convencional, respecto
a la unidad +1, tendra dimension 1 respecto a la isounidad I'.

Tomando ahora la aplicacion ®, = Id : [0,7) — [0,7), resulta aplicando la
Proposicion 4.2.3 que, fijado cualquier meridiano salvo uno de los polos, U, en S?,
el par (U, Q) es una isocarta local de dimension 1 sobre S

k2
o
Y

3w [0,
w

L "0_
w2
(=
B
om
()
-]

Figura 4.8: Isocarta local de dimension 1 de una esfera.

A continuacion vamos a dar una relacién entre isocartas locales:

Definicién 4.2.6. Sean ( .0) y (?, 5) dos isocartas locales de dimension m sobre
M. Se dice que (ﬁ,é) y ( ,{I\J) estan relacionadas y se denota (l/]\,é) ~ (YA/, \T/) si:
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~

a) O bien, onv =0.

b) O bien, unv #+ 0 y se verifica que pertenecen a C  las 1soaplicaciones

stquientes:
b1) $oZ P NV)— BT NT)
b2) ol WO NV)—3UNV).

A estas dos ultimas isoaplicaciones les llamaremos isoaplicaciones de transicién.

Obsérvese que estamos trabajando con isoespacios localmente isoeuclideos y que
como tales, las nociones y resultados sobre isodiferenciabilidad que vimos al final
del capitulo anterior son aplicables a nuestro estudio sobre isovariedades isodiferen-
ciables, siendo coherente en particular la anterior definicién.

Veamos un par de ejemplos al respecto:

Ejemplo 4.2.7. Consideramos la esfem_g3 en las condiciones del Ejemplo 4.2.4.
Veamos que las isocartas ((/]jr,ﬁ) Y (i,ﬁ) estan relacionadas. Para ello uti-

lizamos las isoaplicaciones siguientes:

—_— = Yy y—x
U R? . .
P+ + <x’y’z)—><1+z—y’1+z—y>
/\1 ?T e~ —_— ?_1 _/\
o1 o (U) = Upi(zy)=(x—yy) — o1 (x,y) =i (x—y,y) =
_oT 2(x — y) 2y L-(r—y’—y*\ _
L+ (x—y)? 4+ 1+ (@ —y)?+y? 14+ (. —y)? +y?
_( 2(x —y) 2z 2x+1—(m—y)2—y2)
S \l+ (@ -y 1+ (m—y)2 4y 1+ (@—y)?+yr )

- x Yy—x
_:U_ R? : .
T R - (o )

—_— e~ — e 1 —_—

- o(U)—=U_:(zy)=(x—yy) = o= (vy)=¢ ' (z—yy) =
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) 2(z —y) 2y —1+(@—-y?P+y
:ﬂ'OI s s g
L+ —y)?+y?2 1+ (@ —y)?+y? 1+(xz—y)?+y2
B 2(x — ) 2z 20 — 1+ (2 —y)* +
S\t (@) (-2 1+ (@ —y)?+yr )

En particular, para (x,y) € (/]1 N 17:

= =1
prop- (v,y)=

_x( 2(x —y) 2 23:—1+(a:—y)2—|—y2)_
I Y e T W ) E T S I ) Cr Y
x Y — .
= ) = o _(r—y,y) = o (x,y) =
(($_y)2+y2 (x_y)uyz) provp=(r—y,y) = prop=(z,y)

— S—

=p_op(ry)=p_0p: (z,y)

La diferenciabilidad de ¢ op™" y go_ogojrl implica entonces la isodiferenciabilidad

—_ =1 = =1 . . .
de pyop_  yp_ops . Portanto, las dos isocartas locales estan relacionadas.

<

Ejemplo 4.2.8. Consideremos las cartas locales de dimension 1 sobre M = R,
(R, Id) y (R, f), donde Id es la aplicacion identidad en R y f es tal que f(z) = 23,
para todo x € R.

Usemos a continuacion el levantamiento zsotopzco myectivo que tiene como ele-
mentos de isotopia, x = +, S = 0, * =X e I = 2, esto es, aquél que lleva x a
7 =2z en el nivel de proyeccion correspondzente, para todo x € R.

~

La Proposicion 4.2.8 nos dice que entonces las isocartas (R,ﬁ) (@

'\H>|

) s

1socartas locales de dimension 1 sobre R. En este caso:

———

) d:R— ﬁ, es tal que ﬁ(?) = Id(x) = T = 2z, para todo = € R.
b)

= = = = _ — = —h
FR—R, estal que f(Z) = flz) =23 =7 = 223,
=1 = =1 =1 _ _b
De esta forma, Id = y [ estal que f (Z) =77, para todo x € R.

Resulta por tanto que:
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= =<1 = = = -1 _ = _ B =
a) fold :R—TR, estalque fold (T)=f(x)=7 €C , pues fold ' (z)=
22 es de clase C* y podemos aplicar entonces el Corolario 3.4.9.

—= =1 = = - =1 _ = _b _b —=00
b) Idof R — R, estal que Ido f () =1d(7*) =2 ¢ C , pues no es
isodiferenciable en T = 6 pues Ido f~(z) = T3 no es diferenciable en 0 y

podemos aplicar entonces el Corolario 3.4.9.

De esta forma, las isocartas locales (]@j?l) Y (f@, ) no estan relacionadas, al
(

igual que ocurria con las cartas locales (R, Id) y (R, f), en el caso convencional. <

Como podemos ver en los ejemplos anteriores, parece existir una cierta equivalen-
cia entre los resultados convencionales y los resultados en el nivel de proyeccion. Sin
embargo, apurando las herramientas que proporcionan las isotopias podemos obte-
ner resultados interesantes. Por ejemplo, acabamos de ver que las isocartas locales
(]R I d) (]R f ) no estan relacionadas segtn la relacién dada en la Definicion 4.2.6, al
igual que tenfamos convencionalmente que (R, Id) o (R, f). Ahora bien, estas ulti-
mas si pueden relacionarse por medio de una isotopia. Bastaria aphcar Dbara ello una
isotopia que levantase isotépicamente cada nimero z € R a 7 = 2° € R= R, como
,six #0,

_ , de elemento isotopico
1, si x = 0.

puede ser la basada en la isounidad I = {
T x2—1/3, six #0,
1, stz =0. '

De esta forma se tiene ademds que ]d( ) = 2 = 2°. Esto es, 1d = f. Con lo
cual, resulta que en este caso, (R ]d) (R, f). Llegamos por tanto a obtener que
dos cartas locales convencionalmente distintas, aun no estando relacionadas, pueden
considerarse isotopicamente equivalentes.

Veamos a continuacién un resultado que relaciona cartas locales equivalentes con
isocartas locales equivalentes en el nivel de proyeccién. Para ello, cuando dos cartas
locales (U, ¢) y (V,¥) de un espacio topolégico M estén relacionadas en el nivel

convencional, notaremos tal relacién por:

(U’ 90) ~ (V7 \Ij)

De esta forma probamos el siguiente resultado:
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Proposicién 4.2.9. Dadas dos cartas locales de dimension m sobre M, (U, o) y
(V, W), en las condiciones de la Proposicion 4.2.3, se liene que:

E*)I

(U, ) ~ (V, W) & (0,3) ~ (V, V).

Demostracién.

En primer lugar, aplicando la Proposicién 4.2.3, tenemos que (ﬁ,aﬁ) y (IA/, \TJ)
son dos isocartas locales de dimensién m sobre M. Luego, basta ver las dos implica-
ciones indicadas. En concreto, veremos la condicion suficiente, siendo completamente

analogo el razonamiento referente a la condicién necesaria:

Supongamos por tanto que (U, ¢) ~ (V, V). Entonces pueden ocurrir:

a) UNV = 0. Por ser myectlva en FM ]a 1sot0p1a utilizada a por hipétesis, debe
ser entonces § = U NV = U N V con lo cual, (U, 3) ~ (V D).

b) UNV # (). De nuevo atendiendo a la inyectividad en F™, se cumple entonces

que () # UNV =0UNV. Ahora bien, teniendo en cuenta la relacién existente
por hipétesis entre las cartas (U, ¢) y (V, V), resulta que las aplicaciones de
transicion correspondientes son diferenciables en el nivel convencional, esto es,

po Wl R Vot e C™ Ahora, aphcando el Corolario 3.4.9 llegamos a que

Po ol —gpo\Ifl—goo\IfleC al ser ¢ o U=t € C*°. De forma andloga,
Vo3 'el
(5 ) ~ (?, g), como queriamos probar.

En particular, dado que en las condiciones de los Ejemplos 4.2.7 y 4.2.8, se
verifican las condiciones necesarias para aplicar la Proposicién 4.2.9, dicho resultado
nos aseguraria directamente los resultados obtenidos en dichos ejemplos.

Pasamos ya a dar la definicion de isoatlas isodiferenciable:

Definicion 4.2.10. Un isoatlas isodiferenciable ( o simplemente isoatlas, cuando no

haya lugar a confusion) de dimensién m sobre M es una familia A= {(Uh, @n) Yhet

de isocartas locales de dimension m sobre M, tales que:
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b) (Ez, @)y (/U;,g/o_;) estan relacionadas para todo i,j € H.

Como puede observarse, tenemos que, por construccién, un isoatlas isodiferen-
ciable sobre M no es mas que un atlas sobre M, visto bajo la isotopologia definida

en M , usando isodiferenciabilidad en lugar de la diferenciabilidad convencional.

Senalemos también que el hecho de haber denotado a un isoatlas por E, en lugar
de A simplemente, proviene de que, bajo la construcciéon que estamos llevando a
cabo, si levantamos isotépicamente las cartas de un atlas diferenciable en el nivel

convencional, resulta un isoatlas isodiferenciable. Vemos esto en la siguiente:

Proposicion 4.2.11. Bajo las condiciones de la Proposicion 4.2.3, se verifica que

A= {(fjhaéh)}heH es un isoatlas isodiferenciable en M si y sdlo si el atlas A =
{(Un, on) tnen es diferenciable en M.

Demostracién.

El resultado es evidente usando la Proposicién 4.2.9, bajo cuyas condiciones nos

P——

encontramos, junto con el hecho de que UpcgU;, = Uher]\h, al tener por hipotesis
la inyectividad en F'™, 0

Veamos un par de ejemplos de lo anterior:

Ejemplo 4.2.12. En las condiciones del Ejemplo 4.2.7, resulta que sobre la isoesfera
@, las dos proyecciones isoestereogrdficas constituyen un isoatlas isodiferenciable de
dimension n A = {((/fl,ﬁ), ((/]t,ﬁ)}, pues:

Uy UU- = 5™ (U, 27) ~ (U, %)

Coincide ademds con el levantamiento isotopico del atlas convencional A =
{(Uspy), (U=, p-)}, considerado este levantamiento carta a carta. De hecho se po-
dria haber aplicado la Proposicion 4.2.11 para ver que A era un 1soatlas, pues el

levantamiento isotopico utilizado verifica las condiciones necesarias para ello. <
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Ejemplo 4.2.13. En las condiciones del Ejemplo 4.2.8, A1 = {(R Id)} y Ag =

{(R f)} serian dos isoatlas isodiferenciables de dimension 1, triviales sobre R pues
ambos estan constituidos por una unica isocarta local, relacionada consigo misma de
forma evidente. Coinciden ademds con los levantamientos isotopicos respectivos de
los atlas sobre R, A} = {(R, Id)} y Ay = {(R, f)}, pudiendo de nuevo haber aplicado
la Proposicion 4.2.11 para verlo. <

Observamos también que en general la uniéon de isoatlas isodiferenciables no es
otro isoatlas isodiferenciable, pues, haciendo uso del EJemplo 4.2.13 _que acabamos

de ver, A, y A, son dos isoatlas distintos, si bien A; U Ay = {(R Id) (R f)} no
es un isoatlas, pues ya vimos en el Ejemplo 4.2.8 que las isocartas locales (R 1 d)

(]R ) no estaban relacionadas.

De hecho, podemos dar una relacion de equivalencia entre isoatlas isodiferencia-
bles:

Definicién 4.2.14. Dos isoatlas isodiferenciables sobre un isoespacio isotopoldgico

M se dicen equivalentes (o compatibles) si su unidn es otro isoatlas isodiferencable.

Es claro que los dos isoatlas deben tener la misma dimensién, que también serd la
dimension del isoatlas resultante. Tenemos ademés la siguiente:

Proposicion 4.2.15. Ser isoatlas equivalentes es una relacion de equivalencia.

Demostracion.

Las propiedades reflexiva y simétrica son evidentes. La transitividad se demuestra
mediante una mera repeticion de la prueba en el caso convencional, si bien hay que
hacer uso de las propiedades de la isotopologia ITSSFN y el Corolario 3.4.9. Es de
destacar que en ningiin momento de la prueba se requieren isotopias inyectivas. []

Estamos ya en condiciones de dar la definicion de isovariedad isodiferenciable:

Definicién 4.2.16. Se denomina isovariedad isodiferenciable de dimensién m a todo
par (M A) donde M es un isoespacio isotopoldgico de (iso)Hausdorff ((iso)sequndo-

numerable) y A es un isoatlas z'sodiferencmb_le de dimensién m sobre M. A A se le

denomina isoestructura isodiferenciable de M.
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_Podemos dar como ejemplos de isovariedades 1sod1feren(:1ables el par _(E Z
{LUJr ?3), (U,,<p )}) del Ejemplo 4.2.12; o bien los pares (R A1 = {(I@ Id)}
(]ﬁ A) = {(R, /)}) del Ejemplo 4.2.13.

~—

y

Obsérvese el siguiente resultado:

Proposicién 4.2.17. Bajo las condiciones de la Proposicion 4.2.3, se verifica que
(]\7, /21\) es una isovariedad isodiferenciable, si y sélo si (M, A) es una variedad dife-
renciable.

Demostracion.

La inyectividad en F'M de la isotopia utilizada permite asegurar la equivalencia
en las propiedades de ser Hausdorft y segundo numerable en M y M , asegurando
por otra parte la Proposicién 4.2.11 que A es un isoatlas isodiferenciable si y s6lo si
A es un atlas diferenciable. O

Veamos mas ejemplos de isovariedades isodiferenciables:

Ejemplo 4.2.18. Consideremos la circunferencia S* C 7, dotado del atlas diferen-
ciable usual A, con dos cartas locales, correspondiente a la proyeccion estereogrdfi-
ca desde el polo norte. Consideremos también el intervalo [0,27) y construyamos
las isotopias Iy e Iy de estos conjuntos, basadas respectivamente en los elementos
$ar e fgl Y Qlo2n) € f[’o?%), dependientes de los factores externos FS' = Fl0:2m) —
[0,27), tales que Iy consiste en la rotacion de S' alrededor del eje OZ en R3 y
tp02mI2(2,t) = (2,1).

La primera isotopia construye el toro T como proyeccion isotopica de la circun-
ferencia S*. Por su parte, la sequnda isotopia puede extenderse de forma natural a
todo R, siendo entonces R = R x [0, 27).

Consideramos la aplicacién ¢ : S — [0,27) tal que asigna a cada punto de la
circunferencia el angulo que forma con el eje horizontal en el plano ., y suponemos
la aplicacion ®, = Idjgar).
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RS

Figura 4.9: Toro como isovariedad isodiferenciable de dimension 1.

Estamos por tanto en las condiciones de la Proposicion 4.2.17, con lo cual pode-

mos asequrar que el par (S', A) es una isovariedad isodiferenciable de dimension 1,
mientras que como variedad diferenciable, el toro es de dimension 2.

=

Figura 4.10: Isocarta local en T.

Ejemplo 4.2.19. Si en la situacion del ejemplo anterior se consideran como factores
externos a FS' = Flo:2m — [0,27) %0, 1, podemos conseguir un par de toros enlazados
como proyeccién isotépica de S, cada uno de ellos correspondiente al levantado
isotopico Slof{(Sl, [0,27),0) y Slof{(sl, [0,27), 1), respectivamente, mediante las
rotaciones adecuadas en el espacio R3.

De forma andloga, como proyeccion isotopica de [0, 2m) podemos obtener la union
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disjunta [0,2m) x [0,27) J[27,47) x [0,27) = [0,47) x [0,27), tal que para cada
vt €0,21), 20T (w,t,0) = (2,t) y 2O Ty(x,1,1) = (z + 2, 1).

Si consideramos ahora la aplicacion ®, : FS — FO2 (¢ 5) — ®,(t,s) =
(t,s), estaremos de nuevo en las condiciones de la Proposicion 4.2.17, con lo cual
podemos asequrar que el par (g\l, g) es una isovariedad isodiferenciable de dimen-
sion 1, mientras que el toro enlazado no tiene estructura convencional de variedad
diferenciable.

>
i
|

A
&

i
Tox[o2m {0, 1) - 3 x[0,27) {0, 1)
. ¥ 0 2a

Figura 4.11: Toros enlazados como isovariedad isodiferenciable de dimension 1.

<

Al igual que ocurre con el caso convencional (y teniendo en cuenta que éste no
es mas que un caso particular en el nivel isotépico), podemos encontrar isoespacios
isotopoldgicos que no admiten isoestructuras isodiferenciables, o bien que admiten

varias (véase [50]). Es por ello que damos la siguiente:

Definicién 4.2.20. Diremos que dos isoestructuras isodiferenciables son la misma

st son equivalentes como isoatlas isodiferenciables.

De esta forma, estudiar si dos isoestructuras isodiferenciables coinciden, se reduce
a estudiar la relacion existente entre sus isocartas locales, de forma analoga a como

sucedia en el caso convencional. Es asi que, segin hemos visto en el Ejemplo 4.2.13,
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E = {(ﬁ, j_c\l)} y AXQ = {(ﬁ, ?)} no son la misma isoestructura isodiferenciable sobre
R, a

1 no estar relacionadas las isocartas locales que las forman.

No obstante, podemos reunir isoatlas isodiferenciables equivalentes en lo que
llamaremos un isoatlas maximal:

Definicién 4.2.21. Un isoatlas isodiferenciable ZA sobre ]\/4\ se dice maximal si no

estd contenido propiamente en otro isoatlas isodiferenciable sobre M.

A continuacién vamos a probar la existencia y unicidad de un isoatlas maximal
asociado a una isoestructura isodiferenciable dada. Para ello previamente damos la
siguiente:

Definicion 4.2.22. Sea (]\/4\, ﬁ) una isovariedad isodiferenciable de dimension m.
Una isocarta local ((7 ,0) de dimensién m se dice admisible en la isoestructura

isodiferenciable, si estd relacionada con todas las isocartas locales de A.

o~

Tenemos asi por Ejemplo que la isocarta local_(ﬁ, ) del Ejemplo 4.2.13 no  es ad-
misible en el isoatlas isodiferenciable A, = {(ﬁ, ﬁ)}, pues ya vimos que (ﬁ, fE) no
estaba relacionada con (I@, f) En cambio, podemos asegurar que todas las isocartas
locales de un isoatlas isodiferenciable son admisibles en dicho isoatlas como isoestruc-
tura isodiferenciable, pues por definicién de isoatlas todas estan relacionadas entre
si.

Proposicion 4.2.23. Sea A= {(@,E)}haﬁ[ un isoatlas isodiferenciable sobre J\//j,
construido a partir de una isotopia inyectiva en los factores externos de los que
depende. Entonces, existe un tnico isoatlas isodiferenciable maximal sobre M que
contiene a A.

Demostracién.

La prueba es mera repeticion de la correspondiente al caso convencional, si bien
hay que hacer uso de las propiedades de la isotopologia ITSSFN y el Corolario 3.4.9.
Es conveniente ademas que, con vistas a evitar singularidades, cuando se trabaje con
abiertos de la isotopologia correspondiente a la isotopia en cuestion, se supongan
fijados unos valores concretos para los factores externos de los que dependa dicha

isotopia. O
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Para terminar esta seccién vamos a ver la construccion de las isosubvariedades
abiertas y de las isovariedades producto, que se obtienen de una manera analoga al

caso convencional. Comenzaremos viendo las isosubvariedades abiertas:

Proposicion 4.2.24. Cualquier abierto de una isovariedad isodiferenciable, cons-
truida en las condiciones de la Proposicion 4.2.3, hereda la isoestructura de isova-

riedad isodiferenciable.

Demostracién.

]/\Z7A\: {(l/]\hvﬁ)}hEH) de
fLSe

Supongamos dada una isovariedad isodiferenciable (

dimension m, donde @, es una biyeccién para cada h € a ademas U C M un

abierto del isoespacio respecto a la isotopologia asociada T.

~

En primer lugar se asigna a U la isotopologia relativa a U, proyeccion isotopica
de la topologia relativa Ty al abierto U € T, del cual se obtiene U:

To={GNU:GeTy={GNT:GeT).

En particular, f?] es fg, al ser Ty la topologia Y y ser inyectiva en los factores

externos la isotopia utilizada.

Resulta entonces que, considerando el atlas diferenciable que dota a U de es-

tructura de variedad diferenciable, Ay = {(V, Onyv) , tendremos aplican-

heH,VeTy

do la Proposicion 4.2.17 que la correspondiente proyeccion isotépica gg = {(ﬁ N

@7ﬁ| (5m§))}hEH = ;1?], dota a 5 de estructura de isovariedad isodiferenciable. []

La estructura resultante recibe el nombre de isosubvariedad isodiferenciable, sien-

do su dimensién la misma que la de la isovariedad correspondiente.

Como ejemplo de isosubvariedad isodiferenciable de dimensién 1 podemos con-
siderar cualquier segmento de meridiano del toro en el Ejemplo 4.2.18, junto con el

isoatlas restringido a este abierto:
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Figura 4.12: Isosubvariedad isodiferenciable de dimension 1.

Finalmente pasamos a construir las isovariedades producto:

Proposicién 4.2.25. Sean (]\/Z,ZA; = {(@,ﬁ)}hg{>y (]/\\f,//l]\v = {(17], \/If;)}jEJ>
dos isovariedades isodiferenciables de dimensiones respectivas m y n, construidas en
las condiciones de la Proposicion 4.2.3. Resulta entonces que Mx N puede dotarse

de una isoestructura isodiferenciable de dimension m + n.

Demostracién.

En primer lugar se dota a MxN dela 1sotopologia producto, proyecciéon isotopica
de la topologia producto asociada a M x N:

Yo x T = Tar x Ty.

Dado que Ty x Ty es Ty, la inyectividad de la isotopia utilizada asegura que
Yo x Ty es Ty
Por otra parte, si ®,, y Py, son las biyecciones que relacionan los factores

externos correspondientes a la isotopia que construye U, y Vj, se tendrda que las

aplicaciones ®,, xv, = ®,, X Py, son de hecho biyecciones para cada h € H.
Finalmente, la inyectividad en las isotopias que construyen M, N , R y
implican la inyectividad de las isotopias que construyen MxN=DMxN y R x

R" = R™ x R~

Resulta entonces aplicando la Proposicién 4.2.17 que la proyeccién isotdpica

Apiun = {(ﬁ X ?,5 xU): (U,2) € Ay v (?, g) € A_/]\V} del atlas diferenciable
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que dota a M x N de estructura de variedad diferenciable producto, dota a M de
estructura de isovariedad isodiferenciable. 0

A la estructura anterior se le da el nombre de isoestructura producto, por su
analogia con la construccion de las estructuras productos convencionales.

4.3. Isoaplicaciones isodiferenciables

Vamos a estudiar en esta seccion las isoaplicaciones existentes entre dos isovariedades
isodiferenciables M y N _que seran a su vez dos isoespacios 1sotopologlcos En primer
lugar trabajaremos con N = ]R siendo asi cualquier isoaplicacién f M — R una

isofuncién.

De esta forma, la isodiferenciabilidad entre isovariedades se buscara darla res-
pecto a R, donde sabemos su definicién. Usaremos para ello que las isovariedades
isodiferenciables son por definicién localmente isoeuclideas.

Comenzamos por tanto con el caso N = R, viendo antes una definicién previa:

Definicion 4.3.1. Sea (M A) una isovariedad isodiferenciable de dimension m. Sea

)|

P un punto de M. Diremos que una isocarta local (U ?) de A es entorno de P si
Pel.

>I

Diremos que (U, D) estd isocentrada en P si es entorno de P y ademas 3(P) =

S, siendo S el elemento unidad de la isosuma T del 1socuerpo ]R sobre el cual
estd definido M.

En concreto, en el Ejemplo 4.2.5, cualquier proyeccion isotépica de una de las

dos cartas locales de S* estd isocentrada en el punto correspondiente (0,1) € S?,

perteneciente al ecuador de la esfera.
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Figura 4.13: Isocarta local isocentrada en ;

A continuacién damos la nocién de isodiferenciabilidad en el caso que nos ocupa:

Definicién 4.3.2. Sean (ﬁ, ZA) una isovariedad isodiferenciable de dimension m, ;
un isopunto de ]\7, 5 un abierto de M tal que F € ﬁ Y sea }A: 5 — ﬁ una isofuncion
1socontinua. Se dice que ? es isodiferenciable en ; y se denota ? € E(F) st existe
una isocarta local (?, 5) € Z_, entorno de 5, tal que }Ao ;571 es isodiferenciable en

un entorno isoeuclideo de $(P).

Observemos que si M es una isovariedad isodiferenciable de dimension m, la
1 —_—

fop ! 5(50?) CR SR

isoaplicaciéon que debemos estudiar seria f o @

Segin hemos visto al final del tercer capitulo, la isodiferenciabilidad de este tipo
de isoaplicaciones depende directamente de la diferenciabilidad de la aplicaciéon de
la que se proyecta isotopicamente. Con lo cual, si se busca obtener una relacion en-
tre aplicaciones entre variedades diferenciables y sus proyecciones isotépicas, tinica-
mente habra que atender a la correspondiente relacion entre dichas variedades y las
isovariedades asociadas.

Esto ultimo es lo que hemos hecho en la seccion anterior, atendiendo a las condi-
ciones mostradas en la Proposicién 4.2.3. Consecuentemente, bajo tales circunstan-
cias, cabe esperar que el conjunto de resultados conocidos acerca de aplicaciones
entre variedades diferenciables, obtengan su correspondiente analogo en el nivel de
proyeccion. No obstante, veremos en lo que sigue que podemos debilitar las condi-

ciones citadas en algunos de estos resultados.

No ocurre esto en la siguiente proposicion, en la que se estudia directamente la
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relacién existente citada anteriormente entre aplicaciones e isoaplicaciones:

Proposicion 4.3.3. Sea M una isovariedad isodiferenciable de dimension m, cons-

truida en las condiciones de la Proposicion 4.2.3. Dados U abierto en M y P € U,

se tiene entonces que f : U — R es diferenciable en P en el nivel convencional, si
— — —

y solo si [ : U —Res isodiferenciable en P e M. Esto es, f(P) = F(P), donde

hemos denotado por F(P) al conjunto de todas las funciones diferenciables en el

punto P, con respecto al nivel convencional.

Demostracién.

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales, podemos aplicar la Proposicion 4.1.7

y asegurar asi que f es continua si y solo si f es isocontinua.

Por otra parte, aplicando la Proposicién 4.2.11, podemos considerar como isoes-
tructura isodiferenciable sobre M la obtenida mediante levantamiento isotépico de
los elementos de la estructura diferenciable de M.

Con lo cual, dado que isocartas locales de M estaran relacionadas biunivoca e

isotépicamente con cartas locales de M, tendremos aplicando el Corolario 3.4.9, que

-~ =1 T . . . . , . _ . . .
fop = foe ! esisodiferenciable si y sélo si f o p~! es diferenciable en el nivel
convencional. En definitiva, se tendra por definicién que f es isodiferenciable en P

si y sélo si f es diferenciable en P en el nivel convencional, como queriamos probar.

O

En particular, volviendo al Ejemplo 4.1.7, tendremos entonces, aplicando el re-
sultado anterior, que @ : S? — [0,27) x [0,7) es isodiferenciable en todo punto de
la esfera.

Obsérvese por otra parte que en general no podemos asegurar que f‘(ﬁ ) sea un
espacio vectorial, pues ya vimos en la Proposicién 3.2.7 que debiamos imponer la
compatibilidad respecto a + y x (las operaciones usuales en R) del levantamiento
isotépico utilizado en la construccién de I@, para conseguir la isodiferenciabilidad de
isosumas e isoproductos de isofunciones isodiferenciables. No obstante, podemos dar

el siguiente resultado:

Proposicion 4.3.4. Bajo las condiciones de la Proposicion 4.2.3, si R se construye
a partir de un levantamiento isotdpico compatible respecto a + y X (las operaciones

usuales en R), entonces F(U) es un R-isoespacio vectorial.
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Demostracién.

Sean f,g € f‘((/j) = FU)yac R v consideremos f,g € F(U)y a € R, los
elementos de los que se levantan isotépicamente. Se tiene entonces, aplicando la
Proposicion 4.3.3, que:

>\
>\

a) [25 € F(0), pues 15 =] + g€ F(U) = F(D)
b) ax/ € F(D), pues axf = a x f € F(U) = F(D)

Teniendo en cuenta estos resultados se comprueba entonces que F(U) es efectiva-

mente un H/é—espacio vectorial. De hecho es un I@—isoespacio vectorial, al ser levantado
isotépico de F(U), que es un R-espacio vectorial. O

Parece por tanto que, bajo las condiciones senaladas en la Proposicion 4.2.3,
los resultados convencionales pueden generalizarse coherentemente en el nivel de
proyeccion. No obstante, nos interesa ver en qué medida podemos generalizar tales
resultados.

Nos interesard para ello el siguiente resultado previo:

=~ — —-n
Proposicion 4.3.5. Sea f M — R, una isoaplicacion entre un isoespacio vec-
torial isorreal topoldgico M de dzmenszon m, construido a partir de una isotopia

myectwa en F™ |y un espacio isoeuclideo R Sea U un isoabierto de M. Entonces,

o~

St f es isodiferenciable, la restriccion de f aU, | es también isodiferenciable.

Demostracién.

Fijada {eAl, s e/\m} una base de M, introducimos un sistema de coordenadas en

este isoespacio. Esto permite identificar cada punto p € M con sus coordenadas

~

(Pl, .., P ) € ]R respecto a dicha base. En definitiva, podemos tratar la isodife-

rencibilidad de f atendiendo a la ultima parte vista en el tercer Capitulo.

_ = —-n
En particular, decir que f : M — R es una isoaplicacién isodiferenciable, signifi-

ca, segun el Corolario 3.4.9, que f es diferenciable en el nivel convencional. Por otro
lado, al ser U un isoabierto de M. , serd el levantado isotépico de un abierto U de M.

De esta forma, tenemos que f|y es diferenciable en el nivel convencional. Volviendo a
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aplicar el corolario mencionado, llegamos a que \5 = f|u es isodiferenciable, como

queriamos probar. O

Llegamos de esta forma al siguiente resultado:

Proposicién 4.3.6. Una isofuncz’o’n 1socontinua definida en un abierto 5 de una
isovariedad zsodzferenczable (M A) contruida a partir de una isotopia inyectiva en
M. f U C M — R es zsodzferenczable en P st ¥ solo si para toda isocarta local
(W \I/) € A que sea entorno de P se tiene que f o B es isodiferenciable en un

entorno isoeuclideo de \II(P)

Demostracién.

La condicién suficiente es evidente atendiendo a la Definicién 4.3.2. Supongamos

entonces que f es isodiferenciable en Pel. Atendiendo a la definicién citada, existe
—1

una isocarta local sobre M. , (V ?), tal que PeV y f o es isodiferenciable en

un entorno isoeuclideo de 3(P).

Sea ahora (W \f’) otra isocarta local sobre M entorno de P. Tenemos entonces

que, si nos restrlnglmos alUNVNW (# 0, pues contlene a P) llegamos a que

\If(UﬂVﬂ_VV) C \IJ(VHW). Con lo cual, dado que gpo\IJ eC (\I’(Vﬂﬁ)), al ser
(?, ?)y (W,E) isocartas locales de ZA, llegamos, aplicando las Proposiciones 4.1.12
y 4.3. 5 a que 35 o E_l € 500(5(5 N ? N W)) Por otro lado, como teniamos que
}Ao % ! era isodiferenciable en un entorno isoeuclideo de go(P), llegamos aplicando el
Corolario 3.4.9 a que f o \IJ - = }o © Yo Po \If - € EOO en un entorno isoeuclideo de
\Tl( P). Ahora, como (W, \I/_)era arbitraria en A, tenemos el resultado anterior para

toda isocarta local sobre M , lo cual prueba la proposicién. 0

Llegamos por tanto con este resultado a que la isodiferenciabilidad de una iso-
funcién no depende de la isocarta local elegida. Por otro lado, si estudiamos la
isodiferenciabilidad de una isofuncién en todos los isopuntos de un abierto, se llega
a la siguiente:

Definicion 4.3.7. En las condiciones de la Deﬁmcwn 4.3.2, f se dice isodiferen-
ciable en U si f € F( ) para todo isopunto P PelU. Al congunto de las isofunciones

isodiferenciables en U se le denotard por F(U)
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En particular, en el Ejemplo 4.2.18, cualquier proyeccion isotépica de una de las
dos cartas locales de S* constituye un abierto en el toro T = S, siendo la aplicacién
7:T — [0,27) x [0,27) isodiferenciable en todo punto de dicho abierto.

s

siguiente resultado:

Proposicién 4.3.8. En las condiciones de la definicion anterior se tienen:

a) En caso de que la isovariedad M esté construida a partir de una isotopia
inyectiva en FM | se cumple que si ]/C\G ]/5\‘((7) Y 1% - U es un abierto de M\,
entonces f|§ e F(V).

b) Si ? = Uie]ﬁ, con ﬁ abierto de ﬁ, Vi € I, es tal que ?@ € E(ﬁ), Vi el,

entonces, ? € E(V) .

Demostracién.

~

a) Sea_? € f - U. Como E\E f(ﬁ), llegamos a que ?E E(P) La arbitrariedad
de Pen U asegura que ]?es isodiferenciable en todos los isopuntos de V. Con
lo cual, aplicando la Proposicién 4.3.5, llegamos a que f‘g :V CU — Res

—~

isodiferenciable en \7, esto es, J/C\IE € ]?‘(V), como queriamos probar.

AN N

b) Sea ? eV = Uie]ﬁ. Entonces, existe ¢ € I tal que Pc ; Como B €

— —_ ——

f(Vi), llegamos a que ?\5 € F(P) De esta forma, existe (W, ¥) isocarta local
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= = = =<-1 —=0o0
entorno de P sobre M, tal que f B ° ¥ € C en un entorno isoeuclideo

de \I/( ) Ahora bien, podemos restringir tal entorno de \If(P) a uno tal que
21 —1 =1 =

f|¢3 ol = f ) \If en dicho entorno. Asi, seria f ol €C en este tltimo

entorno isoeuclideo de \II(P) y por tanto, por definicién, f € ]/F\‘(ﬁ) Ahora

bien, como P era arbitrario en U , llegamos finalmente a que fe ]?‘([7 ), lo que

prueba el resultado. 0

Por otra parte, atendiendo a la Proposicién 4.3.3 se tiene, de forma evidente, el

siguiente:

Corolario 4.3.9. Sea M una isovariedad isodiferenciable de dimension m construi-
da en las condiciones de la Proposicion 4.2.3. Dado un abiertoU en M, f : U — R es

dzferencmble en U en el nivel convencional, si y solo si f U—Res isodiferenciable
en U. Esto es, F(U) = F(U), donde hemos denotado por F(U) al conjunto de todas

las funciones diferenciables en el abierto U, con respecto al nivel convencional. [

Vemos a continuacion un resultado que caracteriza a las isofunciones isodiferen-
ciables en un abierto:

Proposicién 4.3.10. En las condiciones de la Definicion 4.3.2, ? € f(r) solo st
para toda zsocarta local (V,gp) sobre M tal que unv 7é 0, se tiene que f o E_l

(Uﬂ V) - R — ]R es isodiferenciable. En caso de que M esté construida a partir

de una isotopia inyectiva en FM, se verifica también el reciproco.

Demostracién.

Lo vemos por doble implicacién:

a) =

Consideramos (V, ) una isocarta local sobre M tal que Unv # (. Tenemos
que fogp sera 1sod1feren(:1ab1e si es isodiferenciable en cada punto d de gp(U ﬂV)
que es un abierto de R , al ser @ un isochomeomorfismo, ser U NV un abierto

de M contenido en V y aplicar la Proposicion 4.1.12. Para ello, debe ser

isodiferenciable en un entorno isoeuclideo del punto.
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—~m

Tomamos por tanto a € (p(U N V) C R . Entonces, existe P € Un V tal que

5(18) —a. En particular, serd Pe U siendo asi f € F(P), al ser f € F( _)

Por otro lado, P eV, conlo cual, (V, ?) es una isocarta local entorno de P.
Ahora, dado que la isotopia utilizada es myectlva en F'M | podemos aplicar la
Proposicién 4.3.6, llegando entonces a que f op ! ¢s isodiferenciable en un

entorno de (,D(P) =@, que es lo que buscabamos.

=

Debemos ver que f € F( P), VP e U. Tomamos por tanto f DPeU. Sea (V ?)
una isocarta local entorno de P. Serd entonces P € U N V # (), con lo cual
estd en las condiciones de las hipétesis Asi _pues, ]?o 5_1 es isodiferenciable
en ;S(P) por lo que, por definicion, f € F( ) Como P era arbitrario en U

llegamos a que f € F(U ), que es lo que se queria probar. 0

A continuacion estudiamos la isodiferenciabilidad en toda la isovariedad ]\7 :

Definicidn 4.3.11. En las condiciones de la Definicion 4.5.2, f se dice isodiferen-

ciable en M y se denota por f € F(M), si lo es considerando a M como abierto.

Como caso concreto podemos indicar, aparte de los ejemplos ya vistos en la

presente seccién, el Ejemplo 4.2.19, en el cual, la aplicacién 3 : ST 0,27) x [0, 27)

es isodiferenciable en todo punto del toro enlazado.

Y| e ;

I

Figura 4.15: Isoaplicacién isodiferenciable del toro enlazado en [0, 27) x [0, 27).

Atendiendo al Corolario 4.3.9 se tiene, de forma inmediata el siguiente:
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Corolario 4.3.12. Sea M una isovariedad isodiferenciable de dimension m, cons-
truida en las condiciones de la Proposicion 4.2.5. Dado un abierto U en M, f :

U — R es dzferencmble en M en el mvel convencional, si y solo si f U —

R es isodiferenciable en M. Esto es, F(M) = F(M), donde hemos denotado por
F(M) al conjunto de todas las funciones diferenciables en M, con respecto al nivel

convencional. O

Llegamos también a la siguiente:

Proposicién 4.3.13. Sea (]\/4\ ﬁ) una isovariedad isodiferenciable, construida a par-
tir de una Zsotopza myectwa en FM, Entonces f € F(]\/Z) st y sélo si para toda

isocarta local (U, 3) sobre M, fIQ 0P 5([7) — R es isodiferenciable.

Demostracion.

Aplicando la Proposmlon 4.3.10, tenemos que f € F(M ) si 1y solo si para t toda
isocarta local (U ) sobre M, con UnM =0 # (), se tiene que fow : (UﬂM)

-1 =

E(U ) — R es isodiferenciable. Ahora bien, como f 7 = f|5 @ , lo anterior
equivale a que para toda isocarta local (E, ?) sobre M M ? 571 : 5(5) — ﬁ, es
isodiferenciable, lo cual prueba el resultado. O

Antes de pasar al caso general, vemos como ejemplo de isofunciones isodiferen-

ciables a las isofunciones isocoordenadas:

Ejemplo 4.3.14. Sean (]\7, ﬁ) una isovariedad isodz’feiencmbli de dimension m,

construida a partir de una isotopia inyectiva en F™ y ([/J\,é) € A.

~

— <m
Consideremos m; : R — R, la isoproyeccion i-ésima, con i € {1 Sm} oy

~

notemos goz a la isofuncion isocoordenada i-ésima asociada a 2, esto es, o; = 00
U C M — R. Veamos entoces que 2, € F(U) para todo i € {1,...,m}.

Para ello, en pmmer lugar ﬁjamos S {1, .. m} y tomamos = R Y B €

~

(E\Eﬁi)b Sera entonces gpz (B) = R1 X ... X ]Rz_l X B X Rz+1 X ... X ]Rm € <th>b¢_1(b)'

Por la arbitrariedad de i, y B llegamos entonces a que a es 1socontinua para todo
ie{l,..,m}.
En sequndo lugar, para i € {1,..,m} fijo, consideramos (‘7, \Tf) una isocarta local
1

de M con UNV # (. Entonces, aﬁiog_ E(Eﬂ?) CR — 552(50?) =
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- - = = = — =-1 - — =1

(Tio@)(UNV) CR. Ahora bien, ;0¥  =Tm;opoV esisodiferenciable. Entonces,
como (V, W una.

4.3.10 a que 3, € f‘(ﬁ), COMO quUeriamos ver. <

) era una isocarta local arbitraria en M, llegamos por la Proposicion

Pasamos ya al caso general en el cual N no ha de ser necesariamente R:

Definicién 4.3.15. Sean (M A) (N, B) dos isovariedades isodiferenciables de
dimensiones m y n, Tespectwamente Yy sea f M\ —~ N una isoaplicacién 150-
continua. Se dzce que f es isodiferenciable y se denota por f € F(M N) st para

todo isopunto P € M para toda isocarta local (U 55) entorno de P y para toda
= -1 =<

) em‘orno de f( ), tales - que. U N f (V ) # 0, se tiene que
f (V)) C R — (\If o f)(Uﬂ f (V)) C R es isodiferenciable.

isocarta local (V,

Tofol (0N

Q>I =

De forma analoga a la prueba de la Proposicién 4.3.3, se puede probar entonces
el siguiente resultado:

Proposicién 4.3.16. Sean M una isovariedad 1sodiferenciable de dimension m y
N una isovariedad wsodiferenciable de dimension n, construidas ambas en las condi-
ciones de la Proposicion 4.2.3. Entonces, f : M — N es dzferencmble en M en
el nivel convencional, si y solo si f : M — N es 1sodiferenciable en M. Esto es,
f‘(]\/i, ]V) = F@V), donde hemos denotado por f‘(]\/i, ]V) al conjunto de todas las
funciones diferenciables en M con imagen en N, con respecto al nivel convencz’ona{é

Ejemplo 4.3.17. Consideremos la circunferencia S* C m,y, y la aplicacion ¢ : St —
[0,27), que asocia a cada punto de S el dngulo que forma con el eje horizontal OX
del plano. Sea 1y la isotopia del Ejemplo 4.2.5, que construye la esfera S a partir
de S e I la isotopia de dicho ejemplo, que construye el conjunto [0,2m) x [0,7) a
partir de [0,27). Sea ademds ®(t) = 2t, para todo t € [0, 7).

Por otra parte, consideremos I3, la isotopia del Ejemplo 4.2.18 que origina el
toro T a partir de S' e 14 la isotopia de dicho ejemplo que construye el conjunto
[0,27) x [0,27), a partir de [0,27). Sea finalmente ®2(t) = t, para todo t € [0,27).

Dado que la aplicacion identidad Id : S' — S es diferenciable en S*, con-

siderando la estructura diferenciable de la circunferencia S*, vista en los ejemplos
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citados, y dado que la construccion realizada verifica las condiciones de la Proposi-
cion 4.3.16, si tomamos ®q(t) = 2t para todo t € [0, ), llegamos finalmente a que

la isoaplicacion asociada a Id, 1d:S? — T, es isodiferenciable en S2.

A
Id
A
- ¥
VA
., S
Id : = :
a 2Irr
I, I .
1, I,
/'/;ﬁ - Id AT
/\& k4 [U.N:] - fl e ¥ [U‘.ENJ
/”’ / ¢
Id
E— x[o) . B— x[0.27)
a 21 a 2a

Figura 4.16: Isoaplicacién isodiferenciable de S? en T.

Por otra parte, en la practica, no se fijara un isopunto, sino que tomaremos
una isocarta de cada isovariedad y procederemos a la interseccién senalada. De

esta forma, cuando f se dé explicitamente, trabajaremos en cada isopunto de las
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isovariedades. En cambio, si f viene dada en forma genérica, nos interesara trabajar

con otra definicién de isodiferenciabilidad equivalente a la anterior:

Definicién 4.3.18. Sean (ﬁ ZA) (ﬁ E) dos isovariedades isodiferenciables de di-

e

mensiones m y n, respectivamente, y sea f M — N _una isoaplicacion isocontinua.

Se dice que f es isodiferenciable y se denota por f € F(M N) s1 para tc toda isocarta

local (U 2) sobre M 'y pam toda zsocarta local (V \If) sobre N, tales que Uﬂf (17) #
0, se tiene que\Ifof : (Uﬂf (V)) CR —>(\IJof)(Uﬂf (V)) CR es

1sodiferenciable.

Llegamos entonces al siguiente resultado:

Proposicién 4.3.19. En las condiciones de la definicion anterior, si la isotopias

utilizadas son L inyectivas en FM o N entonces, en el caso en que f € f‘(]\/[ ]V), se

tiene que go f € F(M) para toda isoaplicacion § € F(N)

Demostracién

Sean f € F( ﬁ) J F(ﬁ) y (U, %) una isocarta local sobre M. Si el isoatlas

€
{(? T, ;) Yier, entonces, U= UZGI(U N f (‘71)) Con lo cual,

asociado a N es B =
ﬂ

Atendiendo a la Proposicién 4.3.13, bastara probar que (g o f) B O ;5_1 : 55(5) C

R — R es isodiferenciable. No obstante, como @(U) es unién de abiertos en R |

resta ver, aplicando el apartado (b) de la Proposicién 4.3.8, que (g o f))‘g o 571 es
—_ = =1=
isodiferenciable en cada (U N f (V;)).
Ahora bien:

~ = 1 -1 E ? -1
B
°Pip@np (B

<

(G0 /) Pp@ap @) = Iipw)e °

_ = -1
De esta forma, como goV¥; vy \Il o f o <p ! son isodiferenciables, basta aplicar el

Corolario 3.4.9, llegando a que (g o f)lp oD " es isodiferenciable en go(U N (Vh),
como queriamos probar. O

De esta forma, teniendo en cuenta que a partir de la construccién del Ejemplo

4.2.18 hemos encontrado una isofuncién isodiferenciable @ (ver Figura 4.13) de T en
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[0,27) % [0, 27) y que atendiendo al Ejemplo 4.3.17 hemos obtenido una isoaplicacién

isodiferenciable 7d de S? en T, resultard, aplicando la Proposicién 4.3.19, que éoﬁ :
S% — [0,27) x [0,27) es una isofuncién isodiferenciable en S%:

= |

Figura 4.17: Composicién de una isoaplicacién y una isofuncién isodiferenciables.

Es conocido que el reciproco del resultado convencional correspondiente a la
Proposicién 4.3.19 requiere una complicada construccién [12], que serd similar a la
hora de dar el correspondiente reciproco en el nivel de proyeccion.

En particular, gracias a los resultados vistos hasta ahora, puede comprobarse
que, siguiendo una demostraciéon andloga al caso convencional [12], se prueban los
siguientes resultados:

Lema 4.3.20. Sea M una isovariedad isodiferenciable de dimension m, contruida
a partir de una zsotopm inyectiva en FM y sea p S U C M con U un isoentorno
abierto de P. Sea R un 1socuerpo isorreal construido a partir de una isotopia inyec-
tiva en F Ry compatible respecto a + vy X. Entonces, existen un isoentorno abierto
V de P y una isofuncion isodiferenciable f € F(M) tales que:

—~

a) CI(V)C U.

b) @}?7:?,?5?:1 enCL(?) yf5§:6 en M—U.

Si se ﬁja ademds h € F(U), existen entonces un isoentorno abierto V de ﬁ, con
L(YA/) cU y una isofuncion g € F(M) tales que § = hoenV yg= S =0 en
M-U. O

Proposmlon 4.3.21. En las condiciones de la Definicion 4.3.18, supongamos que

M Y N se construyen a partir de isotopias inyectivas en F™ y FN | respectivamente,
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Y que R lo hace a partir de una isotopia myectwa en. FRy compatzble respecto a+
y X. En caso de que para toda isoaplicacion § € F(N) se tenga que § o f € F( ),
resulta f € F(M N). O

Atendiendo ahora a las Proposiciones 4.3.19 y 4.3.21, llegamos inmediatamente
al siguiente:

Corolario 4.3.22. Sean (]\/4\ A) y (N, B) dos isovariedades isodiferenciables de di-
mensiones m y n, respectivamente, en las condiciones de la_PLop&%czon 4.3.21 y sea

f - M — N una 1soaplicacion isocontinua. Entonces,_f € F(M, N) sty solo st para

toda isoaplicacion § € F(N) se tiene que o f € ]/5\‘(]\//_7) O

Siguiendo de nuevo la misma linea de la correspondiente prueba en el nivel

convencional, pueden probarse los siguientes resultados:

Proposicién 4.3.23. Se verifica que:

a) Si M 1 es una isovariedad isodiferenciable con dos isoestructuras zsodzferencza-
bles A1 Y Ag compatibles, entonces la isoaplicacion isoidentidad 1d: (M Al)
(M, Ag) es isodiferenciable.

b) Sean (]\//_/\1,21\1), (]\/4\2,;1\2) Y (]\/4\3,;1\3_) tres 1sovariedades isodiferenciables, tales
que las 1sotopias que construyen ]\/4\1 Yy ]\/4\2 son inyectivas en FM y b FMQ, res-
pectivamente. Se verifica entonces que dadas f M1 — Mg 2 Y 7 M2 — M3
dos isoaplicaciones isodiferenciables, la composicidén § o f M1 — M3 es otra
isoaplicacion isodiferenciable. 0

En particular, si consideramos la isoaplicacién isodiferenciable entre S? y T del
Ejemplo 4.3.17 y construimos de forma analoga una isoaplicacion entre T y el toro
enlazado construido en el Ejemplo 4.2.19, obtendremos, aplicando el apartado (b) de
la proposicion anterior, bajo cuyas condiciones nos encontramos, una isoaplicacion

isodiferenciable entre S? y el toro enlazado:
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/ i Id

= >\

"
# e 4 /‘

P @( L ' 5 x[020) 2 {0, 1)
X 7! ‘( 7 i

/" /v /

ﬁﬂxio‘n) . B x[02) > F—— x[027) 2{0, 1}
L 0 I

Figura 4.18: Composicién de isoaplicaciones isodiferenciables.

Finalmente, terminamos esta seccién con el siguiente resultado:

Proposicion 4.3.24. Sean ]\/4\1, ]\/4\2, ]/\7\1 Y ]/\7\2 cuatro isovariedades isodiferenciables,
tales que las isotopias utilizadas son inyectivas en los factores externos corres-
pondientei Seﬂf: ]\/4\1 — ]/\7\1 Y 5 : ]\/4\2 — ]/\B dos isoaplicaci_ones isodﬁerincia—
bles en ]\/4\1 Y J\/J\g,_respectz'vamente. Entonces, la isoaplicacion fx 7 ()/(\',}/}) —
(fx 9) (?, ?) = (f(?),?(?)) es isodiferenciable en My x M.

Demostracién.

La inyectividad impuesta permite asegurar mediante la Proposicion 4.2.25 que

M x My y N1 x Ny pueden dotarse de sus respectivas isoestructuras isodiferenciables

productos. Atendiendo ahora a que ]/“\ X g = f/><\g, basta tener en cuenta el caso

convencional y aplicar entonces la Proposicion 4.3.16 para obtener el resultado. [J



Capitulo 5

ISOGRUPOS DE LIE

En 1978, Santilli plantea por primera vez la definicién de grupo de Lie-Santilli,
conocido también por grupo de isotransformacion. Lo define como un isogrupo que
verifica unas condiciones andlogas a los grupos de transformaciones convencionales,
aunque vistas ahora a nivel isotépico (véase [34]). Posteriores estudios prosiguieron
desarrollando el concepto y las propiedades de los grupos de Lie-Santilli (véanse
[4],24],[30],[43] y [50]). El pentltimo de los trabajos mencionados ya trabajaba con
la nociéon adaptada al concepto de isodiferenciabilidad.

Lo que nos proponemos en este Capitulo es alcanzar la nocién de grupo de Lie-
Santilli, después de haber realizado un amplio desarrollo de los levantados isotopicos
de los grupos de Lie convencionales, a los que llamaremos isogrupos isotopicos de
Lie. Esto lo haremos con vistas a obtener las relaciones existentes entre éstos y las

algebras isotopicas de Lie, cuyas propiedades basicas son ya conocidas.

Aplicaremos aqui los resultados vistos en las secciones anteriores sobre isodife-
renciabilidad, lo cual nos llevara a ampliar y generalizar resultados ya existentes en
la literatura acerca de los isogrupos isotopicos de Lie, como puede ser el tratado
de 1993 de los matemadticos griegos Sourlas y Tsagas (véase [50]). Veremos también
una importante cantidad de ejemplos que nos ayudaran a comprender los resultados
tedricos que obtendremos. Ademads, en todo momento plantearemos las diferencias
existentes entre los niveles convencional y de proyeccion, al igual que las semejanzas

que hay entre ellos.

123
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5.1. Isogrupos isotopicos de Lie

En esta seccién daremos la definiciéon de isogrupo isotépico de Lie, estudiando una
serie de ejemplos de estos isogrupos. Analizaremos también la relacién existente
entre los grupos de Lie convencionales y los isogrupos isotépicos de Lie. Finalmente,

daremos una caracterizacién de estos ultimos.

Definicién 5.1.1. Sea G un conjunto isotopico asociado a un conjunto G cualquiera.
Se dice que una isoestructura isodiferenciable y una isoestructura de isogrupo sobre

CA;', (@,é), son compatibles, si:

a) G x G estd dotado de isoestructura 1sodiferenciable.

)|

= A =5 == —=-P . . . . =~
b) La isoaplicacion : G x G — G : (Z,y) — Toy , es isodiferenciable, siendo 1

la isounidad asociada a G.

Se denomina isogrupo isotépico de Lie a todo conjunto isotopico dotado de una
isoestructura de isogrupo y de una isoestructura isodiferenciable compatibles.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 5.1.2. Consideramos el grupo aditivo (R?,+) dotado de estructura de
grupo de Lie para el atlas A = (R?, Idg:) y la aplicacion diferenciable n(z,y) = x+vy.

Tomamos a continuacion la isotopia inyectiva de elementos x, el producto usual entre

, ~ 10
matrices, e I = .
11

— 1
Resulta la proyeccion (x,y) = (z,y) * (1 2) = (x + y,y), obteniéndose el

72 -
isogrupo (R ,+) = (R?, +).

Por otra parte, consideremos la proyeccion isotopica correspondiente A y la
isoaplicacion n(x,y) = = +y = n(z,y). Se comprueba entonces que el Corolario
4.8.12 asequra la isodiferenciabilidad de 7, pudiéndose dotar entonces a R? de es-

tructura de isogrupo isotopico de Lie. <
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Ejemplo 5.1.3. Consideremos el isogrupo (I@,i), obtenido como revolucion respecto
al (0,0) € myy, al considerar el tiempo en el factor externo FR = [0,2m).

Figura 5.1: 7, como proyeccion isotdpica de una recta.

Este levantamiento isotopico es no inyectivo, pues el origen de coordenadas se

mantiene fijo en todo instante de tiempo. Sin embargo, si es inyectivo en FR.

Consideramos ahora la aplicacion:

®, :[0,27) x [0,27) — [0,27) : (s,t) = Do (s,t) = s+t (mod 2m).

Observemos entonces que dotamos al plano g, = R de estructura de 1SOgTUPo

para la isooperacion +, definida como:

(r1 cos t1,m1 sen tl)i(rg cos ta, 9 sen to) = ((r147r2) cos (t1+t2), (r1+1r2) sen (t1+1t2)).

T TR ]
e

Figura 5.2: Estructura de i5s0grupo en ma,,.
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Resulta que A= {(ﬁ, ﬁg)} es un 1soatlas isodiferenciable sobre ﬁ, siendo A x A
un isoatlas isodiferenciable sobre R x I@, donde considerando la aplicacion P4, =

Idpary, se alcanza que ﬁﬁ R— ﬁ, es tal que fc\l@) =7, para todo z € R.

Consideramos ahora la aplicacion diferenciablen : RxR — R : (z,y) -z —y =
x+y~ Y. Si tomamos @, (s, t) = (s, t) = s+, resulta finalmente la isoaplicacion:

Nt Moy X Tay — Tay
N1z, 8),y 1y £)) = n(e,y) « H((n(z,y), Oy(s. 1)) =

~ ~ ~ p

:(ac—y)*](x—y,s—l—t):x*l(x,s)i(y*f(y,t))_ )

En particular, aplicando el Corolario 4.3.12, obtenemos que ) es isodiferenciable.
Dotamos de esta forma al plano m, de estructura de isogrupo isotdpico de Lie. <

Ejemplo 5.1.4. Consideremos el isogrupo (@*,?) asociado al grupo (R*, X) a partir
de la 1sotopia de elementos I=ieC y * = -, el producto usual de complejos. De
esta forma, para todos x,y € R*, se tiene que %?? = ﬁ = m = (z xy) -1,
obteniéndose por tanto la compatibilidad respecto a X de la isotopia utilizada.

Consideremos el isoatlas sobre R* = C*, A = {(@, f_c\lh—)} = {(C*, Idc+)}. Se

comprueba entonces que A x A dota a C* x C* de isoestructura isodiferenciable.

Tomemos por otro lado la aplicacion diferenciable n : R* x R* — R* : (z,y) —

x xy~'. Definimos entonces 1 : R* x R* — ]IAQ*, tal que N(z,7) = n(z,y) = x y=L =
/—\77\_}3 .
Txy = (z-y ') i, para todos x,y € R*.

El Corolario 4.3.12 asegura que 0 es isodiferenciable. Asi, la isoestructura de
isogrupo de (C*, Q) es compatible con la isoestructura isodiferenciable de C* dada

por el isoatlas A. <

Ejemplo 5.1.5. Puede haber situaciones en las que nos interese trabajar con una
isotopia maltiple (constituida por varios levantamientos isotdpicos), que deba variar
en el tiempo de una forma constante y relativamente arbitraria. Para ello es nece-

sario disponer de un cierto sistema para determinar explicitamente tal isounidad.

Supongamos por ejemplo, fijado m € N, las siguientes funciones:
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t:R—N:z—t(x) =t,

h:{1,...t} x{1,...m} = N":2 — h(ij) = hy.

Sea ahora (GL(m,R),-) el grupo general de matrices de orden m, siendo - el pro-

ducto usual de matrices. Construyamos a continuacion la proyeccion (GL/(m\,]R),/T\),
a partir de una isotopia que a cada elemento de la fila j-ésima le aplica a su vez
el levantamiento isotopico correspondiente a los elementos de isotopia * = X, el
producto usual en R, e isounidad f] = hy;. Tal construccion depende pues del tiempo
como factor externo FEL™R) = 10, .. t,}, dando lugar a un levantamiento isotépico

inyectivo, tal que:

— —_—

GL(m R) = {M € M,,(R) : M € GL(m,R)} = {3 € M, (R) : det(M) # 0} —

—

— (M € M,,(R) : det(M) £ 0 = 3}

Consideramos ademds el levantado isotopico del cuerpo real (R, +, X) a partir del
levantamiento isotopico de elementos de isotopia principales ty y X y secundarios 0

—_—
y +. Como ademds las isomatrices serdn isorreales, vamos a denotar a M, (R) por

= P———

/I\Zn(R) y a GL(m,R) por ﬁ(m,ﬁ), dando ast una mejor idea del levantamiento

1sotopico que estamos llevando a cabo.

Finalmente, supondremos que todas las aplicaciones de tipo ® que intervengan en
la construccion estén definidas en tiempos paralelos, coincidiendo con la identidad
en dichos tiempos. Esto es, ®(t,t) =t, para todo t € {0, ..., to}.

A continuacion, teniendo en cuenta la inyectividad de la isotopia utilizada pode-

mos dotar a GL(m,R) de la isotopologia fo asociada a la topologia final Y ¢ corres-
pondiente a la funcién determinante det : M, (R) — R. Tendremos entonces que

Ue T; S UeYredet(U) €T, donde T es la topologia euclidea usual asociada

a R. Ahora bien, si consideramos la isotopologia de Tsagas-Sourlas f, resulta que

~ ~

det(U) € T(:)dg(?) :@(U) eT. Ast pues, ﬁe?f(:)@(U) eT.

Observamos con esto que la construccion de la isotopologia final es coherente y

——

que en particular, GL(m,R) es un isoabierto de M, (R). Esto se tiene en primer

lugar por ser el levantado isotopico de un abierto de M, (R) y en segundo lugar
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—

porque @(GL(m,R)) = det(GL(m,R)) = R*, que es isoabierto de R al ser R* un
abierto de R.

JRE— 2
= —~m

Sea ahora la isoaplicacion 3 : éi(m,]R) — R, asociada a la aplicacion:

¢ : GL(m,R) — R™

(p(A) = (CLH,...,alm,agl,...,a2m7a31, ..... ,amm),

para todo A = (a;;)7—, € GL(m,R). Esto es:

— =< —_— R _ -

P(A) = p(A) = (@11, -y ALy evey Qmm)-

Tenemos entonces por construccion que A= {(@(m,@),é)} constituye un
1soatlas isodiferenciable sobre E‘I(m, f@), formado por una inica isocarta local, sien-
do A x A un isoatlas isodiferenciable sobre éi(m, R) x éi(m,f&)

Consideramos ahora la aplicacion diferenciable n(A, B) = A - B~1% . Definimos

— =N = _— —_— 7\_7_b
entonces N(A,B) = n(A,B) = A- B~14m = A'B | para todos A, B € GL(m,R).

El Corolario 4.5.12 asegura entonces que 0 es isodiferenciable y por tanto, que la

isoestructura de isogrupo de ((/}TJ(m,]@),/_\) es compatible con la isoestructura iso-
diferenciable de (/}i(m, ]@), dada por el isoatlas A. <

Hagamos notar que en la Definicién 5.1.1, 7 es una isoaplicacién, por lo cual debe
estar asociada a una aplicacién 1 : G x G — G en el nivel convencional. De hecho,
si estamos usando un levantamiento isotopico de elementos de isotopia 7 y * (de
elemento unidad I), n vendrd dada comon: Gx G — G : (z,y) — n(z,y) = zxy~ L.

Un caso particular que sera muy utilizado en nuestro estudio se dara cuando
impongamos en el levantamiento isotépico utilizado en la construccion de G, la

compatibilidad respecto a o:

Proposicion 5.1.6. Sea (@,5) un isogrupo asociado a (G, o) mediante una isotopia
de elementos x e I. En el caso de que * sea asociativa en el conjunto general V

y la isotopia sea inyectiva, la compatibilidad del levantamiento isotopico utilizado
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respecto a o implica que los niveles convencional y general coinciden, en el sentido

de ser (G,0) = (G, x).

Demostracién.

~ ~

Se tendra por definicién de compatibilidad que, para todos axI(F,),bxI(Fy) € E
se cumple:

<a * T(Fa)> 3 (b * f(Fb)) -
=[x TE) « T(F) * (0 T(F) « T(5))] # T (@c(Fo, ) =

~

= (aob)x [(®s(F,, Fy)).

Atendiendo a la asociatividad de * en el conjunto general, resulta:

(a%b) % I (D(F,, F,)) = (a0b) « I(D(F,, F)).

La inyectividad de la isotopia utilizada obliga finalmente a ser axb = aob. Luego,

x =o vy asi, (G,0) = (G, *). 0J
. .. . P ==
De esta forma, bajo las condiciones del resultado anterior, zoy = Zoy=—¢ =

roy~¢ Vr,y € G, donde e es el elemento unidad de (G,o). Con lo cual, en este
caso, n: G x G — G : (v,y) = n(xr,y) =xoy °.

Es interesante observar también el siguiente resultado:

Proposicién 5.1.7. Sea (G,0) un grupo dotado de una estructura diferenciable de
dimension m, A = {(Un, o) }nen, en el nivel general y sea (G,3) un isogrupo aso-
ciado a G, construido a partir de una isotopia inyectiva en F y en la construccion
del isocuerpo ﬁm correspondiente, siendo la aplicacion ®,, una biyeccion para todo

h € H. Bajo estas condiciones, G estd dotado de una isoestructura 1sodiferenciable.

De hecho, se tiene que G es un 1sogrupo 1sotopico de Lie si y solo si G tiene

estructura de grupo de Lie en el nivel general.

Demostracion.

Por una parte, la Proposicién 4.2.11 nos asegura que A = {(Uy, ¢p) them s una
estructura diferenciable sobre G si y s6lo si A = {((/]\h,ﬁ)}he [ es una isoestructura

isodiferenciable sobre CA; .
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Ahora, para la segunda parte del resultado consideramos la aplicacion n : G X
G — G : (z,y) — n(z,y) = x*y~!, donde * es la *-ley principal utilizada en la

construccién de G e I es el elemento unidad de G respecto a .

Dado que aplicando la Proposicién 4.3.24, tenemos que GxG puede dotarse
de la isoestructura isodiferenciable producto, tiene sentido considerar entonces la
proyeccién isotépica de n, 7 : G x G — G. De tal forma que, aplicando a su vez la
Proposicién 4.3.16, llegamos a que 7 es diferenciable si y s6lo si 7 es isodiferenciable,

lo cual sirve por definicién para terminar de probar nuestro resultado. ([l

Obsérvese que el resultado anterior permite simplificar el analisis realizado en
cada uno de los ejemplos que hemos visto al comienzo de esta seccién.

Veamos algunos ejemplos mas al respecto:

Ejemplo 5.1.8. Consideremos la circunferencia S* dotada de su estructura diferen-
ciable habitual, atendiendo a dos proyecciones estereogrdficas, y de la multiplicacion

inducida como grupo de complejos unimodulares:

n:S'x St — gt

’I](eitl eitz) _ ei(t1+t2)
)

it . .
1 it it + t)
e o =p1 2

Z
it
e 2
it
1
]

Figura 5.3: S como grupo multiplicativo.

FEste producto dota de hecho a S* de estructura de grupo de Lie.

Consideremos por otro lado la isotopia dependiente del factor externo FS' =

[0,7), de elementos x e I, que construye la esfera S* como proyeccion de S al rea-
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lizar la revolucidn de la circunferencia respecto al eje OZ de R?, que ya hemos visto
que permite considerar la esfera como isoestructura isodiferenciable de dimension 1.

Sea ahorar : N — RT una funcidn creciente, tal que r(1) = 1. Podemos extender
entonces la anterior isotopia a FS' = [0,4+00), de tal forma que, fijado k € N, en
cada [(k — 1)m, kr), la circunferencia S' origine de forma andloga una esfera de
radio r(k), de tal forma que cada una sea secante a la anterior, en el polo norte de

27" . . , , . . 1
esta ultima. Dicha isotopia seria inyectiva en FS.

Tal construccion permite de hecho considerar la cadena de esferas como isova-
riedad isodiferenciable de dimension 1, atendiendo a la estructura diferenciable de
la circunferencia. Obsérvese que dicha cadena no es en cambio una variedad dife-

renciable, pues los polos de cada esfera son puntos conflictivos para ello.

Figura 5.4: Cadena de esferas como isovariedad isodiferenciable de dimension 1.

Aplicando entonces la Proposicion 5.1.7, en cuyas condiciones nos encontramos,
llegamos a que podemos dotar a la cadena de esferas de estructura de isogrupo
isotopico de Lie.

Para ello, si tomamos por ejemplo la aplicacion @, : FS'x FS' — FS' . (s,t) —

P, (s, t) = s +t, bastard considerar el producto:

N« I(e™,5), €™ x I(e®2 1)) = 11 712) 5 T(hH2) 5 4 ¢).
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ity it it +t
lel :e(l S

e 2
eit2
it
e 1
j . | -

Figura 5.5: Cadena de esferas como isogrupo isotépico de Lie.

Ejemplo 5.1.9. Para el grupo de Lie (R*, x) dotado de la estructura diferencia-
ble {(R*, Idr+)} consideramos el levantamiento isotdpico de elementos de isotopia
I = f(a:) = %2 y * = X, de elemento isotopico T = f, esto es, el levantamiento
isotdpico inyectivo dado por © — T = %, que es compatible respecto a x de forma

immediata. Tenemos por tanto, aplicando la Proposicion 5.1.7, que (]@*,?) dota-

do de la isoestructura isodiferenciable {(R*, Idr+)} es un isogrupo isotdpico de Lie.
Obsérvese que en el nivel de proyeccion la isoestructura anterior coincide integra-
mente con la estructura inicial. <

Obsérvese por otra parte que la Proposicién 5.1.7 permite que (G, o) sélo tenga
estructura de grupo y no necesariamente de grupo de Lie. Asi pues, podemos en-
contrar isogrupos isotopicos de Lie que sean levantados isotépicos de grupos que no

son grupos de Lie. Lo vemos en el siguiente:

Ejemplo 5.1.10. Consideramos el grupo (R, i) dotado de la estructura diferenciable
{(R, Idr)}, donde u viene definida como pn : R xR — R : (z,y) — p(z,y) =
(2% + y*)1/3. Sabemos que (R, ) dotado de dicha estructura diferenciable no es un
grupo de Lie.

Consideramos ahora la misma variedad diferenciable anterior pero ahora asocia-
da al grupo (R,+), donde + es la suma usual de reales. Sabemos que dicho grupo
dotado con la estructura diferenciable {(R, Idr)} es un grupo de Lie.
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Usamos ahora el levantamiento isotopico inyectivo que tiene como elementos de
isotopia * = + e I = 2, considerando para (R, %) la estructura de grupo de Lie
que acabamos de ver anteriormente. Obtenemos entonces que el isogrupo (I@,ﬁ) =

(R, 72), el cual es un grupo aditivo con elemento unidad 2, dotado de la isoestructura

isodiferenciable {(I@, @)} serd un isogrupo isotépico de Lie, como consecuencia de
la Proposicion 5.1.7 para verlo. <

En el ejemplo anterior se mantiene la estructura diferenciable en los niveles ge-
neral y de proyeccién, aunque se varian las estructuras de grupos. Se puede hacer
también al contrario, obteniendo estructuras diferenciables que siendo distintas con-

vencionalmente, estén relacionadas isotopicamente:

Ejemplo 5.1.11. Consideramos el grupo (R, ) del Ejemplo 5.1.10 con la estructura
diferenciable {(R, Idr)}, que no es grupo de Lie. Consideramos ademds el grupo de
Lie (R, ) con la estructura diferenciable {(R, )}, siendo ¢ : R — R :x — p(z) =
a3, Este sequndo grupo es el que tomamos en el nivel general para un levantamiento
isotdpico del primer grupo (esto es, tomamos * definida como ) y consideramos
como isounidad a T = 0, que es el elemento unidad de R respecto x. Asi, la isotopia
utilizada serd inyectiva y, aplicando la Proposicion 5.1.7, obtenemos finalmente que

(@,ﬁ) = (R, ) es un isogrupo isotopico de Lie. <

5.2. Isoalgebra isotdopica de un isogrupo isotépico
de Lie

Trataremos en esta seccién la relacién existente entre las isoestructuras de las
isoalgebras y los isogrupos isotépicos de Lie, estudiando la analogia con el caso
convencional. Necesitamos para ello estudiar previamente algunos resultados béasicos
sobre vectores isotangentes y campos vectoriales en el nivel de proyeccién, haciendo
uso para ello del cédlculo isodiferencial visto en el tercer Capitulo:

5.2.1. Vectores isotangentes y campos vectoriales

Definicién 5.2.1. Sea ﬁﬂna isovariedad isodiferenciable y sea 7_6 ﬁ Se llama
A(ﬁ) — R werificando la

vector isotangente a Men P atoda aplicacion R-lineal v : F
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condicion de Leibnitz; es decir, que para todos f,? € f‘(ﬁ), se verifica:

— F(P)Zv(@)F

bﬂ

()Xo

)

Al conjunto de vectores isotangentes a M en P se le denota por TE(M) En el

caso en que ((/]\,é) sea una isocarta local de M entorno de P se puede notar también

por TP(U) Finalmente, el conjunto de wvectores isotangentes a M se notard por

T(]\/Z) o bien por T(U)

Veamos un ejemplo al respecto:

Ejemplo 5.2.2. En las condiciones del Fjemplo 5.1.2, supongamos ademds que
utilizamos la isotopia identidad del grupo aditivo (R, +).

Fijado (zo,y0) € R?, consideramos las isoderivadas siguientes:

(

> :F((wo,0)) = R: f— (-—,7> (f) = (8—£ + 8_f) ’
(z0,90) O (z0,90) Y7 (@o—vo.0)

S <

=N
)

- N~ o
(i) : F ((wo,40)) — - (g) (f) = (8_) .
9y (z0,y0) Yy (w0,y0) Y7 (@o—vow0)

Se puede comprobar que estas isoderivadas son de hecho vectores isotangentes a

R? en (zo,v0), al ser R-lineales y verificar la condicion de Leibniz. <

En particular se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 5.2.3. Bajo las condiciones de la Proposicion 4.5.3, si la isotopia
utilizada para la obtencion de R es compatible con respecto a las operaciones de
partida, entonces, dado P € M se tiene que v es un vector tangente aMenP siy

sdlo si D es un vector isotangente a M en P. De esta forma, TP(M) =Tp(M).



5.2. ISOALGEBRA ISOTOPICA DE UN ISOGRUPO ISOTOPICO DE LIE 135

Demostracién.

En primer lugar hay que observar que bajo las condiciones indicadas, toda apli-

cacién de F(P) en R es de hecho una isoaplicacion, teniendo en cuenta la inyectividad

~

en los factores externos y que, segin la Proposicién 4.3.3, f‘(P) = F/(]?)

Sea ahora v € Tp(M). Tiene sentido entonces la isoaplicacién o : F(P) =

~

F(P) > R: f —3(f) = v(f). Ademés, atendiendo a la compatibilidad en las ope-
raciones iniciales, se comprueba de forma inmediata que D es un isovector isotangente
a M en P.

El reciproco se tiene analogamente, si bien hay que tener en cuenta la inyectividad
en FR O

Por otra parte, obsérvese que F(M ) es un espacio vectorial isorreal, al que se

—

le llamara espacio isotangente, definiendo para v, w € TE(M) yaec R:

~ ~ - T~

); (@xv)(f) = axv(f).

~ ~

(v4w)(F) = v(F)F(

Si nos encontramos ademés bajo las condiciones de la Proposiciéon 5.2.3, se ve-
— T

rifica que TF<M ) = Tp(M) serd de hecho un isoespacio vectorial isorreal, al que se
llamara isoespacio isotangente.

Buscamos a continuacién obtener una base suya. En el nivel convencional sabe-
mos que si (U, » = (¢1, ..., pm)) €s una carta local entorno de P, entonces una base
de Tp(M) es {(%)P -~ a%n)P}. Aparece asi el calculo diferencial. Por tanto,
para obtener un desarrollo analogo en el nivel de proyeccién, debemos hacer uso del

cdlculo isodiferencial.

Para ello, buscando una construccion coherente y evitando singularidades, supon-
dremos que estamos trabajando con una isovariedad isodiferenciable M de dimen-
sién m, obtenida a partir de una isotopia de clase III, de elementos principales <>

- ~3\" . = . . . . . P
e I’ = (I’Z-) , siendo R el isocuerpo isorreal obtenido a partir de la isotopia
ij=1
inyectiva en FR, compatible respecto a las operaciones iniciales.
Bajo las condiciones citadas, tomamos una isocarta local entorno de M, (V1 =

({Z)\l, s Jm)) Consideramos entonces para cada k € {1,...,n} el siguiente operador:
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</a\> .
&Ek P
= (3\ = _[of > _<a<fow;1> A>

— | = w; T/ = —"=x1 ,
! (5%)})(]0) (awz p o "o

donde estamos considerando las aplicaciones coordenadas en R™: {x1, ..., 2., }.

=N

(P) —

)|

Estos operadores son por tanto vectores isotangentes a M en P. De hecho se

tiene el siguiente resultado:

Proposicién 5.2.4. Sea una isovariedad isodiferenciable M de dimensidn m, obte-
nida a partir de una isotopia de clase III, siendo R el isocuerpo isorreal asociado,
obtenido a partir de una isotopia inyectiva en FR, compatible respecto a las opera-

ciones iniciales. Fijada una isocarta local entorno de ﬁ, (‘7,12 = (QZI, ,{D\m)), se

tiene entonces que fg(]\/i) es un espacio vectorial de dimension m, siendo una base
- b b
del mismo = | .| = .
{(9@)}: (9%)1:}

Demostracién.

Veamos en primer lugar que. los operadores anteriores son linealmente indepen-
dientes. Sean entonces /\1, . )\1 € R tales que Y v, )\kx <8@/}k> = 0. Aplicado

el operador suma anterior a cada Lbj para j € {1,...,m}, obtenemos el sistema de
ecuaciones Y " Ag * f’f = 0, para j € {1,...,n}. Ahora, teniAendo en cuenta que
estamos trabajando con una isotopia de clase III, la isounidad I’ es no singular y de
esta forma, A\, = 0 para todo k € {1,...,m}.

Para comprobar que forman un sistema generador en B(M ), hay que observar en

primer lugar que para todo ? € f(?) se verifica que } ?(?) +>0 (ﬁ) (@/} -

,(P)). Esto se obtiene fcilmente a partir del caso convencional, teniendo en cuenta

la compatibilidad respecto a las operaciones iniciales de la isotopia que construye R.

~

Fijado entonces v € %ﬁ(ﬁ)’ resulta que v(f) = >, U(E) < b ) f Esto es,

bb,
0= 2000 (). 0
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Como aplicacion de lo anterior tenemos en particular que en el Ejemplo 5.2.2,
=2

una base de ’T‘(x07y0)(R ) es la siguiente:

oz (z0,y0) 9y (w0,y0)

A continuacién damos la definicién de diferencial de una isoaplicacion:

P € M Se llama dlferenmal de f en P a la aplicacion f B
v f*E(U% siendo f*ﬁ(v) F(f(P) ~R:5— f*g(v)(g) =w(go J?)~

Se comprueba entonces que f ( ) definido como acabamos de ver es un vector

isotangente a Nen f ( ) lo cual muestra la coherencia de la definicion anterior.

Tenemos ademas el siguiente resultado:

Proposicion 5.2.6. En las condiciones de la definicion anterior se tiene que:

—~ —~

(v+w) = F 5(0)+7 5(w), para todos v,w € Tx(M).

—~ —_ ~ —~

,p(v), para todo @ € R y para todo v € T5(M).

a) Sean v,w € Tg(M) y tomemos gc f( (F)) Se verifica entonces que:

€ TE(M ) y tomemos § € E( (?)) Se tiene entonces que
gof) =ax[ ()@ = (@xf 5(v))(@). O



138

CAPITULO 5. ISOGRUPOS DE LIE
Veamos un ejemplo al respecto:

Ejemplo 5.2.7. En las condiciones del Ejemplo 5.2.2, consideramos la siguiente
aplicacion diferenciable en R?:

fiR? =R (z,y) — f(z,9) = (¢ +y,25°).
Tenemos asociada entonces la isoaplicacion isodiferenciable en R?:

FiR2 SR (2,y) — flo,y) = (2 + (2 — )y (2 — )y

Fijado ahora (zo,y0) € R?, tendremos la diferencial de f € E(mo,yo) definida
como:

f*(Io,yo) : T(fto,yo)(RQ) — Ty

En particular se tiene que:

= 9 B
Fit@owo) (g) =ax (;) +bx ( A) ,
ox (0,90) ox (z0,%0) Iy (z0,90)

o

- (3 5
Fit@owo) (i) = €X (Z\) +dx </7> )
Iy (z0,y0) oz (w0,y0) dy (z0,%0)

para ciertos a,b,c,d € R, los cuales pueden obtenerse si aplicamos los vectores
isotangentes anteriores a las aplicaciones isocoordenadas T,7:

3 9 S _ (2 =07 =
af*m,yo)((%)(w)) () ( )(W) (7o 7)

| )

T

_ <0(:E ty) | Of(= +y)>
Oz (zo—y0,y0)

=2
oy ’

= o _ 5 -
= Fotoomo | | = 7)== jof) =
’ o ((05) (wo,yo)) (y) ( >(’J?o,yo) <yo )

T
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(xy? Of (xy?
=< (8y)+ f(ay>> = 95 + 2(x0 — yo)yo,
x Y (zo—y0,%0)

(3 V- £7) -
T ((@) ) O-(2) €7

(8f (z + y)> _1q
Y/ (o—vouwn)

s ((3),.,) 0 (3),..,69-
0,90 0,40

a 2
= (f(;y)> = 2(z0 — Yo)vo-
Yy (ro—y0,Y0)

| )l

Obsérvese en particular que f, viene determinada entonces por la matriz

x0,Y0)
isodiferencial:

== 2 1
Df:(2 )
Y+ 2zy 2xy

En concreto, dado v = ax (g) +3x (E) = (a ), un vector
b/ (20,y0) 8%/ (20.40) &
isotangente a R? en (xq,vo), se verifica que:

= _ 57\ (o) _ 2 1 « ’
f*(a:oyyo)(v) f(xo*yo,yo) (6 yg + 2(:1:0 _ yo)yo 2($0 _ Z/O)yo B 4

Finalmente desarrollamos la nocién de campo vectorial en el nivel de proyeccion:

Definicién 5.2.8. Sea A/Zgna isovariedad isodiferenciable y U un abierto de M.
Un campo isovectorial en U es un operador que asigna a puntos de U wvectores

isotangentes a U en dichos puntos; es decir, son de la forma X : U— T(ﬁ) P —
X(P) = Xp.
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Obsérvese que el conjunto de campos isovectoriales en U constltuye un R—espamo
vectorial, definiendo para X,Y dos campos isovectoriales en U aeR y Pel:

(X+Y)(P) = Xp+Ys:  (@xX)(P) = axXp.

Ademas, si nos encontramos bajo las condiciones de la Proposicién 5.2.3, dicho
conjunto tendréd estructura de R-isoespacio vectorial, puesto que entonces el con-
junto de campos vectoriales en U es el levantado isotopico del conjunto de campos

vectoriales en el abierto U de la variedad diferenciable M de la que se proyecta

isotépicamente M. En particular tendremos que ’T‘E(ﬁ ) =Tp(U) y asi cada campo

vectorial en U , X U — ’f‘(ﬁ ), serd proyeccion isotépica de un campo vectorial en
U, X :U — T(U). Es decir, se tiene el siguiente resultado inmediato:

Proposicion 5.2.9. Bajo las condiciones de la Proposicion 5.2.3, X : U — T((i)

es un campo vectorial en U, si y solo si X U — T(U) es un campo vectorial en U.

4

Obsérvese por otra parte que, bajo las condiciones de la Proposicién 5.2.4, se tiene

que para todo i € {1,...,m}, son campos vectoriales en U los siguientes operadores:

() 0-50 726 ()
Oy, o[ N/ b

Nos interesa centrarnos a continuacién en el concepto de campos vectoriales

H)I

isodiferenciables:

Definicién 5.2.10. Sean M una isovariedad Zsodzferencmble U un_abierto de M

Pel y X : U — T(U) un campo isovectorial en U. Dado f € F(U) podemos
definir la aplicacion Xf: U — R : P — Xf( P) = XB(]?).

Diremos entonces que X es un campo vectorial isodiferenciable en U st para todo
f € F( ) se tiene que Xf € F( U). En dicho caso puede considerarse la aplicacion

X F(0) - F(O) : f - X(f) = XT.
isodiferenciables en U se notard por X(U).

Al conjunto de los campos isovectoriales
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Llegamos entonces al siguiente resultado:

Proposicién 5.2.11. Bajo las condiciones de la Proposicion 5.2.3, un campo vec-

torial X en U es 1sodiferenciable si y solo si la aplicacion X de la que se levanta

isotopicamente X es un campo vectorial diferenciable en U. Es decir, ?(17) =x(U).

Demostracién.

Aplicando la Proposicién 5.2.9 tenemos que X es un campo vectorial en U si y

solo si X es un campo isovectorial en U en el nivel general.

Sea ahora f € F(U) y consideremos la isoaplicacién?;e (U) = F(U) corres-
pondiente. Se tiene entonces que X f € F(U) si y sélo si Xfe F(D).

Ahora bien ?}A /_7 pues fijado p € U se tiene - que )/(_\f(ﬁ) = ){f(\P) =

Xp(f) Xp(f) — X plf) = _?( P). Asi pues, Xf € F( ), lo que conlleva por

definicién a que X € x(U) si y sélo si X € X(U ), como querfamos probar. U

Obsérvese que para asegurar la estructura de espacio vectorial de ?((7 ) debemos
imponer la compatibilidad respecto a las operaciones de partida de la isotopia que
construye ]R pues son las condiciones necesarias para dotar a F(U ) de estructura de
R—espamo vectorial. En el caso de X(U ), basta definir para X,Y € X(E), }A, g€ E(E)
y a, beR:

(X+Y)f=XfTYf;  @xX)f =axX/f.
Se comprueba entonces que, con las operaciones que acabamos de definir, ?(5)

es un R-espacio vectorial. En caso de verificarse las condiciones de la Proposicion

5.2.3, tendremos de hecho que es un I@—isoespacio vectorial.

Bajo las mismas condiciones podemos dotar a ?(_E) de e
médulo, definiendo para todos X,V € X(U), P e Uy f € F(U):
(X+Y)p = Xp+Y5 ; (fX)p = F(P)xXp.

Finalmente, en caso de verificarse las condiciones de la Proposicion 5.2.3, ten-

dremos de hecho que es un f‘(ﬁ )-isomédulo.
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Por otra parte, es importante el siguiente resultado:
Proposicion 5.2.12. Bajo las condiciones de la Proposicion 5.2.4, ?((7) es un

~

f‘(U)—médulo de dimensidn m, siendo una base del mismo 97% - b }
1

Demostracién.

Las condiciones de la Proposicion 5.2.4 aseguran la compatibilidad respecto a las
operaciones de partida de la isotopia utilizada en la construccién de R. Esto nos da
la estructura de R-espacio vectorial, tal y como acabamos de ver anteriormente. La

prueba del resto del resultado es analoga a la correspondiente a dicha proposicion.
O

En particular, se comprueba que en el Ejemplo 5.2.2, una base de ?(RQ) es la

(&) @)

Veamos otro ejemplo al respecto:

siguiente:

Ejemplo 5.2.13. Supongamos el grupo aditivo (R3,+) con su estructura diferencia-
ble asociada al atlas A = {(R3, Idgs)} y la aplicacién diferenciable n(x,y) = x + y.
Tomamos a continuacion la isotopia inyectiva de elementos x el producto usual entre

1t ¢
matrices e 1 = f(t) 0 1 t |, donde suponemos el factor tiempot € F = N y
00 1
consideramos la aplicacion . (t,t) = t.
1t ¢
Resulta la proyeccion (z,y,2) = (z,y,2)* |0 1 t | = (2, tv+y, 2z +ty+ 2),
0 0 1

73 =
obteniéndose el isogrupo (R ,+) = (R? +).

Podemos dotar entonces a R® de estructura de isogrupo isotdpico de Lie, haciendo
uso de la proyeccion isotdpica correspondiente A y de la isoaplicacion 7(z,y) =
x+y=n(z,y).

Supongamos ademds que utilizamos la isotopia identidad del grupo aditivo (R, +).

Fijado (,To,yo,zo) € R2, tendremos entonces definidas las isoderivadas de tal forma

que para todo [ € f‘((xo, Yo, 20)):
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(3),... 0
%\ (20,Y0,20) Oz (w0,y0—w0t,20—yot)
(i) (f) = (ta—f + —f>

9 (z0,90,20) (z0,y0—x0t,20—Yot)

dy

Y

B = of 0
(2), -3, |
0z (20,90,70) (zo,y0—zot,20—yot)

oy 0z

Se tiene entonces que

B

... G Gt
(%) ) (5>}

son, respectivamente, bases de

|

(zo, y0720)( ) Y X R3
Finalmente, consideramos la funcién f : R3

R — R (2,y,7) — (2%y, 2 + v, 2)
Tendremos asociada entonces la isofuncion

FiR SR
(r,y,z) — — o)t + o +y—at, 2 (y — o)t + (x — 2t)t + 2)

("Lz (y - l’t), (
Fijado ahora Py = (z9,v0) €
como:

R3, la diferencial de ?AE E(mo, Yo, 20) estard definida

Fory: To(RY) = Tp, (RY) 10— o (0).

A su vez, tendremos definida la isodiferencial de f
L 2ry 2ty + 2
Df=1| 1 t+1

0 0

223y + ta?
24t
1
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Entonces, dado un vector isotangente a R en (xg, yo, 20)-

9 B 9
v =ax (z> +5x (Z) +7x (Z) = (a g 7),
0% (z0,Y0,20) Iy (z0,Y0,20) 0z (0,Y0,20)

se verifica que:

a
f (x0,50,20) ( ) = Df(xo,yofxot,zofyot) 8| =
g
220(yo — wot) 2txo(yo — wot) + 3 2t%w0(yo — xot) + tad a
= 1 t+1 t?+t B
0 0 1 ~y <

Para acabar esta subseccion y con vistas a la construccion del isodlgebra isotopica
de Lie asociada a un isogrupo isotépico de Lie, conviene dar ahora la definicién del
producto corchete en Xx(U):

Definicién 5.2.14. Para isotopias compatzbles respecto a las operaciones de parti-
da en la construccion del isocuerpo ]R dados X,Y € X(U)_, se deﬁne el producto
corchete de X e Y como el campo vectorial isodiferenciable [X, Y] : F(ﬁ) —F):
FoTX YT = X(V]) - VX)),

Efectivamente se tiene que [X Y] definido como acabamos de hacerlo es un cam-
po vectorial isodiferenciable, pues X(Yf), (Xf) € F(U) para todo fe F(U)7 al

ser X,Y € ?((7) por hipétesis, bastando usar ahora que X(U) es cerrado bajo la
operacién + al ser compatible respecto a la suma usual en R la isotopia utilizada.

En el caso de encontrarnos bajo las condiciones de la Proposicién 5.2.3, se tiene

ademas que, fijado P € U existiran X Y € x(U)y P € U, tales que X =X

———

y Y Y, y de esta forma se puede comprobar que [X Y] [X,Y]. De aqui la

notacién que hemos seguido para denotar como [ ] al producto corchete en X(U ).

Se verifica entonces la siguiente:
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Proposiciéon 5.2.15. (?([7),:, §, " /]\) es un isodlgebra isotépica de Lie bajo las
condiciones de la Proposicion 5.2.5.

Demostracion.

En primer lugar tenemos por construccion y haciendo uso de la Proposicion
5.2.11, que (?((7), +, %, [.,.]) es proyeccion isotépica del dlgebra de Lie en el nivel
convencional, (x(U),+, x,[.,.]).

Por otra parte, dada la compatibilidad de la isotopia utilizada respecto a las
operaciones usuales en R, tenemos que (?(ﬁ ), +, X) estd dotado de estructura de
]@—isoespacio vectorial y asi de espacio vectorial. Es una mera comprobacién obtener
finalmente que de hecho tiene estructura de algebra de Lie y por tanto de isodlgebra
isotépica de Lie. O

Tenemos asi en particular que en el Ejemplo 5.2.2; el isoalgebra isotopica de Lie
X(R?) esta dotado de la ley:

Equivalentemente:
() (%) (@)

Diremos entonces que dicho isodlgebra es conmutativa, verificindose en particular

que [X(R2), T(R2)] =

Puede comprobarse por su parte que en el Ejemplo 5.2.13, el isoalgebra isotopica
de Lie ?(R?’), es también conmutativa. De hecho, es claro que bajo las condiciones

de la Proposicién 5.2.3, el isodlgebra ?((7 ) es conmutativa si y sélo si lo es la corres-
pondiente algebra x(U).

5.2.2. Campos vectoriales invariantes

Buscamos ya en esta subseccion la construcciéon del isoalgebra isotopica de Lie
de un isogrupo isotépico de Lie. Sea por tanto (G,0) un isogrupo isotépico de Lie.

Fijado g € G, consideramos las isoaplicaciones isodiferenciables:



146 CAPITULO 5. ISOGRUPOS DE LIE

Ly G—G §—>Lb(§)—§_/o\_f,
R5:5—>5 E\—>RB(§):EA§A§.

Explicitamente téngase en cuenta que Ly y Ry son de hecho proyecciones isotopi-
cas respectivas de las aplicaciones en el nivel general L, : G — G : x — Ly(z) = x*g
y Ry : G — G:ax — xx*g, es decir, de la translaciéon a izquierda y a derecha, res-
pectivamente. Por ello nos referiremos a Ly y Ry como isotranslaciones a izquierda
y a derecha, respectivamente.

~1
En particular,Ly y Ry son biyectivas y biisodiferenciables, puesto que <L5> =

-1 ~ = _
LE_p y <R5> = RB_p, siendo I el elemento unidad de G respecto a ©.

Trabajaremos a partir de ahora con las isotransformaciones a izquierda, pu-
diéndose hacer un desarrollo andlogo para las isotransformaciones a derecha. Damos

entonces la siguiente definiciéon previa:

Definicién 5.2.16. Sean (@,é) un isogrupo isotépico de Lie y g€ G. Sea X €

?(é) Definimos entonces el campo vectorial en G:

]

Q) :

)]
)|

LBX .

—

- LgX(h) =L, (X,_,b> ,
siendo I el elemento unidad de 6 respecto a o.

Obsérvese que la definiciéon anterior es coherente, pues Ly € ]/5\‘(@, @), teniendo

=b= = . ) E
sentido asi considerar su diferencial en § ©oh € @, siendo ademas Xg_pgE e T(G)

por ser X campo vectorial en G. De esta forma, por definicién de diferencial, se tiene
we Ly (X rg) € T(G),
q 9*57 bﬁ b PEH ( )
Se tendra explicitamente ademas que:

. (XE,;,EE) FO) —R:f—L5 (X,,;LE> (

Podemos dar ya la definicién de campo vectorial isodiferenciable invariante:
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Definicién 5.2.17. Sean (5, ) un isogrupo isotdpico de Lie y X € ?(5) Se dice

que X es un campo vectorial isodiferenciable invariante a izquierda si LpX = X,

para todo § € G. Al conjunto de campos vectoriales isodiferenciables invariantes a

1zquierda de G se le denotard por g.

Se tiene entonces el siguiente resultado:

Proposiciéon 5.2.18. Sea (@,g\) un isogrupo isotopico de Lie de elemento unidad

1. Se cumple que:

a)

Todo campo isovectorial isodiferenciable invariante a izquierda estd determi-

nado por su valor en [.

El conjunto g de campos isovectoriales isodiferenciables invariantes a izquierda

constituyen un R-espacio vectorial.

Bajo las condiciones de la Proposicién 5.2.3, si (G, o) con elemento unidad
e es el grupo de Lie del que se levanta isotopicamente @, siendo inyectivo
y compatible respecto a o dicho levantamiento isotépico, entonces § es un
]/R§—isoespacio vectorial. De hecho es el levantado isotdpico del conjunto g de

campos vectoriales diferenciables a izquierda de G.

Demostracién.

a)

Sea X € g un campo vectorial 1sod1feren01able invariante a 1zqu1erda Debe ser
entonces Ly X = X, para todo g € G Fijado g € G si tomamos h € G debe

tenerse que L X(h) X(h) En particular, tomando h= g serd L X(g)

X(9). Es decir, LE*B*% <Xb p%> = Xp. Estoes, XE = LE*p (Xp), lo que prueba

el resultado al ser § arbitrario en G.

Basta tener en cuenta los resultados de la Proposicién 5.2.6, teniéndose en-

tonces de forma inmediata por definicién que, dados X,Y € gy a € H/é, se
cumple:

Ly(X+Y) = LyX+LpY; Ly(axX) = ax LyX.
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¢) Aplicando la Proposicién 5.1.7, tenemos que el par (G, o) es efectivamente un

grupo de Lie. Tiene sentido por tanto considerar el conjunto g de los campos
vectoriales diferenciables invariantes a izquierda de G, los cuales se levantan
isotopicamente, segin la Proposicién 5.2.11 a campos vectoriales isodiferen-

ciables de G.

Ahora bien, por ser compatible respecto a o la isotopl’a utilizada para la ob-
tencién de G se tiene que Ly = Lg, para todo § € G siendo L,(x ) =gox.
Ahora, fijado X € g, se tiene que X € g, pues tomando h € G y f € F( )

(levantado isotépico de una cierta funcién f € F(G), al ser F(G) = F/(CT)), se
cumple que:

157 () (7) = 15,y (Fy ) () = %, o (o 13) = 5 (7°3) =
Xgeon(foLg) = Ly, .., (Xg—eon) (f) = LeX(W)(f) = X(W)(f) = Xu(f) =

—~ =~

Xu(f) = X(B)(P).

Anélogamente, tomando X e §, levantado isotopico de un campo vectorial
diferenciable X, deberd ser X € g, pues fijados h € G y f € F(G) (sien-

do ]? € f‘(A)), se cumple que EL X)) (f) = X(@(f), pues L, X (h)(f) =
LX) = LeX(B)(F) = X(W)(J) = X(h)(f) € R, siendo inyectiva en FR
la isotopia utilizada. Terminamos de esta forma de probar por tanto que E es
el levantado isotépico de g, como queriamos ver. O

El ultimo resultado de la proposicion anterior muestra el motivo de la notacion

de g para el conjunto de campos vectoriales isodiferenciables invariantes a izquierda

de G'. De hecho es un resultado practico que sirve, en caso de disponer de las condi-

ciones senaladas, para calcular rapidamente dichos campos vectoriales, siempre que

se conozcan los campos vectoriales en el nivel convencional, de los cuales se levantan

isotépicamente.

En particular, supuesta una isocarta local entorno de ]\7, (IA/, @E = (@El, ey QZm)),

tendremos que en el nivel convencional, todo campo vectorial diferenciable se encuen-

tra en el espacio vectorial generado por { X1, ..., X;,, }, siendo para cada i € {1, ..., m}:

oL

m o 9
X = Z a%'J (a_%) ‘

Jj=1
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Ahora, bajo las condiciones de la Proposicién 5.2.12, si la isotopia utilizada en la
construccién de G es compatible respecto a o, podremos asegurar que todo campo
vectorial isodiferenciable invariante a izquierda se encontrard en el espacio vectorial

generado por {)/(\1, ...,)/(;}, siendo para cada i € {1, ..., m}:

To3 2 (E) 5, (E)
j=1 0Pi \ 97, j=1 51@ 5@

Hégase notar en la expresién anterior que se hace distincion entre la proyeccién

isotopica de una funcion cualquiera y la proyeccién isotopica de la derivada de una
funcién, segin la construccién realizada en el tercer Capitulo. Se obtiene de esta
forma el paralelismo entre los niveles convencional y de proyeccién, objetivo de
nuestra construccion.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 5.2.19. Consideramos el isogrupo isotopico de Lie (I@*,?) obtenido en
el Ejemplo 5.1.9. Sabemos que, en el nivel convencional, el conjunto de campos
vectoriales diferenciables invariantes a izquierda de (R*, x) es el R-espacio vectorial

g =<X >g, donde X =z x 2.

Ahora, dado que el levantamiento isotopico utilizado en la obtencion de R* ve-

rifica todas las condiciones del apartado (c) de la Proposicion 5.2.18, llegamos a que

el conjunto de campos vectoriales isodiferenciables invariantes a izquierda de (]R* X)

= = = - 5 =
es el R—z’soespacz’o vectorial g =< X >z, donde X =rx L =zx< =
R’ ox ox

X

H)l

%‘IW‘

X

8] =

7 - <

%\wl
8
X
\

Ejemplo 5.2.20. Consideramos (I@ ,i) asociado isotdpicamente a (R™, ), dotado
este ultimo de su estructura hqbirtnual de grupo de Lie, mediante un levantamiento

L =~ ~J
1sotopico de elementos I' = <]’i oY X1 = ... = %, = +.
17]:

Dicho levantamiento isotdpico es inyectivo y compatible con la suma en R™.

Asi pues, aplicando la Proposicion 5.1.7, llegamos a que (]R +) €s un 1S0grupo
isotopico de Lie.

Sabemos que en el nivel convencional, el conjunto de campos diferenciables in-
variantes a izquierda de (R™, Idgm) es el R-espacio vectorial g =< Xy, ..., X;n >R,
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con X; = a%u para todo i € {1,...,m}. Dado que nuestro levantamiento isotdpico ve-
rifica las condiciones necesarias para poder aplicar el apartado (¢) de la Proposicion
5.2.18, llegamos finalmente a que el conjunto de campos vectoriales isodiferenciables

invariantes a izquierda es el R-isoespacio vectorial § =< X4, ..., X, >g donde

. —_ = b . i
para todo i € {1,...,m}, X; = 831_ = 5. :ijla%j+jlj- <

Ejemplo 5.2.21. Consideremos el grupo de Lie (R? u), donde p: R* x R? — R?:
((a,b),(c,d)) — (a + c,ed + b), dotado del atlas A = (R?, Idg2) y la aplicacién

diferenciable n(x,y) = p(x,y). Tomamos a continuacion la isotopia inyectiva de

. ~ 10
elementos x el producto usual entre matrices e I = L 1)

=2

Se obtiene entonces el isogrupo (R | i) = (R?, i), donde para todo a,b,c,d € R:

ﬁ((a, b),(c,d)) = (a+c+ (e* = 1)d,e*°d +b).
En particular, (0,0) es la unidad de R? respecto a 0 y se tiene el elemento opuesto
(a,b)7% = (b — a — be®~*, —beb~?).

Por otra parte, consideramos la proyeccion isotopica correspondiente A y la
isoaplicacion 1 = [i. Se comprueba que el Corolario 4.3.12 asegura la isodiferen-
ciabilidad de 1), pudiéndose dotar entonces a R? de estructura de isogrupo isotdpico
de Lie.

Por construccion se tiene ademds que la base de los vectores isotangentes a R?

de los campos vectoriales en R? coinciden con los correspondientes al Ejemplo 5.2.2.

En el nivel convencional, una base de los campos vectoriales diferenciables inva-

riantes a izquierda del grupo de Lie de partida viene dada por los campos:
X, = 9 _ OLg, 9 N OLyg, 0
Ox Ox \Ox ox \Oy)’

(0N 0Ly (DN 0Ly, (0
R =e (8y>_ dy (5’y>+ dy \9y)

Por tanto, los campos vectoriales isodiferenciables invariantes a izquierda corres-

pondiente tienen como base los campos:
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?1: % (_§> + G_LEQ <_§> = (2) + (ﬁ> + e (3> —
% \oz % (’3‘@ ox Jy dy
0

Teniendo en cuenta los ultimos resultados obtenidos en la subseccion anterior,
si buscamos dotar a g de estructura de isodlgebra por medio de la utilizacién del
producto corchete en ?([7 ), necesitaremos imponer en nuestro estudio las condiciones
de la Proposicion 5.2.3. Ya hemos visto a lo largo de los resultados que hemos
ido desarrollando que tales condiciones favorecen una buena generalizacion de los

conceptos y resultados convencionales.
En particular, se verifica la siguiente:

Proposiciéon 5.2.22. Bajo las condiciones de la Proposicion 5.2.3, si la isotopia
utzlzzada en la construcczon de G es compatible respecto a o,se tiene que dados
X Ve g, se verifica [X Y] €g.

Demostracion.

Sabemos que bajo las COIldlClOIleS 1mpuestas es coherente el uso del producto
corchete [., ] Ademas, fijados X Ve g, se tiene que X Ve X(G) y asi, [X,Y]

X(G).
De hecho, [X ?]A [X Y]. Ahora bien, se tendra que X e Y son levantados
isotépicos de X,Y € g, respectivamente. De esta forma, [X,Y] € g y por tanto,

—_—

T?, ?/]\: [X,Y] € g, como querfamos probar. O

Ademas obtenemos el siguiente:

Corolario 5.2.23. Bajo las condiciones de la Proposicion 5.2.22, g es una iso-
subdlgebra isotdpica de Lie de X(G).
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Demostracion.

Teniendo en cuenta la Proposicién 5.2.22 y el apartado (b) de la Proposicién

-~

5.2.18, llegamos a que (E, +, X, [.,.]) hereda la isoestructura de algebra de Lie de

(X(U),+, x,][.,.]), siendo por tanto subdlgebra de esta tltima isoestructura.

Ahora, por constrl_lcc_ién y usando el apartado (c) de la Proposicién 5.2.18, lle-

gamos a que (g, +, X ,/[\., ]A) es el levantado isotépico de (g, +, X, [.,.]), que es subélge-
bra de (x(U),+, X, [.,.]) en el nivel convencional. Asi pues, tenemos finalmente que
g estd dotado de isoestructura de isosubdlgebra isotépica de Lie. O

Por todo lo anterior, terminamos esta secciéon dando la siguiente:

Definicién 5.2.24. Bajo las condiciones de la Proposicion 5.2.22, g se denomina

isoalgebra isotépica de Lie asociada al isogrupo isotépico de Lie G.

Atendiendo a los resultados anteriores, convendremos de ahora en adelante que
cuando sea necesario establecer la estructura de isodlgebra isotépica de Lie de g,
supondremos que la isotopia que se esté utilizando verificara las condiciones de la
Proposicién 5.2.22.

Asi, en el Ejemplo 5.2.19, el isoalgebra isotépica de Lie asociada a R* es con-
mutativa, al igual que la asociada a R™ en el Ejemplo 5.2.20. Por su parte, en el
Ejemplo 5.2.21, el isodlgebra isotépica de Lie asociada a R? estara dotada de la ley:

Equivalentemente:

5.3. La isoaplicacién isoexponencial

Construiremos en esta seccién la aplicacién que relaciona el isodlgebra isotépica

de Lie asociada a un isogrupo isotépico de Lie con este ultimo. Se requiere pues que
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en un primer paso se estudie el concepto de isotrayectorias:

5.3.1. Isotrayectorias

Convencionalmente, se define una curva como una aplicacién diferenciable en-
tre variedades diferenciables, que sea regular y que esté definida en un intervalo
real. Se hace uso implicito por tanto del orden < usual en R. Supondremos por
tanto en nuestro desarrollo que el correspondiente isocuerpo R es ordenado, como
ocurre por ejemplo en isotopias que permitan el uso del isoorden <. En particular,

tendra sentido trabajar con intervalos isorreales: (@, A), @, A), (E,A], [E,A].

Con estas condiciones podemos dotar a R de isoestructura de isoespacio iso-
topoldgico, haciendo uso de la isotopologia isorreal cartesiana. De hecho, R sera una

isovariedad isodiferenciable si lo consideramos dotado del isoatlas {(R, leg)}
Podemos dar entonces la definicién de curva isodiferenciable:

Definicién 5.3.1. Sean M una isovariedad 1sodiferenciable y (]1%, i, ?) un 1S0CUerpo

isorreal dotado de orden. Se llamard curva isodiferenciable en M a toda isoaplicacion

1sodiferenciable entre isovariedades isodiferenciables, de la forma:

(

=

a:(a,b) C

N

?).

=N

F

2=l
=)

—

~ —

Por otra parte, se dird que @ pasa por P € M
a() =P.

=

si existe E € (a,b) tal que

Obsérvese que, con las condiciones impuestas, no podemos asegurar que a sea
proyeccion isotépica de una curva diferenciable en una variedad diferenciable, pues
en particular, M no tiene porqué ser proyeccion isotopica de una variedad dife-
renciable. No obstante, en el caso de que se obtuviese a partir de una isotopia de un
espacio topoldgico M, podremos definir una aplicacién « : (a,b) — M : t — a(t), tal
que 5(?) = (?(?), para todo te (@, ;). En particular se obtiene el siguiente resultado:
Proposicidon 5.3.2. En las condiciones de la Proposicion 4.5.3, a : (a,b) CR — M
es una_curva diferenciable en M, si y so/li si su proyeccion isotdpica @ : (E\,Z\) C
ﬁ — M es una curva isodiferenciable en M. Ademds, o pasa por P € M si y sélo

sz’gpasaporﬁel\/f
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Demostracién.
El resultado se obtiene sin mas que considerar (a,b) y (@, ) como subvariedad
diferenciable de R e isosubvariedad isodiferenciable de @ respectivamente. U

Veamos un ejemplo al respecto:

Ejemplo 5.3.3. En las condiciones del Ejemplo 5.1.2, consideremos la curva dife-

renciable en R?:
a:[0,21) — R? : t — (cos t, sen t).

Dado que estamos en las condiciones de la Proposicion 5.3.2, la isoaplicacion

correspondiente es por tanto una curva isodiferenciable en R?:

a:[0,2n) = R*:t — (cos t + sen t,sen t).

Figura 5.6: Curva isodiferenciable en R?.

A continuacién buscamos generalizar el concepto de vector tangente a una curva

en un punto:

Proposicion 5.3.4. En las condzcwnes de la Proposicion 5.2.3, sea una CUTVa, IS0~
diferenciable en M, @ - (a, b) Mt a( 1). Definimos ahora para cada t e (@, b)

la isoaplicacion:
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Demostracién.

El resultado se obtiene atendiendo a la definicion de isoderivada de una isofuncién
y haciendo uso de la compatibilidad de la isotopia respecto a las operaciones de
partida. 0

&(tT) vector tangente a @ en

‘I&;—\

Por analogia al caso convencional llamaremos a

-

5(157) Se dird ademéds que @ es una curva isodiferenciable reqular si —a(tg) =+ 0

~ — T

para todo t e (a, b), siendo 0 : F(@(%)) ~R: f — O(f) =0

Se tiene entonces el siguiente resultado inmediato:

Corolario 5.3.5. «a es una curva diferenciable reqular en M en el nivel general, st

y sélo si & es una curva isodiferenciable reqular en M. U

En el caso en que podamos tener una base de TF(]\/Z ), tenemos ademaés el si-
guiente resultado:

Proposmlon 5.3.6. En las condiciones de la Proposzcwn 5.2.4, dados P € M Y

ve TP(M), existe una curva isodiferenciable en M que pasa por P y cuyo vector

tangente en P esd.

Demostracién.

Dados P = (ﬁl, ...,Fm) yo=3S", /_):Z (9 ) , bastara tomar:

Veamos un ejemplo al respecto:

Ejemplo 5.3.7. En las condiciones del Ejemplo 5.2.21, consideramos la isotopia
identidad del cuerpo de los nimeros reales. Tomamos ademds el campo vectorial
1sodiferenciable invariante a izquierda X = a><X1—|—b><X2, donde a,b € R =R. Esto

es:!
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X =ax (%) +(a + b)e” x (%) = aX <%) + ((a + b)e” + a)x ((%) :

St aplicamos este campo al punto (6\, 6) = (0,0) resulta el vector isodiferenciable:

?(o,o) = aX (g) +(a+b)x ( 4 ) = aXx (82) + (2a+b) x (; )
oT (0,0) 3y (0,0) v (0,0) Y

Haciendo uso entonces de la Proposicion 5.3.6 obtenemos la curva isodiferencia-
ble en R? que pasa por (0,0) y cuyo vector tangente en (0,0) es X (o,0):

P———

a:R—=R*:t—a(t) = (at, (a+b)t) = ((2a + b)t, (a + b)t).

Seguidamente damos la definiciéon de isotrayectoria:

Definicién 5.3.8. En las condiciones de la Proposicidn 5.2.3, sea una isocarta local
entorno de M (V w (wl, ...,wm)). Una curva isodiferenciable en M, a: (a, b)

—

M, se dird entonces isotrayectoria de X € y(V), si:

=

a) a((a,b))
b) 230

IN
<l

T =

By Para todo t € (a,b).

50 - X

%‘I:g\

En particular tenemos el siguiente resultado inmediato por construccion:

=

Propos1c1on 5.3.9. a: (a,b) — M es una trayectoria de X, siy sdlo si a:(a,b)

H
M:t— a(t) a(t) es una isotrayectoria de X . O
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Uno de los resultados mas destacables en el nivel convencional, que generalizare-
mos a continuacion en el nivel isotopico, es el de existencia y unicidad de trayectorias
en una variedad diferenciable, consecuencia del Teorema de Cauchy acerca de la re-

solucién de ecuaciones diferenciales:

Teorema 5.3.10. Fijado Pe (7, existe una unica isotrayectoria de )/f, a:(—6e —

M, que pasa por P.

Demostracién.

El resultado es consecuencia inmediata del caso convencional y de la Proposicién
5.3.9. 0

En concreto, suponiendo que en el Ejemplo 5.3.7 queremos obtener la isotrayecto-
ria del campo vectorial isodiferenciable invariante a izquierda X que pasa por (0,0),
basta tener en cuenta que la correspondiente trayectoria del campo X = aX; + bXs

que pasa por (0,0) es:
2 b at :
B:R—-R*:t— (at,—(e* —1)),sia#0,
a
B:R—R*:t— (0,bt),sia=0.

De esta forma, la isotrayectoria mencionada serd 3 : R — R2?, tal que:

—

Bit) = B(D) = (at, (e — 1)) = at + 2(e" 1), 2(e* ~ 1)) i a £0,

a

p——a———

B(t) = B(t) = (0,bt) = (bt,bt) , si a=0.

5.3.2. Isotrayectorias en E

Como caso particular del Teorema 5.3.10 obtenemos el correspondiente resultado
acerca de existencia y unicidad de isotrayectorias en un isogrupo isotopico de Lie:

Proposicion 5.3.11. Sean (I@,i,?) un isocuerpo isorreal y (@,5) un 1S0grupo
1sotopico de Lie, de elemento unidad I, construido mediante un levantamiento isoto-

pico verificando las condiciones de la Proposicion 5.2.22. Sea g el isodlgebra isotdpica



158 CAPITULO 5. ISOGRUPOS DE LIE

de Lie asociada a G Fijado )/_5 € g se tiene entonces que ¢ existe una unica isotrayec-
toria de X \Ifk - G:t— E(tA), que pasa por 1. Se notard la misma por
exp(tX ).

. . @X =\ o o
Como consecuencia, se verifica entonces que @exp(tX) = Xa(bk)'

Demostracién.

Bajo las condiciones senaladas tendremos, aplicando la Proposicién 5.1.7, que en
el nivel convencional, (G, o) es un grupo de Lie. Sea e el elemento unidad de G y
consideremos su algebra de Lie asociada, g, de la cual se levanta isotépicamente g.
En el nivel convencional tenemos entonces la existencia de una tnica trayectoria de
X, Uy :R—G:t— Ux(t), pasando por e.

Ahora bien, por ser compatible respecto o el levantamiento isotépico utilizado
para la construccion de (@ ,3), tenemos aplicando la Proposicién 5.1.6 que los niveles
convencional y general coinciden. En particular, e debe ser el elemento de G del cual
se levanta isotépicamente 1. Asf podemos denotar I = e.

Aplicando entonces la Proposicion 5.3.9, tenemos finalmente que \Tlg = Uy es

una isotrayectoria de X que pasa por 1. 0

Se obtiene en particular el siguiente resultado:

Corolario 5.3.12. En las condiciones de la Proposicion 5.3.11, se tiene que:

a) Fijados X € gyvge CAJ, la isotrayectoria de X que pasa por § es Lyo \/I\/} Se

notard la misma por @(?f( )g.

b) Fijados ? gy .

&\p«tlim}) = é?p(t Jooxp(5:X)-

¢) Una aplicacién IR (@,i) — (@,é) es un morfismo isodiferenciable de iso-
grupos si y solo si es la isotrayectoria de un campo vectorial isodiferenciable

invariante a izquierda que contenga a I.
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Demostracién.

a) Dado que Ly o (ﬁﬁ = z; o \I/l; = LﬁX, siendo L, o Uy la trayecioria de
X que pasa por g, tenemos aplicando la Proposicién 5.3.9, que Lyo \/1\15 es la

trayectoria de X que pasa por g.

b) Por construccién y aplicando las propiedades conocidas en el nivel convencional

NN —_— —

se cumple que @§(t0+t1) = \f}(to/—i—\tl) =WUx(to+t1) = Ux(tg) o Ux(t1) =

U (to)oWx (t) = Wi(to)oWg(t).
c¢) Atendiendo a las condiciones impuestas, el resultado es consecuencia inmediata

del caso convencional y del apartado anterior. O

Obsérvese la estructura de grupo uniparamétrico, atendiendo a la isodiferenciabi-
lidad, de la aplicacién R x g — g : (£,§) — exp(tX)g. Por su analogia al caso
convencional, diremos en particular que la aplicacién 12} es el grupo uniparamétrico

asociado a X.

Podemos por tanto pasar ya a definir de la aplicacién que relaciona el isodlgebra

isotopica de Lie asociada a un isogrupo isotépico de Lie con este tltimo:

Definicidén 5.3.13. En las condiciones de la Proposicion 5.3.11, se denominard iso-

aplicacién isoexponencial a exp: g — G : X — @g(T)

Por la construccién realizada es inmediato notar que éxp es la proyeccién isotépi-
ca correspondiente de la aplicacion exponencial que relaciona el dlgebra de Lie g aso-
ciado al grupo de Lie G. Asi, en el Ejemplo 5.3.7, la isoaplicacion isoexponencial que
relaciona el isodlgebra isotépica de Lie g asociada a R? con este isogrupo isotdpico
de Lie serd la proyeccién isotépica de exp : g — R2, tal que, para X = aX;+bXs:

) (a2 (er = 1)), sia#£0,
“MXy_{ (0,) , sia=0. }'

Es decir, exp : g — R2, donde, para ? = 55(\1—1—3)/(\2:
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@&):m:{ (a+ (e z612,)5(5;21)0).,sia#o, }

Las hipdtesis impuestas permiten ademaés garantizar que la isoexponencial herede

convenientemente propiedades de la exponencial convencional (véase por ejemplo
[33], para las demostraciones de estas tltimas):

Proposicion 5.3.14. La isoexponencial es una isoaplicacion isodiferenciable tal que:

a) Para toda isoaplicacion isodiferenciable P U C G — H/i, definida en un

isoentorno U de g € G, se verifica que:

_®

=, O\ = - t = te7\ =

PEp(X)g) = ?X 2(3).
k=0 .

donde la serie converge en un intervalo, salvo para t = 0.

b) Teorema de Baker-Campbell-Hausdorff-Santilli:

d) SiA)A(, ] ~-0 para todo Y s g, entonces existen isoentornos abiertos U de X
en g y V de eXp(X) en G, tales que explp es un isodifeomorfismo (esto es,

una isoaplicacion biyectiva isodiferenciable, con inversa isodiferenciable) .

O

Cabe indicar que el resultado indicado en el apartado (b) generaliza el propuesto

por Santilli en [34] y [36], al permitir la utilizacién de isocuerpos de tipo II en los

coeficientes, esto es, aquéllos en los que K # K.

Veamos esto en el siguiente:
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Ejemplo 5.3.15. Consideremos el conjunto general V- =R| |C'| |C", siguiendo la

notacion del Ejemplo 4.2.2, donde (C,+,-) es el cuerpo de los complejos. Suponemos
ademds la ley * definida como:

axb=axb=ab,
a*x(b+ci) =b+ci) xa=(a-(b+ci)),
ax(b4ci) = (b+ci)" xa=(a-(b+ci))”,

., N 1, si(a+bi)-(c+di)=1,
(a+ )"« e+ di) _{ (a+bi) - (c+di))" , si (a+bi)- (c+di)# 1. }

(a+bi) * (c+di)" = (c+di)" * (a+bi) = ((a+bi)- (c+di)),
. _ 1,si(a+bi)-(c+di)=1,
b " d n —
(a 60" x e+ di) { (a+bi) - (c+di))" , si(a+bi) (c+di) £1. [
Tenemos en particular que 1 es la unidad de V' respecto a *.

A continuacion, tomamos f’ll = f’ll(t) =ti e C, cont € N, siendo entonces

~_1 —
Ty = 1"y, = —+i € C'. Resulta pues el conjunto isotdpico R = Im(C).

Consideremos finalmente la aplicacion:

tl 5 st tl :tg.

<I>1X1:N><N—>N:(t1,t2)—>{ ity , 8t t 7 by, }

Resulta entonces que para tiempos distintos obtenemos una isotopia compatible
respecto a X, estando definida la ley:

= abi , st t
aixbi=4{ 0 7l L
T s1t1 =1ty = 1.

En particular, fijado un tiempo t = to, 1= to es unidad de R.

De forma andloga a lo anterior podemos construir isotopias de R, compatibles
respecto a X, usando los elementos:

T 1 13, sity # t
I'15(t) = t2i; Ty = —— Lty 1y) = 1t2 U
12( ) 12 t2 X ( 1 2) t% ’ si tl _ t2.
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~ 1 B33, sity #to
I'9(t) = t%; Top = ——; DUl (ty, ) =4 127 b
z2(t) 2T U 3, sit) = to.

De tal forma que podemos construir el levantamiento isotdpico de (R?,+, %) a
~ ~ = tii 0
partir de los elementos x = +,5 = 0,x = - e I’ = I'(t1,t9,t3) = <t; 3 ,>, para
2t 13t
t1,t2,t3 € N

Tenemos entonces la proyeccion isotopica:
(a,b) — ((aty + bt3)i, btsi).

En particular, para cada F, = (t1, 12, t3) € N3 fijo, R2« I(F,) = Im(C) x Im(C),
=2
siendo ademas inyectiva en FR g isotopia utilizada, pues fijado (ai,bi) € R | ten-
dremos para el valor Fy anterior, que la unica proyeccion isotopica posible para obte-
nerlo es:
bt2
@ b =~ -
0 % x I(Fy) = (ai, bi).

Debemos disponer también de la proyeccion isotdpica del cuerpo base (R, 4+, x),

lo que haremos de forma andloga a la construccion inicial, a partir de la isounidad
I=1€C.

Consideramos a continuacién el grupo de Lie (R?, ) del Ejemplo 5.2.21. Fijado
F, = (t1,t2,t3), si definimos la aplicacion que relaciona los factores externos como
O, (F;, Fy) = F,, resulta finalmente que:

bt2 dt2
= ey @7 b €= d ~ B
1 ((ai, bi), (ci, di)) = p T % 2 % # I(t1,t2,13) =
2
bt3 dt3  ,e w d+b 5
o e Mgt )| -
t3 t3 t3

2 atd—bt3 atg—'bt%
= ((a+c+t§ <e utg 1) d) i <e t1t3 d+b> z) .
3
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=2 _
En particular, (0,0) es la unidad de R respecto i y se tiene el elemento opuesto:

2 3 2 3
btg th bt27at3 bt27ut3
(ai, bi) 0 = ((tf—a—tfe i Vi (be i )i).
3 3

=2

De forma andloga al Ejemplo 5.2.21, dotamos a R de estructura de isogrupo
1sotopico de Lie, siendo en particular una base de los campos vectoriales isodiferen-

ctables tnvariantes a izquierda:

= ([ (D (D o ([0 (D )
Xl = tlZ (tll (81’) + t%l <ay>) —i—t%e 7 (tgz <6y)> — t%z <8x) +t%(t§e —f-tl)l <ay) ,
_ 43z, 3. 2 _ 46z, <
Xo =13e"i <t31 <6y>> tze’i <8y> .

=2
Por su parte, el isodlgebra isotopica de Lie asociada a R estard dotada de la

ley:

Con lo cual, el teorema de Baker-Campbell-Hausdorff-Santilli queda segun :
&XD(X1)&D(X2) = &b (2),

donde:

7 =X{+Xo+—-xX; — —X1+..=Xog— —xX1+ ... =
1+ 2+2>< 17T 1+ 2 12>< 1+

0 17 0 0
= e (83;) T (tlz (83:) halte” )i (8y>) o

IR 17t5(t3e" +t1) .\ .[ O
—EZ (@)4’( 12 +t3€)l<a—y)+... 4

5.4. Aplicacion: Grupos de isotransformaciones

Estamos ya en condiciones de dar la definicién de los grupos de Lie-Santilli o

grupos de isotransformaciones (ver contribucién original [34] o los monograficos [4],
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[30], [27]), haciendo uso del célculo isodiferencial (Kadeisvili plantea por primera
vez esta mejora en [26], si bien trabaja inicamente con K -espacios vectoriales y no
con isovariedades).

Téngase en cuenta para ello que, fijada M una isovariedad isodiferenciable, se
denomina isotransformacion de M a todo isodifeormorfismo 7 : M — M. En par-
ticular, si M estd dotado de una isotopologia asociada al correspondiente espacio
topolégico M, siendo inyectiva en FM, 7 serd proyeccién isotépica de una transfor-
macién de M.

Seguidamente se da la definicion de actuacion a derecha sobre una isovariedad
(el concepto de actuacién a izquierda es andlogo):

Definicién 5.4.1. Sean M una isovariedad 1sodiferenciable y (@,g) un 1S0grupo

isotopico de Lie. Se dice que G actia por la derecha de M si existe una isoaplicacion

isodiferenciable: - _
5 MxG— M: (P.3) — o(P.7),
tal que para todo PeM Y ’E\j € 57 se verifique que:
G(P,@h) =5(P.ayeh  a(P.D)=P,

siendo I la unidad de G. En este caso se dird que M es un G-isoespacio.

Obsérvese en particular que si en las las condiciones de la Proposicion 4.3.16,
imponemos ademds la compatibilidad de la isotopia utilizada respecto a o, entonces
M es un @—espacio si y sélo la correspondiente variedad diferenciable M es un G-
espacio para la actuacién asociada o. Se puede obtener por tanto de esta forma una

amplia gama de ejemplos al respecto.
Por otra parte, téngase en cuenta que fijado § € @, la isoaplicacién 5\5 M —
M:P — ?(ﬁ,?} es una isotransformacion de inversa 55,;,. Por este motivo, el

grupo de Lie G es denotado como grupo de isotransformaciones o bien como grupo
de Lie-Santilli.

En particular, en las condiciones de la Proposicién 5.3.11, fijado X € g, la
aplicacién R x M — M : (t, ]3) — &T(ﬁ,ﬁ(?‘f{)), serd un grupo uniparamétrico de

isotransformaciones.
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Definicién 5.4.2. Sea G un grupo de Lie-Santilli, siendo M un G zsoespaczo Se
dird que G acttia efectivamente, si de ser Ub ld— o 5€ sique que g = 1.

=

Se dird que G actia libremente si de evistir P € ]/\4\, tal que ?(]S,g) =P para

algin § € @ se sique que § = I.

Se dird que G actua transitivamente, o bien que M es un isoespacio homogéneo
de G si para cada P Q € M existe g€ G tal que J(P q) = Q\
_ Finalmente, ﬁjad P
P, al conjunto Gr = {E\
5(P.G)={5(P.5):5

M se llamard grupo de 1sotrop1a en P o estabilizador de
G:5(P,g) = } Se llamard G-6rbita de P al conjunto

Veamos un ejemplo al respecto:

1
Ejemplo 5.4.3. Sea G = { Ggy. = | O : (z,y,2) € R3 3, que puede dotarse

de estructura de grupo de transformaciones mediante la actuacion:

R’ x G — R ((a,b,¢),Guyz) — (a,b,¢) - Guyr = (a,az + b,ay + bz + ¢).

Es conocido que G actia efectivamente, pero no libre ni transitivamente.

Consideramos a continuacion el conjunto general V= R| |R'| |R", siguiendo la
notacion del Ejemplo 4.2.2. Suponemos ademds la ley * definida como:

axb=axb=ab,
axb =V xa= (g),,sia%o,
0, sia=0. ’

axt' =b"xa=(ab)",

d Al b — 1,siab=1,
(ab)" , siab#1. [’

a *b" =0"xa = (ab),
a’x V" = (ab)".

Tenemos en particular que 1 es la unidad de V' respecto a *.
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A continuacién, tomamos I'y = Il(t) = t € R', con t € N, siendo entonces

~—1
=1 = —%i € R’. La proyeccion isotdpica es entonces:
t .
~ =, s51x#0
1 =T * [(t) = z’ . 7& ’ .
0, siax=0.

Resulta de esta forma el conjunto isotopico R =R.

)

Consideremos finalmente la aplicacion:

(I)X:NXNHN:(thb)_){ tity |, sity # to, }

tl s Sitl :tQ.

Resulta entonces que para tiempos distintos obtenemos una isotopia compatible
respecto a X, estando definida la ley:

= b, sit t
axbh = ba ).87/ 1# 2, )
@ 5 Sltlztgzt.

t

~

En particular, fijado un tiempo t = ty, I =ty es unidad de R.

A continuacién consideramos la isotopia de R® y de G, de elementos x = +, S =

0,% = - (el producto entre matrices) y la isounidad:
o (t) 1 1
I,:]/(tl,tg,tg): 0 [i(tg) 1
0 0 Ii(ts)

Tenemos entonces las proyecciones isotopicas:

(aa b7 C) - (E\ltpa +/l;1t27a + b+/E\1t3)7

1 =y t7 1+ §1t2 142+ §1t3
01 z|—=10 to 142y,
0 01 0 0 t3

En particular, para cada t = (ty,ts,t3) € N® fijo, R®« I'(t) = R3 y G = I'(t) =
G - diag(ty,ts,t3), pudiéndose comprobar ademds que son inyectivas en FR y F¢

cada una de las 1sotopias correspondientes. En particular, obtendremos para G la
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estructura de isogrupo isotopico de Lie, de manera andloga a lo visto en ejemplos
anteriores.

Tomamos sequidamente, para t = (t1,ts,t3), la aplicacion ®,(t,t) = t. Podremos

dotar entonces a R de estructura de G-isoespacio, mediante la isoaplicacion iso-

diferenciable:
_ =3 = =
c:R xG—R3
) ti 1471, 14473,
(@14, 0+ biyya+b+7Cryy), | O to 1+ 2y, —

0 0 t3

— (ﬁltl,a—l—a:v+bltz,a+ax—|—b—|—ay—|—bz—|—clt3).

Por construccion, puede comprobarse que G actia efectivamente, pero no libre
3

ni transitivamente sobre R . <

Los conceptos de grupo de Lie-Santilli y sus propiedades notables culminan el
estudio realizado en la presente Memoria. Para finalizar, es conveniente notar que
la proyeccion isotépica de los grupos de transformaciones convencionales, permiten
generalizar de una forma coherente los resultados conocidos sobre estos tultimos.
Asi por ejemplo, dada la analogia con el caso convencional, se verifica el siguiente
resultado:

Proposicion 5.4.4. Dado un grupo de Lie-Santilli @, un @-espacio M y un punto

Pe ]\7, se cumple que:

a) M es unién disjunta de las distintas G-érbitas.

b) El estabilizador de P e M esun subgrupo de G. Es de hecho un 1so0subgrupo
bajo las condiciones de la Proposicion 4.3.16, si se exige ademas la compati-

bilidad de la isotopia utilizada respecto a o.

—

c) G actiia transitivamente sobre ]\7, si G== M para al menos un @ e M.

d) Si M = éﬁ’ la isoaplicacion natuml? ; é/éﬁ — M : 5—#@5 —3(P,3) es un
1sodifeomorfismo.

U
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No cabe duda de que el dltimo resultado inicamente inicia el estudio de los gru-
pos de isotransformaciones. Los resultados précticos ya encontrados por Santilli y
sus colaboradores, junto con los nuevos modelos propuestos en la presente Memo-
ria, permiten preveer que la generalizacion de resultados més especificos podran
ser obtenidos de forma coherente y sistematica. En este sentido, planteamos desde
aqui la linea de investigacion que permita enlazar los resultados obtenidos haciendo
uso del MCIM, con algunas de las aplicaciones fisicas que se han ido creando desde
el comienzo de la isoteoria de Santilli.



Apéndice A

TEORIA DE ISOTOPISMOS
GENERALIZADOS

A.l. Algebra abstracta

A.1.1. Leyes de composicion

Un conjunto r es una relacion binaria si estd formado por pares ordenados (z,y).
Se dice que r es una relacion binaria en un conjunto G, si es una relaciéon binaria y
para todo (x,y) € r, se verifica que z,y € G.

Se define un orden parcial en un conjunto G como una relaciéon binaria < en
G, cuyos pares ordenados (z,y) €< se denotan como z < y, tal que verifica las
siguientes propiedades:

a) Reflexividad : a < a, para todo a € G.
b) Transitividad : Dados a,b,c € G, si a < by b < ¢, entonces a < c.

c) Antisimetria : Dados a,b € G, sia < by b < a, entonces a = b.

Se dird que < es un orden total en G si es un orden parcial en G, tal que verifica
la siguiente propiedad:

d) Totalidad: Dados a,b € G, o bien a < b, o bien b < a.

169
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Dado un subconjunto H C G, se dice que H tiene primer elemento respecto a
<, si existe a € H, tal que para todo b € H se verifica que a < b. Se dice entonces
que < es un buen orden en G si es un orden parcial en G y todo subconjunto de
G tiene primer elemento respecto a <. En particular, todo buen orden en GG es un

orden total en G.

Dados dos conjuntos no vacios G 'y H, se dice que f es una correspondencia de G
en H, si es una relacién binaria y para todo (x,y) € f,se cumplequez € Gey € H.
Se denotard f : G — H y se dird que G es el dominio de f y que f tiene imagen en
H. Se define ademads, para cada x € G, el conjunto f(z) = {y : (z,y) € f}. Se dice
que f es una aplicacion de G en H, si es una correspondencia de G en H, tal que
si (z,y) vy (x, z) pertenecen a f, entonces y = z. Se verifica entonces que f(z) es un
conjunto unitario para todo = € G. En particular, si f(z) = {y}, se nota f(z) = y.

Dado un conjunto no vacio G, se llama ley de composicion u operacion binaria
sobre G [7] (ley u operacion, resp., cuando no haya lugar a confusién) a una corres-
pondencia f de un subconjunto $H C G x G en G. Se nota f : $ — G y para cada
(xz,y) € 9, se nota f((z,y)) = f(x,y), que recibe a su vez el nombre de composicion
de x e y para la ley f y se denota usualmente escribiendo x e y, separados ambos
caracteres por un signo caracteristico de dicha ley (z oy, = -y, etc). Dicho signo
denota usualmente también la ley de composicién f (f = o, f = -, etc.). En caso de
ser f una aplicacién de $ C G X G en G, se dice que la ley f toma valores inicos .

Un conjunto no vacio G' junto a un nimero finito de operaciones binarias sobre
G, {o1,...,0,}, recibe el nombre de dlgebra parcial y se denota como (G, oy, ...,0,).
Si G es un conjunto finito de n elementos se dice que (G, o1, ...,0,) es un &lgebra

parcial de orden n .

Una estructura algebraica es un algebra parcial G cuyas operaciones binarias
tienen todas dominio G x G. Dos estructuras algebraicas G'y H tienen el mismo

orden si existe una biyeccién de G en H.

Un semigrupoide es un algebra parcial (G, o), donde o es una operacién binaria
que toma valores inicos. Un grupoide es una estructura algebraica (G, o), donde o
es una operacion binaria que toma valores tnicos. Un subgrupoide de un grupoide
(G, 0) es un subconjunto H de G, tal que (H, o) tiene estructura de grupoide.

Un multigrupoide [10] es una estructura algebraica (G, o), donde o es una op-
eracién binaria. Se dird que un elemento z € G es un escalar a izquierda (a derecha,
resp.) [13] de G si z -y (y - x, resp.) es un unico elemento de G, para todo y € G. Se
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dird que x es un escalar de GG si es un escalar a izquierda y a derecha de G.

Dado un multigrupoide (G, o):

a) Se denota, para todos a,b,c € G:

(aob)oc={doc:d€ aob}, ao(boc)={aod:deboc}.

b) Toda aplicacién f con dominio G e imagen un conjunto H, puede exten-
derse a una aplicacién con imagen en el conjunto PB(H) de partes de H
y dominio PB(G) de partes de G, de tal forma que, para todo X € PB(G),
f(X)=A{f(z) : z € X}. En particular, para todos a,b € G:

flaob)={f(c): c€aob}.

Un multigrupoide (Q, o) se dird entrdpico si verifica que (aob)o (cod) = (ao
c)o (bod).

Un multigrupo [13] es un multigrupoide (G, o), tal que o verifica la propiedad
asociativa ((aob)oc = ao (boc)) vy, fijados a,b € G, existen z,y € G, tal que
beaoxybeyoa.

Un cuasigrupo es un grupoide (Q, o) tal que, para todos (a,b) € Q X @ existe un
tnico (z,y) € Q x Q tales que:

aox=>b yoa=h.

A menudo se notan los elmentos = e y anteriores como a\b y b/a, respectivamente.
Estas nuevas operaciones son llamadas division a izquierda y division a derecha de
b por a, respectivamente. Estas operaciones binarias dan lugar a nuevos cuasigrupos
al definirse sobre (). Si s6lo se verifica una de las igualdades anteriores se habla de
cuasigrupos a izquierda o a derecha, respectivamente.

Se verifica que todo subgrupoide de un cuasigrupo de orden finito es también un
cuasigrupo. En caso de ser (@), o) un cuasigrupo de orden finito n, puede considerarse
Q ={0,1,...,n—1}. Se dird entonces que @ es un cuasigrupo normalizado si 0ox =
x 00 =0, para todo z € ). Un cuasigrupo normalizado no conmutativo es siempre

no entropico.

Se dice que un cuasigrupo (Q, o) verifica la condicion de Reidemeister si, dados

T1, T2, T3, Ta, Y1, Y2, Y3, Ys € @, tales que £10Yy = T20Y1, T10Yy = T20Y3,T4 0 Y1 =

X3 0 Yo, Se cumple que x3 0 Yy = x4 0 Y3.
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Un grupoide (Q, o) se dice homogéneo [21] si para todo a € @, existen x,y € @Q,
tales que a = x o y.

Un grupoide (G, o) tiene elemento unidad a izquierda (a derecha, resp.) si existe
es € G (e,, resp.), tal que esox = (zoe, = x, resp.), para todo x € G. El grupoide
(G, o) tiene elemento unidad si tiene elemento unidad a izquierda es y a derecha e,,.

En particular, e5 = e, que es el elemento unidad de G respecto a o.

Se dice que un grupoide (G, o) con elemento unidad e tiene la propiedad de
elemento inverso si para todo z € G existe y € G tal que roy = yox = e. Se

dird ademas que x es invertible respecto a o y que tiene como inverso a y.

Un loop es un cuasigrupo con elemento unidad. En particular, todo cuasigrupo

normalizado es un loop.

Un semigrupo es un grupoide asociativo. Un monoide es un semigrupo con ele-
mento unidad. Un grupo es un monoide con elemento inverso, o, de forma equivalente,

un cuasigrupo asociativo.

Un subgrupo de un grupoide (G, o) es un subgrupoide de (G, o) que tiene estruc-
tura de grupo.

Un grupoide (G, o) se dice conmutativo o abeliano si x oy = y o x para todos
z,y € G.

Un anillo es un conjunto A dotado de dos leyes de composicién, llamadas suma
+ y producto X, tal que (A4,+) es un grupo conmutativo, (A, X) es un monoide y
se verifica la propiedad distributiva :

ex(yte)=(exy) +@xz), (ety)xz=(ex2)+(yx2)

para todos x,y, z € A. Se notard (A, +, x) a dicho anillo.

Un cuerpo (K, +, X) es un anillo, con elementos unidades denotados 0 y 1, respec-
to a + y X, respectivamente, tal que todo elemento de K distinto de 0 es invertible
respecto a X.

Dado un cuerpo (K, +, x) y un orden total < sobre K, se llama <-mddulo sobre
K a toda aplicacién g : K — K tal que:

a) 0 < g(a), para todo a € K,

b) 0= g(a) siy solo sia =0,
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¢) gla xb) =g(a) x g(b), para todos a,b € K,

d) Desigualdad triangular : g(a +b) < g(a) + g(b), para todos a,b € K.

Se suele denotar |.| = g, de tal forma que |a| = g(a), para todo a € K. En caso

de ser K = R, se llama valor absoluto sobre R al médulo |.| sobre R tal que |a| =
a, sia>0

—a, sia<0

A.1.2. Leyes de accién

Dados M y G dos conjuntos cualesquiera, se llama accion de M sobre G [7] a toda
aplicacion m — f,,, de M en el conjunto de las aplicaciones de G en GG. La aplicacion
(m,x) = fm(x) de M x G en G se llama ley de accidn y se notard f,(x) = m.z, o

bien mx cuando no haya lugar a confusion.

Dado un anillo (A, +, x), con elemento unidad e respecto a x, se llama (A, 4, X)-
mddulo (o mds simplemente, A-mddulo) a todo grupo conmutativo (G,+¢), cuyo
elemento unidad respecto a +¢ es denotado como 0, tal que existe una ley de accion

(a,z) — a.x de A sobre G, verificando que:
a.(x+¢qy) = (a.x)+¢(ay), (a+bd).x = (a.x)+g(b.x), a.(bx)=(axb).x, ez ==z,
para todos a,b € A, x,y € G. Se notara (G, +¢,.) a dicho A-médulo.

Dado un cuerpo (K, +, X), se llama K-espacio vectorial a todo K-médulo (G, +¢,
). A los elementos de G se les llaman wvectores . Se dice que el conjunto 3 =
{e1,...,e,} de vectores de G es una base de G (y asi, que G es n-dimensional o

de dimensidn n) si:

a) [ es un sistema de generadores , es decir, VX € G, Jxy,...,z, € K tales que
X = Z?:l ZT;.€;.

b) B es un sistema linealmente independiente , es decir, dados A\y,..., A, € K

tales que Y, A;.e; = 0, entonces \; = 0, para todo i € {1,...,n}.

En caso de ser entonces X = Y " | x;.¢;, se identifica X con dichos escalares, en
la forma X = (x1,...,2,) y se dice que (21, ..., z,) son las coordenadas del vector X

respecto a 3. Esto permite a su vez identificar G con K" = K X ...;, veces X K.
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Sean (G, +¢,.)y (H,+5,e) dos (K, 4+, x)-espacios vectoriales, de dimensiones m
y n, respectivamente y sean 3¢ = {e{, ...,eC} v By = {ell, ..., ef'}, bases respectivas
de Gy H. Sea f : G — H una aplicacién y sean X = (21,...,%m)5, € G, Y =
(Y1 -y Yn) gy € H, tales que f(X) =Y. Se nota entonces f(1,...,Tm) = (Y1, -, Yn)-
De esta forma, la aplicacién f puede identificarse con una aplicacion de K™ en K™,

atendiendo a las coordenadas de los vectores respecto a las bases correspondientes.

Dados un cuerpo (K, 4+, x), un orden total < sobre K, un <-médulo |.| sobre K
y un K-espacio vectorial (G, +g,.) (de elemento unidad 0 respecto a +¢), se llama

<-norma sobre G a toda aplicaciéon g : G — K tal que:

a) 0 < g(X), para todo X € G,
b) 0=g(X)siysdlosi X =0,
¢) g(a.X) = |a] x g(X), para todos a € K, X € G,

d) Desigualdad triangular: g(X +¢Y) < g(X) + ¢g(Y), para todos X,Y € G.

Se suele denotar ||.|| = g, de tal forma que || X|| = g(X), para todo X € G.

Dado un (K, +, x)-espacio vectorial (G, +g,.), se llama forma bilineal sobre G
a toda aplicacion g : G x G — K, tal que, para todos a,b € K, X,Y, Z € G:

a) g(aX +¢ 0Y,Z)=ax g(X,Z)+bx g(Y,Z),

b) 9(X,a.Y +¢ b.Z)=axg(X,Y)+bxg(X,2).

En caso de ser G un K-espacio vectorial n-dimensional, siendo § = {ey, ...,e,} una
base de G, la forma bilineal g se identifica con la matriz (gi;);';—;, donde g;; =
g(ei,e;), para todos 4,5 € {1,....,n}. Se dice que dicha matriz representa la forma
bilineal g. De hecho, como notacion, se denotard también por g a dicha matriz,
verificdndose entonces que g(X,Y) = XgY" donde estamos utilizando el producto
usual entre matrices e Y! denota la matriz traspuesta de Y.

Se dice que g es una forma bilineal simétrica sobre G si es una forma bilineal sobre
G tal que g(X,Y) = g(Y, X), para todos X, Y € G. Se cumple que una matriz n x n
en K representa una forma bilineal simétrica si y sélo si es una matriz simétrica.
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Se dice que g es una forma bilineal definida sobre G si es una forma bilineal sobre
G tal que g(X, X) = 0 implica que X = 0, el elemento unidad de G, respecto a +¢.
Se dice que g es una forma bilineal no degenerada sobre G si, fijado X € G, tal que
g(X,Y) =0, para todo Y € G, debe ser X = 0. En caso de ser < un orden total
en K, se dice que g es una forma bilineal definida positiva sobre GG si es una forma
bilineal definida sobre G tal que g(X, X) > 0, para todo X € G.

Toda forma bilineal simétrica g sobre G recibe el nombre de producto interior
sobre G [55]. Se dice entonces que tal producto interior es definido (no degenerado,
definido positivo, resp.), si lo es como forma bilineal.

Se suele denotar < .,. >= g, de tal forma que < X,Y >= ¢g(X,Y) = XgY",
para todos X,Y € (G. En caso de ser G un K-espacio vectorial no nulo de dimensién
finita, siempre se puede encontrar una base ortogonal de G [55], esto es, una base de
G tal que la matriz asociada al producto interior sea una matriz diagonal.

En caso de ser K = R y ser g un producto interior definido positivo sobre G,
se define el mddulo sobre G por g como la aplicacién ||.||, : G — R, que asigna a
cada vector X de G, el tinico nimero real positivo a, tal que a®> =< X, X >, esto es,
|1 X|], =< X, X >'/2. Se verifica entonces que ||.||, es una <-norma sobre G, donde
< es el orden usual real.

Dado (G, +¢,.) un (R, +, x)-espacio vectorial n-dimensional y una base 3 de G,
se define el producto escalar euclideo sobre G como < X,Y >=>""  x; X y;, para
todos X = (1,...,2n)3, Y = (Y1,..-,Yn)s € G. Dicho producto interior se identi-
fica entonces con la matriz §,, = diag,(1,...,1). El espacio (G, +¢,.) se denomina
entonces espacio euclideo n-dimensional y se denota G = R" o bien, G = E".

Dado un anillo (A, +, x), se llama (A, +, x)-dlgebra (o mas simplemente, A-
dlgebra) a todo A-modulo (G, +¢,.), tal que existe una ley de composicién * sobre
G verificando que:

[(a.2)+c(b.y)]*z = [a.(zx2)]+c[b.(y*2)], x*[(a.y)+c(b.2)] = [a.(xxy)]+c[b.(xx2)],

para todos a,b € A, z,y,z € G. Se notard (G, +g, ., *) a dicho A-dlgebra.
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A.1.3. Espacios métricos

Un espacio métrico es un conjunto G junto a una aplicacién g : G x G — R,
llamada métrica, tal que, para todos X,Y € G:

i) g(X,Y) >0,
i) g(X,Y)=0siysélosi X =Y,
i) g(X,Y) = g(¥, X),
iv) g(X,Y)+g(Y,Z) > g(X, Z) (desigualdad triangular).

Dicho espacio métrico serd denotado como (G, g).

Un espacio vectorial métrico es un (K, +, x)-espacio vectorial (G, +¢, .), tal que

existe una aplicacién g : G X G — R verificando que (G, g) es un espacio métrico.

Todo (R, +, x)-espacio vectorial (G, +g, .) sobre el que esta definido un producto
interior < .,. > puede dotarse de una métrica definida como:

g(X,Y)=+/< X -Y,X —Y >, para todos X,Y € G.

Generalmente se identifica dicha métrica con la matriz asociada al producto interior.
Esto es, g = (gi;)i =1, tal que < XY >= xgV".

En el caso de un espacio vectorial euclideo E", se define la métrica euclidea
n-dimensional como:

n 1/2
(X, Y)=y/<X-Y,X-Y >= (Z(m — yi)Q) :

i=1

para todos X = (z1,...,2,),Y = (y1,...,yn) € E". Generalmente se identifica dicha
métrica con la matriz ,, = diag,(1, ..., 1), correspondiente al producto interior aso-
ciado a E™.

A.1.4. TIsotopismo

Multigrupoides

Definicién A.1.1. [22] Sean (G,-) y (H,o) dos multigrupoides. Una terna («, 3,7)
de biyecciones o, 3 de G en H y v de G -G en H o H se llama un isotopismo de
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(G,-) en (H,0), si se cumple que:
a(z)o fy) =~(z-y),

para todos x,y € G. Se dice entonces que (G,-) y (H, o) son multigrupoides isotépi-
cos y que (H,o) es una isotopia de (G,-), o bien que (G, -) es isotopico a (H, o).

Grupoides

La definicion anterior extiende la nocién de isotopismo entre grupoides:

Definicién A.1.2. [10] Sean (G,-) y (H,0) dos grupoides. Una terna (o, 3,7) de
biyecciones o, 3 de G en H y~ de G-G en H o H se llama un isotopismo de (G, -)
en (H,0), y (H,o) se dice ser una isotopia de (G, -) o bien que (G, -) es isotopico a
(H,o), por (o, 3,7), si se cumple que:

a(r) o B(y) =v(z - y),

para todos x,y € G. La operacion o suele llamarse producto isotépico respecto a

(o, 3,7).

En caso de ser H = G, un isotopismo («, 3, Idg) de (G,-) en (G, o) se denomina
principal y (G, o) se llama isotopia principal de (G, -).

Un isotopismo («, v, ) de (G, -) en (G, 0) se denomina isomorfismo y (G, o) se
dice isomorfo a (G, -).

La isotopia de grupoides es una relaciéon de equivalencia. Se habla entonces de
grupoides isotdpicamente equivalentes . Mas aun, dado el grupoide (G, -) y las biyec-
ciones a, 3,y de G en un conjunto H, el producto isotépico define un grupoide (H, o)
que es una isotopia de (G, -).

Proposicion A.1.3. Se verifican los siguientes resultados:

a) [10] Si (G,-) es un grupoide isotdpico generalizado a un grupoide (H,o), ex-
iste entonces un grupoide (H,x), el cual, siendo isomorfo a (G,-) es a su vez

isotdopico generalizado principal a (H, o).

b) [10] Todo isotopismo de grupos es un isomorfismo de grupos. Esto es, si (G, ")
es un grupo isotépico a un grupo (H,o) por un isotopismo (a, 3,7), debe ver-

ificarse que av = 3 = ~y.
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c) [9] Si Q es un loop isotopico a un grupo G, entonces Q es de hecho un grupo
isomorfo a G.

d) [10] Todo cuasigrupo de orden n es isotdpicamente equivalente a un cuasigrupo
normalizado de orden n.

4

Teorema A.1.4. [28] Un cuasigrupo es isotopico a un grupo si y solo si dicho

cuasigrupo verifica la condicion de Reidemeister. U

Mas resultados basicos sobre teoria clasica de isotopismo pueden verse por ejem-
plo en [2] o [10]. En lo que sigue llamaremos cldsico a este tipo de isotopismo que
se acaba de definir, para diferenciarlo de esta forma del isotopismo generalizado que

veremos en la siguiente seccion.

LP-isotopias de cuasigrupos

Sea (G, -) un cuasigrupo y sean fijados u, v € G. Se define una LP(loop-principal )-
isotopia [1] (G,0) de (G, -) como:

(s-v)o(u-t)=s-t, para todos s,t € G.

Dado que, fijados u,v € G, cualesquiera dos elementos x,y € G pueden escribirse
de forma tinica como x = s-v e y = w - t, para ciertos s,t € G, el elemento x oy

estd univocamente definido por lo anterior, siendo (G, o) una isotopia principal de
(G, ). De hecho, (G, o) es un loop de unidad e = u - v.

Reciprocamente, toda isotopia principal (G, o) de (G, -) que sea loop se construye
de esta manera, existiendo dos biyecciones f,g de G en si mismo, tales que f(s) o
g(t) = s-t, para todos s,t € G. De hecho, si e es la unidad de G respecto a o, existen
u,v € G, tales que f(u) = e = g(v), siendo entonces f(s) =s-vy g(t) = u-t,
para todos s,t € G. Finalmente, en el caso en que (G,-) sea un grupo con unidad
I, serd entonces:
roy=ux-T- -y, para todos z,y € G,

1 1

siendo T' = ¢! = v=1 . w!, la inversa de e respecto a -. Se verifica entonces que
la LP-isotopia anterior es de hecho una isotopia de Santilli [34] y que (G,0) es un
grupo isomorfo a (G, -), para la biyeccién x — x - e. En particular, e es la isounidad

[34] de esta isotopia de Santilli.
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A.1.5. Pseudoisotopismo

Definicién A.1.5. Sean (G,-) y (H,o) dos grupoides. Una terna (o, 3,7) de apli-
caciones sobreyectivas «, 3,y de G en H se llamard un pseudoisotopismo de (G, -)
en (H,o), y (G,-) se dird ser pseudoisotopico a (H,o) o bien que (H,o) es una
pseudoisotopia de (G, -), por («, 3,7), si se cumple que

a(r) o B(y) =v(z - y),

para todos x,y € G. La operacion o se llamard producto pseudoisotopico respecto a

(o, 3,7).

En caso de ser H = G, un pseudoisotopismo («, 3,1dg) de (G,-) en (G,0) se
denominard principal y (G, o) se llamard pseudoisotopia principal de (G, -).

Un pseudoisotopismo (o, a, ) de (G,-) en (G,0) se denominard pseudoisomor-
fismo y (G, ) se dird pseudoisomorfo a (G, o).

Cabe observar que todo isotopismo entre grupoides es un pseudoisotopismo entre
grupoides, pero no al revés.

A.2. Familia isotépica

Definicion A.2.1. Sean dados un conjunto cualquiera A, un conjunto de indices I
y una familia A = {a;}ier, de biyecciones de A en un conjunto B. Diremos que U
es una familia isotopica de A en B. Se llamard familia isotopica identidad de A a

la familia {Ida}.

Se llamard subfamilia isotopica de A a toda subfamilia no vacia F C 2A. Sea
I, ={i€l:qa; € F}. Sedefine la aplicacion base de F, [%: A x I, — B, de tal
forma que 1% (a,i) = o;(a), para todos a € A,i € I,.

En el caso en que I, y B sean espacios topologicos, se dird que F es una sub-
familia isotépica continua cuando, para todo a € A, sea continua la aplicacion
g : Iz — B, tal que (i) = ay(a), para todo i € I,. En caso de ser F = 2
se hablard de familia isotépica continua .

Fijado un subconjunto () de A, llamaremos conjunto isotépico asociado a Q) por
£ al conjunto Q% = {a(a) : a € F,a € Q}. Dado a € Q%, se notard por a~z al
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congunto ;c; {a € Q : ai(a) = a}.

Se dird que F es Q-inyectiva si para todos o, 3 € F ,a,b € Q, tales que a # b, se
verifica que a(a) # [(b). Se dird que es inyectiva si es A-inyectiva .

Fijado a € @), se llamarad orbita isotopica de a por F al conjunto isotopico
asociado a {a} por F, que se denotard por 0%(a). Esto es, 0%(a) = {/a\}z ={a(a) :
a € F}. Llamaremos conjunto orbital isotépico asociado a @ por F al conjunto
0%(Q) = {0%(a) : a € Q}. Se dird entonces que @Z es la proyeccion isotopica de
0%(Q) por F.

Se dird que F es una subfamilia isotépica Q-buena si, para todos (a,b) € Q X Q,
se tiene que 0%(a) # 0%(b). Se dird que F es una subfamilia isotépica Q-6ptima
si, para todos (a,b) € Q x Q, se tiene que 0%(a) N 0% (b) = (. Se dird que | es
una subfamilia isotépica buena (6ptima, resp.), si es A-buena (A-dptima, resp.).
En caso de ser F =2 se dird que 2 es una familia isotépica (Q-buena, Q)-6ptima,
buena u éptima, respectivamente.

Finalmente, dadas dos familias isotopicas A1 y ™Az de A en B, una subfamilia
isotopica F1 de Ay y una subfamilia isotopica Fo de AUy, se dird que F1 y Fo son
(Q)-compatibles entre si si, para todo a € @, se verifica que 0%'(a) = 0%*(a). Se

dird que son compatibles entre si si son A-compatibles.

En particular, Az =B , para toda F C 2. Cuando no haya lugar a confusién, los
conjuntos isotdpicos de la definicién anterior se notaran por @, A, o(a), 0(Q), etc.
Obsérvese por otra parte que f es -buena si y sélo si la aplicacién de @ en 0(Q),

tal que cada elemento a € @ se aplica a su 6rbita o(a), es una biyeccion.

Proposicion A.2.2. En las condiciones de la definicion anterior, F es una subfa-
milia isotopica Q-inyectiva si y solo si es Q-optima. Por otra parte, F serd inyectiva
sty solo si existe o € U, tal que para todo B € F, B = «. O

Ejemplo A.2.3. Consideremos para cada t € R la aplicacion oy : R? — R2?, tal que
ar(x,y) = (z,y + t), para todos x,y € R. La familia A = {a;}ier es entonces una

familia isotépica continua de R? en R2.

Identifiquemos a continuacion R con R x {0} a partir de la biyeccion x — (x,0),
para todo x € R. Diremos entonces que R C R? en el sentido de ser R x {0} C R2.

Resulta entonces que el conjunto isotopico asociado a R por 2 es R = R2.
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Fijado un punto P = (a,b) € R?, la drbita isotdpica de P por A es o(P) =
{(z,y) € R*: z = a}. En particular se tiene que A es una familia R-dptima. <

Definicién A.2.4. Sean dados:

i) 4 conjuntos A, B, C' y D,
i1) Dos conjuntos de indices I,J,
iii) Una aplicacion sobreyectiva ® : [ — J,

i) Dos familias isotopicas A = {a;}ier y B = {0;}jes, la primera de A en C' y
la sequnda de B en D,

v) Una subfamilia isotdpica F a de A,

vi) Una aplicacion f:V C A — B.

Sea Fg = {5¢(z‘)}z’ele. Llamm;emos eAntonces familia f-isotépica a la familia
F = {(ai, Ba@)) Yier. .- Se notard V= = VZA. La aplicacion O, i Iza = Jzg
serd llamada aplicacion f-isotopica por F . Se dird que F es continua si son con-
tinuas FaylFe.

Dado Q) un subconjunto de V', definimos entonces las siguientes correspondencias:

—zB

a) fz : @ZA — f(Q) , tal que:
F2(@) = | {Bo(f(a) 1 a € Q. tal que a;(a) = a},

iEIzA

para todo a € @ZA. Se dird entonces que la aplicacion f de Q en f(Q) (que

es la restriccion a @ de f:'V C A — B) se levanta isotépicamente a f# por

F . En caso de ser f% una aplicacion, se dird que es una isoaplicacién de Q%A

—Z

en f(Q) B; asociada a [ : Q — f(Q) por F. Se dira entonces que fz es
inyectiva (sobreyectiva o biyectiva, resp.) si lo es en el sentido convencional.

b) 0=(f) : 0*A(Q) — 0*=(f(Q)), tal que:
0% (f)(0%A(z)) = {0*B(f(a)) - a € Q, tal que 0%4(a) = 0*A(x)},

para todo 0%~ (x) € 0%A(Q). Se dird entonces que la correspondencia fz de

—Z

~ B
Q%~ en f(Q)  es la proyeccién isotépica de 0% (f) por F. En el caso en que
0% (f) sea una aplicacion, se dird que f% es una F -aplicacion.
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Se llamard aplicacion reguladora de ]?Z a la aplicacion :Zeg : @ZA x I —
—Z
f(Q) ° U {{0}}, definida como:
~ {0}, sino existe a € Q tal que o;(a) = x,

reg(T:1) = :
I Baw) (f(a)), siexiste a € Q tal que o;(a) = x.

para todos x € @A, 1€ 1.

Cuando no haya lugar a confusion, las correspondencias anteriores se notaran
por f, freq ¥ 0(f), respectivamente.

Proposicion A.2.5. En las condiciones de la definicion anterior:

a) La correspondencia fz es una aplicacion si y solo si para todos a,b € @,
tales que existen i,j € I,, wverificando que a;(a) = «;(b), se cumple que

Pai)(f(a)) = Ba) (f(b))-

b) La correspondencia o%(f) serd una aplicacion, si y solo si para todos a,b €
Q, tales que 0%~(a) = 0%A(b), se verifica que 0%8(f(a)) = 0%B(f(b)). En
particular, si F es una subfamilia isotopica Q-buena, la restriccion a Q) de

toda aplicacion de un subconjunto V de A en B es una F -aplicacion.

Proposicion A.2.6. En las condiciones de la Definicion A.2.4, supongamos que
f% es una isoaplicacion. Entonces:

a) Si Fg es una familia inyectiva, entonces f% : Q~ — B#B serd inyecliva

siempre que f : Q CA— B y®, 1, — Jzg sean ambas inyectivas.
ZA
b) f:Q C A— B serd inyectiva siempre que J?Z : @ZA — BZe seq inyectiva.

c) ]?Z : @ZA — BZ® gerd sobreyectiva siempre que f: QQ C A — B sea sobreyec-
tiva.

d) Si Fg es una familia inyectiva, entonces f : Q C A — B serd sobreyectiva

siempre que f% : Q%A — B%B sea sobreyectiva.
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O

Ejemplo A.2.7. En las condiciones del Ejemplo A.2.3, consideremos la familia
isotdpica identidad de R, B = {Idr} y sea § = {(A,B)}. Tomemos a continuacion
la aplicacion f : R? — R, tal que f(x,y) =x +y.

Se define entonces la correspondencia ]?2 R? — R, de forma que f(:c,y) =
Uier{z + vy — t} =R, para todo (z,y) € R*. La aplicacion reguladora fre, queda a
su vez definida como freo((x,y),t) = x +y —t, para todos (z,y) € R* ¢t € R.

Por otra parte, identificando nuevamente R con R x {0} y dado que la familia A
es R-dptima, se define la F-aplicacion fi, : R = R* — R, tal que f(z,y) = z, para
todo (x,y) € R?, que de hecho es una isoaplicacidn. <

Definicion A.2.8. En las condiciones de la Definicion A.2.4, se definird la inversa

—Z

- -1 ~
de f% como la correspondencia (fz> : f(Q) ® L Q%A tal que:

(fz)_l (0) = | J {eila) - fla) = by 3j € Jog, tal que ©(i) = j y B;(b) = b},
beB

——ZB

para todo b € f(Q)

Proposicion A.2.9. En las condiciones de la Definicion A.2.4, definimos la familia:

= {(6@(i)7ai)}i€IzA '

En caso de ser inyectiva la aplicacion f : QQ C A — B, resulta entonces que la

aplicacion inversa de f, f~1: f(Q) C B — A se levanta isotépicamente por F ' a

~ —z1 ~\ 1
la inversa de fZ%; es decir, f—1 = <fz> .

—Z

En particular, para todo b € f(Q)

(%) "= U Al 0) b B, tal que fuy() = b} =

(Bo(s),ai)eZz ™1

= U {atr1®): 5) = b}

(a,8)€Z
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A.3. Isotopismo generalizado e isotopismo parcial

Definicién A.3.1. Sean dados:

i) 6 conjuntos A,B,C,D,E,F,
it) Tres conjuntos de indices I, J, K,
iii) Una aplicacion sobreyectiva ® : I x J — K,
i) Una familia isotopica A = {a;},c; de A en D, una familia isotopica B =

{Bj};c; de B en E y una familia isotdpica € = {7y}, de C en F.

La familia § = {(ai’ﬁj7/yq)(iaj))}ie]7je(] serd llamada familia isotépica de (A, B,
C) en (D,E,F). Por su parte, ® serd llamada aplicacién isotépica de §. Se lla-
mard subfamilia isotopica de § a toda subfamilia F C §. En caso de ser [ = J, se
llamard subfamilia isotépica especial de F' a 1 = { (o, Bi, Yo(i) bicr-

Fiada una subfamilia isotopica F de §, se definen las familias siguientes:
Iy ={iel:3jeJ ta que (o, 5 vouy) €F}, Az={aitier,
Jo = {j € J:3iel tal que (o, Bj, You,)) € F}, B, ={0}jecr
K,={keK:3iel,je J tales que ®(i,7) =k y (o, B;,) € F }
€2 = {Vk}trex, -

Se dird que F es continua si lo son las familias A2, Bz y €.

Por otra parte, se define la aplicacion ]Alz cAx 1z — D, tal que flz(a, i) = a;(a),
para todos a € A,i € I,. Andlogamente se definen las aplicaciones I : BXx J, — E
e IZ : C' x K, — F. Se llamard terna base de F a la terna (.7\12,];2,?32). La terna

base de § se denotard como (j\l,fg,j\g)

Finalmente, dado un subconjunto Q C AU B, se definen los conjuntos:

—~ _—— A ~ —— B2
RQT=QNA CD, Q7=QNB CE.

Se define el conjunto isotépico asociado a Q por F como Q% = @IZ U @§ Los
elementos de Q% se denotardn o bien en la forma @, = If(a,i),b5; = I3 (b, j)
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(siendo a € QNAbe QNAiel,je J), cuando se conozcan los elementos de @
de los que se obtienen, o bien con caracteres goticos, (a,b, etc.) para diferenciarlos
de los elementos de Q).

Definicién A.3.2. Sean dados:

i) 6 conjuntos A, B,C, D, E,F,
ii) Dos correspondencias f: AXx B—C,g: D x E — F,

i) Una familia isotopica A = {o;},c; de A en D, una familia isotopica B =
{Bj};c; de B en E y una familia isotdpica € = {7y}, de C en F.

i) Una familia isotdpica § = {(Oéi,ﬂj;’)/‘b(i,j))}ie[jeJ de (A,B, C) en (D,E,F),

v) Una subfamilia isotdpica F de §.

Entonces:

a) Dado un subconjunto Q@ C AU B, se define el conjunto:

07 = (J{re(flab) acQnAbeQnB}CF.

v€C=

En caso de ser CA)IZ # () # @?, se define la correspondencia fZ @IZ X @? —
le(’f, de tal forma que:

fZ(a,b) = U {7(f(a,b)) :a € QNAbe QNB, siendo a(a) = a,3(b) = b},

(,By)eZ

para todos a € @IZ, b e @? El par (@Z, J?Z) recibird el nombre de levantado
isotépico de (Q, f) por F . La subfamilia isotopica F serd llamada levantamien-
to isotdpico de (Q, f) en (@Z, fAZ)
Se llamard aplicaciéon reguladora de fz a la aplicacion :Zeg DxIxExJ—
FU{{0}}, definida como:

fZ (dyise,j) =

reg
B {0}, si Aa € A tal que a;(a) =d, o Ab € B tal que (;(b) =e,
’7(1)(1‘,]‘)(']0((1, b)), sida € Abe B tal que oy(a) = d, 3;(b) = e.
para todos d € D,e € E.
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b) Se dird que el cudadruple (A, B,C, f) esisotépico parcial al cuddruple (D, E, F,
g) por F o bien que (D, E, F,g) es una isotopia parcial de (A, B, C, f) por F,
si se verifica que:

g(ala), B(b)) = ~(f(a,b)),

para todos a € A, b € B, (a,3,7) € F. La subfamilia isotdpica F se dird en-
tonces que es un isotopismo parcial de (A, B,C, f) en (D, E,F,g).

En caso de ser C = F, si para todo («, 3,7) € F, se cumple que v = Idg,
la subfamilia isotopica § se dird que es un isotopismo parcial principal de

(A,B,C,f) en (D,E,F,q).

Si para todo (a, 5,7) € F, se cumple que o = 3 = =, la subfamilia isotdpica
§ se dird que es un isomorfismo parcial de (A, B,C, f) en (D, E, F,g).

En caso de ser F = § se hablard de isotopismo generalizado, isotopismo ge-
neralizado principal o isomorfismo generalizado, en lugar de isotopismo par-
cial, isotopismo parcial principal o isomorfismo parcial, respectivamente.

En caso de ser (A, B,C, f) = (D, E, F,g), se llamard isotopismo identidad al
isotopismo generalizado {(Ida, Idg, Idc)}.

Atendiendo a la definicion anterior, obsérvese que, para toda subfamilia isotopica
F, se cumple que D C Az y E C BZ. Por otra parte, si en la definiciéon anterior
tomamos () = AUB, obsérvese que, el levantado isotépico (CAQZ, J?Z) por F de (@, f),
no es en general tal que (Q\f, @?, @\IZ(, fz) sea una isotopia parcial de (A, B, C, f).

Cuando no haya lugar a confusion, se suprimira el superindice F en las notaciones
referentes a la construccién del levantado isotépico de (@, f) por F. Ademas, se
hablara de isotopismo de (A, B,C, f) en (D, E,F,g), tanto en el caso de que se
trate de un isotopismo generalizado como de uno parcial.

Definicién A.3.3. En las condiciones de la Definicion A.3.2, supongamos que A =
B =CyD = F = F. Diremos entonces que F es un isotopismo parcial simple
de (A,B,C,f) en (A, B,C,g) si, siendo un isotopismo parcial de (A, B,C, f) en
(A, B,C,g), se cumple que A, =B, =€,

En caso de ser F = §, se hablard de isotopismo generalizado simple. La apli-

cacion fF fF fF serd llamada entonces isounidad del isotopismo ¥y serd denotada

por I.
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Obsérvese que todo isotopismo simple quedara determinado por su isounidad y
su aplicacion isotopica.

A.3.1. Leyes de composiciéon

Definicién A.3.4. Sean (G,-) y (H,o) dos multigrupoides del mismo orden y sea
$ una familia isotopica de (G,G,G - G,-) en (H,H,H o H,0). Se dird que § es
una familia isotdpica de (G,-) en (H,o). Por otra parte, se dird que una subfamilia
isotdpica F de § es un isotopismo parcial de (G, ) en (H, o), silo es de (G,G,G-G,-)
en (H,H,H o H,o). Diremos entonces que (G,-) es isotépico parcial a (H, o) por F

0 bien que (H,o) es una una isotopia parcial de (G, -) por F. En particular:

Y(a-b) = a(a) o B(b),
para todos a,b € G, («a, 3,7) € F .

De forma andloga se definen los conceptos de isotopismo parcial principal, iso-
morfismo parcial, isotopismo generalizado, isotopismo generalizado principal o iso-
morfismo generalizado de (G,-) en (H,o). En caso de que § sea un isotopismo
generalizado de (G,-) en (H,o), se dird que (G, -) es isotépico generalizado a o una

isotopia generalizada de (H, o) por §.

Cabe indicar que cada terna («, (3,7) de un isotopismo generalizado o parcial de
de (G,-) en (H, o) es de hecho un isotopismo clésico de (G, ) en (H, o). Se verifican
ademas los siguientes resultados:

Proposicién A.3.5. La relacion de isotopia generalizada (parcial, resp.) entre mul-

tigrupoides del mismo orden es una relacion de equivalencia.

Demostracién.

Lo vemos para isotopismos generalizados, siendo analoga la demostracién para
isotopismos parciales, teniendo en cuenta que todo isotopismo generalizado es un

isotopismo parcial, como subfamilia de si mismo.

a) Todo multigrupoide (G, o) es una isotopia generalizada de si mismo, sin mas
que tomar el isotopismo generalizado {(Idg, Idg,Idg)}, siendo Idg la apli-

cacion identidad en G.
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b) Sea (G, o) un multigrupoide isotépico generalizado a un multigrupoide del mis-

mo orden (H, ), a partir de un isotopismo generalizado {(ai, Bj, V(i) }iel’je‘].
Fijamos una terna (a, 3,7) € §. Resulta entonces que (H,-) es una isotopia
generalizada de (G, o) a partir del isotopismo generalizado («, (3,7). En parti-
cular, (G, o) (H,-) es una isotopia generalizada de (H, -) a partir del isotopismo

generalizado (a™t, 371, 471)

c¢) Sea (Gg,*) un multigrupoide isotépico generalizado a un multigrupoide (G, -)
a partir de un isotopismo generalizado §. = {(O‘“Bj’7¢~(i:j))}ie1,jeJ y sea
(G3,*) un multigrupoide isotépico generalizado a (Go,*) a partir de un iso-
topismo generalizado §, = {(5576“Aq’*(svt))}ses,teT' Sean (a,f(,7) € §. y
(0,6, A) € §,. Resulta entonces que (G3,*) es una isotopia generalizada de
(G4, -) a partir del isotopismo generalizado {(docr, €53, Aoy) }, donde » denota la
composicion de aplicaciones.

O

Proposicién A.3.6. Si (G, ) es un multigrupoide isotdpico generalizado a un multi-
grupoide del mismo orden (H, o), existe entonces un multigrupoide del mismo orden
que (G,-), (H,x), el cual, siendo isomorfo a (G,-) es a su vez isotdpico generalizado

principal a (H, o).

Demostracién.

Sea (G, o) un multigrupoide isotdépico generalizado a (G, -) por un isotopismo
generalizado § = {(Ozi,ﬁp%b(i,j))}z‘e[,jef Fijamos una terna (a, 3,7) € § y defini-
mos para todos los elementos de GG la operacion binaria * como:

a*xb=as " (a)o By (b),
para todos a,b € G.

Resulta entonces que (H, o) es una isotopia generalizada principal de (H, ) por
{(aey™, By71, Idg)}. Se cumple ademds que:

(a) xy(b) = ala) o 5(b) = y(a - b),

para todos a,b € G, con lo cual, (G, %) es isomorfo generalizado a (G, ). O

Es interesante estudiar el levantamiento isotépico de un subconjunto de un multi-

grupoide dado. Para ello damos la siguiente definicion previa:
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Definicién A.3.7. Un submultigrupoide de un multigrupoide (G, o) es un multi-
grupoide (H, %), tal que H es un subconjunto de G y, para todos a,b € H, se verifica
que axb Caob.

Es inmediato entonces el siguiente resultado:

Proposicién A.3.8. Sean (G,-) y (H,0) dos multigrupoides del mismo orden. Fija-
da una subfamilia isotopica F de una familia isotopica § = {(ozi, Bj, V(i) }iel e de

(G,-) en (H,0) y fijado un subconjunto Q de G se cumple que, para todos a,b € Q=:

ab = U v(a - b).
(a,ﬁﬁ)
) =

a,beQ:ala ()zb

En caso de que (Q,-) sea un submultigrupoide de (G, -), se verifica que (@Z,f\z)

es un multigrupoide si y solo si:

(1) Se cumple que:

ii) Y(a,b) € Q% x Q%,3(o,3,7) € F,(a,b) € Q x Q, tales que a(a) =
a, B(b) =

En este caso se dird que (@\Z,f\z) es el isomultigrupoide asociado a (@, -) por F .

O

Corolario A.3.9. En las condiciones de la proposicion anterior, si se toma ) = G,
se verifica entonces que G% = H y que el levantado isotopico (G#,7%) de (G, -) por
F es un multigrupoide. De hecho, (G#,%) = (H, o). O

Definicién A.3.10. Sean (G,-) y (H, o) dos multigrupoides del mismo orden, §1 y
o dos familias isotépicas de (G,-) en (H,0) y F 1, F 2 dos subfamilias isotépicas de
$1 y Fo, respectivamente. Sea (Q,-) un submultigrupoide de (G,-). Se dird que F1
es Q-equivalente a F o, si (@Zl,f\zl) = (@22,722). En caso de ser Q = G, se dirdn

equivalentes.
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Es inmediato comprobar el siguiente resultado:

Proposicion A.3.11. Se verifica que:

"
b)

La relacion de ser subfamilias isotopicas @QQ-equivalentes es de equivalencia.

Dada una familia isotopica §1 que relaciona dos multigrupoides del mismo

orden (G,-) y (H,o), toda subfamilia isotdpica de §1 es equivalente a F1. O

Corolario A.3.12. Dados dos multigrupoides del mismo orden cualesquiera, existe

un isotopismo generalizado entre ambos si y solo si existe un isotopismo cldsico entre

ellos.

O

Definicién A.3.13. Sean (Q,-) y (R, o) dos multigrupoides y sean € N. Se dird que

(Q,-) y (R,0) son isotdépicos generalizados de orden n o g,-isotépicos o que (Q,-)

es gn-isotopico a (R, o) y se notard (Q,-) ~n, (R,0), si se verifican las siguientes

condiciones:

a)

b)

Ezisten dos submultigrupoides (Q1,%1) y (Qn,*y) de dos multigrupoides del
mismo orden (My, *1) y (M,, x,), respectivamente, tales que existe un isotopis-

mo cldsico entre (Q,-) y (Q1,*1) y existe un isotopismo clasico entre (R,0) y

(Qns *n)-

Ezisten 2n—4 multigrupoides (M, *q), (M4, %5), ... (M1, %p—1), (M) _1, %/ 1),

n—1» "n—1

tales que:

b.1) (My,*1) y (Ma,*9) son del mismo orden, existiendo un isotopismo gene-
ralizado §1 entre ellos,

b.2) Para todoi € {2,...,n—1}, los multigrupoides (M], «,) y (M1, *;11) son

19 71

del mismo orden, existiendo un isotopismo generalizado §; entre ellos.

Para todo i € {2,...,n — 1} existe un multigrupoide (Q;,*;) que es submulti-
grupoide tanto de (M;, ;) como de (M],x}), de tal forma que, tomando ahora
J € {2,....n}, existe una subfamilia isotopica F j—; de §;_1, tal que, fijados
z,y € Qj:

c.1) Existen a,b € Qj_1 y (o, 5,7) € F j_1, tales que a(a) =z y B(b) =y,
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c.2) Fijados a,b € Q1 y (o, B,7) € F j_1, tales que a(a) =z y B(b) =y, se
verifica entonces que y(axj_1 b) = x *; y.

En general, dos multigrupoides (Q,-) y (R,o) se dirdn g-isotépicos y se no-

tard (Q,-) ~ (R, 0), si existe n € N tal que sean g,-isotopicos.

Proposicion A.3.14. Se verifica que:

a) St (Q,-) ~n (R, o), entonces (Q,-) ~i (R,0), para todo k € N, siendo k > n.

b) Si(Q,") ~m (R,0) ~, (S,%), entonces (Q, ") ~min_1 (S,*).

¢) La relacion de ser multigrupoides gp-isotdpicos es reflexiva y simétrica. La

relacion de ser g-isotopicos es de equivalencia.

d) Dos multigrupoides del mismo orden (Q,-) y (R,0) son ge-isotdpicos si y sdlo

st existe un 1sotopismo cldsico entre ellos.

e) Si(Q,-) ~a (R,0) ~y, (S,%), siendo Q y R del mismo orden, entonces (Q,-) ~p,

(S, *).

Demostracién

a)

Basta tomar uno de los multigrupoides asociados a la cadena de isotopismos
correspondiente y considerar a continuacion el isotopismo identidad tantas

veces como sea necesario.
Basta considerar las dos cadenas de multigrupoides asociadas.

La propiedad reflexiva es inmediata en ambos casos, bastando tomar el iso-
topismo identidad. La transitividad es inmediata por el apartado (b) en el caso
de ser multigrupoides g-isotépicos. Finalmente, para ver la propiedad simétri-
ca, basta restringirnos al caso de ser multigrupoides gs-isotopicos. Para ello,
supongamos que un multigrupoide (Q, ) es gs-isotépico a un multigrupoide
(R, o). Existen entonces dos multigrupoides del mismo orden (G, *;) y (H, *2)
y dos submultigrupoides (@', *1) v (R',x2) de (G,*;) v (H,*2), respectiva-
mente, que son a su vez isotépicos cldsicos a (@, ) y (R, o), respectivamente.
Existe ademds un isotopismo generalizado § de (G, *1) en (H,*2) y una sub-

familia isotopica F de §, que verifica las condiciones de la Definicién A.3.13.
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Basta tomar entonces la familia isotépica § = {{(a', 37,7 ") }a,s1)eF de
(H,o) en (G,-) y la subfamilia isotépica F' = {(a™, 3757 ") }apmez de §F,
para comprobar que (R, o) es gp-isotépico a (Q, ).

d) La condicién suficiente es inmediata, bastando considerar el isotopismo cldsico
que relaciona ambos multigrupoides como isotopismo generalizado. Para ver
la condicién necesaria, supongamos que (@, -) y (R, o) son multigrupoides go-
isotépicos, siendo isotépicos clésicos a dos submultigrupoides (Q', x1) v (R, x2),
de dos multigrupoides del mismo orden (Mj,*;) y (M, *s), que son a su vez
isotopicos generalizados, a partir de un isotopismo generalizado §. Sea F la
subfamilia isotopica de § que verifica las condiciones de la Definicién A.3.13.
Se verifica entonces que cualquier terna (a, 3,7) € F es un isotopismo cldsico
de (@', *1) en (R, %), existiendo por tanto, debido a la propiedad transitiva
en los isotopismos clésicos, un isotopismo clasico de (@, -) en (R, o).

e) Elresultado es inmediato atendiendo al apartado anterior y teniendo en cuenta
la transitividad del isotopismo clésico.

O

En particular, para multigrupoides del mismo orden, los conceptos de isotopismo
clasico, isotopismo generalizado y gs-isotopismo son equivalentes.

Proposicion A.3.15. Todo cuasigrupo entrdpico de orden finito es go-isotopico a

cualquiera de sus subcuasigrupos.

Demostracién

Supongamos que (M, -) es un cuasigrupo entrépico de orden finito y sea (@, ")
un subcuasigrupo (@, -). Definamos entonces para cada m € M, las aplicaciones
am : M x M — M, tales que a,,(x) = m -z, para todo x € M. Puede comprobarse
que § = {(am, Qn, W) fmmenr €s una familia isotépica de (M, ) en (M, -), pues,

fijados x,y,m,n € M, resulta que:

U (7) - an(y) = (m-x) - (n-y) = (m-n)-(x-y) = nalz-y)

Se comprueba ademas que (@F,A-F) = (M, ), con lo cual tenemos finalmente que
(M) y (Q,-) son go-isotépicos. O
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Corolario A.3.16. Todo par de cuasigrupos entropicos normalizados son gz-isotopi-
cos entre si. En particular, todo par de grupos abelianos de orden finito son gs-

1sotopicos entre si.

Demostracién

Dado que todo grupo abeliano es un cuasigrupo entropico, basta tener en cuenta
quesi (@, ) y (R, o) son dos cuasigrupos entrépicos normalizados, entonces (Q, ) ~o
({x},*) ~2 (R,0), siendo x * © = . O

Un ejemplo que prueba que la construccién dada en la demostracion de la
Proposicién A.3.15 no relaciona el grupo unitario ({0}, *) con cualquier cuasigrupo

es el siguiente:

Ejemplo A.3.17. Consideremos el cuasigrupo (Q,-) de orden 5 cuya tabla de Cayley
es la siguiente:

DO D P Ly |
—~ A o D |
S ® ~ A L
LW N D DO AR

NN N
NN

Siguiendo la notacion de la demostracion de la Proposicion A.3.15, resulta que:

064(2)@3(3)212:07&1:01:Oé0(1)20443(23)

Atendiendo a la estructura algebraica del levantado isotépico de un subconjunto

de un multigrupoide, damos la siguiente:

Definicién A.3.18. Sean (G,-) y (H,o) dos multigrupoides del mismo orden. Fi-
jada una subfamilia isotdpica F de una familia isotdpica § de (G,-) en (H,o0) y
fijado un submultigrupoide (Q,-) de (G,-), en caso de que tanto (Q,-) como su lev-

antado 1sotopico (@,A) por F , sean ambos grupoides (cuasigrupos, loops, semigrupos,
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monoides o grupos, resp.), el dltimo se llamard isogrupoide, isocuasigrupo, isoloop,

isosemigrupo, isomonoide o isogrupo, resp.) asociado a (Q,-) por F .

Proposicién A.3.19. Sean (G,-) y (H,o) dos multigrupoides del mismo orden.
Fijada una subfamilia isotépica F de una familia isotopica § de (G,-) en (H,o0) y
fijado un submultigrupoide (Q,-) de (G,-), se cumple que:

a) El levantado isotopico (@,/7 de (Q,-) por F serd un grupoide si y solo si se
verifican (1) y:

(2) Fijado (a,b) € Q x Q resulta que, para todos (a1, Brym), (e, Ba,72) €

F, tales que existen (a,b),(x,y) € Q X Q, tales que ay(a) = as(x) =
0, 51(b) = faly) = b, se tiene que na-b) = 1(z - y).

b) El levantado isotdpico (Q\,/) serd un grupoide conmutativo st y solo si se ve-
rifican (1), (2) y:
(8) Para todos x,y € Q, se verifica que Yo(s-t) = y1(x-y), para todos s,t € Q,
(a1, B, M), (a2, Ba,y2) € F, tales que aa(s) = Bi(y) y Ba(t) = au(z).

¢) El levantado isotdpico (Q,7) serd un semigrupo si y sélo si se verifican (1),
(2) y:
(4) 720t (nla - b)) - ¢) = ya(x - B (13(y - 2))), para todos (o, 3, 7). con
i€{1,2,3,4}, a,b,c,x,y,z € Q, tales que:
i) a(a) = ou(z) = a, Bi(b) = as(y) = b, B2(c) = PB5(2) = ¢,
i) oy (yi(a-b)), B (1s(y - 2)) € Q.

d) El levantado isotépico (@,ﬁ serd un cuasigrupo si y solo si se verifican (1),
(2) y:

(5) Para todo (a,b) € Q x Q, existen (a1, B1,M), (g, B2, v2) € F y (a1, 1),
(ag,xs), € Q X Q, tales que:
i) ai(ay) = Balaz) = a,
ZZ) ’}/1(@1 . 1’1) = ’72(1]2 . CLQ) = b,

”7/) st existen (063, 537 73)7 (064, /647 74) cr Y (CL3, Z‘3), <a47 LU4) S Q X Q; ve-
rificando condiciones andlogas a (i) y (ii), debe cumplirse que (1(x1)

= B3(x3) y aa(r2) = au(wy).
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e) El levantado isotdpico (@,/7 serd un grupoide dotado de unidad a derecha
e, € Q) respecto a™ si y sdlo si se verifican (1), (2) y:

(6,) Fijado a € @, se cumple que, para todo (o, 3,7) € F, tal que a~'(a),
B71(e,) € Q, debe ser y(a(a)- F7(e,)) = a.

f) El levantado isotopico (@,/j serd un grupoide dotado de unidad a izquierda
ex € Q respecto a™~ si y solo si se verifican (1), (2) y:

(65) Fijado a € @, se cumple que, para todo (a,3,v) € F, tal que a~'(ey),
B~Ha) € Q, debe ser y(a '(er) - A7 (a)) = a.

e) El levantado isotépico (@,/\) tendrd unidad e € @ respecto a - si y sdlo si se
verifican (1), (2) y:

(6) Se verifican (6,) y (6x) y se cumple que ¢, = e\ = e.

Corolario A.3.20. Sean (G,-) y (H,0) dos multigrupoides del mismo orden. Fijada
una subfamilia isotépica F de una familia isotdpica § de (G,-) en (H,o) y fijado
un submultigrupoide (Q,-) de (G,-), se cumple que, en caso de que (@2’72) sea un
isogrupoide (isocuasigrupo, isoloop, isosemigrupo, isomonoide o isogrupo, resp.), la
subfamilia F serd de hecho un isotopismo parcial de (Q,-) en (@Z,TZ). O

Veamos algunos ejemplos de isogrupoides que no tienen porqué tener el mismo
numero de elementos que los grupoides a los que estan asociados:

Ejemplo A.3.21. Sea G = {a,b} un grupoide dotado de la operacién binaria -,
definida a partir de la tabla de Cayley es la siguiente:

> Q
> Q|2
Q oo

Definimos la aplicacion o : G — G, tal que a(a) =b y a(b) = a y consideramos

el siguiente isotopismo generalizado de (G,-) en (G,-):

3 = {(]d(;, Idg, Id(;)7 (a, a, ]dg), (]dg, a, O./), (a, IdG, Cl{)} .
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Siguiendo las notaciones de la Definicion A.3.4, el isotopismo § estd asociado

a) Los conjuntos de indices [ = J = K = {1,2}.
b) La aplicacion sobreyectiva ® : I x J — K, tal que:

O(1,1) =1,8(1,2) = 2,0(2,1) = 2, H(2,2) = 1.

¢) Las biyecciones oy = [y =71 = Idg y ag = o = 72 = a.

d) Las familias A = {Idg,a} =B = C.

En particular, § es un isotopismo generalizado simple, de isounidad T:GxI—

~ ~ ~ -~

G, tal que I(a,1) =1(b,2) =a e I(b,1) = I(a,2) = 0.

Por otra parte, se puede comprobar que (@f-\) =(G,").

Tomando ahora Q = {a}, resulta que (Q,-) es un subgrupoide de (G,-). El con-
Junto isotépico asociado a Q por § seria Q = G y se comprueba que (Q,~) = (G,-),
que es por tanto un isogrupoide asociado a (Q,-) por §.

Ejemplo A.3.22. Sea G = {a,b,c,d} un grupoide dotado de la operacién binaria
-, definida a partir de la tabla de multiplicacion siguiente:

0O &L 8 ol
Q o0 |

QL O o
QO o Qe
ST QR QX OO0

Definimos la aplicacion o : G — G, tal que a(a) = c,a(b) = d,a(c) = a y
a(d) = b y consideramos el siguiente isotopismo generalizado simple de (G,-) en
(G,-):

S = {(]dg, Idg, Id(;), (Oé, a, ]dg), (]d(;, , Oé), (Oé, IdG, Oé)} .
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Se obtienen entonces el levantado isotépico por §, (a,/j = (G,-). Por otra
parte, tomando ahora @ = {a,b}, resulta que (Q,-) es un subgrupoide de (G,-). Se

puede comprobar entonces que el levantado isotépico por § de (Q,-) es el isogrupoide

(Q.9) = (G.). <

Ejemplo A.3.23. Consideremos el grupoide (Z/Z4, %), donde X es el producto
usual en el anillo cociente (Z/Z4,+,x). Tomemos los conjuntos de indices I =
J = K = {1,3} y la aplicacion sobreyectiva ® de I x J en K, tal que ®(i,j) =
i X j(mod 4). Para cada t € {1,3}, consideremos la aplicacion oy : L) 7y — 7.7y,
tal que cy(x) = x x t (mod 4), para todo x € {0,1,2,3}.

Resulta entonces que la familia § = {(q, 05, Qi jmod 1)) ticr,jes €S un isotopismo
generalizado simple de (Z)7.4, X) en si mismo, tal que el levantado isotdpico por §
del subgrupoide ({0,1,2}, xX) de (Z/Zy4, X), coincide con (Z/Z4, X). La isounidad de
Fesl: L]Zyx I — 7] 7y, tal que j\(l‘,t) =z xt (mod 4), para todos x € {0,1,2,3},
t € {1,3}. <

El concepto de isotopismo generalizado se extiende de forma conveniente a pares
de estructuras algebraicas dotadas ambas de n operaciones, siendo n > 1, sin mas
que considerar isotopismos generalizados para cada par de operaciones. Veamos este
hecho para n = 2, siendo andlogas las definiciones para n > 2:

Definicién A.3.24.  Sean (G,-), (G,*), (H,0) y (H,*) multigrupoides del mismo
orden, §. una familia isotépica de (G,-) en (H,o) y F« una familia isotépica de
(G,%) en (H,*). La familia § = §. X F« se llamard familia isotépica de (G, -, *) en
(H,o,%).

Sean ahora F . y F . subfamilias isotopicas de §. y §«, respectivamente. Se dird que
F = F. X F, es una subfamilia isotépica de §. Por otra parte, se dird que F es un
isotopismo parcial de (G, -, %) en (H,o0,%), si F. es un isotopismo parcial de (G, )
en (H,o) y F . es un isotopismo parcial de (G,*) en (H,o). Se dird entonces que
(G, -, %) es isotdépico parcial a (H,o,%) por F o que (H,o,*) es una isotopia parcial
de (G, -, *) por F.

De forma andloga se definen los conceptos de isotopismo parcial principal, iso-
morfismo parcial, isotopismo generalizado, isotopismo generalizado principal o iso-

morfismo generalizado de (G, -, %) en (H,o0,%). En caso de que § = §. X T« sea un



198 APENDICE A. TEORIA DE ISOTOPISMOS GENERALIZADOS

isotopismo generalizado de (G, -,*) en (H,o0,%), se dird que (G,-,*) es es isotépico
generalizado a (H, o, %) por § o que (H,o,*) es una isotopia generalizada de (G, -, *)
por §.

Fijado un subconjunto Q C G se llamard conjunto isotépico asociado a (@, -, *)
por F a la union del conjunto isotopico Q% asociado a Q) por F. y del conjunto
isotopico Q%+ asociado a Q) por F .. Se notard Q) = Q% U Q%" a dicho conjunto

1sotopico.

Por otra parte, se llamard levantado isotépico de (Q,-,*) a la terna (Q\,/\, *),
donde (Q%,~) es el levantado isotdpico de (Q,-) por F. y (Q%*,%) es el levantado
isotopico de (Q,*) por F .. Se dird entonces que F es un levantamiento isotopico de

(Qa ) *) en (@7/\7 :k\)

Atendiendo a la definicién anterior se observa que la relacion de isotopia genera-
lizada entre dos multigrupoides del mismo orden dotados ambos del mismo nimero
de operaciones binarias serd una relacién de equivalencia, por serlo la relaciéon de
isotopia generalizada entre dos multigrupoides del mismo orden. Por otra parte,
teniendo en cuenta el Corolario A.3.9 es inmediato comprobar el siguiente:

Corolario A.3.25. Sean (G, ), (G,*), (H,o) y (H,*) multigrupoides del mismo
orden, § = §. X §. una familia isotdpica de (G,-,*) en (H,o,%) y F una subfa-
milia isotépica de §. Se verifica entonces que el levantado isotdpico de (G,-,0) es

(G5%) = (H,0,%). 0

Atendiendo ahora a la estructura algebraica del levantado isotépico de un sub-

conjunto de un multigrupoide, damos la siguiente:

Definicién A.3.26. Sean (G,-), (G, x), (H,o) y (H,*) multigrupoides, § = §. X s«
una familia isotdpica de (G, -, %) en (H,o,%) y F una subfamilia isotépica de §. Sea
Q un subconjunto de G. En caso de que tanto (Q,-,*) como su levantado isotdpico
por F sean ambos anillos (cuerpos, resp.), el seqgundo se llamard isoanillo (isocuerpo,
resp.) asociado a (Q, -, %) por F .

Proposicién A.3.27. Sean (G, "), (G, ), (H,0) y (H,*) multigrupoides, § = §. X T
una familia isotdpica de (G, -,*) en (H,o0,%) y F = F. X F . una subfamilia isotdpica

de §. Sean Q) un subconjunto de G. Se cumple entonces que:
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a) El levantado isotopico (@,A, *) de (Q, -, %) por F serd un anillo si y sdlo si:

a.1) El isotopismo F . verifica las condiciones (1), (2),(3), (4) v (5).
a.2) Elisotopismo F . verifica las condiciones (1),(2),(4) y (6).
a.3) Fijado (a,b,c) € @\ X @ X @, se verifica la siguiente condicion (7):
a.3.a) Existen (ay, Bi,7v;) € F., coni € {1,5}, (o, 5i,7vi) € F«, coni €
{2,3,4} y ay,a9,a3,b1,b9,c1,00 € Q, tales que:
i) az(ar) = az(az) = au(az) = a,a1(b1) = B3(b2) = b,61(c1) =
Ba(c2) = ¢,
i) By (i (br - 1)), a5 (y3(as * b)), B3 (va(as * 2)) € Q,
iii) ya(ar* By (b - 1)) = ys(as (v3(az % b2) - 85 (va(az * 2)))).
a.3.b) Existen (o, Bi,vi) € F., coni € {1,5}, (ay,Bi, ) € F«, con i €
{2,3,4} y ay,a2,b1,b9,¢1,c0,c5 € Q, tales que:
Z) 041(Gl) = 063(a2) = a 51(51) = 044(52) = 5762(61) = 53(02) =
Ba(cs) =,
i) oy (nlar - b)), a5t (y3(as * b)), B5 H(va(ag * 2)) € Q,
iii) ya(ag (yi(ar - b)) * e1) = ys(az (y3(as * ¢2) - G5 (ya(ba * c3)))).
b) El levantado isotdpico (Q\,/\, *) de (Q,-, %) por F serd un cuerpo si y solo si

se verifica (7) y los isotopismos F . y F . verifican ambos las condiciones (1),

(2),(3), (4) v (5).

O

Ejemplo A.3.28. Consideremos el cuerpo (Z/Zs,+, x). Tomamos I = J = K =
{0,1,2} y S =T = U = {1,2} como conjuntos de indices y las aplicaciones so-
breyectivas @, : I x J — K y &y : S xT — U, definidas como:

O (i,7) =1+ j(mod 3), b, (s,t) = s x t(mod 3).

Consideremos entonces el isotopismo generalizado simple §y de (Z/Z3,+) en
st mismo, de aplicacion isotopica P, e isounidad f+ : L]7%s x I — 7] Zs, tal que
f+(x,t) =z +t (mod 3). Tomemos ademds el isotopismo generalizado simple §yx
de (Z]Zs, x) en st mismo, de aplicacion isotépica ®« e isounidad I : 2]73 x I —
7] Zs, tal que I, (x,t) = x X t(mod 3). En particular, (m,ﬂt, X) = (Z)Zs, +, x)
es un isocuerpo asociado a St mismo por § = Fi X Sx.- <
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Ejemplo A.3.29. Consideremos el cuerpo (R?,+, x), donde:
(a,b) + (¢,d) = (a+ c,b+d), (a,b) x (c,d) = (a x ¢,b x d),

para todos a,b,c,d € R.

Tomamos I = J =K =R yS=T=U =R\ {0} como conjuntos de indices y
las aplicaciones sobreyectivas 4 : [ x J — K y &y : S x T — U, definidas como:

O, (i,5) =i+, O, (s,1) = s x t.

Sea ahora F el isotopismo generalizado simple de (R?,+) en si mismo, de apli-
cacion isotépica @, e isounidad I, : R? x T — R2, tal que f+((&, b),t) = (a,b+1).
Tomemos ademds el isotopismo generalizado simple Fx de (R?, x) en si mismo, de
aplicacion isotopica ® e isounidad I, R2x T — R2, tal que 1. ((a,b),t) = (a,bxt).
En particular, (]1/%\2,41, X) = (R%,+, x) es un isocuerpo asociado a si mismo por

S:S+ng~ <

Isotopismo generalizado de Santilli

Definicién A.3.30. Sea (V,o04,...,0,) una estructura algebraica cuyas operaciones
son todas binarias. Sea § = F1 X ... X Fn, un isotopismo generalizado de (V, 01, ..., 0,)
en st mismo, siendo §; = {((Jzé7 é’vé)(i’j))}iell,jeh’ para todo |l € {1,...,n}. La familia
§ se dird que es un isotopismo generalizado de Santilli de (V, oy, ..., 0,), si eziste una

estructura algebraica (V, %1, ...,%,), tal que:

a) Todas sus operaciones son binarias.

b) Para todo 1 € {1,...,n}, se cumple que para cada biyeccion 0 perteneciente a
una de las ternas del isotopismo §;, podemos encontrar un elemento Is € V

tal que 6(x) = x * f(;, para todo r € V.

En particular, debe verificarse que:
T 7T\ _ Tl
(a * [al_> o (b ¥ IB1_> = (ao;b)x Io 4
K3 J 2

para todos a,b € V.l € {1,...n},i € I;,j € J,.
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A (V %1, ...,%,) se le llamard estructura general del isotopismo. Para cada | €
{1,...,n} consideramos los conjuntos:

jlll = {[al} 9 j{l - {[Bl} jll(l = {[,Yl o }
v)iel; 1) 5ed; ®(i,5) i€l;,jed;

y definimos los conjuntos
5 =503 UsE. 5=5.- 5.

El conjunto T = {*q, ..., %, } X 3 se llamard conjunto de los elementos de isotopia

del isotopismo § respecto a (V,*q, ..., %y,).

El isotopismo generalizado de Santilli § se dird compatible con respecto a o; si

se verifica que %; = o;. Se dird que es compatible si se verifica que x; = o; para todo
le{l,..,n}.

Definicién A.3.31. Sea (V,o04,...,0,) una estructura algebraica cuyas operaciones
son todas binarias. Un isotopismo clasico de Santilli serd un isotopismo generalizado
de Santilli en el que, para todo i € {1,...,n}, cada grupoide (V,x;) asociado a la
estructura general del isotopismo es un monoide con unidad I; € V, tal que para
todo | € {1,...,n}, se verifica que todo f(g € /’jl es tnvertible en V' con respecto a *;
(notaremos Ts a su inversa). El conjunto 3 serd llamado isounidad de Santilli del
isotopismo. El conjunto T de los elementos Ty serd llamado elemento isotopico del

isotopismo.

Como caso concreto, el isotopismo generalizado § del Ejemplo A.3.21 es un
isotopismo clésico de Santilli, donde (G, -) es la estructura general del isotopismo.

Dado que para todo x € G se tiene que:

ldg(z) =z - a, alx) =x-b,
el conjunto isounidad de Santilli del isotopismo sera 7= G, coincidiendo a su vez
con el elemento isotépico del isotopismo.

Por su parte, el isotopismo generalizado § del Ejemplo A.3.22 es también un
isotopismo clésico de Santilli, donde (G,-) es la estructura general del isotopismo.

En este caso, 3 = {a,c} = .
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A.3.2. Leyes de accién

Definicién A.3.32. Sean M, N, G y H cuatro conjuntos cualesquiera, (m,g) —
m.g una accion de M sobre G y (n,h) — neh una accion de N sobre H. Sea § una
familia isotépica de (M, G, G, .) en (N, H, H,®). Se dird que § es una familia isotopi-
cade (M,G,.) en (N, H,e). Por otra parte, se dird que una subfamilia isotopica F
de § es un isotopismo parcial de (M, G,.) en (N, H,e), silo es de (M,G,G,.) en
(N, H, H,e). Diremos entonces que (M,G,.) es isotépico parcial a (N, H,e) por F
o que (N, H,e) es una isotopia parcial de (M, G, .) por F . En particular:

Y(m.g) = a(m) e 5(g),
para todos m € M, g € G, (o, 3,7) € F.

De forma andloga se definen los conceptos de isotopismo parcial principal, iso-
morfismo parcial, isotopismo generalizado, isotopismo generalizado principal o iso-
morfismo generalizado de (M, G, .) en (N, H,e). En caso de que § sea un isotopismo
generalizado de (M, G, .) en (N, H,e), se dird que (M, G, .) es isotopico generalizado
a (N, H,e) por§ o que (N, H,e®) es una isotopia generalizada de (M, G,.) por §.

Definicién A.3.33. Sean dados:

i) 6 multigrupoides del mismo orden (G,-), (M, *), (M,>), (H,o), (N,*) y (N,<),

it) Una familia isotdpica §. de (G,-) en (H,o) y una familia isotépica §, X §» de
(M7 *7 D) en <N7 *7 Q)?

iii) (m,g) — m.g y (n,h) — n e h, acciones de M sobre G y de N sobre H,
respectivamente,

) § = {(O‘i’ﬂj’%)(ivj))}z‘el,jej una familia isotdpica de (M,G,.) en (N, H,e),
v) Fu Fu y F, subfamilias isotdpicas de §, 8 y §, respectivamente,
vi) A, un subconjunto de M y @Q, un subconjunto de G.
Sean (A\, *,B) el levantado isotdpico de (A, *,>) por F, X Fs y (@\,/-\) el levantado
isotdpico de (Q,-) por §.. En el caso en que A7 = A y Q7 = Q, sea” tal que

—_—Z
(AUQ ,)7) sea el levantado isotépico de (AU Q,.) por F . Entonces, en caso de que

(121\,%3) sea un isoanillo, (Q,-,.) sea un (A,*,>)-espacio vectorial y (@,/\,A) sea un
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(A %,B)-espacio vectorial, este tiltimo serd llamado isoespacio vectorial asociado a

(Q,-,.) por F X Fp X §. X §.

Ejemplo A.3.34. Sea (K,+, x) un cuerpo con elemento unidad e respecto a X y
sea (U, +y,.) un (K, +, x)-espacio vectorial n-dimensional, con base 3 = {ey, ..., e, }.
Cada vector x € U podrd escribirse entonces de la forma Y ;| x;.€;, siendo x; € K,
para todo i € {1,...,n} y se identificard con (x1,...,x,) € K™, de tal forma que, para
todos x,y € U, a € K:

T4y y = (1 + Y1, Tn + Yn), a.r = (a X Ty,...,a X x,).

Segquidamente consideramos un isocuerpo (K, 4+, X) asociado al cuerpo (K, +, X)

por un isotopismo generalizado § = 1 X Fx, siendo:

S+ = {(Qﬂa5+j7’Y+q>+(i,j))}iel+,j€J+a Sx = {<O‘Xivﬁxj'?’qu>x(i,j)>}ielx,j€Jx-

Consideramos ahora los conjuntos de indices I = I, X ...p peces X Iy y J
T4 X ooon veces X J+ Yy la aplicacion @, 1 IXJ — Oy (11X J1) X ooy peces X Py (L4 X J4),
tal que ®1,(i,7) = (Py(i1, 1), s P (in, Jn)), para todos i = (21,...,@n) €l
(J1s .-y Jn) € J. Definimos entonces las siguientes aplicaciones de U en K x weom veces X
K:

a+ui($) = (O‘+i1($1)a "'7a+in(xn))a
5+Uj($) = (6+j1(x1>7 ---75+jn($n)),
'V+U<I>+U(i,j)(37) = (Vo (1.0 (T1)s oo Y ay (i) (Tn)
para todos x = (x1,...,xn) €U, 1 = (i1, ....in) € 1,7 = (j1, -, Jn) € J.

A continuacion construimos el levantado isotdopico ((7 T0) de (U, +v) a par-
tir de la familia §4, = {(04+Uzaﬁ+yj77+uq>+ (i) Yierjes. Resulta en particular que
U ?
podemos identificar U con K x . on veces X K y que la aplicacion +U viene definida
como:

gy (@) o By (y) = 7+Uq>+U(i,j)(l’ +u Y),

A~

para todos x,y € U, i € I,J € J. Se comprueba entonces que (U,%/—\U) es de hecho
un isogrupo conmutativo asociado a (U,+y) por Fi,, -

Sea ahora J = Jy X ..op veces X Jx Yy para cada j = (J1, ..., Jn) € J. consideremos
la aplicacion @ : Iy X J — $y(Ix X Jx) X coop veces X P (Ix X Jx), tal que @ (i,j) =
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(P4 (4,51), -, P4, Jn)), para todos i € Iy,j = (j1,...,Jn) € J.. Definimos entonces

~

las siguientes aplicaciones de U en K X ... peces X K:

Bj(x) = (ﬁxj‘l (@1), s Bx;n (22)),

’Y.qy(z‘,j)(x) = (’VX@X(i,jl)(Q?l)v ~--a'7xq>x(¢,jn)<xn))a
para todos © = (x1,...,xn) €U, 1 € I, 7= (J1,..0yJn) € J..

Resulta entonces que la familia §. = {(ax;, B, 7_(1)‘(1-,]-))}%[2 jeJ €sun isotopismo
generalizado de (K, U,.) en (l?, (A],/.\), donde:

Om(a)?ﬁj(w) = 7.<I>,(i,j)(a-$)7
para todos a € K, x e U,i1€ 1., 7€ J.

Finalmente, ((7,4/—?/,/.\) resulta ser un (f/(\',—/lz, X )-isoespacio vectorial por el iso-

topismo generalizado §4, X §.. <

Definicién A.3.35. En las condiciones de la Definicion A.3.33, sea (H,<)) una
isotopia generalizada de un multigrupoide (G, <) por un isotopismo generalizado §s.
Tomemos (Q,©) un submultigrupoide de (G, o) y sea (@,3) el levantado isotépico de
(Q,0) por Fo. En caso de que (A\,Q, >) sea un isoanillo, (Q,-,.,o) sea un (A,x*,>)-
dalgebra y (@,A,A, 3) sea un (A\, %,B)-dlgebra, este ltimo serd llamado isodlgebra aso-

ciado a (Q,-,.,0) por Fx X Fo X F. X Fo X §.

Andlogamente se tiene la definicion de isoalgebra por un isotopismo parcial.

A.4. Pseudoisotopismo generalizado y parcial

En esta seccién se definird una extension del concepto de isotopismo generalizado.
Para ello, basta tener en cuenta la siguiente:

Definicién A.4.1. Sean dados un conjunto cualquiera A, un conjunto de indices
I y una familia A = {;}ier, de aplicaciones de A en un conjunto B, tal que
Uie; @i(A) = B. Diremos que 2 es una familia pseudoisotépica de A en B. Se

llamard subfamilia pseudoisotépica de 2 a toda subfamilia F C 2.

Se dird que F es una subfamilia pseudoisotdpica inyectiva de evolucién  (so-

breyectiva de evolucién, resp.), si toda aplicacion o € F  es inyectiva (sobreyectiva,
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resp.). En caso de ser F = § hablaremos de familia pseudoisotépica inyectiva de
evolucion o sobreyectiva de evolucién, respectivamente.

Por otra parte, fijado un subconjunto ) de A, llamaremos conjunto pseudoisoté-
pico asociado a @ por F al conjunto @1 ={a(z) : a € F,x € Q}. Se dird que
F es Q-inyectiva si para todos o, 3 € F,a,b € Q, tales que a # b, se verifica que
a(a) # B(b). Se dird que es inyectiva si es A-inyectiva.

Proposicion A.4.2. En las condiciones de la definicion anterior, F serd QQ-inyecti-

va sty solo si para todos a, 3 € F se verifica que o y B son aplicaciones inyectivas

en Q, tales que a(Q) N B(Q) = 0. O

Basta ahora volver a ver todos y cada uno de los conceptos tratados en las sec-
ciones anteriores, trabajando con subfamilias pseudoisotépicas en lugar de isotépicas
y analizar las posibles diferencias. Asi por ejemplo, en la Definicién A.2.4, se observa
que no tiene sentido hablar ahora de aplicacién reguladora del levantado isotéopico
de una aplicacion como tal, pues puede comprobarse que se trataria en general de

una correspondencia y no de una aplicacion.

Por otra parte, si en la Definiciéon A.3.1, sustituimos la condicién (iv) por:

iv’) Tres familias 2 = {a;};c;, B = {B;},c;, €= {7} e de aplicaciones de A en
D, de Ben Eyde C en F, respectivamente, tales que ;. {ci(z) : 2 € A} =
D, UjeJ{ﬁj(:E) 2 €B}=Ey Upepin(@) e C}=F,

las nociones de isotopismo parcial y generalizado se sustituirdn respectivamente
por pseudoisotopismo parcial y pseudoisotopismo generalizado. En particular, todo
isotopismo generalizado es un pseudoisotopismo generalizado, pero no al revés. Por
otra parte y de forma analoga a los isotopismos generalizados, se hablara de pseu-
doisotopismos generalizados asociados a leyes de composicién y a leyes de acciéon
y se definiran los conceptos de: familias y subfamilias pseudoisotopicas, conjuntos
y levantados pseudoisotopicos, pseudoisotopismos simples, pseudoisounidades, pseu-
doisomultigrupoides, pseudoisogrupos, pseudoisoanillos, etc. Se utilizaran las mismas
notaciones que en el caso de los isotopismos generalizados y el tinico aspecto a tener
en cuenta es que las aplicaciones que componen las distintas ternas de los pseudoiso-

topismos generalizados no son en general biyecciones.
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Veamos algunos ejemplos:

A.4.1. Pseudoisogrupos

Ejemplo A.4.3. Consideremos el subconjunto G =< 1,—1,1,—i > de los complejos
C. Sea x el producto usual entre complejos. Serd asi (G, x) un grupo. Llamando
H ={1,—1}, resulta que (H, x) es un subgrupo de (G, x).

Sea o : G — H tal que a(l) = a(—=1) = 1 y a(i) = a(—i) = —1. La familia
§ compuesta por una unica terna (a,a,a) es entonces un pseudoisomorfismo de
(G, x) en (H, x). De esta forma, el levantado pseudoisotépico (G, X) de (G, x) por
§ es de hecho un pseudoisogrupo. <

A.4.2. Pseudoisoespacios vectoriales

Ejemplo A.4.4. Consideremos el cuerpo (R, +, X), con la suma y producto usuales
y sea U = {f:R—>R:x— f(x): f es una funcion diferenciable }, conjunto al
que dotamos de estructura de espacio vectorial definiendo para todos f,g € U,
x, A € R:

(f v 9)@) = f(z) +9(z);  (Af)(@) = A x f(z).

Asi, (U, 4y, .) es un R-espacio vectorial.

A continuacion construimos el isocuerpo (HAQ, T, ;<\) a partir del isotopismo gene-
ralizado § = F4+ X §x, donde Fy es el isotopismo identidad y Fx = {(o, a, )},
siendo a(x) = §, para todo v € R.

Consideramos ahora la aplicacion sobreyectiva 3 : U — R tal que B(f) = %(2),
para todo f = f(x) € U. En particular, 5(U) = R, pues, dado a € R, resulta
tomando f(x) = $a°, que B(f) = a. La aplicacion ( no es inyectiva, pues por
ejemplo, dados los dos siguientes elementos en U:

fi  R=R:x—152% fo:R—-R:xz— b’

se tiene entonces que (f1) = B(f2) = 60.
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Figura A.1: Pseudoisotopismo de (U,+y) en (R, +).

Construimos entonces el levantado pseudoisotdpico de (U, +y) por el pseudoiso-
morfismo §+, = {(06,5,5)}. Resulta que U, =R y, fijados a,b € R, observamos
que:

atob= | {ﬂ(f +u g): gi(z) :a,gz@) :b} =a+b.

f,9€U

Luego, ((7, —F\U) = (R, +) es un pseudoisogrupo asociado a (U, +y) por §+, -

Segquidamente consideramos la familia §. = {(a, 8, 5)}, que resulta ser un pseu-
doisotopismo de (R, U,.) en (R, R, x), pues, fijados a,b € R, observamos que:

@b = {ﬂ(2a.g) : gﬂgj(z) = b} = 2ab.

Resulta entonces que, a partir del pseudoisotopismo generalizado §4, X §., se

construye el R-pseudoisoespacio vectorial (ﬁ, :L?],/.\) = (R, +,7) asociado al R-espacio
vectorial (U, 4y, .). <

Ejemplo A.4.5. Consideremos el cuerpo (Z/Za,+, %), con la suma y producto
usuales y sea P = 7/Zs[x], conjunto al que dotamos con su estructura de 7Z.)7s-
espacio vectorial usual (P,+p,.), definiendo para todos p,q € P, X\ € Z]Zs:

(p+prq)(z) =p(r)+q(@); (Ap)(z)=Axp().

A continuacion construimos el isocuerpo (Z)Zy, +, X) = (Z) Ly, +, x), levantado
1sotopico de si mismo por el isotopismo generalizado § = 1+ X §x, donde §1 y S«
son ambos el isotopismo identidad.
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Tomando F = {0,1}, consideramos ahora los conjuntos de indices [ = J = K =
F y para cada t € F definimos la biyeccion oy : P — P tal que a(p) = p +p t, para
todo p € P.

=

= o o
e

do & oA oAl ra
L h h

=

Figura A.2: ay(2® +2) = ap(a®* + .+ 1) =22 + = + 1.

Tomamos la siguiente aplicacion sobreyectiva:
O, FXxF—=F

(tl,tg) — (I)+P(t1,t2) = tl + tg(mOd 2)

La familia F+, = {(a,, Qtyy Oy 4ta(mod 2)) }o,t2eF €5 de hecho un isotopismo cldsi-
co de Santilli, cuya estructura general es (P, +p), con isounidad y elemento isotdpico
J=%=F y tal que el levantado isotdpico de (P, +p) por §+, coincide con (P,+p),
pues fijados p,q € P y a € Z/Zs, se cumple que:

p"i/_;q - Cktp (p - tp)‘i/_;atq (q - tq) = Oétp+tq(mod 2) (p +pq— tp - tq) =p+pq,
para todos t,, t, € F. Luego, (P,+p) es un isogrupo asociado a st mismo por Fi, .

Sequidamente consideramos para cada t € F la aplicacion v, de P en P tal que,

para todo p € P:
0, stp=20,

TN o), sip 0

sérvese que y1 no es inyectiva, pues v1(0) = (1) = 0. La familia § =
Obsé ] 1) 0 1 0. L lia §
{(Idz/zy, 00, 7) }rer es entonces un pseudoisotopismo generalizado de (Z/Zs, P, .)

en si mismo, pues fijados p,q € P y a € Z/Z, se cumple que:

ap = Idzjz,(a).an,(p —tp) = 1, (a.(p = 1)) = a.p,
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para todo t, € I,

Resulta entonces que, a partir del pseudoisotopismo generalizado §4, X §., se
construye el 7/ Z-pseudoisoespacio vectorial (P, +p,Y) = (P, +p,.).

A.5. (Pseudo)isotopismo externo

Definicién A.5.1. Sean dados:

i) 6 conjuntos A, B,C,D,E,F,
ii) Tres conjuntos de indices I, J, K,
iii) Una aplicacion sobreyectiva ® : AX I x Bx J — K,

iv) Una familia (pseudo)isotopica A = {a;}
do)isotdpica B = {0;}
{ Vet pex de C en F.

wer de A en D, una familia (pseu-

jes de B en E y una familia (pseudo)isotopica € =

Fiados i € 1,5 € J, se define la aplicacion 'yfj : Ax B — €, de tal forma
que 'yfj(a,b) = Yo(aip,j), Para todos a € A,b € B. Se dird entonces que la familia
3= {(ai’ﬁj’73j>}iel,jej es una familia (pseudo)isotdpica externa de (A, B, C) en
(D, E,F). Por su parte, ® serd llamada aplicacién (pseudo)isotdpica externa de F.
Se llamard subfamilia (pseudo)isotépica externa de § a toda subfamilia F C §. En

caso de ser I = J, se llamard subfamilia (pseudo)isotépica externa especial de F' a

S1 = {(, Bi, %) Yier-

Fijada una subfamilia (pseudo)isotdpica externa F de §, se definen las familias
stguientes:

IZ = {Z el: El.] € J tal que (alaﬁjvr)/sj) S F}7 22’[Z = {ai}ielz7

Jp={jeJ:Jielta que (ai,ﬁj,”yfj) €F}, Br={0i}jer,
KZ:{kGK:EICLGA,iGI,bGB,jGJ tales que ®(a,i,b,j) =k y(ai,ﬂj,vfj)EF}

¢, = {VEj}ielz,jer-
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Se define entonces la aplicacion 17 : A x I, — D, tal que 17(a,i) = a;(a),
para todos a € A,i € I,. Andlogamente se define las aplicacion fzz :BxJ, — E.
Por su parte, se define la aplicacion TBZ c: Ax I, x Bx J, xC — F, tal que
_/T;)Z(a,i,b,j,c) = (vfj(a, b))(c) = Vo(a,ibyj)(c), para todos a € Ai € I,b € B,j €
Jz,c € C. Se llamard terna base de F a la terna (flz, 1z, ZSZ> La terna base de §

se denotard como (I, I, I3).

Finalmente, dado un subconjunto ) C AU B, se definen los conjuntos:

oy —— Az ~ —— B>
QF=QNA " CD, Q*=QnB ~CE.

Se define el conjunto (pseudo)isotépico asociado a @ por F como @Z = @7u@§
Los elementos de Q% se denotardn o bien en la forma ay; = 1Z(a, z),EQZJ — IZ(b,j)
(siendo a € QNAbE QNAie€l,je J), cuando se conozcan los elementos de @
de los que se obtienen, o bien con caracteres gdticos, (a,b, etc.) para diferenciarlos
de los elementos de Q).

Definicién A.5.2. Sean dados:

i) 6 conjuntos A,B,C,D,E,F,
i1) Dos correspondencias f : Ax B—C,g: D x FE— F,

i) Una familia (pseudo)isotopica A = {a;},.; de A en D, una familia (pseu-

i€l
do)isotopica B = {B;},., de B en E y una familia isotépica € = {y}yc) de
C en F.
iv) Una familia (pseudo )isotopica externa § = {(ai,ﬁj,'yfj)}ieljg de (A, B, C)

en (D,EF),

v) Una subfamilia (pseudo)isotdpica externa F de §.

Entonces:

a) Dado un subconjunto Q@ C AU B, se define el conjunto:

07 = | J{ae (v(z,9)(f(x,y) 2 € QNAy e QnB} C F.

yEC=
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En caso de ser @Iz # () # @?, se define la correspondencia fZ @f X @? —
legf, de tal forma que:
f*(a.b) =

= U {@b)(f(ab):acQnAbeQnB, siendo a(a) = a,3(b) = b},

(.B,)€Z
para todos a € @IZ, b e CAE El par (@Z, fz) recibird el nombre de levantado
isotépico externo de (@, f) por F. La subfamilia isotépica F serd llamada
levantamiento isotdpico externo de (Q, f) en (Q%, f%).

b) Se dira que el cuddruple (A, B,C, f) es isotépico parcial externo a (D, E, F, g)
por F o que (D, E, F,g) es una isotopia parcial externa de (A, B, C, f) por F,
si se verifica que:

g(a(a), B(b)) = (v(a,0))(f(a, b)),

para todos a € A, b € B, (a,3,7) € F. La subfamilia isotdpica F se dird en-
tonces que es un isotopismo parcial externo de (A, B,C, f) en (D, E, F,g). En

caso de ser F = § se hablard entonces de isotopismo generalizado externo.

Puede observarse en particular que todo (pseudo)isotopismo generalizado puede
verse como un (pseudo)isotopismo generalizado externo, sin m&s que considerar
®(a,i,b,j) = ®(i,j), para todos a € A,i € I,b € B,j € J. El reciproco no es
cierto evidentemente.

Definiciéon A.5.3. En las condiciones de la Definicion A.5.2, supongamos que
A=B=C yD=FE=F. Diremos entonces que F es un (pseudo)isotopismo par-
cial externo simple de (A, B,C, f) en (A, B,C, g) si, siendo un (pseudo)isotopismo
parcial externo de (A, B,C, f) en (A, B,C,g), se cumple que A, = B, = €.

En caso de ser F = §, se hablard de (pseudo)isotopismo generalizado externo
=1

simple. La aplicacion serd llamada entonces (pseudo)isounidad del (pseu-

do)isotopismo y serd denotada por I.

Por otra parte y de forma andloga a los (pseudo)isotopismos generalizados, se
hablard de (pseudo)isotopismos generalizados externos asociados a leyes de com-

posicion y a leyes de accion.

Veamos algunos ejemplos al respecto:
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Ejemplo A.5.4. Consideremos el cuerpo de los reales (R, +, x). Por una parte
utilizamos el pseudoisotopismo generalizado simple §. de pseudoisounidad 7:Rx
(R x R) — C, tal que f(a, t1,t2) = a + t1 + tai, para todos a,ty,ts € R y aplicacion
pseudoisotopica P, 1 (R x R) x (R x R) — R x R, tal que &, ((t1,1t2), (t3,14)) =
(t1 + t3,to + t4). Dicho isotopismo permite obtener el grupo aditivo (C,+) como
levantado isotdpico del grupo aditivo (R, +).

Por otra parte utilizamos el pseudoisotopismo generalizado simple externo §Fx de
pseudoisounidad I y aplicacion pseudoisotdpica externa @, : R x (R xR) x R x (R x
R) — R x R, tal que:

Dy (a,ty,ta, btz ts) = ((a+t1)ts + (b + t3)ts — tits — toty, (a + t1)ts + ta(b + t3)),

para todos a, t1,t, b, ts,t, € R. Usando dicho isotopismo, resulta que X es el producto

usual de complejos e.

En definitiva, el isotopismo generalizado externo §, X §x permite obtener el
cuerpo (C, 4+, ®) como levantado isotdpico del cuerpo (R, 4+, X). <

Ejemplo A.5.5. Consideremos el (R, 4+, X)-espacio vectorial (U, +y,.) del Ejemplo
A.4.4 y el isocuerpo obtenido a partir del isotopismo identidad de (R,+, x). Para
su posterior utilizacion, notaremos a tal isotopismo como {(Idr;, Idr;, Idr;)}icq1y-

Consideremos ahora, para cada t € N la aplicacion sobreyectiva oy : U — R tal
que oy (f) = %(2) +t, para todo f = f(x) € U. En particular, ay(U) = R, siendo
oy una aplicacion no inyectiva para cada t € N, pues por ejemplo, dados los dos
siguientes elementos en U :

fi: R—=R:z— 22 fo i R—R:2x — 24x,

se tiene entonces que 25 = ay(f1) = a1(f2). De hecho, cada valor real puede obte-
nerse como imagen de elementos de U para diferentes valores de t € N. Asi por
ejemplo, tomando:

f3:R—=R:x — 5x?

resulta que as(f3) = 25.
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Figura A.3: Pseudoisotopismo de (U, +y) en (R, +).

Consideramos a continuacion la siguiente aplicacion:
®+U . N X N — N

(t1,t2) = Py (t1,t2) = t1 + Lo

Construimos entonces el levantado pseudoisotopico de (U, +y) por el pseudoiso-

~

topismo iy, = {(0uy; Uy, Q@ (11,02)) Ha taen- Resulta que Uy, = Ry, fijados a,b €
R, observamos que:

~ a a
a+b = U {atf+tg (f+U9)35£(2)+tf=a,&gv(2)+tg=b}:a+b
fgeU
tr,tg €N

Luego, ((7, —1/—\U) = (R, +) es un pseudoisogrupo asociado a (U, +y) por §, -

Sequidamente consideramos la aplicacion:

O Rx{l} xUxN—F
(a,1, f,t) = ®(a,1,b,t) =a x t.

Ast, la familia §. = {(Idry, o, af‘t)} resulta ser un pseudoisotopismo generaliza-
do externo de (R,U,.) en (R, R, X), pues, fijados a,b € R, observamos que:

b= U {(a%(mg)) (a.g) : 253(2) +t= b} =

geU,teN

= U {(aq)(&l,g’t))(a.g):gi(2)+t—b}— U {ax(b—t)+axt}=axb.

geUteN geUteN
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Resulta entonces que, a partir del pseudoisotopismo generalizado externo 4, X
., se construye el R-pseudoisoespacio vectorial (U,I-(\Jf) = (R, +, x) asociado al
R-espacio vectorial (U, +y, .). <

A.6. Orbitas (pseudo)isotopicas
Definiciéon A.6.1. Sean dados:

i) 6 conjuntos A,B,C,D,E,F,
ii) Una aplicacion f: Ax B — C,
iii) Tres conjuntos de indices I, J, K,
iv) Una aplicacion sobreyectiva ® : I x J — K,

v) Una familia (pseudo)isotopica § = {(ai,ﬁj,’y@(m))} de (A, B,C) en

(D, E,F),

i€l jeg
vi) Una subfamilia (pseudo)isotdpica F de §.

Sean A = {c; }ier, B = {B;}jes y € = {V}rex. Entonces:

a) Dados a € A,b € B,c € C, se definen los conjuntos:
of,(a) = 0"=(a), 07 (b) = 0P=(b), oF_ (c) =0"*(c).

Fijados P, Q) y R, subconjuntos de A, B y C, respectivamente, se dird que F es
una subfamilia (pseudo)isotépica (P, @, R)-buena ((P,Q, R)-6ptima, resp.) si
A, B2 y € son subfamilias (pseudo)isotopicas P-buena (P-dptima, resp.),
Q-buena (Q-dptima, resp.) y R-buena (R-dptima, resp.), respectivamente. Si
(P,Q,R) = (A, B,C), diremos que F es buena u dptima , respectivamente.

En caso de ser f = § se hablard de familia (pseudo)isotépica (P, @, R)-buena
o (P,Q, R)-6ptima, respectivamente.
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b) Dado QQ C AU B, se definen los conjuntos:

o7 (Q) = |J {of.(2)} S B(D),

rEQNA

07, (Q) = |J {07 (@)} SB(E),

rzeQNB

% (@= U {ok.(fla,b)} S B(F)

a€EQNADEQNB

Se define el conjunto orbital (pseudo)isotépico asociado a @ por F como
0%(Q) = o7 (Q) U 07_(Q). Los elementos de 0%(Q) se denotardn o bien en
la forma o(a),0(b), etc., cuando se conozcan los elementos de Q) de los que se
obtienen, o bien con caracteres goticos, (a,b, etc.) para diferenciarlos de los
elementos de Q) y de @Z.

En caso de ser of (Q) # 0 # 07 (Q), se define la correspondencia 0% (f) :
07 (Q) x 07_(Q) — o%_(Q), de tal forma que:

*(N@EH = | {of(fab):of(e) =7 07 () =B},

a€EQNA, beQNB

para todos @ € 07 (Q), b € 07_(Q).

El par (0%(Q), 0%(f)) recibird el nombre de levantado orbital (pseudo)isotépi-
co de (@, f) por F. La subfamilia (pseudo)isotdpica F serd llamada levan-
tamiento orbital (pseudo)isotépico de (@, f) en (0%(Q),0%(f)). Finalmente,
el levantado (pseudo )isotépico (@Z, J?Z) de (Q, f) por F recibird el nombre de
proyeccién (pseudo)isotdpica de (0%(Q), 0%(f)) por F .

Cuando no haya lugar a confusion, se suprimira el superindice f en las notaciones
referentes a la construccion del levantado orbital (pseudo)isotépico de (Q, f) por F .

Veamos un ejemplo al respecto:

Ejemplo A.6.2. Sean (E?, +3,.5) y (E3, +3,.3) (R, +, X)-espacios euclideos 2 y 3-
dimensionales, respectivamente. Para cada t € [0,27), sea oy : E2 — E3, tal que
ay(z,y) = (zcos(t),y, zsen(t)), para todo (z,y) € E2.

La familia § = {(Idr, s, ;) }ier €s una familia pseudoisotdpica de (R, E? E?)
en (R,E3 E®). En particular, la érbita pseudoisotdpica por § de todo punto de E?,
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cuya primera coordenada es no nula, es una circunferencia, siendo (0,y,0) la orbita
de (0,y), para todo y € R.

Figura A.4: Orbita pseudoisotdpica de un punto de E2.

La union de todas estas circunferencias y puntos constituyen el conjunto orbital

pseudoisotdpico asociado a E?, siendo E2 = E? el conjunto pseudoisotdpico asociado
a E? por §.

o
AR
SRR

b

L
day
A,

SRy
S
R
i

R,

Figura A.5: E? = 3.

Desde el punto de vista fisico, fijado cualquier observador isotépico en R3, éste
pensard en todo momento que vive en un uniwerso plano de 2 dimensiones. FEn
particular, si suponemos el tiempo medido en sequndos y consideramos que dicho
observador describe una circunferencia en 2w sequndos, atendiendo a su geometria

en dos dimensiones, en realidad habra descrito una trayectoria eliptica en una esfera
de R3.
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Figura A.6: Trayectoria recorrida por un observador isotopico.

A.6.1. Leyes de composiciéon

Definicién A.6.3. Sean (G,-) un multigrupoide, H un conjunto cualquiera, § =
{(c, 35, ,y‘}(i’j))}iel,jeJ una familia (pseudo )isotopica de (G,G,G) en (H,H,H) y F
una subfamilia (pseudo)isotdpica de §. Fijado Q un subconjunto de G, diremos que
§ es Q-buena (Q-6ptima, resp.) si es (Q,Q, Q)-buena ((Q,Q,Q)-optima, resp.). Si
Q = G, diremos que § es buena u éptima, respectivamente.

Sean A = {a;}ier, B = {8 }jes vy € = {Vk}rer. Diremos que F es QQ-compatible
st las familias A2, B~ y €& son Q-compatibles entre si dos a dos. En particular,
fijado a € Q, se notard 0%(a) a la orbita de a por las familias (pseudo )isotdpicas

que componen F . Diremos que F es compatible si es G-compatible.

Diremos que F es Q-orbital si es Q-buena y QQ-compatible. Diremos que es orbital
st es G-orbital .

Por otra parte, si (0%(Q),0%(-)) es el levantado orbital (pseudo )isotdpico de (Q,-)
por [, entonces, en caso de que tal levantado sea un grupoide (cuasigrupo, loop,
semigrupo, monoide o grupo, resp.), su proyeccion (pseudo )isotdpica por F recibird el
nombre de F -grupoide  (F -cuasigrupo, F -loop, F -semigrupo, F -monoide o f -gru-
po, resp.).

Obsérvese que si F es (Q-compatible, entonces, para comprobar que es (Q-orbital,
basta ver que una de las familias 2, B o € es ()-buena.
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El siguiente resultado es inmediato por construccion:

Proposicion A.6.4. En las condiciones de la Definicion A.6.3, supongamos que
F es una subfamilia (pseudo)isotopica Q-orbital de §. Entonces, si (Q,-) es un
subgrupoide (ya sea cuasigrupo, loop, semigrupo, monoide o grupo), resulta que el
levantado orbital (pseudo)isotdpico (0%(Q),0%(:)) de (Q,-) por F es una estruc-
tura algebraica del mismo tipo que (Q,-). Como consecuencia, el levantado isotépico
(@Zfz) de (Q,-) es un F -grupoide (F -cuasigrupo, F -loop, F -semigrupo, F -monoide
o F -grupo, resp.). d

Notese que en caso de que e sea unidad de () respecto a -, la correspondiente
unidad de 0%(Q)) respecto a 0=(+) es 0%(e).

Veamos algunos ejemplo al respecto:

Ejemplo A.6.5. Sean (E',+1,.1) y (E? +9,.2) (R, +, X)-espacios euclideos 1 y 2-
dimensionales, respectivamente. Para cada t € R sea oy : E' — E2, tal que oy(x) =
(x,t), para todo x € R.

La familia § = {(ou,, oy, Qty11,) by 12er €5 una familia pseudoisotopica orbital
de (E*, EY,E') en (E?,E2,E?). De esta forma, el levantado isotdpico (E,¥1) de
(E', +1) por § es un F-grupo. En concreto, B = E? y se define la operacién 1 en

El como:
(1, yl)jr\l(xmyz) = (x1 + T2, Y1 + ¥2),

para todos x1,xs,Y1,Yy2 € R. Luego, de hecho, (@, 1\1) = (E2%,+3) es un pseudoiso-
grupo asociado a (E',+1) por . <

Ejemplo A.6.6. Sean (E',+1,.1) y (E? +9,.2) (R, +, X)-espacios euclideos 1 y 2-
dimensionales, respectivamente. Para cada t € [0,7) sea ay : E — E2, tal que:

() (xzcos(t), xsen(t)) , sixz >0,
o(T) = )
t (—xcos(t + ), —xsen(t + 7)) , six <O0.

para todo x € R.

La familia § = {(ou,, Qtys Q145 (mod 7)) Frt2cfo,r) €8 una familia pseudoisotdpica
drbital de (E*, E', E') en (E2,E2, E2). De esta forma, el levantado isotdpico (B!, 47)
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de (E',+1) por § es un F-grupo. En concreto, El — F2 y se define la operacién +,

—~

en E! como:

(xcos(ty), xsen(tl))—/i—\l(ycos(tg), ysen(ty)) =

((x + y)cos(ty + ta (mod 7)), (x + y)sen(t1 + t2 (mod ))),
st ty,to € [0,71‘),
((x — y)cos(t1 + t2 (mod )), (x — y)sen(t; + ta (mod 7))),
sity € [0,m),ts € [m,27),
((—x 4+ y)cos(t1 + t2 (mod 7)), (—x + y)sen(t; + t2 (mod m))),
sity € [m,2m),ta € [0,7),
((—x —y)cos(t1 + t2 (mod 7)), (—x — y)sen(t; + t2 (mod m))),
\ st ty,t9 € [71',271’).

Y

para todos x,y > 0. <

Ejemplo A.6.7. Sea (R,+) el grupo real aditivo y consideremos para cada t € R,
la aplicacion oy : R — R2, tal que:

(x,t), sit >0,

ay(z) =
t (t,x), sit <O0.

para todo x € R. Resulta entonces que § = {(u,, Oy, Qtytty) y.00er €5 una familia
pseudoisotopica orbital de (R,R,R) en (R,R,R), siendo:

R=({(z,y) eR?:y >0} U{(zx,y) € R*: 2 < 0,y < 0}).

Aplicando la Proposicion A.6.4, se obtiene que (I@, jt) es un §-grupo. Llamando
entonces A = {(z,y) € R* : z > 0,y > 0}, B={(z,y) e R? : 2 < 0,y >0} y
C={(z,y) e R?: 2 <0,y <0}, se tiene que, fijados P = (a,b),Q = (c,d) € R:

(a,b)¥(c,d) =
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r(a+c,b—|—d) , stac >0,
(a+d,b+c),si(PeANQeCANb+c>0)V(PeCNQeANa+d<0),
(b+c,a+d),si(PEANQeCANb+c<0)V(PeCNQeANa+d>0),

{la+c,b+d),(a+d,b+c)} ,si(PEANQEBANb+c>0)V
V(PeEBANQeANa+d<0)V(PeCNQeBANa+d<O0)V

=49 V(PEBAQeCAb+c>0)V(P,QeBAN(a+d<0OAb+c>0)),
{la+c,b+d),(b+c,a+d)},si(PEANQEBAb+c<0O)V
V(PeEBANQeANa+d>0)V(PeCANQeBANa+d>0)V
VIPEBANQeCANb+c<0)V(P,QeEBA(a+d>0ANb+c<0)),
{(a+c¢,b+d),(b+c,a+d),(a+d,b+c)}, si P,Q € BA

| Ma+d>0Ab+c>0)V(a+d<OAb+c<0))

Se comprueba entonces que (0,0) es elemento unidad de R respecto a +. <

Definicién A.6.8. Sean (G,-) y (G, *) dos multigrupoides, H un conjunto cualquie-
ra, Sl = {(a}7 ]1’7‘;1(2',]‘))} Y 32 = {(a?, ]273%2(27]))} dos familz'as

i€l je i€la,jeds

(pseudo)isotopicas de (G,G,G) en (H H,H) y F1 y F2 dos subfamilias (pseu-
do)isotdpicas de §1 y §o, respectivamente. Notemos § = §1 X S y F = F1 X Fo.
Fijado @ un subconjunto de G, se dird que F es una subfamilia (pseudo)isotdopica Q-
buena (Q-6ptima, resp.) de §, si F1 y F 2 son ambas, respectivamente, subfamilias

Q-buenas (Q-optimas, resp.) de F1 y Fo.

Fijado 1 € {1,2}, sean A" = {cl}icr,, B = {Bi}jen v € = {Vi ek, Diremos
que F es Q-compatible si las familias AL, BL €L A2 B y €2 son Q-compatibles
entre si dos a dos. Diremos que F es compatible si es G-compatible. Diremos que

es QQ-orbital si es Q-buena y QQ-compatible. Diremos que es orbital si es G-orbital.

Sean (0%71(Q),0%'(+)) el levantado orbital (pseudo)isotopico de (Q,-) por F1 y
(0%2(Q), 0%%(x)) el levantado orbital (pseudo)isotopico de (Q,*) por Fo. Supuesto
entonces que 0% (Q) = 0%2(Q) (que serd denotado entonces como 0%(Q)), si ademds
(0%(Q), 0% (+),0%2(x)) es un anillo (cuerpo, resp.), su proyeccion (pseudo )isotdpica
por F, (C/Q\Z,f\z,ik\z), recibird el nombre de F -anillo (F -cuerpo, resp.).

Proposicion A.6.9. En las condiciones de la definicion anterior, supongamos que
F es una subfamilia (pseudo )isotopica Q-orbital de §. Entonces, si(Q, -, *) es un ani-

llo (cuerpo, resp.), resulta que el levantado orbital (pseudo)isotopico (0%(Q), 0% (+),
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Z2(x)) de (Q,-,*) por F es una estructura algebraica del mismo tipo que (Q,-,*).
Como consecuencia, el levantado isotépico (Q%,°%,%%) de (Q,-,*) es un [ -anillo
(F -cuerpo, resp.). O

Veamos algunos ejemplos al respecto:

Ejemplo A.6.10. En las condiciones del Ejemplo A.6.5, si tomamos la familia
Sx = {(ouy, gy, aty1y) iy 10er, TESUlta entonces que § X Fy es una familia pseu-
doisotdpica orbital de (R,R,R) en (R?, R%* R?). En particular se comprueba que
el levantado isotopico por § x Fy de (R,+, %) es el § x F\x-cuerpo (]IA%,—T—, X) =
(R% +, x), que es a su vez un pseudoisocuerpo. N

Ejemplo A.6.11. En las condiciones del Ejemplo A.6.7, se tiene que Fx = {(atl,
Q,, atltz)}tl t,er €S una familia pseudoisotdpica orbital de (R, R, R) en (R R ]R)
Sea (]R X) el levantado pseudoisotépico de (R, x) por Fx. Aplicando la Proposicion
A.6.9, se obtiene entonces que (I@, T, X) es un § X Fx-cuerpo. Ademds, fijados P =
(a,0),Q = (¢,d) € R, se cumple que:

(a,b)X(c,d) =

(ac,bd) , siac >0,

(ad,bc) , si (P ANQeCANb=0)V(PeCANQeANd>D0),

(beyad) , si(PEANQeECAND>0)V(PeCANQeANd=0),
{(ac,bd), (bc,ad)} , si (P€ ANQ € BAb>0),

{(ac,bd), (ad,bc)} , si (PE ANQeEBANb=0)V(PeBANQe€ANd>DO0),
{(bd, ac), (ad,bc)} , si (PeCANQeBANd>0)V(PeEBAQeCANb=0),
{(bd,ac), (bc,ad)} , si (PeCNQeBANd=0)V(PeBANQeCAD>0),
{(ac,0),(0,ac), (ad,0)} , si P,Q € BAb=0Ad >0,

{(ac,0),(0,ac), (be,0)} , si P,Q € BAb>0Ad=0,

{(ac, bd), (bd, ac), (ad, bc), (be,ad)} , si P,Q € BA(b=0=dVbd>0).

Se comprueba entonces que (1,1) es elemento unidad de R respecto a X. <
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A.6.2. Leyes de accién

Definicién A.6.12. Sean (K,+, X) un cuerpo y ([A(ZK, T QZK) un F g-cuerpo,
para cierta subfamilia (pseudo)isotdpica F i de una familia (pseudo)isotopica Fk .
Sea (G,+¢) un multigrupoide y . una accion de K sobre G. Sea §. una familia
(pseudo)isotopica de (G, +¢) en un multigrupoide (CA?HG,—T—\GHG) y § una familia
(pseudo )isotopica de (K, G,.) en (IA(ZK, GF+a ). Finalmente, sean Q un subconjun-
to de G, F 1 y F subfamilias de §.. y §, respectivamente y (0%+¢(Q), 0%+¢ (+¢))
el levantado orbital (pseudo)isotdpico de (Q,+¢) por F 4. Supuesto entonces que
0%+6 (Q) = 0%(Q) y que o (K) = 0%%(K), si ademds (0%+c(Q), 0%+ (+¢),0%(.)) es
un 025 (K)-espacio vectorial, su proyeccion isotopica por [ 4, X F, (@Z+G, —|/—Z;Z+G,

"%), recibird el nombre de F 4, X F -K-espacio vectorial.

Proposicién A.6.13. En las condiciones de la definicion anterior, sea § = { (o, G;,

Ya(i,j)) Yierjes, stendo A = {a;}icr, B = {0, }jes v € = {Va( ) bicrjes Y supongamos
que:

a) F ik es orbital,
b) F i, es Q-orbital,
¢) La familia A, es compatible con las familias isotdpicas que componen F k.

d) Las familias B, y €z son Q-compatibles con las familias isotopicas que com-

ponen F ..

Entonces, si (Q,+q,.) es un K-espacio vectorial, resulta que el levantado or-
bital (pseudo)isotopico (0%+c(Q), 0%+c (+¢), 0%(.)) de (Q, +¢q,.) por F 1o X F es un
o(K)*#% -espacio vectorial. Como consecuencia, el levantado isotdpico (Q%+¢, Toote,

Z) de (Q,+¢,.) es un F 4, X F—[/(\'—espacio vectorial. O

Ejemplo A.6.14. Sea (E2, +,,.) un (R, +, x)-espacio euclideo 2-dimensional de
base 3 = {e1,ex}. Consideremos Fr el isotopismo identidad de (R,+, X) en si mis-
mo. Sean ahora A y B dos matrices reales 2 X 2 no singulares, tales que AB™1 #
BA™! y consideremos las aplicaciones aq y ap de BE? en E2, tales que ap((x,y)5) =
((z,y)M)g, para todos (v,y)s € B> y M € {A, B}. Tomamos entonces las fami-

lias §v, = {(aa,a,a4), (aa, ap, ap), (ap,aa,ap), (ap,ag,as)} y§ = {(Idr, aa,

+2

agp), (Idgz, ag,ap)}. En particular, E2 2 —E?2 = E2. Puede comprobarse ademas
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que estamos en condiciones de poder aplicar la Proposicion A.6.13 y que por tanto
/\F+2 —T_\F+2 /\F)
y T2 5 -

(E2 es un §4+, X §-R-espacio vectorial.

10 1 2
Si por ejemplo tomamos A = (0 1) yB = (2 1) , resulta entonces que, para

todos (a,b)s, (z,y)s € E?, c € R:

—~F
(a,b)p+2 " (z,9)p = {(a+z,b+y)s (a+z+2b,2a+y+b)s, (a+z+2y, 224+y+Db)s,

—a+2b—x+2y 2a—b+2x —y
( 3 ) 3 )5}7

cF(a,b)g = (ca, cb)g.

Ejemplo A.6.15. En las condiciones del Ejemplo A.6.11, sea (E?, +5,.) un espacio
euclideo 2-dimensional de base (3 y consideremos §, el isotopismo identidad de
(E2,+3) en si mismo. Por otra parte, se verifica que §. = {(au, Idgz, [dg2)}ier €s
una familia pseudoisotdpica de (R,E2,E2) en (R,E2 E?). Sea (E%?) el levantado
pseudoisotopico de (E2,.) por §.. Se comprueba entonces facilmente que estamos
bajo las condiciones necesarias para poder aplicar la Proposicion A.6.13 y por tanto,
se verifica que (E? +2,7) es un §., X S,—]@-espacio vectorial, tal que, fijados P =
(a,b) € R y (¢,d)s € E?, se cumple que:

(ac,ad) , si P € A,
(a,b)c,d)g = 4 (be,bd) , si P € C,
{(ac,ad), (be,bd)} , si P € B.

<

Ejemplo A.6.16. En las condiciones del Ejemplo A.6.11, sean (E2, 43, .2) y (Es, +3,
.3) espacios euclideos de dimensiones 2 y 3 y bases [g2 y [gs, respectivamente. Consi-

deremos ademds para cada t € R la aplicacién 3, : E? — E3, tal que:

(7,9, )5, sit >0

B ((x7y) Ez) =
' ’ (t,7,9)5, sit <0

para todo (x,y)s, € E*. Resulta entonces que F1, = {(Br,, Bty Bri+t2) i taer €5 una
familia pseudoisotdpica orbital de (B2, E% E?) en (E2, E2,[E2), siendo:

@:E3\({(I,y,z)5E3 €EE :z>0A2<0}.
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Aplicando la Proposicion A.6.4, se obtiene que (@,—T—\g) es un §y,-grupo. Lla-
mando entonces D = {(x,y,2)p, € B> : 2 > 0,2 > 0}, E = {(z,y,2)5, € E*:
r < 0,z22>0}yF ={(2,9,2)p, € E? .z < 0,2 < 0}, se tiene que, fijados
X =(a,b,¢)p,,Y = (2,9,2)5,, € E%:

(a7 b7 C)ﬂEg, +2(£L’, Y, Z)/BES =

a+z,b+y,c+z
a+y,b+z,c+x

( b+ 51 X,Y EDVX,Y €F,
(
(a+z,b+z,c+y
(

(

Bes » SIX EDANY e FNe+a >0,
Bes » SIX EFANY € DNa+2z<0,

~— — ~— ~—

ct+xz,a+yb+z
bt+az,ct+y,a+z)s,, siXEFANY E€DANatz>0,

Beg » SIX €EDANY e FNe+a <O,

{latz,b+y,c+2)p, (a+y,b+zct+a)s,},
si(XeDANY €eENc+x>0)V(XeEANY e FAc+a>0),
{la+z,b+y,ct2)p, (b+z,cty,atz)g,}),
si( XeEANYeEDNa+2>0)V(Xe FAY eEANa+2z2>0),
{lata,b+y,c+2)p,, (c+za+y,b+2)s,}
= si(XeDANY eENc+xz<0)V(XeEANY eFAc+x<0),
{(a+x,b+y,c+z)gE3,(a+Z,b+$,C+y>gE3},
si(XeEANYeEDANa+2z<0)V(XeFAYeEEANa+2z>0),
{la+z,b+y,c+2)p,, (a+2,b+z,c+y)p,, (c+za+y,b+2)5,},
st X,2Ye EANa+2z<0Ac+z <0,
si X, YeENa+2z>0Nc+z <0,
{latz,bty,c+2)p, (atzb+x,cty)p, (a+y,b+zct+a)s,},
st X, YeENa+2z<O0Ac+z >0,
{la+z,b+y,c+2)p,, (b+z,cty,a+z)p, (at+y,btzct+x)s,},
siX,2YeENa+2>20Ac+z>0.

Se comprueba entonces que (0,0,0)5_, es elemento unidad de R respecto a 4.

Por otra parte, resulta que §, = {(ouy, Bty Btits) ty taer €S una familia pseu-
doisotdpica orbital de (R, E* E?) en (R,E2,E?), tal que podemos aplicar la Proposi-

cion A.6.13, obteniéndose de esta forma que (E2,%3,3) es un §y, X 3.2-@—68]9@62'0
vectorial, tal que, fijados P = (a,b) € R, X = (v,y, 2)p_, € E2:

(a,0)2(2,y,2)ps =
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(ax,ay,bz)p, , si P € ANX € D,

{(az,ay,bz)p_,, (ay, az,bz)p_,, (br,ay,az)p, } , si P € ANX € E,

(ay,az,0)p_, , si PEANX E€END=0,

(bac,ayjaz)gE3 ,siPeANX e END >0,

{(az,ay,0)p,, (bx,by,0)5.,} , si PE BAX € DAz =0,

{(aa:,ay,bz)gE3, (az,bx,by)gEs} ,siPe BANX e€DAz>0,

{(az, ay,0)p., (by, 0, az) g, , (b, by, 0) 5,5, (b, ay,0) s, }
siPeBAX€eEANz=0Ab>0,

{(az, ay,0)p.4,(0,0,az)g,,,(0,0,0)5., (ay,0,0)., },
siPeBAX e FENz=0Ab=0,

= {(az,ay,b2) s, (by, bz, ax) 4, (az, bz, by) 54, (b, ay, az) s, },
siPeEBANXeEENzZ<OANDL>O,

{(az,ay,0)p,(0,0,az)p,, (a2,0,0)5_,, (ay,az,0)p },
siPeEBANXeENzZ<OANb=0,

{(0,0,az)p.,, (ay,az,0)5,} , si PE BAX € FAb=0,

{(by, bz,ax)gES, (bx,ay,az)5E3} ,siPeBANX€eFAD>O,

(bm,by,O)BE3 , st PeCNANXeDANz=0,

(az,ba:,by)ﬁE3 ,siPeCANXeDANz>0,

{(by,O,ax)gES, (bx,by,O)gEg} ,siPeCANX€eEeENz=0,

{(by, bz,aac)gES, (az,bx,by)gES} ,siPeCNANXeENz>O,

(by,bz,ax)p, , i PECANX € F.

A.7. Levantamientos (pseudo)isotépicos de evolu-

cilon

Definicién A.7.1. Sean (G,-) un multigrupoide, H un conjunto cualquiera, § =
{(ai, B;, /y(}(i’j))}iel,je‘] una familia (pseudo)isotopica de (G,G,G) en (H,H,H) y F
una subfamilia (pseudo)isotopica de §. Fijado Q) un subconjunto de G, sea (@2,7\2)
el levantado (pseudo )isotopico de (Q,-) por F . Se dird que (@Z,/-\Z) es un cuasigrupo
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(loop, semigrupo, monoide o grupo, resp.) (pseudo)isotépico de evolucién asociado
. . A (e,8,7)

a (Q,) por F, sise verifica que el levantado (pseudo)isotopico (Q%(esm = . )

asociado a (Q,-) por [ (%7 es un cuasigrupo (loop, semigrupo, monoide o grupo,

resp.), para toda subfamilia (pseudo)isotopica F (@57 = {(a, 3,7)} de F, tal que
(. 8,7) €r.

Ejemplo A.7.2. Consideremos el grupo aditivo real (R, +) y utilicemos el isotopis-
mo generalizado simple §+ de (R,4) en (R, —/i:), que tiene por isounidad a TJF :
RxN — R, tal que f+(x, t) = xxt = xt y por aplicacion isotdpica a P, : NxN — N,
tal que O (t1,ty) = tity. En particular, atb = {aty + bty : t1,t5 € N},

Sea §4; la subfamilia isotopica especial de §. Se verifica que RF+r = R Y que
para todos a,b € R, at 1 = {(a+b)t : t € N}. Por otra parte, cabe observar
que fijar una terna de §y; equivale a fijar un valor t € N. Llamando §1;, a la
familia formada por dicha terna, resulta en particular que RF+n = R Y que para
todos a,b € R, a i = (a4 b)t. De esta forma, (R, :l\—F“t) es un grupo para cada
t € N y, por tanto, (R, —T—F“) es un grupo isotdpico de evolucion asociado a (R, +)
por §yr <

Proposicion A.7.3. En las condiciones de la Definicion A.7.1, si [ es un iso-
morfismo parcial de (G,-) en (G,~), entonces (G,~) es una estructura algebraica del
mismo tipo que (G,-). d

Definicién A.7.4. Sean (G, ) y (G, *) dos multigrupoides, H un conjunto cualquie-

ra, §1 = {(Oéil, Jlaﬁl(i,j))}ieh’jeh Yy 2 = {(Oéi?, f,véz(i,j))}ielmeh dos familias
(pseudo )isotopicas de (G,G,G) en (HyH,H) y F1 y Fo dos subfamilias (pseu-
do)isotopicas de §1 y Fo, respectivamente. Notemos § = F1 X Fo y F = F1 X Fo.
Fijado @ un subconjunto de G, sean (@Zl,f\zl) Y (@22,1\22) los levantados (pseu-
do )isotdpicos respectivos de (Q,-) por F1 y de (Q,*) por Fo. En caso de ser Q\Zl =

@22 (que serd denotado entonces como CA)Z)

a) Se dird que (@27/521’122) es un anillo (cuerpo, resp.) (pseudo)isotépico de
evolucién asociado a (Q, -, *) por F, si para todo par de ternas (at,3',v') y
(a2, 8%,72), de F1 y F2, respectivamente, las subfamilias (pseudo)isotdpicas
PR = (0, 8} g FETT = {(02, 82,92} verifican que:

~_ahplaly A (a?,8%47) . Azlalplal) (02,6247
a.1) Q% = Q%2 (que serd denotado por Q% ! ),
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(ol gl A1y (o2 52 42 (ah,8lahy  _(a2,824?) )

a.2) (QF 7T 4= o ) es un anillo (cuerpo, resp.).

b) Se dird que (@27721’;22) es un anillo (cuerpo, resp.) (pseudo)isotépico de
evolucién limitada asociado a (Q, -, *) por F, si para cada terna (o, 3%,7%) €
F i existe una terna (o2, 37,97) € F ;, tal que se verifican las condiciones (a.1)

y (a.2), siendo i,j € {1,2}, distintos.

Ejemplo A.7.5. Consideremos el cuerpo real (R, 4, X) y utilicemos por una parte el
isotopismo generalizado simple §1 del Fjemplo A.7.2 vy, por otra parte, el isotopismo
generalizado simple F de (R, x) en (R, X), que tiene por isounidad a I, :RxN —
R, tal que I, (x,0) = f+(x, d) = x0 y por aplicacion isotdpica a Py : Nx N — N tal
que Py (81,92) = 91 + d2. En particular, axb= g—s + g—f : 01,09 € N}

Sea §x; la subfamilia isotopica especial de §x. Se verifica que RF<r =R Y que
para todos a,b € R, aX 1y = {% : 0 € N}. Por otra parte, cabe observar que
fijar una terna de §x; equivale a fijar un valor 6 € N. Llamando §x ;5 a la familia

formada por dicha terna, resulta en particular que RFx1s = R y que para todos

~F
a,b €R, ax *10h =2,

/\F+ AF
Puede comprobarse que (R,+ "', x "“'%) es entonces un cuerpo y, por tanto,

~F ~F . L. ., .
(R,+ ™, % *") es un cuerpo isotépico de evolucién asociado a (R, +, x) por F,; X
§><[~ <

Definicién A.7.6. Sean (K,+, X) un cuerpo y ([A(ZK, FEx QZK) un cuerpo (pseu-
do)isotopico de evolucion, para cierta subfamilia (pseudo)isotopica F . de una fami-
lia (pseudo)isotopica §k. Sea (G,-) un multigrupoide y . una accion de K sobre
G. Sea §. una familia (pseudo)isotdpica de (G,-) en un multigrupoide (GF7) y
§ una familia (pseudo)isotopica de (K,G,.) en (IA(ZK,@F‘,A.F). Finalmente, sean Q
un subconjunto de G, F. y F subfamilias de §. y §, respectivamente y (@Z,AZ) el
levantado (pseudo)isotdopico de (Q,-) por F .. En caso de ser @Z' = @Z:

a) Se dird que (@Z,fz‘,/.\z) es un KZx -espacio vectorial (pseudo)isotépico de
evolucién asociado a (Q, -, .) por F.XF , si para todo (a4, B, v+ ), (Qsey By Vx)s
(o, B,7.), (o, 3,7)) € F 4+ X F x X F.XF, se cumple que las subfamilias (pseu-
do)isotdpicas 7 = {(ar, Bry)}, FEO) = {(a, B,
Fleshor) - {(a., B,7)} y F @B = {(a, B,7)} verifican que:
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a_]) Oé(K) — I/(\'z(a+,ﬁ+w+) _ I/(\’Z(ax’ﬁx’7x) (E kz(a+,5+,7+),(ax,ﬁx,yx))7

~_ (a.,8.,7.) o B, -~ LB, (a8,
aQ) Qz'o‘ v — Qz(aﬁ“/) (E Qz(a B ’Y)(aﬁ’Y))

o (a,B.7.), (B, (@B7) o (a,8,7) = (ag By va) (@ By rx)
a3) (Qza )5 (e ’Y)’/_\Z‘ 'za 7)€SU’I’LKZ+++ X Bx %

)

Y

-espacio vec-
torial.

b) Se dird que (@Z,’-\Z‘fz) es un KZx -espacio vectorial (pseudo)isotépico de
evolucién limitada asociado a (@, -, .) por F.XF, si, fijada una terna (9, €, \) de
&, siendo & € {F ., F «,F ., F }, existe una terna de ternas, cada una de ellas
pertenecientes a cada una de las subfamilias restantes a las que no pertenece

&, tales que las cuatro ternas resultantes verifican las condiciones (a.1), (a.2)
y (a.3).

Ejemplo A.7.7. En las condiciones del Ejemplo A.7.5, consideramos el espacio eu-
clideo 1-dimensional (E', +1,.). Utilicemos por una parte el isotopismo generalizado
simple §4, de (E',+1) en (E',¥7), que tiene por isounidad a f+1 ' E!' x N — E!,
tal que f+1(x,s) = s.x y por aplicacion isotopica a ©,, : N x N — N, tal que
O, (s1,82) = s189. Por otra parte, consideramos el isotopismo generalizado simple
§ de (EL,.) en (E',Y), que tiene por isounidad a I : E'xN — E!, tal que I(z,€) = e.x
y por aplicacion isotdpica a ® : N x N — N tal que P(e1,€) = €1 + €3.

Sean §+,; y 1 las subfamilias isotdpicas especiales de §+, y §, respectivamente.
Al igual que en los ejemplos anteriores, fijar una terna de §4+,; o de §r, equivale
a fijar un valor s € N o € € N, respectivamente. Llamando entonces §y,;, Y Sr. @

las familias correspondientes formadas por dichas ternas, se verifica en particular
/\F+ /\FI6

que BY ' = El " = E! y que para todos a € R, x,y € E', se cumple que

—~F “

) My =s.(z+y) yaFia =2z

Supongamos ahora que tenemos fijadas cuatro ternas §ip,, Tx 15 S+17s Y S1e- BN

XI6

: ‘ ~F
particular, la unidad de B! respecto a X es g. De esta forma, en caso de serd # e,

/\F+ AF+ ~F . . .
resulta que (E',+1 "7 F1e) no es un (R, + ™', x *"%)-espacio vectorial, debido a
F

5.
. ~Fi,, ~F . .
sies un (R,+ "' X “'9)-espacio vectorial para § = €. De esta forma, se demuestra

que, fijado v € B!, se cumple que SFiex = g.x # x. Sin embargo, se comprueba que

~

—F ~F . . . s . -,
que (E', 3 " 7F0) es un (R, + 71, X *)-espacio vectorial isotdpico de evolucion
limitada asociado a (E',+1,.) por §4,; X §1. <

La idea de que ciertas propiedades se cumplan para toda terna de una deter-

minada subfamilia (pseudo)isotépica es utilizada en una diversidad de conceptos a
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tener en cuenta:

A.7.1. Topologia (pseudo)isotépica de evolucién

Definicién A.7.8. Sean M un espacio topologico con topologia de abiertos X,
A = {a; }ier una familia (pseudo)isotdpica de M en un conjunto N, F una subfami-
lia de A y MZ el conjunto isotopico asociado a M por F. Se dird que MZ es
un espacio topolégico (pseudo)isotépico de evolucién (espacio (pseudo)isotopoldgi-
co para abreviar) asociado a M por [, si, para cada i € I, el levantado (pseu-
do)isotdpico de M, ]\/4\{6”}, es un espacio topologico con la topologia final de abiertos
Tz = {ai(U) : U € T}, asociada a la aplicacion o; : M — M} Se dird en-
tonces que T2 = Uics TZi es una topologia (pseudo)isotépica de evolucién ((pseu-
do)isotopologia, para abreviar) asociada a ¥ por F .

Los elementos de T2 se llamardn (pseudo)isoabiertos.

Proposicion A.7.9. En las condiciones de la definicion anterior, MZ serd un
espacio (pseudo)isotopoldgico siempre que F sea una subfamilia (pseudo)isotdpica

myectiva de evolucion de §. 0

A.7.2. (Pseudo)isoaplicacién de evolucién

Definicién A.7.10. Consideremos las condiciones de la Definicion A.2.4, si bien
A y B pueden ser pseudoisotopicas. Se dird que fz es una (pseudo)isoaplicacién de
evolucién asociada a f por F, si, para cada (o, 3) € F, se verifica que el levantado
(pseudo )isotopico fA{(a’ﬂ)} de f por la subfamilia (pseudo)isotépica {(a, B)} es de
hecho una aplicacion. Si ademds f{(o"ﬁ)} es inyectiva (sobreyectiva o biyectiva, resp.)
para todo (o, B) € F, se dird que fz es inyectiva (sobreyectiva o biyectiva, resp.)
de evolucién.

Obsérvese que toda (pseudo)isoaplicacién es una (pseudo)isoaplicacién de evolu-
cion.

Proposicion A.7.11. En las condiciones de la definicion anterior:
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a) f% serd una (pseudo)isoaplicacion de evolucion siempre que F a Sea inyectiva
de evolucion.
b) En caso de 867’ f:0Q C A— B una aplicacion inyectiva, entonces, la inversa
~ ~ /\z 1
de f=, (fz> = f-1 serd una (pseudo )isoaplicacion de evolucion siempre
que F g sea inyectiva de evolucion.

c¢) Suponiendo que f% sea una (pseudo)isoaplicacion de evolucidn, se verifica que:

c.1) fz serd inyectiva de evolucion si, para todos a,b € Q, (o, 3) € F, tales
que B(f(@)) = BU®B)), se verifica que a(a) = a(b).

c.2) En caso de que la familia F a sea inyectiva de evolucion, se verifica que,
st fz QZA — BZB ¢s myectiva de evolucion, entonces es inyectiva la

aplicacion f : QQ — B.

c.8) En caso de que la aplicacion f : Q C A — B sea sobreyectiva, fz :
Q“~ — B*B serd sobreyectiva de evolucion.

c.4) En caso de que la familia Fg sea inyectiva de evolucion, se tendrd el

reciproco del apartado anterior.

O

Corolario A.7.12. En las condiciones de la Definicion A.7.10, suponiendo que fz
sea una (pseudo)isoaplicacion de evolucion, resulta que:

a) Si f:Q C A— B es inyectiva, fz : @ZA — BZe serdg inyectiva siempre que
la familia F g sea inyectiva de evolucion.

b) En caso de que las familias Fa y Fg sean ambas inyectivas de evolucion,
entonces f : Q C A — B serd biyectiva si y solo si f : QA — BB es

biyectiva de evolucion.

A.8. Continuidad en (pseudo)isofunciones

Definiciéon A.8.1. Sean A = {«a;}ier una familia (pseudo)isotopica de R en un

conjunto R y F una subfamilia (pseudo)isotopica de A. Sea < el orden usual en R.
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Se definird el (pseudo)isoorden 2% en RZ como:

2%y o a < b, para todos a,b € R, tales que existen 11,15 € I,
ax

verificando que oy, (a) = a y a;,(b) = b,
para todos a,b € RZ.

. : L, sz =
Se definird el (pseudo)isoorden de evoluciéon <_ en R* como:

>z, i)Jig € Iz,a0,bp € R, tales que av,(ag) = a y ay,(bo) = b, siendo ag < by,
ass =
‘ ii)a < b,¥Y a,b € R, tales que Ji € Iz, siendo a;(a) =a y a;(b) = b.

para todos a,b € RZ.

Proposicion A.8.2. En las condiciones de la definicion anterior, se verifica que:

a) Los (pseudo)isoordenes < Y %ez verifican la propiedad antisimétrica. Por su
parte, el (pseudo )isoorden %Z verifica la propiedad transitiva.

b) El (pseudo)isoorden < (el (pseudo)isoorden de evolucion if, resp. ) verifica la
propiedad reflexiva si y solo si F es una subfamilia (pseudo )isotdopica inyectiva
(de evolucion, resp.). De hecho, el (pseudo)isoorden 2% es un orden total Y

un buen orden si y sdlo si [ es una subfamilia (pseudo)isotdpica inyectiva.

¢) El (pseudo)isoorden de evolucion if cumple la propiedad transitiva si y solo
st se verifica:

(Pry) Dados ay,by,ba,¢c1 € Ry, € F, tales que a; < by,by < ¢ y alby) =
B(by), entonces:

i) Eziste (ag,co,Y) € R X R X F, tal que ay < ¢o, Yolap) = alar) y
(o) = Bler),

ii) Para todo (a,c,vy) € R x R x [, tal que v(a) = a(ay), v(c) = B(c1),
se verifica que a < c.

d) El (pseudo)isoorden de evolucion if es un orden parcial si y solo si [ es una
subfamilia (pseudo )isotopica inyectiva de evolucion y se verifica (Pry.).

e) El (pseudo)isoorden de evolucion §ez cumple la propiedad de totalidad si [ es

inyectiva de evolucion y se verifican (Pr,) y:

(Pr) Dados a,b € R y «, 8 € F, tales que a(a) # B(b), entonces:
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i) Sia = (3, se cumple que, para todo (c,d,vy) € R x R x F, tal que
v(c) = ala) y v(d) = B(b), se verifica que ¢ < d < a < b.
ii) St a # 3, entonces:
ii.a) Eziste (co,do, ) € R x R X [, tal que vo(co) = a(a) y vo(dp) =
B(b).
ii.b) Para todo (c,d,v) € RxRXF, tal que y(c) = a(a) yv(d) = B(b),
se verifica que ¢ < d < ¢y < dj.

f) Fijado AZ ¢l subconjunto isotopico asociado a un subconjunto A C R por F,

~ . ~z . o
se cumple que A tiene primer elemento a respecto a <, si y solo si:

i) a;(a) = a, para todo i € I, siendo a el primer elemento de A respecto a
<

—

ii) No eziste (b,i) € A x I, siendo b # a, tal que o;(b) = a.

~z . P :
g) <. es un buen orden si y sélo si para todos a, 3 € F se verifica que o = 3 es

una aplicacion inyectiva.

. 1: . ~Z ~Z (JZ ~zZ ~2Z (Z
En lo que sigue, cuando se utilicen las notaciones <™, >, > <, >, >_, nos

e e’r—e?

referiremos al sentido usual que se da a las notaciones <, > y >, si bien atendiendo

a cada isoorden en cuestion.

Definicién A.8.3. Sean dados:

a) Una familia (pseudo)isotopica A< = {a;}igg de R en un conjunto R,
b) Una subfamilia (pseudo)isotopica F < de A<,

c) (@, T, X), obtenido como levantado isotdpico del cuerpo real (R, +, x) por un
1sotopismo §r = S+ X §x, siendo:

50 = {(0F. 898 )

Y Fx = {(afaﬁfa%fx(aj))}

J
i€l jedy 1€1x ,jEIx

d) Una (pseudo)z’soaplicacio/nﬁ: R — I@, asoctada al valor absoluto sobre R por
” ot _ (sl gl
una familia |.|-(pseudo )isotopica F|| = {(«; ,64)"'(1.))}1-61"',
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e) ([7, %/—?],7), obtenido como levantado isotopico de un R-espacio vectorial (U, 4,
.) por un isotopismo Fu = F4+, X §, siendo:

_ +u gt At _ AL
Sty = {(% Uaﬂj 7 7¢f(i’j))}i€I+U,j€J+U ys§= {(O‘“6977@(173))}iel,jeJ’
f) Una (pseudo)isoaplicacion ﬂﬂ ‘R — ]IA%, asociada a una <-norma sobre U por

una familia ||.||-(pseudo)isotopica §) | = {(Ozil'”,ﬁ(‘l‘)"ulﬂ(i))})ielu_ﬂ;
g) Una funcién f:V CU — R,
h) Una (pseudo)isoaplicacion f: VU — ]@, asociada a f por una familia

f-(pseudo )isotépica 5 = {(a, ﬁéf(i))}ielf-
A continuacion, tomemos:

a e, (o, 0797 eFy, (@5, 0%,77) €Fx,
(Q{H7ﬁ|‘) E%Hv <a+U7ﬁ+U77+U) eg-l—Ua (aaﬁ77> 6%7
(@ 8y e Zyy, (o, 87) € Fy.

El conjunto de elementos anteriores F = {a=, (a™, 51,41, (@, 3%, 7%), (o,

B, (atv, prv yFo) (a, B,7), (@l B (af | 31)} serd un conjunto de valores es-
pecificos de (pseudo)isocontinuidad . Notaremos entonces:

Fh = {a§7a+75+7’y+aaxaﬂx7vxaaaOéH)ﬁH?ﬂf}a
_——{Bf
RF = Rl | JRUT 5 DRI Rl | R RO o

PF = plaft F 2 gletv s tOr ) gllesa | el | gty pr.

Definicién A.8.4. En las condiciones de la Definicion A.8.3, supongamos que F
es un conjunto de valores especificos de (pseudo )isocontinuidad, tal que:

a) ROV — I@F, para todo A\ € Fy \ {{5f}}7

(ot B AV (X 3% X
b) (RF,—i—{( BTy )}, gt s )}) es un cuerpo,

c) i — (A]F, para todo A € Fy \ {{a'}},
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~ o {(atU U At ~ . .

d) (UF, —|—U{( ST U)},/.{(a’ﬁ"”}) es un R¥ -espacio vectorial,
nn ~{a=} ¢ SF

e) |.| esun < "-mddulo sobre R",

I ~{a=} -y
) 1| es una < " -norma sobre U",

~ -~ /\{/Bf}
g) flelsny . plaf} _ Fy) es una aplicacion.

Se dira entonces que F' es bueno o bien que es un buen conjunto de valores

especificos de (pseudo)isocontinuidad.

~ ~{(at. BT AT .
Sea ahora of el elemento unidad de RY respecto a +{( BT} Fiado X €

‘A/{O‘f}, se dird entonces que f es continua (pseudo)isotdépica en X por F', si, para
~ ~fas , ~ , ~fas

todo € € R, siendo of 2t }6, eriste 6 € RY', siendo of 2t }5, tal que, para todo

NS v ia’y cumpliendo que:

M At s iy gyt oDl e 5

)

se verifica que:

~

Tf{(af,ﬂf)} (:{) _{(at,BT M)} J’;{(afﬁf)}@D |{(a\4\’5|4)}§{a§}6.

Se dird que f es continua (pseudo)isotépica por F' si, para todo X € VFs , f es
continua (pseudo )isotopica en X por F'. Por otra parte, fijado X € ‘7Ff, se dird que ]/”\
es continua (pseudo)isotépica de evolucién en X si es continua (pseudo )isotdpica en
X por F, para todo buen conjunto de valores especificos de (pseudo )isocontinuidad F
tal que X € V. Por ultimo, se dird que f es continua (pseudo)isotépica de evolucién

en VFr sies continua (pseudo )isotopica de evolucion en X, para todo X € VFs.

Ejemplo A.8.5. Sea A< = {(sp) f(s.)enxn, tal que oy : R — R estd definida
como o sy () = zst3, para todos x € R, s,t € N. En particular, A< es una familia
isotopica de R en R. Dicha familia no es inyectiva (pues, por ejemplo, c1)(2) =
aa2)(l) = 8), aunque si es inyectiva de evolucion. Por otra parte, obsérvese que,
fijado (s,t) € N x N:
I@{O‘(s,t)} =R,
b<:>i < i para todos s,t € N < a < b,
st3 — st3

para todos a,b € R.
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A continuacion, consideremos por una parte el isotopismo identidad de (R, +),
§+ = {(Idr, Idr,IdRr)}, y por otra parte el isotopismo generalizado simple §y de
(R, x) en si mismo, que tiene por isounidad a 7T :Rx (N x N) — R, tal que
f(x, s,t) = xst®, para todos x € R, s,t € N, y como aplicacidn isotépica a P : (N x
N)x (NxN) = NxN, tal ®y(t1, $1, 12, 82) = (t1ts, $152), para todos ty, $1,ts, $2 € N.
La familia §+ X §x es por tanto un isotopismo de (R, +, X) en si mismo. De hecho,
para cada (t1,s1,t,50) € N, se cumple que Fi X {(Qt, 51), Qta,s)s Ntrtas1s0)) ;€S
una subfamilia isotdpica de Fy X Fx, que permite obtener de nuevo (R, +, X) como

levantado isotopico de si mismo.

1e+Hl5

Se+Hl7

Figura A.7: 1(x,1,t) = t3,

Sea ahom/|\./|\ la isoaplicacion obtenida a partir de la familia |.|-isotépica § =
{(~<,%<)}, siendo la aplicacidn |.|-isotopica correspondiente, ® : N x N — N x N,
tal que P(s,t) = Idyxn(s,t) = (s,t), para todos s,t € N. En particular, A|T R—-R
es tal que/]\aT: la|, para todo a € R.

Consideremos ahora (R, 4, X) como R-espacio vectorial y como I@-z’soespacio vec-
torial, haciendo uso del mismo isotopismo que utilizamos para construir (R, +, xX)
como isocuerpo. De forma andloga, consideramos el valor absoluto sobre R como
norma sobre R como R-espacio vectorial y construimos la misma isoaplz'cacio’nﬁ

que antes.

Fijada una funcion f : R — R cualquiera, consideramos § y ® como f-familia
1sotopica y f-aplicacion isotopica, respectivamente. De esta forma, construiremos la
1soaplicacion de evolucion f: R — R, tal que, para cada (s,t) € Nx N, se tiene que
FEren (a) = f(5)st®, donde Fa,, = {awn}-

Tomemos como ejemplo la funcion f(x) = x*+5. Resulta entonces, por ejemplo,

que:



236 APENDICE A. TEORIA DE ISOTOPISMOS GENERALIZADOS

a) fla) = {f (%) st®:s,t € N} = {2 4553 5,t € N}.

b) Dado que 8" NA< = {1,2,4,8}, al ser 8 = a1,1)(8) = apn(4) = aun(2) =
as (1) = apg(l), entonces f(8) = {69,42,36,48}.

¢) [2Ren (270) = aps (f(5)) = 1620.

100001
50001 Te+101
G000 Se+{19
40001 09
it 1 Fe+031

e+

D- T T T T T T T T T 1
100 -60-40-20 0 20 40 60 B0 100
%

Figura A.8: f7Awn (z) = f—j + 5t3.

La construccion que hemos realizado verifica las condiciones de la Definicion
A.8.4, necesarias para plantearnos la continuidad isotopica de evolucion de la isoapli-
cacion J/"\ En concreto vamos a suponer que f es una funcion continua y veamos que
sz(W es una funcion continua isotopica de evolucion. Para ello, fijamos a € R
ye € R, tal que 0 < €. Por ser f continua, podemos tomar 6 > 0, tal que si
la— bl < st3 )
lo cual, |25 — 55| < 25 y asi pues, |f(%) — f(s5)| < <. Se verifica entonces que
T80 (a) = P00 (0)] = | F()st® — F(sea)st| = | (%) — F()Ist < e. Dada la
arbitrariedad de a en R, llegamos a que f es continua isotopica de evolucion. <

entonces | f(a) — f(b)| < . Sea ahora c € R, tal que |a — c| < d; con

Ejemplo A.8.6. Sea B = {f;}ien, tal que By : R — R estd definida como [By(x) =
2t, para todos x € R,t € N. En particular, B es una familia pseudoisotépica de

R en RT U {0}. Dicha familia no es inyectiva de evolucion, (pues, por ejemplo,

51(2) = Bi(=2) = 4).



A.8. CONTINUIDAD EN (PSEUDO)ISOFUNCIONES 237

Te+HlG
500000 5
07

-500000 4

-1 eHIE -

Figura A.9: Bi(z) = x°t.

St en las condiciones del ejemplo anterior se considera que, fijada una fun-
cion f : R — R, se construye la correspondencia f: RT U {0} — R* U {0},
a partir de la f-familia pseudoisotdpica Sy = B x B, siendo Idy la aplicacion f-
1sotopica correspondiente, dicha correspondencia no es en general una pseudoisoapli-

~

cacion de evolucion. De hecho, para todo a € RT U {0}, se verifica que f(a) =
{(F (VD)1 (F (—V5) thien:

Ast por ejemplo, considerando las funciones fi(z) = x y fa(x) = 2+ 1, podemos

comprobar que:

De esta forma, fi es de hecho una pseudoisoaplicacion, mientras que fa no es
siquiera una pseudoisoaplicacion de evolucion. Respecto a fi, se comprueba en con-

creto facilmente que es continua pseudoisotopica de evolucion. <

Definiciéon A.8.7. En las condiciones de la Definicion A.8.3, supongamos que
(@, T, X) es un (pseudo)isocuerpo y que ((7, 0, es un I@—(pseudo)z’soespacio vec-
torial. Fijado X € 17, se dird entonces que J? es isocontinua en X (isocontinua de
evolucién, resp.) si, para todo € € HA%, eziste § € R tal que, para todo Q) € R cumplien-
do que ﬂ% — @ﬂgzﬁe (ﬂ% - @ﬂgfge, resp. ), se verifica que Tf(%) - f(@)/EZS(S
ﬂA f(%) - f(g))EfSé, resp.). Se dird que F es isocontinua (isocontinua de evolucién,
resp.) en U st, para todo X € (7, J/C\ es isocontinua (isocontinua de evolucion, resp.)

en X.
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A.9. Continuidad en espacios (pseudo)-isotopolé-

gicos

La nocién de continuidad isotépica de evolucién se generaliza facilmente a espa-

cios (pseudo)isotopolégicos:

Definicién A.9.1. Sean dados:

a) Dos espacios topoldgicos con topologias de abiertos Ty N, Tespec-
) D pacios topologicos M y N, topologias de abiertos Ty y Ty, resp
tivamente,

b) Dos familias (pseudo)isotdpicas, Fu = {aM biery, v Fn = {ad biery, de M en
un conjunto M y de N en un conjunto N, respectivamente,

¢) Una aplicacion f:V C M — N,

d) Una (pseudo)isoaplicacion ]?: VFrC M — ]v, asociada a [ por una familia
f-(pseudo )isotopica 5 = {(, ﬁ{;)f(i))}ie[f.

A continuacién tomemos o™ € Fyr, o € Fn y (o, B7) € F4. El conjunto F =
{aM o (af, 37)} serd un conjunto de valores especificos de (pseudo)isocontinui-

dad. Notaremos entonces:

FM - {aM7af}7 qu = {OéNuﬂf}a

propin o Jor. = s i

Definiciéon A.9.2. En las condiciones de la Definicion A.9.1, supongamos que F
es un conjunto de valores especificos de (pseudo )isocontinuidad, tal que:

a) MF = Mty

— — aM
b) M¥ es un espacio topoldgico con topologia de abiertos Ty },

¢) NF = Nt}

~ — C!N
d) N es un espacio topoldgico con topologia de abiertos ‘IN{ },

o~ A~ /\{ﬁf}
e) flelshy . yialy f(V) es una aplicacidn.
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Se dird entonces que F es bueno, o bien que es un buen conjunto de valores
especificos de (pseudo )isocontinuidad.

Fiado X € ‘A/{"‘f}, se dird entonces que f es continua (pseudo)isotépica en X por
F, si es una aplicacion continua entre los espacios topoldgicos MF con topologia de
abiertos @{QM} Y NT con topologia de abiertos @\V{aN} Se dira que f es continua
(pseudo)isotépica por F' si, para todo X € V{O‘f} f es continua (pseudo)zsotopzca
de evolucion en X por F. Por otra parte, fijado X € VFf se dird que f es continua
(pseudo)isotépica de evolucion en X si es continua (pseudo)isotopica en X por F,
para todo buen conjunto de valores especzﬁcos de (pseudo)isocontinuidad F tal que
X e VF. Por ultimo, se dird que f es continua (pseudo)isotépica de evolucién en

VFs sies continua (pseudo )isotopica de evolucion en X, para todo X € VFs

Se dird que f es bicontinua (pseudo)isotépica de evolucién si es biyectiva y
~ -~ /\Ff ~
continua (pseudo)isotépica de evolucion en VFi y su inversa f=1: f(V)  — VFs

—=Fs
es continua (pseudo )isotdpica de evolucion en f(V)

Proposicion A.9.3. En las condiciones de la Definicion A.9.1, supongamos que F
sea un buen conjunto de valores especificos de (pseudo)isocontinuidad, tal que:

a) (af, 1) = (™, a®),

b) oM y o son aplicaciones inyectivas.

Resulta entonces que ]/”\ es continua (pseudo)isotépica por F' si y sdlo si [ es una
aplicacion continua entre los espacios topologicos M y N. 0

Ejemplo A.9.4. Sea (E%,+,.) el espacio euclideo 2-dimensional y consideremos,
por una parte, el circulo de radio 2, C = {(x,y) € E? : 2% + y* < 4}, como espacio
topoldgico con la topologia euclidea usual vy, por otra parte, la aplicacion identidad
lde : C — C.

Sea S? = {(z,y,2) € R®: 2% + y? + 22 = 1} la esfera en R?® de centro (0,0,0) y

radio 1 y consideremos:

a) La proyeccién estereogrdfica desde el polo norte N = (0,0,1) € S?, my, de S?
en el plano {(x,y,z) € R : 2 = —1},
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b) La proyeccidn estereogrifica desde el polo sur S = (0,0,—1) € S?, wg, de S*
en el plano {(x,y,2) € R?: 2 = 1},

¢) Las aplicaciones oy : C — S% yay : C — S?, tales que oy (z,y) = 7y (7,9, —1)
y as(z,y) = ng(x,y, 1), para todo (x,y) € C.

Figura A.10: Proyeccion estereogrifica desde el polo norte.

En particular, a;(C) = {(z,y,2) e R : 2?2+ y? + 22 =1, 2 < 0} y au(C) =
{(x,y,2) € R® : 2? +y* + 22 = 1, z > 0} son los hemisferios sur y norte de S?,
respectivamente. Resulta entonces que A = {a1,as} es una familia pseudoisotdpica
de C' en S?. De hecho, por ser inyectivas las aplicaciones ay y o, se verifica que S?

es un espacio pseudoisotopologico asociado a C' por .

A continuacién, fijados A = (a,b), B = (c,d) € E?, consideramos las aplicaciones
ag : C — E? yag: C — E? tales que aa(z,y) = (v +a,y +b) y ag(z,y) =
(x 4+ ¢,y +d), para todo (z,y) € C. Supongamos ademds que A y B se han elegido
de tal forma que as(C) Nap(C) = 0. Resulta entonces que B = {aa,ap} es una
familia isotopica de C en B = as(C) U ap(C). De hecho, por ser inyectivas las
aplicaciones ay y ag, se verifica que CB es un espacio isotopologico asociado a C
por $B.

Finalmente consideramos la familia Id-pseudoisotopica inyectiva de evolucion
§ = {(an,a), (a2, ap)}. Resulta por tanto que el levantado isotdpico de Idc por §,
I/CE 0 S — 6'3, es una aplicacion continua pseudoisotopica de evolucion en S?%, al
ser continua convencionalmente la aplicacion Ido. Obsérvese en particular que Id/\c
es de hecho una correspondencia y no una aplicacion, si bien si es una isoaplicacion
de evolucion, biyectiva de evolucion.
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241

Figura A.11: Aplicacion continua (pseudo)isotdpica de evolucion desde una esfera a

dos circulos.

<
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