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INTRODUCCION

Como ya es sabido, existen 3 tipos distintos de algebras de Lie:
las semisimples, las resolubles y un tercer tipo constituido por todas
aquellas algebras de Lie que no son ni semisimples ni resolubles. Para
clasificar entonces las algebras de Lie en general, bastaria con dar la
clasificacion de cada uno de estos tres subconjuntos disjuntos.

No obstante, el Teorema de descomposiciéon de E. E. Levi, enun-
ciado a finales de los afios 50, establece que toda algebra de Lie puede
descomponerse como suma semidirecta de su radical (que es resolu-
ble) y una subalgebra semisimple (la subalgebra de Levi del algebra de
Lie inicial). Este resultado permite entonces reducir la clasificacion de
las algebras de Lie en general a la clasificacion de las algebras de Lie
semisimples y a la de las resolubles.

Por lo-que respecta a las primeras, las semisimples, esta clasi-
ficacion es ya .totalmente conocida dado que toda algebra de Lie se-
misimple es.suma directa de algebras de Lie simples y la clasificaciéon
de estas algebras de Lie simples ya fue obtenida en 1890 por Killing
y Cartan, entre otros. Estos autores encontraron que existen 4 tipos
distintos de algebras de Lie simples: las del conjunto especial lineal,
las ortogonales impares, las simplécticas y las ortogonales pares, mas
otras 5 algebras de Lie simples, no pertenecientes a ninguno de estos
cuatro grupos anteriores y que ellos denominaron algebras exdticas.

Con respecto a las algebras de Lie resolubles, s6lo es conoci-
da hasta el momento la clasificacién de estas algebras para dimen-
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siones menores o iguales que 5. No obstante, Malcev, en 1945 (véase
[39]), probo que la determinacion de las algebras de Lie resolubles se
podia reducir a la obtencion de las algebras de Lie nilpotentes, que
constituyen un subconjunto suyo. En su trabajo, Malcev utiliza idea-
les nilpotentes maximales para definir un tipo particular de algebras
resolubles, que él denomina dlgebras separadas, y prueba que toda
algebra de Lie resoluble estd contenida en una algebra separada mi-
nimal univocamente determinada. La relaciéon entre un algebra de Lie
resoluble y sus separadas permite construir todas las algebras de Lie
resolubles que tienen algebras separadas dadas, lo cual le permite re-
ducir la clasificacion de las algebras de Lie resolubles a la de las nilpo-
tentes.

Respecto a las algebras de Lie nilpotentes, ya en 1891, K. A.
Umlauf (véase [51]), discipulo de Engel, clasifico todas las algebras
de Lie nilpotentes complejas hasta dimensién 6, viendo que existian
un numero finito de ellas. También estudi6 estas algebras en dimen-
siones 7, 8 y 9, encontrando que aparecian varias familias infinitas de
algebras de Lie nilpotentes de estas dimensiones.

Posteriormente, varios autores realizaron diferentes intentos
para obtener estas clasificaciones. Asi, en la década de los 50, se en-
cuentran entre otros trabajos los de Morosov, Dixmier y Vranceanu.
En particular, Dixmier, en 1957 (véase [19]), clasifica las algebras de
Lie nilpotentes sobre un cuerpo conmutativo hasta dimension 5. En
ese mismo afio, Morosov ([42]) publica un primer intento de clasificar
las algebras de Lie nilpotentes reales de dimension 6 y clasifica co-
rrectamente las complejas de esa dimension. Previamente, Vranceanu
en 1950 y Chevalley en 1957 habian trabajado sobre estas algebras de
Lie nilpotentes (véanse [54] y [17], respectivamente).

Vergne y Safiullina son principalmente los que en la década de
los 60 realizaron diversos intentos de clasificacion de estas algebras,
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consiguiendo en muchos casos notables resultados. Asi, Safiullina, en
1964, aporta nuevos resultados al estudio de la clasificacién de las
algebras de Lie nilpotentes de dimensién 7 (véase [46]), pero es real-
mente M. Vergne, en 1966, en su tesis doctoral (véase [52]), posterior-
mente publicada en [53], la que da un fuerte impulso al tratamiento
de estas algebras. En realidad, Vergne realiza una labor doblemente
importante: por un lado, da la clasificacion completa de las algebras
de Lie nilpotentes reales y complejas de dimension menor o igual que
6 y por otra parte, define las adlgebras de Lie filiformes, tal y como las
conocemos actualmente. Estas algebras de Lie filiformes constituyen
un subconjunto de las dlgebras de Lie nilpotentes. Chong Yun Chao fue
otro de los autores de esta década que también trabajaron en el tema
de las algebras de Lie nilpotentes (véase {18]), asi como el colectivo
Bourbaki [8].

En la década de los 70 son también varios los autores que con-
tintian trabajando en esta clasificacion, entre ellos P. de la Harpe (véase
[35]) en 1972, Favre y Gauger (véanse {26] y [29], respectivamente) en
1973, y Skjelbred y Sund, en 1977 (véase [50]).

No obstante, no es hasta la década siguiente cuando se pro-
duce un avance sustancial en la clasificacion de algebras de Lie nilpo-
tentes. Asi, en 1988, Goze y Ancochea realizan una clasificacion de las
algebras de Lie filiformes complejas de dimension 8 (véase [4]), me-
diante la introduccién de un invariante para estas algebras, llamado
por ellos sucesion caracteristica, que definen como la dimensiéon maxi-
mal de las cajas de Jordan de una cierta matriz nilpotente (véanse [4]
y [5]). Este mismo invariante les posibilité dar una clasificacion de las
algebras de Lie nilpotentes de dimensién 7 (véase [5]). De esos traba-
jos se deduce que las algebras de Lie filiformes son las que, dentro de
las nilpotentes, tienen la mayor sucesion caracteristica (n—1,1) en un
orden natural dado por ellos. Pese a todo, la lista dada en [4] no estaba
completa y presentaba algunos defectos. Posteriormente, los mismos
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autores la rectificaron en [6], casi al mismo tiempo que Seeley (véase
[49]), aunque de manera independiente. Sin embargo, los intentos de
estos dos autores de continuar con su método en dimensiones mayo-
res no fructificaron, debido a la aparicion de numerosas dificultades.
Otro de los autores que también trabajé en esta década en el estudio
de la clasificacién de las algebras de Lie nilpotentes reales y complejas
fue Romdhani, en 1989 (véase [45]).

Desde entonces, pese a los numerosos intentos realizados, no
se ha llegado a clasificar el conjunto de las algebras de Lie nilpotentes
de dimensién 8 ni los de dimensiones superiores, por lo que éste es

un problema que continda abierto en la actualidad.

Al objeto de ir avanzando algo en la resolucion del mismo,
Gomez y Echarte, en 1991, utilizaron una técnica similar a la idea-
da por Goze para clasificar las algebras de Lie filiformes complejas de
dimension 9 (véase [21]). En esta clasificacion aparecen por primera
vez familias biparamétricas de algebras de Lie filiformes. Ademas, en
varias familias, los parametros no recorren el cuerpo complejo, sino
un conjunto cociente de este cuerpo por una relacion de equivalencia
dada.

Posteriormente, en 1994, Boza, Echarte y Nunez clasifican las
algebras de Lie filiformes complejas de dimensién 10 (véase [9]). Para
ello, introducen un nuevo invariante, que ellos denominan el par (i, h).
En esta clasificacion aparecen por primera vez familias triparamétricas
de algebras de Lie filiformes.

Mas tarde, Gomez, jiménez y Khakimdjanov, en 1996, aprove-
chan las ideas de Vergne e introducen los cambios de base elementales
para clasificar las algebras de Lie filiformes complejas de dimensién
11 y para dar algunas correcciones a clasificaciones anteriores (véase
[32D).
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Finalmente, mediante una nueva técnica de clasificacion de al-
gebras de Lie filiformes, basada en el isomorfismo de algebras, Boza,
Fedriani y Nufiez obtuvieron en 1998 la clasificacion de las algebras
de Lie filiformes complejas de dimension 12 (véanse [10] y [11]).

No obstante, llegados a este punto, surgieron de nuevo las di-
ficultades, sobre todo de tipo computacional, que se habian detecta-
do ya antes en el tratamiento de este problema de la clasificaciéon de
las algebras de Lie nilpotentes en dimensiones mayores, por lo que
de nuevo aparecio con fuerza la idea de reducir este problema con-
siderando nuevos subconjuntos de algebras de Lie nilpotentes, cuya
clasificacion fuese mas sencilla de conseguir. Al mismo tiempo, tam-
bién se estaban considerando problemas que se dirigen mas a la bus-
queda de nuevos resultados relativos a estas algebras de Lie que a la
clasificacion en si de las mismas. Nos referimos a problemas tales co-
mo la obtenciéon de nuevos invariantes para estas algebras o la descrip-
cion de los conjuntos algebraicos de leyes de algebras de Lie filiformes
y de sus componentes irreducibles. Desde luego, este estudio requiere
también de calculos largos y complicados, para cuya realizacion es
necesario el uso de programas de computacion simbolica.

Asi, referente al tema de los invariantes, Echarte, Nufiez y Rami-
rez obtienen en 1996 (véase [25]) un nuevo invariante para las dlgebras
de Lie filiformes complejas que ellos denominan el invariante j, cuyas
propiedades estdn muy relacionadas con el invariante i (previamente
obtenido por los dos primeros autores en 1994 (véase {22]). En el cita-
do articulo, estos autores prueban que un algebra de Lie filiforme com-
pleja queda completamente determinada si se conocen todos los pro-
ductos corchete de la forma [e;, es] con i < h < n o bien todos los
productos corchete de la forma [eg, ex,1), con j <k <n,donde i, jyn
son los invariantes definidos. También prueban que la relacion entre
estos invariantes viene determinada por las siguientes desigualdades:
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4<i<j<n<2j-2.

Con respecto al tema de las componentes irreducibles, indicar
que ya Khakimdjanov (véase [38]) habia probado que las algebras de
Lie filiformes de dimensiéon n > 12 poseen, al menos, 3 componentes
irreducibles y que si n es par, entonces el namero de componentes
es siempre mayor que 3. Notese que el estudio de la dimension 12
tiene un aliciente especial, ya que en ese mismo articulo, Khakimd-
janov afirma que las algebras de Lie filiformes poseen propiedades co-
munes comenzando en la dimension 12. No obstante, como ya ha sido
comentado, la clasificacion de estas algebras de Lie filiformes de di-
mension n > 12 no ha sido aun obtenida.

En 1995, Castro y Nufiez estudian el conjunto de algebras de
Lie filiformes complejas caracteristicamente nilpotentes de dimension
9 (véase [15]). Las algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes se
definen como aquellas algebras de Lie complejas en las cuales todas
sus derivaciones son nilpotentes. Estas algebras fueron introducidas
por Dixmier y Lister en 1957 (véase [20]).

Segun la clasificacion de algebras de Lie nilpotentes de dimen-
sion menor o igual que 6 dada por Morosov (véase [42]), no existen
algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes de dimension menor o
igual que 6 en el cuerpo complejo. En [14], Carles prueba que el con-
junto de algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes de dimension
n es un subconjunto constructible de Zariski, no vacio, de la variedad
de leyes de algebras de Lie nilpotentes sobre C", con n > 7. Mas auln,
en [30] y [31], Godfrey prueba que existen (salvo isomorfismos) tres
algebras de Lie filiformes caracteristicamente nilpotentes de dimen-
sion 7. Respecto a la dimension 8, Echarte, Gémez y Nufiez indican en
[22] siete algebras de Lie filiformes y cinco familias uniparamétricas
de algebras de Lie filiformes que son caracteristicamente nilpotentes.

Castro y Nufiez prueban, asimismo en [15] que el conjunto de
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algebras de Lie filiformes complejas caracteristicamente nilpotentes
de dimension 9 es un conjunto constructible de Zariski en la variedad
de algebras de Lie filiformes. Este resultado ya habia sido probado an-
teriormente por Carles (véase [14]), pero Castro y Nufiez lo mejoran en
el sentido de dar una expresion explicita de este conjunto como unién
finita de conjuntos de Zariski localmente cerrados. Para ello, utilizan la
teoria de bases de Grobner (véase [13]) y el programa de computacion
simbolica Mathematica para realizar los calculos necesarios, basados
en la manipulacion de un sistema lineal de ecuaciones con coeficientes
en un anillo cociente de polinomios.

Al afio siguiente, en 1996, esos mismos autores estudian en
[16] las algebras de Lie filiformes complejas caracteristicamente nilpo-
tentes de dimensién 10. Prueban que el conjunto de leyes (salvo iso-
morfismos) de las algebras de Lie filiformes sobre C'° es un subconjun-
to algebraico afin V;, de C!* con dimension de Krull 10 y que ese con-
junto tiene tres componentes irreducibles, cada una de las cuales es
una hipercuadrica. Estudian cada una de esas tres componentes y dan,
mediante la teoria de Bases de Grobner y la utilizacién del programa
Mathematica, el conjunto de puntos correspondientes a las algebras
de Lie filiformes complejas caracteristicamente nilpotentes de esa di-
mension como unién finita de subconjuntos de Zariski localmente ce-
rrados.

Posteriormente, a finales de ese afio, Benjumea, Castro, Mar-
quez y Nurfiez describen en [7] el conjunto de leyes (salvo isomorfismo)
de las algebras de Lie filiformes complejas de dimension 13 como un
subconjunto algebraico afin V*3 ¢ €C* y el de las algebras de Lie fili-
formes complejas de dimensién 14 como un subconjunto algebraico
afin V'* = ¢3!, Para la realizacién de estos calculos, estos autores se
sirven de nuevo del paquete de computacién simboélica Mathematica
y de la teoria algebraica de bases de Grobner.



xvi

Introduccion

Finalmente, en [33], Gomez, Jiménez y Nufiez describen un al-
goritmo para obtener las familias de leyes de algebras de Lie filiformes,
al tiempo que aparecen nuevos intentos de continuar reduciendo el
tratamiento de las algebras de Lie nilpotentes, a fin de abordar con
mayores probabilidades de éxito el problema de su clasificacion. Entre
estos nuevos intentos, citar el tratamiento, por diverso, de las algebras
de Lie p-abelianas, el de las aigebras de Lie casifiliformes graduadas
(véase [44]) y el de reciente aparicion de las algebras de Lie filiformes
complejas c-graduadas (véanse [23] y [24]).

No obstante, la introduccién por parte de V. Kac y R.V. Moody,
en 1968, de las actualmente conocidas con el nombre de dlgebras de
Kac-Moody (véase [36] y [41]) supuso la aparicién de una nueva linea
de investigacion en el estudio de la clasificacion de las algebras de Lie
nilpotentes, esencialmente distinta de la expuesta anteriormente. Es-
tas algebras de Kac-Moody, construidas a partir de unas matrices muy
parecidas a las matrices de Cartan (por lo que se las denomina matri-
ces de Cartan generalizadas) son generalmente de dimension infinita
y constituyen en realidad una generalizacién de las algebras de Lie
semisimples (véase Cap. 1).

Asi, L. J. Santharoubane, mediante la utilizaciéon de los sistemas
de raices en las algebras de Lie nilpotentes de rango maximal (que
habian sido previamente definidos por Bratzlavski [12] en 1972 y Favre
[26] en 1973, si bien Gurevic ya habia aplicado este concepto al estu-
dio de las algebras de Lie metabelianas en [34]), asocia candnicamente
a cada algebra de Lie nilpotente de rango maximal y dimension finita
g una matriz de Cartan generalizada A y, por tanto, un algebra de Kac-
Moody g(A) (se dice entonces que el algebra de Lie nilpotente de rango
maximal g es de tipo A). Esto le permite establecer una relaciéon natural
entre las algebras de Lie nilpotentes de rango maximal y las algebras
de Kac-Moody, al tiempo que le proporciona una herramienta adecua-
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da: la teoria de algebras de Kac-Moody, para clasificar las algebras de
Lie nilpotentes de rango maximal. Santharoubane obtiene que, dada
una matriz de Cartan generalizada A, toda algebra de Lie nilpotente de
rango maximal y tipo A es un cociente de la parte positiva del algebra
de Kac-Moody g(A) (véanse {47] vy [48)).

La "primera”familia de dlgebras de Kac-Moody son las algebras
de Lie simples, que son de dimension finita, por esto las algebras de
Lie nilpotentes de rango maximal que se obtienen a partir de éstas se
llaman de tipo finito. El estudio de las algebras de Lie nilpotentes de
rango maximal y de tipos finitos Ag, By, C, yDp,con€ >1,£22,£2>3
y £ > 4, respectivamente, fue realizado por Favre y Santharoubane en
[27].

Posteriormente, otros autores han investigado otras algebras
de Lie nilpotentes de rango maximal y tipo finito. Asi, las de tipo Eg,
E; y Eg fueron estudiadas por Agrafiotou y Tsagas en [3]. Estos autores
prueban que, salvo isomorfismos, existen 149 algebras de Lie nilpo-
tentes de rango maximal y de tipo Eg y 1605 de tipo E;.

Recientemente, Favre y Tsagas han considerado las algebras de
Lie nilpotentes de rango maximal y de tipo F4 [28].

La "segunda”familia de algebras de Kac-Moody esta constituida
por las algebras de Kac-Moody afines y éstas, a su vez, se dividen en
dos subfamilias: tipos no torcido y torcido. Santharoubane estudi6 en
1982 (véase [47]) las algebras de Lie nilpotentes de rango maximal y
tipos afines no torcido A" y torcido AY , y probo que salvo isomor-
fismos, existen exactamente 3 series infinitas de algebras de Lie nilpo-
tentes de rango maximal y de tipo A" y 10 series infinitas de algebras
de Lie nilpotentes de rango maximal y de tipo A(zz).

El resto de casos estudiados corresponden a tipos afines no tor-
cidos. Asi, Kanagavel estudié en [37] las algebras de Lie nilpotentes de
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rango maximal y de tipos A\, B y G!", encontrando que hay exac-
tamente n(X) series infinitas y una familia continua de algebras de Lie
nilpotentes de rango maximal y de tipo X, donde n(A{") = 9, n(B{") = 18
y n(G) = 39.

Posteriormente, en [2], X. Agrafiotou estudio el caso de las alge-
bras de Lie nilpotentes de rango maximal y de tipo D, llegando a la
conclusion de que salvo isomorfismos, existen exactamente 217 series
infinitas con parametros discretos y 18 series infinitas con parametros
continuos de estas algebras. Previamente, el mismo autor habia estu-
diado el tipo Di” (véase [1]), que presenta la particularidad de que no
puede ser tratado de forma analoga al caso general DY’ con £ > 5, de-
bido a que el grupo de automorfismos de su diagrama de Dynkin es
diferente al de este caso general. El autor concluye que salvo isomorfis-
mos, existen exactamente 81 series infinitas con parametros discretos

y 8 series infinitas con parametros continuos de estas algebras.

Continuando entonces con este estudio , el objetivo principal
de esta Memoria se centra fundamentalmente en el estudio de nuevos
tipos de algebras de Lie nilpotentes de rango maximal, en particular,
de los tipos afines no torcidos F{" y E}’, a cada uno de los cuales se
les dedica un Capitulo de la misma. También se dedica un Capitulo al
estudio de las algebras de Lie nilpotentes de rango maximal e indice de
nilpotencia menor (p = 2), es decir, las algebras de Lie metabelianas
de rango maximal. Asi, el contenido de la presente Memoria se ha
estructurado en 4 Capitulos y dos Apéndices.

En el Capitulo O se indican los conceptos y resultados previos
relativos a las algebras de Lie y a las dlgebras de Kac-Moody, ya conoci-
dos, que creemos indispensables para una adecuada comprensién del
resto del trabajo. Aunque estos conceptos han sido ya definidos ante-
riormente, hacemos especial énfasis en aquellos que, a pesar de haber
sido ya estudiados, no suelen ser de uso frecuente debido a su especi-
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ficidad. Entre estos ultimos se recuerdan de forma algo mas exhaustiva
los resultados relativos al método de clasificacion para las algebras de
Lie nilpotentes de rango maximal, debido a L. J. Santharoubane. Se
incluyen también en este Capitulo las definiciones y propiedades rela-
tivas a los grafos que seran usadas posteriormente en el tratamiento
de las algebras objeto de nuestro estudio.

El Capitulo 1 de esta Memoria se dedica fundamentalmente al
estudio de las algebras de Lie nilpotentes de rango maximal y de tipo
F. En las dos primeras secciones se dan las algebras de Kac-Moody
asociadas a las matrices F; y F). En la tercera seccion se calcula el
grupo de automorfismos de F(4”. En la cuarta seccién se explica de-
tenidamente el método seguido para la clasificacion de estas algebras
de Lie y como se calculan los ideales en A;. En la quinta seccion se
utilizan los resultados anteriores para dar la lista de los ideales en n.
y en la sexta seccidon se da el teorema principal del Capitulo. Final-
mente, en la altima seccién se da un ejemplo de algebra de Lie nilpo-
tente de rango maximal y tipo Ff‘”. El principal resultado obtenido en
este Capitulo es que, salvo isomorfismos, existen exactamente 1095
familias infinitas con parametro discreto y 28 familias infinitas con
parametro continuo de estas algebras de Lie.

El Capitulo 2 de esta Memoria se dedica fundamentalmente al
estudio de las algebras de Lie nilpotentes de rango maximal y de tipo
EY), dandose la misma distribucion en secciones que en el Capitulo
anterior. El principal resultado obtenido en este Capitulo es que, sal-
vo isomorfismos, existen exactamente 2808 familias infinitas con pa-
rametro discreto y 126 familias infinitas con parametro continuo de
estas algebras de Lie.

En el Capitulo 3 de esta Memoria se estudian las algebras de
Lie nilpotentes de rango maximal e indice de nilpotencia p = 2. En la
primera seccion se aplica el método de clasificacién para este indice
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de nilpotencia y se obtiene que solo a partir de determinadas matri-
ces de Cartan generalizadas de tipo finito o afin se llega a algebras
de Lie metabelianas. En las secciones segunda y tercera se estudian
por separado las algebras de Lie metabelianas de tipos finito y afin. El
principal resultado obtenido en este Capitulo es que, salvo isomorfis-
mos, existen exactamente 4 familias infinitas con parametro discreto
y 6 algebras de Lie metabelianas de rango maximal de tipos finito o
afin.

Se concluye esta Memoria con dos Apéndices finales y la Biblio-
grafia consultada. En los Apéndices se dan, respectivamente, los ide-
ales de A, para las algebras de Kac-Moody asociadas a las matrices Fﬁl“
y EI. La Bibliografia aparece separada en dos listas independientes:
en la primera se citan los articulos y textos que se referencian en es-
ta Memoria, mientras que en la segunda se incluyen otros textos, de
caracter general, no referenciados directamente, cuya consulta puede

facilitar una mejor comprension y lectura de la misma.



CAPITULO O

Preliminares

0-A ALGEBRAS DE LIE

Definicion 0-A.1 m

Definicion 0-A.2 m

Aunque las algebras de Lie son objetos ya muy conocidos, empezamos
definiendo brevemente algunos de los conceptos que vamos a manejar
en las siguientes secciones.

Un dlgebra de Lie £ sobre un cuerpo K es un espacio vectorial sobre
K dotado de una aplicacion bilineal y : £x £ — £, llamada producto
corchete o ley del dlgebra de Lie, que cumple las propiedades

HX, X)=0
y la identidad de Jacobi, que se expresa como
uX, plY, 2)) + p(Y, u(Z, X)) + p(Z, p(X, )) = 0

para todos X, Y, Z € £. Se suele designar u(X, Y) por [X, Y]. Se denomina
dimension de £ a la que tiene como espacio vectorial.

Una subdlgebra de un algebra de Lie £ es un subespacio vectorial J de
£ tal que [X, Y] € J para cualesquiera X, Y € 3.




Algebras de Lie

Definicion 0-A.3 m

Definicion 0-A.4 m

Definicion 0-A.5 m

Definicion 0-A.6 m

Nota 0-A.7 m

Definicion 0-A.8 m

Una ideal 3 de un algebra de Lie £ es una subalgebra de £ tal que [X, Y] €
J para cualesquiera X € Je Y€ £.

Un aigebra de Lie £ es conmutativa si [X, Y] = 0 para cualesquiera X, Y €
L.

Un algebra de Lie £ es simple si no es conmutativa y no tiene ideales
propios (esto es, ideales distintos de {0} y £).

Un algebra de Lie £ es semisimple si no tiene ideales conmutativos
propios.

De las definiciones anteriores se deduce que toda algebra de Lie simple
es semisimple. Ademas, si £ es un algebra de Lie simple o semisimple
se tiene que [, £] = L.

Si £ es un algebra de Lie, llamamos sucesién de derivadas de £ a la
sucesion de ideales definidos mediante

C1£=£
CrnL=I[CL Gl k21

Si existe un entero n para el cual C,. 1 £ = {0}, el algebra de Lie £ es
resoluble vy, en tal caso, el menor entero que cumple tal condicion se
llama indice de resolubilidad de £ '




Capitulo 0: Preliminares 3

Definicion 0-A.9 m

Nota 0-A.10 m

Definicion 0-A.11 m

Si £esun algebra de Lie, llamamos sucesion central descendente de £
a la sucesion de ideales definidos mediante

Cle=¢
Cklo = [Cke, 2] k>1

Si existe un entero p para el cual C**'g = {0}, el algebra de Lie £ es
nilpotente y, en tal caso, el menor entero que cumple tal condicion se
llama indice de nilpotencia de £

Como consecuencia inmediata de las dos definiciones anteriores, toda
algebra de Lie nilpotente es resoluble, debido a que si £ es un algebra
de Lie se verifica que C,.£ c C*¢ para todo k > 1.

» Dadas dos algebras de Lie £ y £/, sobre el mismo cuerpo, de-
cimos que & : £ — £ es un homomorfismo si ® es lineal y
d([X, Y]) = [9(X), d(Y)] para cualesquiera X,Y € £ y ® es un iso-
morfismo si también es biyectivo.

» Si £=¢, decimos que ® es un endomorfismoy si ademas ¢ es
biyectivo, decimos que es un automorfismo. Denotamos por
Autg al conjunto de los automorfismos.

« Un endomorfismo @ de £ es una derivacion si
O(1X, YD) = [¢X), YT+ [X, V)], X, Y€ L.

Denotamos por Derg al conjunto de las derivaciones y se le
puede dotar de estructura de algebra de Lie definiendo el pro-
ducto corchete por

¥ ]l=Po¥Y—-VYood & VYe€Dere
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0-B GRAFOS

Definicion 0-B.1 =

Definicion 0-B.2 m

Definicion 0-B.3 m

Definicion 0-B.4 m

Veamos algunas nociones basicas relacionadas con los grafos.

Un grafo G esta constituido por un conjunto finito no vacio V = V(G)
y un conjunto A = A(G) de pares de elementos distintos de V. Los ele-
mentos de V se llaman vértices y los elementos de A se llaman aristas.

Si consideramos que las aristas de un grafo G son pares ordenados
(aristas dirigidas), decimos que G es un grafo dirigido.

Para representar un grafo dibujamos un punto por cada vértice
del grafo y una linea de u a v por cada arista (u, v) del grafo. Si el grafo
es dirigido, dibujamos una flecha de u a v por cada arista dirigida (u, v).
Por ejemplo, una representacion del grafo dirigido G de veértices vy, v,

y v3 y aristas (v, v,), (Vo, V1), (v, v3), (Vo, v3) ¥ (Vo, V3) €58

Si cada vez que aparecen dos flechas entre dos vértices con
sentido contrario, las sustituimos por una linea, obtenemos una re-

presentacion mas simplificada:

Vi Va V3
- ===

Un isomorfismo @ entre dos grafos G, y G, es una aplicacion biyectiva
de V(G,) en V(G,) tal que @(A(G,)) = A(G;). Un automorfismo de un
grafo G es un isomorfismo de G en si mismo.

Decimos que un grafo H es un subgrafo de otro grafo G si V(H) ¢ V(G)
y A(H) < A(G).
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Definicion 0-B.5 m Sea G un grafo.

« Se llama recorrido en G a una sucesion de vértices de G tal que
cualesquiera dos vértices consecutivos constituyen una arista
de G y no se repiten aristas.

« Se llama arco en G a un recorrido en el que no se repiten

vértices.

= Se llama ciclo en G a un recorrido en el que no se repiten
vértices, salvo el primero y el Gltimo que coinciden.

En el siguiente grafo v;v,v3Vvsv, es un recorrido, v,v,v3vsv, es
un arco y v,viVvsVv, es un ciclo:

Vi Vo V3

[ ] [ ] L
V4 ‘ Vs
»—

Definicion 0-B.6 m Decimos que un grafo G es conexo si, dados dos vértices cualesquiera,
existe un arco en G que comienza en uno de los vértices y termina en

el otro.

El grafo del ejemplo anterior es conexo.

Definicién 0-B.7 m Decimos que un grafo es un drbol si es conexo y no tiene ciclos.

El siguiente grafo es un arbol:
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o bien, podemos representar el arbol anterior de la siguiente
forma:
5

— 2.{3 6
7
1__3{2
12
_4{10{13

11

Definicion 0-B.8 m Una rama en un arbol G es un arco en G.

Por ejemplo, v v4VvigVi2 ¥ V1v3 son dos ramas en el arbol que
hemos dado antes.

0-C ALGEBRAS DE KAC-MOODY

Vamos a considerar una clase de algebras de Lie de dimension infinita
conocidas como algebras de Kac-Moody (véanse [40], [41] y Cap. 1
de [36]). Estas algebras son una generalizaciéon de las algebras de Lie
simples y se definen a partir de las llamadas matrices de Cartan gene-
ralizadas.

Definicion 0-C.1 m Una matriz de Cartan generalizada es una matriz A = (a,-j)fJ:l, con
coeficientes en Z, que satisface las siguientes condiciones:

1. a;=2parai=1,...,%¢;
2. a; <0 parai#j,

3. a,‘j=04=>aj,'=0.

Definicion 0-C.2 m Diremos que dos matrices de Cartan generalizadas A y B son equiva-
lentes si existe o € &, (grupo de permutaciones de {1,...,£}) tal que
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b,',j = acr(,')o—u) para I,J = 1,...,£.

Definicion 0-C.3 m Una matriz de Cartan generalizada A es descomponible si es equiva-

Definicion (—-C.4 m

lente a una matriz diagonal por bloques, es decir, de la forma

AL O -+~ 0 O
O A, -+ O O
0O O --- A, O
O 0 --- 0 A

donde las A; son matrices cuadradas y k < £. En caso contrario, A es
indescomponible.

Sean A = (aij)fJ=1 una matriz de Cartan generalizada y h un espacio
vectorial complejo de dimension 2€ — rango(A). Sean {«y,..., 0}
h*, donde h* es el espacio dual de b, y {«},..., &,} = b subconjuntos
linealmente independientes de y* y §, respectivamente, que satisfacen
la siguiente condicion:

O(j((x;/) = a,'j (I,_] = 1,...,»8)

Al dlgebra de Lie g(A) generadaporE, F; (i=1....,£) y by, y las siguientes
relaciones:

[EiEj] = by (J=1...8)

[h,H] = 0 (h, i € ),
[h, E,] = O(,'(h)E,’ (l = 1,...,‘8, he b),
[h, Fl] = ‘-O(i(h)F,' (I = 1,...,2,]’1 € [)).

la llamamos dlgebra (de Lie) de Kac-Moody no reducida asociada a la
matriz de Cartan generalizada A. Sea « el ideal maximal de g(A) que no
corta a b, al dlgebra de Lie

g(A) = g(A)/x



Nota 0-C.5 m

Teorema 0-C.O0 m

Algebras de Kac-Moody

la llamamos dlgebra (de Lie) de Kac-Moody asociada a la matriz de Car-

tan generalizada A.

Usaremos la misma notaciéon para las imagenes de E;, F; y h en g(A).
Para o« = > d;ox; con (dy,...,d,) € N¢ - {0}, denotamos por g (resp.
g-«) al subespacio de g(A) generado por los elementos [E;, ..., E; ] (resp.
[F;
no todos los d;'s tienen el mismo signo, entonces g, = {0}. Tomamos
go =bh.

{&1,..., a0} y{a],..., &y} son la base de las raices y la base de las

F; 1) donde E; (resp. F;) aparece d; veces. Sien (dy,...,d;) € z*

TARRY)

corraices, respectivamente. Ey,...,E, and Fy, ..., Fp son los generadores
de Chevalley (véase Cap. 7 de [67]) vy h es la subdlgebra de Cartan de
g(A).

Los conjuntos A = {& = S di;; (dy,...,dg) € Z°—{0} y gu # (O} y
Ay ={a =3 dio;; (dy,...,dg) € N¢—{0} y g« # (0)} son, respectivamente,
el sistema de raices y el sistema de raices positivas de g(A) y tomamos
A_ = —A.(el sistema de raices negativas). Resulta entonces que A =
A_ U {0} U A;. Tenemos la siguiente descomposicion en subespacios
raices con respecto a :

E(A)=b®(@9a>-

oEA
Luego, g(A) = n_ ® h ® n, donde a n- = ®yep gu 1@ llamamos la parte
negativay a ny = ®4¢p, 8o 12 parte positiva de g(A).
Si @ => d;x, la altura de o es el numero |x| =3 d;.

Dadas dos matrices de Cartan generalizadas A y B, se tiene que las
algebras de Kac-Moody g(A) y g(B), asociadas a dichas matrices, son
isomorfas si y sélo si A y B son equivalentes.

Por tanto, para clasificar las algebras de Kac-Moody tenemos
que tener la clasificacion de las matrices de Cartan generalizadas (véase
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Teorema 0-C.7 m

Lema 0-C.8 m

Lema 0-CO9m

Teorema 0-C.10 m

Cap. 4 de [36]).

Si A es una matriz de Cartan generalizada descomponible en bloques

indescomponibles Aj,..., A, se tiene que las algebras de Kac-Moody

asociadas a dichas matrices verifican que g(A) es isomorfa a g(4,) ®
.. @g(Ak)

Como consecuencia de este ultimo resultado, podemos supo-
ner, sin pérdida de generalidad, que las matrices de Cartan generali-
zadas que manejamos son indescomponibles.

Seguimos la siguiente notacion: para un vector u' = (uy,..., uy)
decimos que u > 0siu; > 0,i=1,...,4,yqueu >0siu; >0,i =

1,...,£. Recordemos el siguiente resultado fundamental de la teoria
de inecuaciones lineales:

Un sistema lineal de inecuaciones real homogéneo A; > 0, i =
1,...,m, tiene una solucion si y sélo si no hay dependencia li-
neal con coeficientes no negativos entre los A;.

Si A es una matriz real mxs tal que no existe u > 0, u # 0, que verifique
A'u > 0, entonces existe v> 0 tal que Av < 0.

Si A es una matriz de Cartan generalizada indescomponible, entonces
Au >0, u >0 implicanque u> 06 u=0.

Sea A = (a,-j)fFl, con coeficientes en Z, una matriz de Cartan genera-
lizada indescomponible. Se tiene una so6la de las tres posibilidades
siguientes:

(Fin) det(A) # 0; existe u > 0 tal que Au > 0; Av > 0 implicaquev > 0
ov=0;
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Lema 0-C.11 m

Nota 0-C.12 m

Teorema 0-C.13 m

(Af) rango(A) = £ — 1; existe u > 0 tal que Au = 0; Av > 0 implica
que Av =0;

(Ind) existe u> 0 tal que Au<0; Av>0, v> 0 implican que v = 0.

Decimos que A es de tipo finito, afin o indefinido segin la posibilidad
que cumpla.

Sea A = (aij)szl, con coeficientes en Z, una matriz de Cartan generaliza-

da indescomponible de tipo finito o afin. Entonces A es simetrizable,

esto es, existen una matriz diagonal invertible D = diag(e,,..., €)Y
una matriz simétrica B = (b,-j)fj=l tales que A = DB.

Vamos a dar la clasificacion de las matrices de Cartan generalizadas
indescomponibles de tipo finito y de tipo afin. Para esto utilizamos los
llamados diagramas de Dynkin (véase Cap. 3 de [67]). Sea A = (a,-j)ffj=1
una matriz de Cartan generalizada, vamos a asociar a A un grafo 5(4),
llamado diagrama de Dynkin de A, como sigue:

» Siaya; <4y lagl 2 lajl, entre los vértices i y j hay |ay] aristas
y estas aristas estan dirigidas hacia el vértice i si |ay| > |ajl.

= Si aja; > 4, entre los vértices iy j hay una arista de trazo
mas grueso sobre la que situamos el par de enteros ordenado
lal, 1ajil-
Se ve facilmente que A es indescomponible siy sélo si S(A) es un grafo
conexo. Notemos también que A esta determinada por el diagrama de
Dynkin S(4) y una enumeracion de sus vértices. Decimos que S(A) es
de tipo finito, afin o indefinido si A es del tipo correspondiente.

Los diagramas de Dynkin de todas las matrices de Cartan generaliza-
das indescomponibles de tipo finito aparecen en la tabla Fin (con £
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vértices) y los de todas las de tipo afin en las tablas Afl — 3 (con £ + 1

vértices). Las etiquetas numéricas de los grafos de las tablas Afl — 3

son las coordenadas del inico vector ¢ = (aq, ay, - ..,

donde los a; son enteros positivos primos entre si.

a,) tal que AS = 0,

Tabla Fin
0—0—+ —0—0
o O Kp_1 g
0—O0—++ —0==>0
o), & Kg-1 &g
0— 00—+ —0<=0
Xy X Kpp &g

P
0—O0— s —0~—0
oy Oy Kp 2 ®py

0 g

0—O0=—=>0—0
K] Oy O3 Oy

0=0
oy Oy

€+1)

(2)

(2)

(4)

(3)

2)

(1)

(1)

1)
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A(l)

AD (£ > 2)

BY (£ > 3)

P > 2)

DY) (€ > 4)

Algebras de Kac-Moody

Tabla Afl
0<=>0
1 1
/o
00—+ —0—>0
1 1 1 1
(|’1
0—0— 00—+ —0=>0
1 2 2 2 2
0=>0—0— ++ —0<=0
1 2 2 2 1
C|)1 01
0—O0—0—+ —0—0
1 2 2 2 2
Tl
(|)2
0—0—0—0—0
1 2 3 2 1
TZ
0—0—0—0—0—0—20
1 2 3 4 3 2 1
03
0—0—0—0—0—0—0—0
1 2 3 4 5 6 4 2
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Los numeros entre paréntesis de la columna derecha correspon-
den al determinante de la matriz A. Los vértices de los grafos de la

tabla Fin estan enumerados con los simbolos «y,..

., ®p, cada grafo

X0 de la tabla Af1 se obtiene a partir del grafo X, afiadiendo un nue-
vo vértice que se enumera con el simbolo &y y manteniendo la enu-

meraciéon de los demas como en X,.

A% > 2)

2)
Asp € 23)

(2)
D;., € >2)

(3)
D4

Tabla Af2

2 1

o&=o0

(2 8)) 28]

2 2 2 1

0<&=0—— -+ —0<=0

oy o Kgy &g
ool

1 2 2 2 1

0—O0—0— =+ —0<=0

o O K3 gy Xy

1 1 1 1

0<=0— -+ — 0=>0

g O Kp1 Kp

1 2 3 2 1
0—O0—0<=0——-0
oy O Oy O3 0Oy

Tabla Af3

1 2 1
0—0<=0

Hg oy O

Ademas, para el tipo finito se tiene la siguiente caracterizacion:

Teorema 0-C.14 m Sea A una matriz de Cartan generalizada indescomponible. Se tiene
que A es de tipo finito si y sélo si g(A) es un algebra de Lie simple de

dimension finita.
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Teorema 0-C.15 m Sea A una matriz de Cartan generalizada simetrizable y sea g(A) = g(A)/t

el algebra de Kac-Moody asociada a A. Entonces los elementos
(@dE)' "™ E, i#jl,j=1,...,9),

(@dF)\ ™ F;, i#jlj=1....€)

generan el ideal «.

Como las matrices de Cartan generalizadas de tipo finito o afin
son simetrizables, si A = (a,-j)fj

de tipo finito o afin, entonces el algebra de Kac-Moody g(A), asociada

_, es una matriz de Cartan generalizada

a A, es el algebra de Lie con generadores E;, F; (i = 1....,£€) y h que
cumplen las siguientes relaciones:

[E, Fjl =60 (j=1,...,8),
[h, h’]=o (h 0 €n)
[h, Ej] = o;(R)E;, [h, Fi] = —o(R)F; (i= L...,4,hen),

(@dE)E, = 0, (adF) ™ F;=0 (i,j=1,...,£; i #))

0-D ALGEBRAS DE KAC-MOODY AFINES

Definicion 0-D.1 m

Vamos a describir la estructura de las algebras de Kac-Moody asociadas
a matrices de Cartan generalizadas de tipo afin y, en particular, cuando
el diagrama de Dynkin de la matriz es de la tabla Afl (véase Caps. 6, 7
y 8 de [36]).

A las algebras de Kac-Moody asociadas a matrices de Cartan genera-
lizadas de tipo afin las llamamos dlgebras (de Kac-Moody) afines y si,
ademas, el diagrama de Dynkin de la matriz pertenece a la tabla Afl
decimos que el algebra afin es no torcida.
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£
ij=0
de Cartan generalizada de tipo afin de la tabla Afl, A es una matriz

Nota 0-D.2 m A partir de esta seccién consideramos A = (a;) = XS) una matriz
cuadrada de orden £ +1 yrango £, y ;X = X, la matriz de Cartan gene-
ralizada de tipo finito que se obtiene a partir de A eliminando la fila y
la columna 0-ésimas. Sea g = g(A) el algebra de Kac-Moody asociada a
la matriz de tipo finito /3

Sea L = C[t, t"!] el algebra de los polinomios de Laurent en t, es
decir, los polinomios de la forma P = 3¢, cit*, donde todos salvo un
numero finito de ¢, son nulos. El residuo de un polinomio de Laurent
P se define por ResP = c_;. Esto es, Res es una funcién lineal sobre L
definida por las propiedades:

dpP
Rest™' =1 : Res— = 0.
dt

Definimos una funcién bilineal @ sobre L con valores en C como sigue:

(P,Q=R dPQ
, Q) = Res—Q.
» dt
Se verifican las dos propiedades siguientes:

« (P, Q) =-pQP),

» @(PQ,R)+ @(QR,P)+ ®(RP,Q) =0, VP,QRE€L
Consideramos el dlgebra lazo

L@ =Lecg.
Esta es un algebra de Lie de dimension infinita con producto corchete
[, lo definido por
[PeX,QeYl,=PQelX, Y, VP,QeL; X,Y€s.

Fijamos una forma bilineal simétrica no degenerada (.|.) sobre
§ invariante, es decir, que verifica ([X,Yl|Z) = (X|[Y,Z]), VX,Y,Z € ﬁ
Extendemos esta forma por linealidad a una forma bilineal (.|.), sobre
L(g) con valores en L como sigue:

(P ® X|Q ® Y): = PQXIY).
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También podemos extender toda derivacién D del dlgebra L a una de-
rivacion del algebra de Lie L(g) mediante

D(P® X)=D(P)® X.

Podemos definir el siguiente 2-cociclo sobre el algebra de Lie
L(g) con valores en C:

dap
yPeX,QeY)= Res(a? @ X|Q®Y),.

Para probar que y es un 2-cociclo hay que comprobar las dos condi-
ciones siguientes:

« @(a, b)=—-yla,b),
= (la, bl, ¢) + w(b, cl, a) + y(lc,al, b) = 0, Ya,b,c € L(g),

para ello basta tener en cuenta que (P X, Q ®Y) = (X|Y)p(P, Q).
Definimos la extension del algebra de Lie L(g) mediante un cen-
tro 1-dimensional asociado al cociclo ¢ siguiente:

L() = L(g) @ Cc
con producto corchete definido por
[a+Ac, b+ ucl =1a,bly +wla b, Ya b e L), A uecC.

Finalmente, consideramos el algebra de Lie Z(ﬁ) que se obtiene
al afiadir a L(g) una derivacion d que actia sobre L(g) como t% y se
anula sobre c. Esto es, el algebra de Lie definida por:

I =LegeCceCd

con el producto corchete definido como sigue:
tFeXeAcoud t' " @ Yo Aco ud] =

(1 @ [X, Y] + pk, t @ Y — p kt* © X) @ k& (XIYc,
donde X, Y e ﬁ; AU, AL EC.
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Teorema 0-D.3 m

Nota 0-D.4 m

g(A) = E(B), es decir, el algebra de Lie que acabamos de definir es el
algebra de Kac-Moody afin asociada a la matriz A.

Veamos ahora la estructura del algebra afin g(A).

Sean h la subalgebra de Cartan, o el sistema de raices, {&1,..., &e} la
o V o V

base de las raices, {«3,..., xe} la base de las corraices y Ey, + - -, Eg,

Fy, - - -, Fp los generadores de Chevalley de g. Sea @ la raiz mas alta

del sistema de raices finito A. Sea g = o .g. la descomposicién en
aep &

subespacios raices de g. La involucion de Cartan w de g esta defini-
da sobre los generadores de Chevalley como c:)(Ei) =—-F(i=1,...,%8).
Elegimos Fj € E’; tal que (Folc:)(FO)) =-2/(616) y tomamos E; = —(;)(FO).

Entonces, h = aeCceCd es la subalgebra de Cartan de g(A). Denotamos
por 6 la funcién lineal sobre § definida por 5'5 o 0, 6(d)=1.

oCc
Los generadores de Chevalley de g(A) son:

€0=t®E0,el =1®E1,...,ee=1®Ee

f0=t—1®F0,f1=1®F1,...,fg=1®Fe.

Ahora vamos a describir el sistema de raices y la descomposicion en
subespacios raices de g(A) con respectoah=ha Cc & Cd:

A=1{j5+y:jeZ yeAuljs; jeZ\ {0}

g(A) = h ® (®(xeAgO()1
donde

g

j o . o
. = o e = ®h.
5y =0 @8 Y s teh

Denotamos «; por «; (i=1,...,2) y tomamos &, = 6 — 6. Entonces la
base de las raices de g(A) es {xg, &y, ..., X}
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Sea n, la parte positiva de g, entonces la parte positiva n, de
g(A) es :
ne =1y @ ((C[t] ® g)

y el conjunto A, de las raices positivas de g(A) es :
A=A, U(s+y;j21, ¥ € MUY

Si tomamos:

Ag = A U{S—Yy;y€ D UO}U{0}
A o= {io+y; yeAy
entonces
J=0

0-E ALGEBRAS DE LIE NILPOTENTES DE RANGO MAXIMAL

En esta seccion vamos a ver los conceptos relacionados con las algebras
de Lie nilpotentes de rango maximal, su relacion con las algebras de
Kac-Moody y el método de clasificacion que se obtiene a partir de esta
relacion (véanse [47] y [48]).

Sea £ un algebra de Lie nilpotente y Der£ su algebra de deriva-
ciones.

B Definiciones

Definicion 0-E.1 m Un toro de derivaciones sobre £ es una subalgebra conmutativa de
Derf cuyos elementos son endomorfismos semisimples. Un toro es

maximal si no esta contenido estrictamente en ningun otro toro.

Como el cuerpo base es algebraicamente cerrado, los elementos de
un toro de derivaciones pueden diagonalizarse simultaneamente. En-
tonces £ se descompone en una suma directa de subespacios

£ =g’
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Definicion 0-E.2 m

Definicion 0-E.3 m

lema 0-E4 m

Definicion 0-E.5 m

Lema 0-E.O m

donde T es el espacio dual de Ty

P —(Xeg:  tX=B0X VteTL

Si T es un toro maximal sobre £, llamamos sistema de raices de £ aso-
ciado a T al conjunto:

RO =BeT : £ #{0h

Por el teorema de Mostow, si Ty T son dos toros maximales
sobre £, entonces existe 6 € Autg tal que 8T67! = T' y, por tanto, Ty
T tienen la misma dimension k < £.

A la dimensién comun de todos los toros maximales sobre ¢ la lla-
mamos el rango de £.

Dados X;,..., Xy € £, se tiene que {X;,..., X} es un sistema minimal de
generadores de £ si y sélo si {X; +[£& £],..., X¢ + [£, £]} es una base de
£/1L, Ll

Si T es un toro sobre £, decimos que X,,..., Xy € £ constituye un T-smyg
si {Xj,..., X} es un sistema minimal de generadores de £y para cada
i=1,...,42 existe B; € T" tal que X; € chi.

Sean T un toro maximal sobre £, {X;,...,X,} un T-smg y B; la raiz co-
rrespondiente a X; paracadai=1,...,4£. Si{t,..., t;} esuna base de T,
entonces k es igual al rango de la matriz

(Bilt)1<i<e,15j<k
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Por tanto, el rango r de £ es menor o igual que la dimension £
de £/[%, £].

Definicion 0-E.7 m Decimos que £ es de rango maximal si r = £.

Teorema 0-E.3 m Sean £ un algebra de Lie nilpotente de rango maximal £, T un toro
maximal sobre £, R(T) el sistema de raices asociado a T, {X;,..., X¢} un

T-smg vy {B1,..., Be} las raices correspondientes. Se tiene:
1. {B1,...,Be} es una base del espacio vectorial T*.

2. Para cada B € R(T) existe un unico (d,,...,dg) € N¢ tal que
B =i diB:

3. Si|Bl = 2f=1 d;, entonces 1 < |B] < p donde p es el indice de
nilpotencia de £.

B La matriz de Cartan generalizada asociada a un algebra de Lie nilpotente de rango

maximal

El primer paso para clasificar las algebras de Lie nilpotentes de rango
maximal es obtener un nuevo invariante para estas algebras de Lie.
Este invariante es una matriz de Cartan generalizada (salvo equivalen-
cia). Los términos de esta matriz se obtienen de la siguiente forma:

Si T es un toro maximal sobre un algebra de Lie nilpotente de rango
maximal £ y {X},..., X,} es un T-smg, al ser el algebra de Lie nilpotente,
adX; es nilpotente para cada i = 1,...,£. Por tanto, para cualesquiera
i,j=1,...,4,i+#jexiste un unico a; € Z~ U {0} tal que

(@dXy™X; # 0y (adX)™ "' X; = 0.

Si tomamos a; = 2 para cada i = 1...,£, obtenemos una matriz de

£

Cartan generalizada A = (aU)iJ=1'

Lema 0-E.9 m Si T es un toro maximal sobre £y si {Xj,...,X,} e {Y},..., Y} son dos
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Teorema 0-E.10 m

Definicion 0-E.11 m

Definicion 0-E.12 m

T-smg, entonces existe un unico o € &y (permutacion de {1,...,€}) vy
un unico (Ay,...,Ap) € (K- {0)* tales que Y; = AiXgy i=1,..., L.

Ademas, por el lema anterior tenemos la unicidad salvo equi-
valencia de la matriz de Cartan generalizada obtenida y, por tanto, el
siguiente resultado:

Podemos asociar a cada algebra de Lie nilpotente £ de rango maximal
v

ij=
lencia es un invariante de £ y que esta caracterizada por la siguiente

£ una matriz de Cartan generalizada A = (a;);,_, cuya clase de equiva-

propiedad:
para cualquier toro maximal T sobre £ y para cualquier T-smg
{X1,..., X,} existe 0 € G, tal que

(@dX ) "Xy # 0 ¥ (adX ) ' Xy = 0, paracadaij=1,...,£ i #].

Con la notacion del resultado anterior, decimos que {X,,..., X,} esta
ordenado respecto a la matriz A si o = Id.

Si A es la matriz de Cartan generalizada asociada al algebra de Lie
nilpotente de rango maximal £, entonces decimos que £ es de tipo A.

M Modelo de algebra de Lie nilpotente de rango maximal y tipo A

Lema 0-E.13 m

Sea A = (a,-j)f,.=1 una matriz de Cartan generalizada y sea g(A) el algebra

de Kac-Moody asociada a A. Si seguimos la notacién de la seccion an-
terior, se tienen las siguientes propiedades:

La parte positiva de g(A), ns, es un algebra de Lie generada por Ey, ..., E,
y las relaciones

(@adE)™*E; =0, Vi#j
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Lema 0-E.14 m

Lema 0-E.15 m

Teorema 0-E.16 m

y, ademas, verifica que

Ny = Oyen, B

donde [gq, 95l < gq4p Para cualesquiera o, B € Ay

El término n-ésimo de la sucesion central descendente de n, es

n
Chn,y = O\ xj>nbu-

Para cada k € Ny para cualesquiera i,j=1,...,£ tenemos que

Gorko; = IK(adEi)kEj-

Sea p € N* tal que p > supl—a;+1/i,j=1,...,4, i # j}. Ademas,
en el caso de que A sea una matriz de Cartan generalizada de tipo
finito, p lo tomamos menor o igual que la altura de la raiz méas alta de
g(A).

Sea M,(A) = ne/CPn, yseap @ ny — My(A), X — X la proyeccion

canodnica. Se tiene que:

1. Larestriccion de u a los espacios g con & € Ay y |a| < p es un
isomorfismo de g4 en gy y, por tanto,

Mp(A) = &4<p0a CON [gu, 98] S Taup-

2. El algebra de Lie 9,(A) es nilpotente y su indice de nilpotencia
es p.

3. El algebra de Lie nilpotente 91,(A) es de rango maximal, un
toro maximal sobre 91,(A) se define asi: T = eﬁthi donde cada
t; € DermM,(A) se define por t,.E} = 6,~ijj, 1<ij<L.Y {E,...,E}
es un 7T-smg.
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4. Si identificamos {«;,..., &y} con la base dual de {t},..., t,}, en-
tonces el sistema de raices de M,(A) asociado a T es R(T) =
{ox € Ay /] € p}y M = g para cada o € R(T).

5. A es una matriz de Cartan generalizada asociada a M,(A) y
{E,...,_E;} esta ordenado respecto a la matriz A.

B Método de clasificacion

Consideramos una matriz de Cartan generalizada A y p € N* como en
la subseccion anterior. Sea a un ideal de 9 = 9,(A) y sea el algebra de
Lie £ = 901/a.

Lema 0-E.17 m £ es un algebra de Lie nilpotente con indice de nilpotencia menor o
igual que p.

Denotamos por 11 : 9 — £ = P/a la proyeccion candnica. Sean
T el toro maximal que hemos dado sobre 9%, R(T) el sistema de raices
asociado a T y la descomposicion respecto de R(T):

o
M = @(xeR(T)m .

Definicion 0-E.18 m Un ideal a de 9t es homogéneo si existe I ¢ R(T)'tal que a = ®,¢M°.

Lema 0-E.19 m Si a es un ideal homogéneo de 9t y a = C?90, entonces £ es de rango

maximal £.

Lema 0-E.20 m Si a es un ideal homogéneo de 971 y si
(@dE) ™E;j ¢ o, Vi, j=1,...,8, i #],

entonces £ es de rango maximal £ y tipo A.
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Lema 0-E.21 m

Definicion 0-E.22 m

Lema 0-E.23 m

Lema 0-E.24 m

Proposicion 0-E.25 m

Teorema 0-E.20 m

£ tiene indice de nilpotencia p si y sélo si C?9 ¢ a.

El grupo de automorfismos de la matriz de Cartan generalizada A es

Ge(A) = {U € 6e /ag(,')c-(j) = djj, VI,_] = 1,,»8}

Sea 0 € &, existe 0 € Aut M tal que OF; = Eqqy, Vi=1,...,£ siy solo si
g€ Gg(A)

Consideramos el siguiente conjunto:

Go(A) = {0 € AutM/ o € G,(A)).

El conjunto
3 = 3,(A) = {a ideal homogéneo de M; C*M ¢ a'y (adE) “E; ¢ a, Vi # j}

es estable por la accion de (%e(A).

Si £ es un algebra de Lie nilpotente de rango maximal £ y tipo A y con

indice de nilpotencia p, entonces:
1. Existe o € J tal que & = M/d.

2. Sia” € Jes tal que & = 9/d", entonces existe o € ée(A) tal que

o(d) = d".

Las clases de isomorfismo de las algebras de Lie nilpotentes de rango
maximal £, indice de nilpotencia p y tipo A estan en biyeccién con las
orbitas de J,(A) por la accion de GNSe(A).
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Lema 0-E.27 m

La biyeccion se obtiene al asociar a cada a € J la clase de iso-
morfismo de 9/a.
Si a es un ideal homogéneo de 91,(A) entonces

a= QaeApaa y

donde Ay ={ax € Ay || < ply ax = aNgg.

Sea A, ={x € Ay ; ax # {0}

Como C"ny = @ysnda, CPM ¢ a es equivalente a A? ¢ A,. Como
Dotk = C(adEi)kEj para cada k € N, (adf;)‘“"fz'; # a es equivalente a
oj—a;e; € Ay 'y, por tanto, equivalente a o +ka; € A, para 0 < k < —ay;.

Sea n,, el ideal de n, definido por

ny = ( @ 90(,-+k0(j) O Ny
1<i#j<e
O<k<—ay

y sea I(ny;) los ideales homogéneos de n; contenidos en n...

Se tiene que

IpA) ={a c My(A); a® CP'ny € Iniy), A € AL

Ademas, si a € J,(A) entonces My(A)/a = n/a® CP* ' n,. Por tanto
si consideramos ideales de n, contenidos en n,+ podemos olvidarnos
del indice de nilpotencia.

Sea A, el conjunto definido por

A+={0(,‘+k0(j; 1Si¢j$£,0$k§—aﬁ}UA++.

Decimos que ]l es unideal de A, si paratodo o € Iy paratodoi=1,...,£
tal que o + &; € A, se tiene que o + «; € I. Sea I(A,4) el conjunto de los
ideales de A, contenidos en A,,.

Vamos a considerar las siguientes aplicaciones:

4
I(n++) i I(A++)
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Teorema 0-E.28 m

Lema 0-E.20 m

donde si a € I(n,;) entonces @{a) = A, y si I € I(A,4) entonces @(l) =
@aelg_tx-

Se tiene que @ o Y = Id, pero que ¢ o @ # Id. Ademas, si
0 € &,4(A) entonces o(@(a)) = @(0(a)) para cada a € I(ny) y, COMO
o> dix)) =5 diogi, o(@l)) = w(o() para cadal € I(Asy).

Luego, estas aplicaciones inducen las siguientes:

Ttnes)/Sp(A) ::5 HA41)/G4(A)

cond o V¥V =1Id.
Si no fijamos el indice de nilpotencia obtenemos los siguientes
resultados:

La aplicaciéon
ée(A) - ar—ng/a
es una biyeccion del conjunto de las (Nh}e(A)—()rbitas de I(n,+) en un con-

junto de representantes de las clases de isomorfismo de las algebras
de Lie nilpotentes de rango maximal y tipo A.

La aplicaciéon
Ies)/Gp(A) 2 I(A44)/Ge(A)

a — A,

es sobreyectiva pero no es inyectiva.

Luego, dada una matriz de Cartan generalizada A, para obtener
todas las algebras de Lie nilpotentes de rango maximal y tipo A tene-
mos que encontrar las ée(A)-c’)rbitas de I(nys). Y para obtener éstas
tenemos que encontrar las G,(A)-6rbitas de I(A,;) y para cada O €
I(A)/S,(A) determinar ¢71(0).



CAPITULO 1

Algebras de Lie
nilpotentes de rango
maximal y tipo Fﬁll)

En este Capitulo vamos a considerar la matriz de Cartan gene-
ralizada afin A = F(4” y queremos obtener las clases de isomorfismo
de las algebras de Lie nilpotentes de rango maximal y de tipo A. Re-
presentantes de estas clases de isomorfismo se obtienen como ciertos
cocientes de la parte positiva del algebra de Kac-Moody asociada a la
matriz Fil). Como esta matriz de Cartan generalizada es afin, en primer
lugar hemos de obtener el adlgebra de Kac-Moody g asociada la matriz
de Cartan generalizada finita A= F4 vy, después, dar la construccion
del algebra afin g asociada a F\, como extension central de un algebra
lazo construida sobre g (la construccién general aparece en la seccion
D del Capitulo 0).

1-A EL ALGEBRA DE KAC-MOODY ASOCIADA A F, |

La matriz de Cartan generalizada afin que consideramos es:
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0 0 0 -1 2

La matriz de Cartan generalizada finita A = F; se obtiene al
eliminar la fila y la columna 0-ésimas en Fi” y por tanto, es:

2 -1 0 O

-1 2 -1 O
Fy= (aij);'tj=l =

0 -2 2 -1

0 0 -1 2

y su diagrama de Dynkin es:

° °

(0.4 (5.4 X (5.4
ol 02: 03 04

donde {&1, &2, &3, &4} es la base de las raices del algebra de Kac-Moody
asociada a Fy4, g = g(F4).

Ademas de considerar la matriz F4, consideramos un espacio
vectorial complejo i; de dimension 2 X 4 — rango(F,) = 4, que sera la
subalgebra de Cartan de E;, y dos conjuntos {Ey, Ey, E3, E4} Y {F1, Fp, F3, F4},
que seran los generadores de Chevalley de g. La base de las raices

-] o o o -] V o V o V o V
{oy, oy, 03, 04} v 1a base de las corraices {xi, &z, &3, o4} son dos sub-
3

conjuntos linealmente independientes de (el espacio dual de h) y 5,
respectivamente, que verifican:

-] Ov .
aj(a;) =a;,j=1,...,4).

Recordemos que, por ser F, una matriz de Cartan de tipo finito
y por el teorema 0-C.15, el algebra de Kac-Moody g asociada a F; es
el algebra de Lie con generadores E, F; (i=1,...,4) y h que cumple las
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siguientes relaciones:
[E,F)=6,& (Jj=1,...,4)
[nH]=0 (hH ey
[h E] = &(hE;, [ Fl = ~&(WF, (i=1,...,4,h€p),
(@dE)' " E; =0, (adF) ™™ F;=0 (i,j=1,....4; i # ).

Tenemos la siguiente descomposicion de g en subespacios rai-
o
ces con respecto a b

5__—6@ @5& = @ &&:

&e& &e&u{O}
donde el sistema de raices es A=A, UA_con A- =-A, y el sistema de
raices positivas es (véase [36], p. 91):

Ay ={ &), Ko, &3, Ky Os = &y + Oy, Kg = Kz + X3, K7 = K3 + s,
Kg = & + Oy + O3, Og = Ky + 203, Byp = K + X3 + Xa,
oyy = O + 0 + 203, Kyp = &) + &y + &3 + &gy K13 = Oy + 203 + sy
Kpg = O +200+203, Oys = K +0+203+04, Og = Kp+2X3+2K4,
017 = Oy + 200 + 203 + Ky, Kig = &) + O + 203 + 204,
Xyg = &) + 20 + 3Q3 + 0y, Ggg = &) + 200 + 283 + 204,

Koy = &) + 20 + 33 + 204, Koy = & + 20 + 43 + 2044,

o o o o o -] o (-] o
O3 = O] + 30, + 403 + 20y, Opq = 20 + 30 + 403+ 204}
Y la raiz mas alta es:

0= 200(1 + 300 + 403 + 204

Podemos representar mediante un grafo el conjunto de raices
positivas &L tomando como conjunto de vértices Z\+ y trazando una
arista de una raiz « a otra raiz /§ si existe i =1,..., 4 tal que ﬁ =&+ &i
(en realidad, la arista seria dirigida de x a B y tendriamos un grafo

dirigido). Ademas, los vértices que se encuentran en una misma linea
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vertical corresponden a raices de la misma altura y la altura va aumen-

tando de izquierda a derecha. Tendriamos el siguiente grafo:

o

0

Como la subdlgebra de Cartan 4 de g es un espacio complejo de
dimension 4, entonces la base de las corraices es una base de . Luego,

tenemos lo siguiente:
° o 4 oV
Go=h=th=> hoi /hieCi=1,. 4}
i=1

Para cada raiz o = d1&1+d2&2+d3&3+d4&4 tenemos que el sube-
spacio raiz ﬁ& asociado a o esté generado por los elementos [E;,..., E; ]
donde E; aparece d; veces, si o es una raiz positiva, y esta generado
por los elementos [F,..., F; ] donde E; aparece d; veces, si ® es una raiz
negativa. Por tanto, ﬁ&i es el subespacio unidimensional CE&i y 5_&‘_ es
el subespacio unidimensional CE ., utilizando para los generadores

&;

de Chevalley la notacion:

Eo =E1, E o =TIy, i=1,...,4.

X -

Cuando la matriz de Cartan es de tipo finito, resulta que tam-
bién los subespacios raices asociados a raices no simples tienen di-
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mension 1 vy, siguiendo la misma notacion, tenemos que g: = CE. para
[+ 4

cada « € A.
Ademas, si o°<, B, o°< + B € A tenemos que [E;&, 5;'%] cg. 5
o+

Por tanto, la dimensién del algebra de Kac-Moody asociada a Fy
es dim(h) + #A = 4 + 48 = 52 (donde # denota cardinal de un conjunto)
y una base seria

(& /i= 1,...,4}u{5&/&e£}.

Los productos corchete que relacionan los E& con & € A, son
los siguientes:

E. E. = E. .

| o o, oK+
E. ,E. . = E. . .
o] Optas o)+ X3

E. ,E. . = E. . .
o Op+20 o+ +2003
-
E. E. . . = E. . . .
o Kyt+o3+0, o +xp+03+004
E. ,E. . . = E. . . .
| o O +20x3+004 o+ +20(3+004
-
E. E. . _. = E. . _. .
o) Op+2003+20 O+ +2034+20
E.-,E. . . _. = -FE.
L o o3 t4og 20 0
E. ,E. = —-E. .
| X2 &3 oo+
E. E. . = —E. . .
Ay K3+0i4 Ol +03+0y
E. E. . . = E. . _.
| o otoapt2og X +200,+20(3
E.,E. . . . = E. . . .
| oz o topt2o+og X1+200,+203+0(4
E.,E. . . . = E. . . .
Oy o+ +203+20¢, o +20,4+2003+204
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| o 20 +403+2004
ED,E‘,]
3 [+ %
E. ,E. .
| o3 oo

E, Ey o]

°
L &3 Kj+0+03

o
o3 Xy +AK3+004

-
EuvEiioni |

E.,E. . . .
O3 OO+t
E. ,E

o3 a1+2a2+2a3+a4]

E.,E. . . .
L o3 o +200+203+200
E. ,E

o3 a1+2a2+3a3+2a4]

-
E. ,E. .
| X4 Kp+oi3
E. , E. . .
Ky o+ +0(3
-
E. E. _.
oy Oat20G3

E. E

oy a1+a2+2a3]

E. ,E. . .
| o4 opt2oztoy
E. ,E. . .
[ o +200,+2003
E.,E. . . .
Ky o+ +203+00y
E.,E. . . .
oy 0 +H200+203+00
-

E.

JEo o o .
L oy oq+20+30+0y

i

—E

o o ° o
o +30H403+20

-E.

K3 +04

E

o °

o
oG o+ X

-2E. _.

o +2

-2E.

o+ +203

-E

. o o
Ko +20(3+0

hay o o o o
Ky +0+2003+0y

X +200+3003+00y

o +20+303+2004

-2E. .

o +200+4003+2004

E

e o o
O +03+04
E. . . .
O+ +0(3+004
° e o
O +203+04

E

oy +H0+2003+00

-2F

0 +2003+20

o +20 42034004

—2E

&1+&2+2&3+2&4
~2E

» o o o
o) +200,+2034+2 04

K3 +20+3034+204
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Eﬁ O’Eo o

o +0 - 03+04

E° °,E° °

K +0G  Ka+203

E. .,E. . .
o+, Xp+203+0y
E. .,E. . _.

| ot opH203+2004
£, . E. . . .
o +0p X206 H403+20y
E. .,E. .

O+03 X3+

. o, Es o
L Oot03 o H0G+X;

O t+03 0(1+0(2+0(3'HX4]

~

| oxoto” 0(1+(x2+20(3+o(4]
E. .,E. . . ]
Oty X+ +203+2004

_

E. .,E. .. .

| ortag o<1+2¢x2+3a3+2a4]
E. .,E. . .

| X3ty &y +0G+03

E. .,E. . .

K3+0y Ky +0i3+04

L O(3+O(4 0(1+0(2+0(3+0(4]

L 3+o<4 o<1+20(2+2¢x3 ]

o3+004 al+2a2+2a3+(x4]
E. .,E. . . .
o3+0y o H20+3 0300
E. . .,E. . .
Ky +0(p 4003 0 +03+0y

| o toptog O +203+0y
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-E. . =

a1+a2+a3+&4
&1+2&2+2&3
&,+2&2+2&3+&4
&1+2&2+2&3+2&4
5
ALY
2E&1+2&2+2&3
&1+2&2+2&3+&4
&1+2&2+3&3+&4
0 +20+3 034204
-2E. . . .
o1 +3x+403+2 0y
O 0203 +0g

2E

0(2+20(3+20(4
o +0+2003+20
oG +20+303+0y

o +202+3003+2004
_ZEe ° ° °
o +200+4 03 +2004

o) +2002+20:3+04

O(]+20(2+3(X3+0(4
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E. . .,E. . .
0 +H0 X3 Kop+20X3+20K4

E.

oG+ +0s ¢x1+2¢x2+4(x3+2¢x4]

o s e
L a2+2a3 a,+a2+a3+a4]

E. JEo o o
2+2¢x3 O+ +203+20y

E- ,E. . . _.
0+H20037 K +20+2003420,

E. .

o yEe o R
K+ x3+00y a1+(x2+2zx3]

Fivivi Eavivions |

I
Cop+z+Xy O +0p+03+0y

E.

o o ,EL0 o o o
Kp+oi3+xy oK+ +203+004

1 T

E. . .,E. . . .
Op+03+004 a1+20<2+3¢x3+o<4]

E.

S
| o 0 +20 0(2+2¢x3+20(4]
£, . ., E. . . .
| oo +20; o +20+203+200

E. . . . E. . .
O+ +X3+00 O +203+04
E. . .

| otonptonta,’ o t2aa+30G+ag ]

-
E.

| (X2+2(X3+0(4’ 0(1+(X2+20(3+0(4]

E. . .,E. . . .
Ca+20+0K, o +H200,+203+0,

Y
o +204205 a2+2a3+2¢x4]
o +200+20037 o+ +203+200

E.

O+ +203+00 X1 +20+203+04

Si &, By ® + B son raices positivas y [E&, EZ;]

El dlgebra de Kac-Moody asociada a Fy

o) +20+303+2004

2E.
0

by ° © o °
o +20+3 03404
o +20+4X3+20

o +3x+4 034200y

o) +2%p+303+0

—2E

Ky +20+20(3+20(4

o +20,+3003+2004

-2F

o +30 403 +204

K20 +4 034204

E.
0

o +200+3034204

2E.
0

2E.

o +20+4 034204

—2E.

o +30 4oz +204

o +30+4 0342004
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entonces tomamos [E_&, E 13] = -C(, BE . ..

—o-B
Consideramos la siguiente particion del sistema de raices:

A=&SUAI,
donde

As = (Bs)r UBs)-, (Ao = (=& / & € (Ag)y}
Br=B)UA)-, B)-={-a/xe@)}y

o o

(As)e =1 &3, &4, &2 + &3, &3 + &4, &1 + &2 + &3, &2 + X304,
&1+&2+&3+&4, &2+2&3+&4, &1+&2+2&3+&4,
0 + 200 + 203 + Ky, &1 + 20 + 303 + g,
&) + 200 + 303 + 204},

° @ © o o o o Q © o ° o
(A1)+ = Ay —(Ag)y = { Ay, Oy, X + XKy, Oy + 20(3, o] + 0 + 20(3,
o o L] L] o o
o] + 200 +2%3, Ox + 203 + 2y,
o o -] o o °© Qo o
X + & + 20(3 +20xy, 6+ 20(2 + 20(3 + 20y,

oG + 20(2 + 40(3 + 20(4, oy + 30(2 + 40(3 + 20(4, 9}
Six=d,o +d,x + d3oz + dgx4 €S una raiz, entonces
o OV
[E..E .]=D@a,
[0 4 —

oV oV oV 4oV g4 Y °
donde ¢ =d;o) +dr,o + 73(3(3 +30syD: A — {1, 2} es la aplicaciéon
definida por
. 1 sixel
D(x) = R
2 sioe€ N

Nos queda ver los productos corchete [E;' ES] con 3°/+ 6 € A, pero

siendo )o/ y 6 raices de distinto signo. Como [E;,, 63] c E; 5 entonces
+

Y
[EO,EO] =, ). ..
Y 6 y+6é
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Si &, By  + B son raices positivas con ® < By [E&, EB] =

C(a, B)E. ., utilizando la identidad de Jacobi paraE, ., E . y E ., ob-
o+p o+ X -B
tenemos lo siguiente:

C&+B—&) = —SeBDEp)
D)

C(&+B,—f) = SedDees)
D(x)

y tendriamos, aplicando las relaciones anteriores, los siguientes pro-

ductos:
o o ,E . = L.
L Xty X )
B T
E. . E. - E.
[ tay —xp | oy
1
E. . E. - E.
L Ol +0(3 -0y | 3
- 5
. . E. - -2F
| otz -3 | .91
E ° ,E ° -‘ = E
ooy —03 | oy
E. .,E. = —F
| K3t+0(4 -0y o3
r
Eo ° s = _Ec °
L oK+ 03 -, Ky+0i3
E. . .,E. -1 = 2E.
| oo +os —X—03 | o
E. . .,E. - -2E. .
| X to+0s -3 o0y
E. . .,E. . = E.
| o toptas’ o -o; | o
_

E. .,E. = E. .
L o +2037 -3 Kp+03
o e, E o = -E.
| ot20  —op-og o3
E. . .,E. - E. .
| Otz -0y A3 +0y
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E

E

E

E

E

-

E

E

E

-

E

E

-
E

E

E
L

E

L

-

|

LE

° o

°
K+ X3+

JE. .
-3y

]
5y

N
O+ 03+Xy —K—03

o o

Ky +X3+X

. . .,E.
oG+ +203  —0

o o . o o
o +0+203  —Xp—20(3

. - < ,E.
oG+ +203  — 3]

E

o e o o o e
o+ 2037~~~ (3

o o

° o
K +Xp+X3+04

JE

.
-0 |

E

°

°
—0—&3—
T

e o o o,
O +0 40304

E

0 °

o oy
O +0p O3+

°
_0(4.-

E. .

o o o o 4
O+ +X3+0y =0 —Xp—

]
i)
i)

e
o+ +x3H0, —0 =0

o o ° o
o X+ X3+ g

o o o L o
o+203+0, —03

E

o o oy o o o
0 +203+0, —0—(3—04

o o s, °
o203ty —0ly |
o

Ca+203+00  —0l—203 ]

B o e, o o
O +2003+004 —az—a3]

° °
—0(3— 0y

E

o o o,
o +2003+004

Eaa
-3~y

]
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-2E.

[2¥]

E

o °

B
K+ +&

-E.

o3

-E. . .

O +X3+0y

2E.

(231

-E. . .

o+ HX

E.

oy

E

o o
O3+0(y

-2E. .

o +X

E

° °

Oy +0i3+0



El dlgebra de Kac-Moody asociada a F,4

o o o, E . = —-E. . .
O(1+20(2+20(3 —0(2] O(|+0(2+20(3
o o o ,E . o = E.
K +H20,+2003  —0~0—203 oy
e o o, E o . = FE. .
o +200,+203°  —0X )~ ] oo +2003
. . <,E. . = —F. .
K +200+203°  —0p—203 o+
- n
oo ., E . = —-F. . .
oG +20+2003°  —0p—X3 ] o+ +X
e . < E. .. = E. .
K1 +200+203 —0—0K— K3 o +X3
o o o w,E . = —-E. . .
o0 +203+0 =0 O +2003+0y
E. . . .,E. . . = 2E.
Ky +0+203+0 —0p—203~ K4 o)
N
E. . . .,E. = F. . . .
| oqtont2aztay - o+ +03+0y .
E.- . . .,E. . . . = -E.
O +0+203+0 X ——K3— 0y o3
E. . . .,E. = —2E. .
O+ +203+00 —0y Ky +0+20
E. . . .,E. . . = E.
O +H0+2003+0; —0—X—20(3 oy
E. . . .,E. . = F. . .
O+ +2003+0, —O3~0y o+t
E. . . .,E. . . = —-FE. .
| oqtopt2otoy -0 00 o3+04

E. . .,E. = E. . .

L o t203+200 ~(x4] O +2003+004
0 +203+200 —0p—203—04 ] oy
.« o ,E . . = —-E. . .
Kp+203+20%4  —03—0y4 O +0X3+X
. . <,E. .. = E. .
Cp+203+200,  —Op~03—0y4 o3+0y
.« . o,E. = —-F. . . .
O +20+203+0  —0 o+ +2 K3 +H0y



-

o o o o ,E o o . e

0 +200+203+K, O~ —203— 04 ]
20,4203+, —q ]
L O +2004+2003+0 —o<1—20(z—20(3]

E- . . .,E. .
K +2004+203+04 —0 -0

0 +200+2034+0y —0—20X3—0(4

0 +2004+2034+ 0y — -3

o o o o,E o o .
O +200+20034+00y 0~ —03—0y4
01 +200+2003+0y —0X —Bp=03

o +200+2003400 —Kp—03—0y

E. . . .,E.
| o top+2o+20,  —og

O+ +203420  —Op—20(3-204
LE

A +0p+203+20K4 —ou]

E. . . ,E. . ..
L o +0+203+204 —0(1—0(2—20(3—0(4]
r

E. . . .,E. .

L otonpt2o3+2ay  —03-0

o +0+2003+2004 —0(1—0(2-0(3—0(4]

.« . .,E.
o +20+3003+00 —03

o e e o,E . o . .
L 0(1+2a2+30(3+0(4, —0(1—2(X2"20(3"0(4:|

o o o o,E .
B o +200+303+0y —0p—~03

| oq+20+30a+0s -0 —Kp—2003-04
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2F.

o2

-2E

. - o
o) +20,+2003

E.

&4

E

0 +203+00

-2E. .

Xy +0p

-E. . . .
K+ +H03+004
E. .
Kp+X3
-E. .

° °
Oy +03+004

E

° o

°
o+ +X

0 +2003+2004

E.

o)

o+ 42003+

—F.

X4

-

o o o °
oG o+ 3+0y

E. .

o3 +0y4

o o ° o
o +200 4203400

E.

o3

o o o o
0 +0 203404

E

Kp+0(3
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El dlgebra de Kac-Moody asociada a Fy

E.- . .« .,E. . = 2E. . .
o +200+30+0,  —0X3-0y 0 +200+203
E.- . . ,E. . . = —E. .
| o 204303+, o —=200-203 o3+0y
E. . . .,E. . . = E. . .
oG +200 4303+, —0 ~X2—X3 K +203+0Ky
. . . .,E. .. = —F. . .
0 +H20 330y —X—203—0y o+
E. . . .,E. _. = E. . . .
4200430340y ~0K—203 o+ X +o3+0y
E. . « E. « . & = 2E. .
o +20+3x3+0, —0) ~0—K3—04 o +2K
. . . . E. .. = 2E. . .
o200 +363+0Ky —Ko—03=0y X +0+203
E. . . .,E. . . = -E. . .
K +20+303+00y  —0—0 =203 oy +03+K
E. . . .,E. = -F. . . _.
o +20+203+ 200, — 0ty | o +0p+203+200
e .« o E. o .. = E.
OO +204+2034200, —X|—CKp—203~20(4 o
© o © ° g 3 = o o o ©
oG +200+203 4200~y | 0 +200 42003404
e o o o,E. . o = L.
420420320~ —20p—203— 4 oy
© © o o, o © = o o o
o +2004+203+200 —X—Xp K +20x3+2004
. e . o ,E. oo = —-F. .
0 +20+2034+20Ky —0—203-20y o)+
E. . . .,E. . . = FE. . . .
| o +200+2003+H200 003 —0y o+ +03+0y
= —F. . .
02064234200 ~0 —O—03—0ly op+03+0
.« . .,E. = —2E. . . .
o +20+303+204  ~&3 o1 4+200;+20(3+204
-
.« . «.,E. . . .| = E.
o} +20X+30x34+204 -0 =200 —20(3-2004 o3
© o o n, ° = L] © ° °
o +20+303+200  —0y o +200+3 03 +00



¢x1+20<2+3(x3+20(4’ -} —200,=-33-04 ]
7

S
o +20+303+200  —0p—3 ]

1 e T

0 +200+303+20, —al—a2—2a3—2cx4]

o

B o ° oy o
0 +200+3003+2004 —03—4 |

-

o +200+3034200  — 0 —200~203—04

0 +20+303+200  —OX) -0 -3

0 +200+303+20 —a2—2a3—2¢x4]

L o +20+303+2004  —0p—03—04

042X +30%3+2004 —le—o(Z—2¢x3-cx4:|

° o

. o o oy o e

| o200, +303+20, —al—cxz—:xrou]
o +204+30x3+200  —0—203—0y

0 +200+4x5 420, —¢x3]
0(1+20(2+40(3+20(4 —0(1—20(2—30(3—20(4

o o o o, o e
| o200 +40+20y  —03-0

| o 4200 +400 420, —0(1—20(2—30(3—0(4]

E. . . .,E. ]
| o +20+4x3+200  —0p-203

0 +200+4 003420  —O0 | —~0p—203—2 &4

0200 +403+20, -—o<1—o<z—2¢x3]

L 200G +20 -a2—2¢x3—2a4]
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-E.

oy

-2

o+ +203+204

E. .

K +X3

o +2024+203+00

E.

o
K3+,

2E

O +2003+204

-E

° °

.
o) o+

-E. .

PR
O +0+203+0

E

o o

K+ 3+X

o ° o
O +2003+004

-E. . . .

o 0+

o +20+303+204

~E.

o3

° o e e
O +20+3 03 +00

-E.

o3+0(4
-E. . .
0 +0+20x3+204
o o

O +203

O +203+20¢y

o+ +2003
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-
| o420 +4a 420 —xp—2003 -4 X+ +204+K4
| o +20+40G+2a,” —al—a2—2a3—o<4] Kp+2003+00,
L o +30,+dx3+20 —0(2] o +20+40G+200,
[ X304y +20, —cx,—2¢x2—4o<3—20<4] o5
X1 +30+4003+2 004 —0(2—0(3] 0 +200+303+204
0(1+3tx2+4o(3+20(4' -(x1—2(x2-3o<3—2(x4] o+
X +300+403+2 04 —¢x2—2cx3] 0 +20%p+203+2004
N
e o . ., E. < . | = -E. .
o 430 +403+204 —0—200 2003204 o +20
-
o © o o o ° o - o o o L3
| o300+ +2a] —az-a3—a4] O +200+3 03+
-
° ° ° ° ,E ° ° ° ° = —Eo o °
o +30+403+20y  —0—20—-303—04 Op+03+00
e o o o, E. o = e e e e
X1 +30;+4x3+200  —Op—203—0y o +H200+2 X3+ 04
e o o o,E. . .. = —-E. . .
L 00 +30,+403420, —0 200 —203— 0y 42003 +0
e o o o,E. o = —FE. . .
| oq+3c+dos+20y -0 —200-203 K +203+2004
e o o o, E e o . = e e e
o300 +4xg 200, —0(2—20(3—20<4] Xy +200 4203
E.,E . = e e e e
o’ —cxl] o +300+403+2 00,
E. ,E. . . . = -—E.
| 6 - -30—403-204 291
;
'y —oq—cxz] 00 +20G+4 03 +204
-
EL,E. . . . = E. .
| 0 —o-20-403-200 o+
E.,,E. . . = e o e e
| 9 oo o420 +3 0342004
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E.,E. . . _ = E. . .

L 8 o -20-303-204 &+ +K3
EE. . . - E. . . .
L 8 —oq-oy-203 K +200+2003+20¢4
-

ELE. . o . = FE. . .

| 8 -0 -200-20x3-204 o)+ +2K3
ELE. . . . = -E. . . .
0 O —=Op—X3—0l4 o +200+303+0
EL,E. . . . = E. . . .

[2] -0 —20;—30(3 -0y o)+ X+ 030y
E,E. . . = E. . . _.
| 6 -—oq-200-20 o +0+2034+2 04
ELE. . . . = -FE. .

| 6 o -op-2x3-20 | o +200+203
ELE. . . . = —-F. . . .
0 =0 —203—04 X +20+203+00
- ~

ELE. . . . = E. . . .
g 06 —20-203—04 ] O +0(+20034+ 0y

Si utilizamos la identidad de Jacobi para E , 5 E& y EE, con &,
e

By & + B raices positivas y & < 8, obtenemos lo siguiente:

Cl-a—B o) = =eBih
D(p)

Cebi-pf) = -CEbDG
D(xx)

Luego tenemos las siguientes relaciones:

Cl=&-B,&) = —C(&+B,—&)
C(~& - B, B) ~C(ax + B, -B)

|

y acabamos de dar los valores de C(O( +ﬂ —<x) y C(cx +B (x) que son no
nulos, cuando consideramos todos los &, B € A+ con x < B y 0(+B € A+

Teniendo en cuenta que, para cada h € b se tiene que

[h,E,] - &(RE. vy [h,EO] - & (hE .,
o o - -
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obtenemos que los productos corchete que relacionan los E& con la

subalgebra de Cartan h son los siguientes:
[nE.]=ahE. (heb, &€
[ 4 [
oV o vV o V o vV o o o ° ° ° ©
Sih=hoy+hycr+hyos+hioy €Ehy o =dioy+dro0+d303+d 004 € A,
entonces
4 . LV 4
[h, E&] = Z d,’th(,'(O(j )= Z d,'hjaﬁ.
ij=1 ij=1
Los productos corchete que hemos calculado son todos los pro-
ductos no nulos, salvo antisimetria, en el algebra de Lie g= g(Fyq).

1-B EL ALGEBRA DE KAC-MOODY AFiN ASOCIADA A F\”

Ahora vamos a obtener el lgebra de Kac-Moody afin g = g(F{") asociada
a F{. Para ello necesitamos el dlgebra de Kac-Moody g asociada a F,
que hemos obtenido en la seccién anterior, ya que vamos a utilizar la
construccion dada en el Capitulo O para algebras de Kac-Moody afines.
Tenemos que, si L = C[t, t '] es el algebra de los polinomios de Laurent
ent,

g=LegeCcoCd

con el producto corchete definido como sigue:
tFeXoAcoud th e Yo Ajceo u,d] =

(" @ [X, Y] + pk 9 ® Y — py kit © X) @ kS, (XIY)c
donde X, Y€ g: A, i, A}, uy € C.

Veamos como queda la estructura del algebra de Lie g en este
caso (véase la nota 0-D.4). Antes de estudiar dicha estructura tene-
mos que conocer algunos datos mas sobre g, como una forma bilineal
simétrica invariante (.|.) sobre g y la involucién de Cartan w de 5 (para
sus definiciones consultese los Caps. 1 y 2 de [36]).

Para dar una forma bilineal simétrica invariante sobre g tene-
mos que considerar una descomposicion de la matriz F4 en producto
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de una matriz diagonal D = diag(e,, &;, €3, £4) Yy una matriz simetrica

B= (by)ﬁjﬂ, por ejemplo:

2 -1 0 O 1 000\ (2 -1 0 0
-1 2 -1 0 0100|[-1 2 -1 0

Fy = = | =DB.
0 -2 2 -1 0020|l0 -1 1 -3
0 0 -1 2 000 2/\0 0 -3 1

A partir de la descomposicion dada de F,, tenemos que una
forma bilineal simétrica invariante (.|.) sobre g estd determinada por:

OV Ov

(ot |‘Xj)=b,'jf,‘5j Lj=1,...,4,

(ailo)) = by, ij=1,....4,

(g, la.) =0 si o, BeAU{O} a+B#O,

]

(E-IE .)=D(x) €A,
[0 4 —

La involucién de Cartan w de g esta determinada por:

WE.Y=—F ., wE .)=—E. i=1,...,4
& -&;

i —; o] o
w(h) = ~h siheb.
Consideramos los generadores de Chevalley de g, E& ,...,E& y
1 4
E .
-

-—(Z)(FO). Esto es, tomamos Fy = E(‘; yEy=E 5 Entonces los generadores

yeoon E ia Y tomamos Fy € E’; tal que (FOI(I)(FO)) = —-2/(0|8) y Eg =
—Q4

de Chevalley de g son:

eg=toF ., e =1Q®E. ,...,e4=1®Eo
-6 oG oy

-1
= ®F.,fi=10®FE .,...,f4a=10FE ..
fo=t efl -y fa e

- La subalgebra de Cartan de g es h = h eCce Cd (identificando
1®hconh).

. ,
Consideramos la notaciéon o; = «;, i = 1,..., 4, denotamos por

I

6 al elemento de h* determinado por dlyecc = 0 y 6(d) = 1 y tomamos
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oy = 6 — 0, entonces la base de las raices de g es {ag, &y,..., %4}y

0= oy + 200, +30(2+4O(3 + 20l4.

Tenemos que, si A es el sistema de raices de g, entonces el sis-

tema de raices de g es:

A={j6+y: €Ty e UyS; ez \{O}

y el sistema de raices positivas es:

A U0 = A UlS+Y; j2 1, y e AUlOBUO} =4,

Jjz0

donde A; = (j6+y; y € Ao} sij> 1y Ay = A, UIS—y: y € A, UIOBUI0} =
{0, g, ..., o4g} con

X5

Ky =

X2

i3

K6

7
K19

93

A2

K24
o6
X738

(&1

X3y

oo + O, Kg = X + K, Ky = Ky + K3, Kg = K3+ Xy,

Kpg + 0 + Xy, Oljg =01 + &y + K3, Ky =O(2+20(3,

Oy + O3 + Oy,

K+ X +0r+ N3, Kig = 0(1+O(2+2(X3, A5 = O+ + 03+ Xy,
O + 203 + Oy,

Og+ X1+ 0+ 203, Kig =g+ &) + &y + K3+ Ky,
oy + 200 + 203, 0(20=0(1+0(2+2(X3+0(4,

Oy + 203 + 2Ky,

O(0+O(1+20(2+20(3, 0(23=0(0+O(1+0(2+20(3+O(4,

O(1+20(2+20(3+0(4, [ 1 o] + Oy + 203 + 200y,

Ko + 20(1 + 20(2 + 20(3, Ko7 = g + X1 + 20(2 + 20(3 + Ky,
Olg+ 01 + 0y + 2003 + 2004, Olpg = &1 + 203 + 33 + Oy,

o1 + 200 + 2003 + 20y,

0(0+20(1+20(2+20(3+O(4, K3 = O(0+O(1+20(2+30(3+O(4,
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K33 =Ko+ Xy + 205 + 203 + 204, K3q = X + 20 + 303 + 20y,

K35 = O(0+20(1+20(2+30(3+0(4, K3 = O(0+20(1+20(2+20(3+2(X4,

37 = Ko+ X1 + 205 + 303 + 20y, K3g = X + 20 + 403 + 201y,

39 = O(0+20(1+3O(2+30(3+0(4, K49 = O(0+20(1+2(X2+30(3+20(4,

K4y =Kg+ 0o + 2005 + 403 + 2004, Kyp = 01 + 303 + 403 + 20y,
N4z = 0(0+20(1+30(2+40(3+0(4, Ol44 = 0(0+20(1+30(2+30(3+20(4,
Olys = g+ 201+ 200 + 403+ 20y, Oy = Ko+ &1 +30+403+20y,

O47 = 2001 + 30, +405 + 204,

(o UF S =O(0+20(1 +30(2+40(3+20(4 = 0.

Podemos representar mediante un grafo el conjunto de raices
positivas A, (igual que hicimos en la seccion anterior con A,). Dicho
grafo tendria la siguiente estructura:
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donde A, es el siguiente grafo:

J J J
30 X33 X Xyy

con la notacion 0({ =jo+a;sij>1parai=0,...,47. Recordemos que
el grafo que obtenemos es un grafo dirigido. Cada arista que aparece
entre dos vértices a{ y a{( es, en realidad, una arista dirigida de (x{_' a
O(JI; si i < k, es decir, las aristas van dirigidas desde cada vértice hacia
los que se encuentran a su derecha en el grafo. Hemos dibujado lineas
en lugar de flechas para no complicar el dibujo. Ademas, los vértices
que se encuentran en cada vertical corresponden a raices que tienen
la misma altura y ésta va aumentando de izquierda a derecha.

La descomposicion en subespacios raices de g con respecto a
su subalgebra de Cartan § es:

g= Q(XEAU{O}ng = b ® (QO(EAQO()y
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donde:

gj5+)“/=tj®g;,YGj6=t}®h'

Como vimos en la seccion anterior, h tiene dimension 4 y esta
generada por {&:,...,&Z} y, ademas, si y € A entonces 55/ = CE;. Por
tanto, los subespacios gjs tienen dimension 6, si j = 0, y dimension 4,
si j#0, y los subespacios 85,y son unidimensionales.

Los productos corchete no nulos en g son los siguientes:

Cly,, y)tt e @ E, o sl Y +Y2 €A

+Y2

1
k o Y o o
[t '@ E?ﬁ the g E;z] = D(yl)tk1+k2 ey, siky #—ks, Y1 =-y,

o DV o [+
D(y;)1 @ y; ® ky€) siky =—ky, ¥, =-Y;

[t"‘ e h te E;] = y(h)tii*ke o E,

[1 ® heAce ud, t: ®E;] = (§(h)+uk)tk®E;

[t ® hy, 7% @ hy| = kil hy)c
donde )o/'ll ;275/ € &, h: hl! h2 € ro)r kll k21 kl Ayﬂ €C.

En las siguientes secciones no trabajaremos con el algebra de

Lie g = g(Fi"), sino con su parte positiva n,, pues las algebras de Lie

nilpotentes de rango maximal y tipo 1-*4” se obtienen como ciertos co-
cientes de n,. Tenemos que:

o o
ny =n, ® (tC[t] ® g)
y su descomposicion en subespacios raices es:

Ny = yep, Ju

(el sistema de raices positivas Ay ya hemos visto como queda).

Como vimos en el teorema 0-E.28, para obte_ner todas las al-
gebras de Lie nilpotentes de rango maximal y tipo FD, tenemos que
determinar el conjunto de las ée(l-‘;”)-érbitas de I(ny:). En la siguiente
seccion vamos a calcular &,(F).
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1-C EL GRUPO DE AUTOMORFISMOS DE F\"

El grupo de automorfismos de la matriz de Cartan generalizada F\" es
So(F) = {0 € 6,/ aso = ay Vi, j = 0,...4} = {Id} (donde aqui &,
es el grupo de permutaciones de {0, 1,..., 4}, pues para la matriz F‘4”
hemos seguido la notacion F = (a,-j)?d.=0).

Este grupo también coincide con el grupo de automorfismos del
diagrama de Dynkin de F{ que es:

Ko (s8] oy o3 oy

° o o———>o0 °

SED)

No hay ninguna aplicacién del conjunto de vértices de S(F}") en
si mismo, salvo la identidad, que mantenga fijas las aristas.

Y, por tanto,
So(F") = (T € Aurm/ o € G,(F)} = (ld}.

Como consecuencia, cada Ge(Fgl))-()rbita de I(A,,) tiene un unico
ideal y 1o mismo sucede con cada ée(Ffll))-érbita de I(n,,). Luego, pode-
mos identificar I(AH)/G@(P*;)) con I(A4) y I(n++)/ég(Fi”) con J(ngy).

1-D LOS IDEALES DE A,

El siguiente paso para obtener las clases de isomorfismo de las dlgebras
de Lie nilpotentes de rango maximal y de tipo F\’ es determinar J(A,.).
Antes hemos calculado el sistema de raices positivas A, del dlgebra de
Kac-Moody afin asociada a F" y lo representamos mediante un grafo
(dirigido).

Recordemos que [ es un ideal de A, si para todo « € I y para
todoi=0,...,4 tal que xx+«; € A, se tiene que x+; € I. Los ideales de
A, se corresponden con los subgrafos del grafo obtenido que verifican
la propiedad de que, si un vértice esta en el subgrafo, también estan
todas las aristas (dirigidas) que parten de este vértice.
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Tenemos que calcular el conjunto de los ideales de A, que estan
contenidos en A4y, J(Ay). Como A, es el conjunto definido por

Oy ={o;+ko;; 0<i#j<40<k<-a;lul,,

entonces

A++={(X9, 0(10,0(12,.--,0(48}UA1 UAZU e

Para j € N, tomamos:
PO =€ XA J6¢1, j+1)5 € I}

entonces tenemos la siguiente particion del conjunto de los ideales de
A, contenidos en A,,:

I(A++) = Ufj(AH)-

Jz0
La aplicacion
HMAw) — (A, j21
I = I+(-1)8
es una biyeccion para cada j € N—{0}.

Entonces para obtener I(A,.) es suficiente determinar I°(A,,) y
I'(Aw). Existe i € N independiente de j > 1 tal que #F(A4y) = -

Obtenemos 1036 series de ideales, #I°(A,,) = 742 y #I’(4A++) =
1036 sij > 1. Dichos ideales se pueden encontrar en el apéndice A de
esta Memoria.

El ultimo paso es calcular los ideales de n, contenidos en n,,.
Realizando los cocientes de la parte positiva n, del algebra afin asoci-
ada a Fi” por estos ideales, obtendremos representantes de las clases
de isomorfia de las dlgebras de Lie nilpotentes de rango maximal y tipo

FD,

4

1-E LOS IDEALES DE 91,

Ahora, para cada I € I{(A,,) tenemos que obtener cp"l(I), es decir, todos
los a € I(nyy) tales que @(a) ={x € Ay /ax #{0B =1.

UNIVERSIDAD DE SEVILLA
FAGULTAD DE MATEMATICAS
BIBLIOTECA
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Sea I € F(A,,), entonces jé ¢ I, pero (j + 1)8 € I. Definimos los
siguientes conjuntos:
I/
1//

focel; ol G+ 1) | -2}
{del; |al=l(G+1)]-1}

Tenemos, por tanto, la siguiente particion de I
I=Tul"u{(j+1)6)

Si @(a) = I, entonces tenemos que a = yeran donde ag = aN gy,
identificando g4 con g4 para cada o € A,.
La particion que tenemos para/ nos induce la siguiente descom-

posicidon en suma directa para a:
0= (Byerta @ (Ouerta) ® (dueji1)s)0a)

Veamos como son cada uno de los sumandos que aparecen en
esta descomposicion. Como la dimension de g4 es 1 si x € A, y o # k9,
entonces se tiene que ay = gy Si &« € I and « # k6. Como tenemos que
Oks-, = Oko-u,, PAracadam=0,...,4y k>j+1, entonces se tiene que
arxs = gks para cada k > j+ 1. Como resultado obtenemos que:

a=(®xerfa) ® (Onerdun) ® aGe1)s @ b,

donde

b= (eo(>(j+l)6gtx)
Luego, lo que nos queda por obtener es ag,)s < gj+1)5, que depende de
r.

Tenemos que
_ il et =et Cr oV
9(i+1)6 = ®h=9,, ® Xj

IR .
Para simplificar, denotamos ef=1CA,-tJ“ ®a; porlAy, Ay, As, Ayl para cada
(A1, Ay A3, Ay) € CHL
También denotamos el ideal de A, generado por 0({1,..., a{k por

(..., ip).
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Sea n =#I". Como
'e{j+1)6—am; m=0,1,2,3,4} = {j6 + &m; m = 43,44, 45, 46,47},

tenemos que 0 < n < 5. Si tomamos Z, = {l € F(A)/ #I" = n}, tenemos
que P(A.+) = Ugenes .. Por tanto, tenemos que considerar 5 casos (que,
en realidad, son 6, pero los casos n = 4 y n = 5 son similares, por lo
que los estudiamos juntos):

Caso 1: n = 0. Entonces I' = @ y a = q(;1)s ® b. Hay un 1nico ideal en
este caso (#.F{) =1): [ =((j+1)8) = (48) con j = 0. COMO a;y1)5  gG+1)s ¥
la dimension de g;,1)s €s 4, hay que considerar 4 posibilidades:

(1.a) dim ag,))s = 1. Entonces

para cada (A}, Ay, Az, Ag) € CH

(1.b) dim a,,)s = 2. Entonces

[ (A, A2,A3,A4), (11, U2, 13,
a= a&«g)l 2A3.A4), (M1 K2 H3:H4)) _ AL Az Az, Agl @ [Uy, Mo, t3, Hal @ b

para cada (A1, Ay, Az, Ag), (11, Ho, U3, Hg) € T
(1.c) dim ag,;)s = 3. Entonces

ai,(()\l.)\z,)\3,?\4).(ll1.[—1241311—14),(VI,Vz,V3,V4))
(48)

P\lx AZ: A3’ )\4] ® [ulu Has K3, l‘l4] @ [Vll V2, V3, V4] ®b

para cada (A1, Ay, As, Ag), (U1, P2, M3, Ha), (V1, V2, V3, V4) € C

(1.d) dim a,,;)5 = 4. Entonces

0= Giyg = 815 ® b
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Luego

@ (48) =

{a{;fg)l’)\2'2\3-)\4) ) ()\1‘: AZ: AS! )\4) € C4}U

A LAS A A Mo 13, . 4
{024(23)1 A3 Ltz bz e (A1, A, As, Ay), (U, Ho, U3, pg) € CHHU

(A1, A2,A3,24), (10, 12, 13,14V, V2, V3, V4)) 4
{a.(};é)l 2A3,20) (k0. o H3,H4).(V1, V2, V3, V) P ALAZAL AL (U1 2 ). (Vi Ve, v ve) € CT U

{of, g}

(48)

Caso 2: n = 1. Hay 5 ideales en este caso (#Z = 5):
(43), (44), (45),(46),(47)conj = 1.
Si llamamos y al tnico elemento de [’, entonces

a=gy®adgs @b,
donde a tiene que contener al ideal generado por g,, que es
{gy)=gy@ay @b,

con ay un cierto subespacio de dimension 1 de gg;)s-

Hay cinco ideales en este caso. A modo de ejemplo considera-
mos a continuacion uno de ellos, I = (43) = (j + 043). Para los otros
ideales se procede de modo similar, obteniéndose resultados analogos
para los cinco ideales. Como tenemos que ay < a5 S g(sns, 1@ di-
mension de ay es 1 y la dimension de g,;)s es 4, hay que considerar 4
posibilidades:

(2.a) dim a5 = 1. Entonces
0 =y, = (o)

con
ay =10,0,0,1]

pues y = j6 + 043 = (j+ 1)8 — x4y para [ = (43).
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(2.b) dim a,)s = 2. Entonces

_ Ay _
a=a " =gy @ agi1)s @ b

con
a(j+l)5 = [0, O, 0, 1] @ [All )\2, A3, 0]

para cada (A, Ay, A3) € cs.
(2.c) dim ag;)s = 3. Entonces

= SUALALA) (i, 13))
c‘__(:[(143)1 2,435\ He, 3 —gy®ag+1)5®b

con
AG+1)s = [01 0, Or 1] ® [Alt )\2: A31 0] ® [ulu Ho, U3, O]

para cada ((Ay, Ag, As), (U}, Ha, t3)) € C3 X C3.

(2.d) dim ag,,)s = 4. Entonces
Luego

@H(43) =

@A) (A, Ag45) € €

{a{i(;)\l')\z’)\mul'“z'“3)) ; (AL, Az Az), (U1, o, p3) € CPHU
{

@)

43)’ “43)1
Caso 3: n = 2. Hay 15 ideales en este caso (#I’é = 15):

(36), (39), (40}, (41), (42),
(43,44), (43,45), (43,46), (43,47), (44,45), (44,46),
(44,47), (45,46), (45,47), (46,47)

conj2>1.

Si llamamos y; y y» a los dos elementos de I, entonces

a=gy, ® gy, ®a;1)s ® b,

55



56

Los ideales de n.

donde a tiene que contener al ideal generado por gy, Y gy,, que es

{8y, By2) = By, © 8y, @ ayy, © b,

con ay,y, un cierto subespacio de dimension 2 de ggis-

Hay quince ideales en este caso. A modo de ejemplo conside-
ramos a continuacion uno de ellos, I = (36) = (jé + x3¢). Para los otros
ideales se procede de modo similar obteniéndose resultados analogos
para los quince ideales. Como tenemos que ay,y, S a(+1)s < 8(+1)s la di-
mension de a,, ,, es 2 y la dimension de gg1)s €s 4, hay que considerar
3 posibilidades:

(3.a) dim a5 = 2. Entonces

a= a£36>,1 = (gy1: g)/z)

con
AynLy: = [O, 1: O; O] @ [O, 0, ]., O]

pues y; = jé+ 045 =+ 1)8—0p Y ¥y2 =jo + &tag = +1)0 — 3
para [ = (36).

(3.b) dim agy;)s = 3. Entonces

j(A1,Aq)
a= 6236)1 v= 9y, @ gy, @ aGinys @b

con
aGr1)s = [O, ]., O, 0] ® [0, O, 1, O] @ [)\1, O, 0, A4]

para cada (A1, A4) € C

(3.c) dim q(;); = 4. Entonces

Luego

@1 (36) = (@A (A1, A9) € CPHU g, gy
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Caso 4: n = 3. Hay 39 ideales en este caso (#Ié = 39):

(26), (28), (31), (33), (35), (37), (38),

(35,36), (36,37), (36,39), (36,41), (36,43), (36,46),
(36,47), (39,40), (39,45), (39,46), (39,47), (40,41),
(40,43), (40,46), (40,47), (41,42), (41,43), (41,44),
(41,47), (42,43), (42,44), (42,45),

(43,44, 45), (43,44,46), (43,44,47), (43,45,46), (43,45,47),
(43,46,47), (44,45,46), (44,45,47), (44,46,47), (45,46,47)

conj>1.

Si llamamos y;, y» y y3 a los tres elementos de I”, entonces

a= g)’l (5] g}’z (7] g)’a D a(j+l)5 5] b,

donde a contiene al ideal generado por gy,, gy, Y gy;, Que €s

(g}’ll Gy g}’a) =0y, @0y, ® 0y, ®ay,y,y;, b,

con ay, y,y, Un cierto subespacio de dimension 3 de g )s-

Hay treinta y nueve ideales en este caso. A modo de ejemplo
consideramos a continuacion uno de ellos, I = (26) = (jo + oy¢). Para
los otros ideales se procede de modo similar obteniéndose resultados
analogos para los treinta y nueve ideales. Como tenemos que ay, y, y, <
agrns € B(+1)se 1a dimension de ay, y,y, €s 3 y la dimension de g5 es
4, hay que considerar 2 posibilidades:

(4-a) dlm Qs = 3. Entonces
y+1)6
a a(26),1 g}’l D g}'z S g}’3 D a(j+1)6 ® b

con _

a(j+1)6 = [OI 1; OI O] @ [Ol Or 11 0] @ [OIVOI OI 1]
pues y; = j6 + 045 = (j+ 1)0 — X2, ¥ =j5+0(44=(j+1)6—0(3y
y3 =j0 + 43 = (j+ 1)6 — 4 paral=(26).



58 Los ideales de n,

(4.b) dim a(,,)s = 4. Entonces

a= a£26) = g)’l o g)’g @ g(j+1)5 ® b

Luego

PH(26) = {ayg @,

(26,1
Caso 5: n =4, 5. En este caso estan el resto de los ideales (#Igulg = 682
y #P UE =976 sij21).

n =4,5 implica que ag,1)5 = g¢+1)s, PO tanto, a = Y(l) = yega-

Luego

@t ={d}.

Como consecuencia de este estudio tenemos el siguiente resul-
tado:

Teorema 1-E.1 ® Los ideales de n, contenidos en n,, son los siguientes:

A

conl€ F(A), j20;

A

1 conIeI’ 1<n<3,j>1;

“1 A2Asda)  con (Ag, Ag, Az, Ag) € CH, j > 0;

al (A1, A2,A3,A4) (Uy, 2, 13, 14))
(48)

{ con (A1, Az, As, Ag), (M4, Mo, U3, i) € CH X CY, j 2 0;
l a}(()‘l WA2A3,A4), (11, H2,H3.44).(V1,V2,V3,V4))
a

(48)
(A1, A, Az, Ag), (1, Mo, 3, ta), (V1, V2, V3, V) € C X ¢t x
J > 0;

Midaddconle B, (A, Az A3) € C j2 1
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{ aj.((A11)\2')\3)-(111,#2413))
1

conl e Z, (A1, Az A3), (. o, p3)) € C X €, j2 1

a;?()‘l'm conl€ I’2 ApA)ec? jz1.

1-F EL TEOREMA PRINCIPAL

Finalmente, si calculamos los cocientes de la parte positiva n, de g por
cada uno de los ideales obtenidos, tendremos todas las algebras de Lie
nilpotentes de rango maximal y tipo Fil) salvo isomorfismo (véase la
seccion E del Capitulo 0). La relacion de las algebras de Lie obtenidas
aparece en el siguiente resultado:

Teorema 1-F.1 m Salvo isomorfismo hay exactamente:

(a) 1095 familias infinitas con parametro discreto:

¢ conle€ P(Aw) jz0;

¢ conleP, 1<n<3,jzl

(b) 28 familias infinitas con parametro continuo:

SN con Ay, Az Az, Ag) € CY j 2 0;

{ ij((Al:A21A31A4)r(“l:“21“3r“4))
(48)

con ((Ay, Ay, As, Ag), (U1, o, Us, Hg)) € C* X CH j20;

AL A2 AZA) (L o3, 8 (VY V2, V3, V)
(48)

(AL AZAZ AL (1.2, 13, 14) (V] V2,V3,V4)) € (C4 X (C4 X (C4,
conqy
Jjz0;

ghhdadsl conle B, (A, A%, A3) € C j2 1
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QLA A (2, 13))
I
conl€ B, ((Ay, Az As), (uy, Ha, p13)) € C X CP, j 2 1

MM conte B, (A, A € 2 1

de algebras de Lie nilpotentes de rango maximal y tipo F}.

Para terminar este Capitulo vamos a ver un ejemplo de algebra
de Lie nilpotente de rango maximal y tipo F.".

1-G UN EJEMPLO DE ALGEBRA DE LIE NILPOTENTE DE RANGO
MAXIMAL Y TIPO F\”

Vamos a construir el algebra de Lie nilpotente de rango maximal y

0
(9,10,12)

Bxen, B Y a?9,10,12) = ®xe0,10,12)8«, Siguiendo la misma notacion para los

tipo F’ que se obtiene a partir del ideal a € P(nyy). Como ny =

subespacios raices del cociente, tenemos que:

0
£9,1012) = ®xen,~9,10,12)8a-

El sistema de raices de este algebra de Lie es A, —(9,10,12) =

{og,..., ®g, &1} con la siguiente representacion:

(2 ) s
X,

Ke
X7

K7 Ky

X3

Xg
oy

Tenemos que «g = & — é, o = &1, oKy = &2, o3 = &3, oy = &4,
&5 =6 — &) — 30— 403 — 204, Kg = &1 +0p, K7 = Op+ K3, Kg = X3+ %y Y
oy = &2 +20°(3. Luego los subespacios raices correspondientes quedan
asi:
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g(x():t@g_é:({:t@E_é

ga1=1®§& =Clek,

1

gaz=1@3{.;2:((:1«595;&2

g, =1®g. =Cl®E.
o3

o3

o

go(4=1®9° =C1®E&

¥} 4
go; =1®g « . . . = Ct®E . . . _.
-0 30 —4003-2004 -0 -3 -403-20
=1l®g. . =Cl®E. .
ot ga1+cx2 o +00o
=1®g. . =C1®F. .
oz g(x2+¢x3 o +03
=1®g. . =Cl1®F. .
Ho g(x3+a4 o3+0y
= . - =Cl1®FE. .
gO(“ lX2+20(3 0(2+20(3

Si tenemos en cuenta que [gq, g9g] < ga4p Y 108 productos corchete
de las algebras de Lie g y g, entonces obtenemos que los unicos pro-
ductos corchete no nulos, salvo antisimetria, en este algebra de Lie

son:
teF ,1®E.,] = te[E a,ED] = —t®E . .« o _o
L - 241 -6 o) —-(Xl—30(2—40(3~20(4
1®E. ,1®E. = 1el|E. ,E. = 1®FE. .
L x o | | o &g o) +K;
19E.,1®E. = 1®|E. ,E. = —-1®E. .
L oz o3 L Az O3 ] o +a3
1®Eo ,1®Ee = 1® Eu ,Eo-‘ = '_].@Eo 3
[ o3 o4 | | &3 oy | K3 +0(y
1®E.,1®E. ] = 1@®|E. ,E. ] = —-2(1.®E., )
| o3 o +03 | o optoi o +20

Entonces S:?g 10,12 €S el algebra de Lie de dimensién 10 con des-
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composicion: , .
£?9,10,12> = (6% Ce,-) D Cen
-
y esta definida por los productos corchete:
leg, e1] = —es, ey, e;] = eq, [en, €3] = —e7, [e3, e4] = —e5, [e3,€7] = —2ey)

respecto de la base {eg, ey,..., eg, e}



CAPITULO 2

Algebras de Lie
nilpotentes de rango
maximal y tipo E(Gl)

En este Capitulo vamos a considerar la matriz de Cartan gene-
ralizada afin A = E(6” y, al igual que en el Capitulo anterior, quere-
mos obtener las clases de isomorfismo de las algebras de Lie nilpo-
tentes de rango maximal y de tipo A. Representantes de estas clases
de isomorfismo se obtienen como ciertos cocientes de la parte positiva
del algebra de Kac-Moody asociada a la matriz E(GU. Como esta matriz
de Cartan generalizada también es afin, en primer lugar tenemos que
obtener el algebra de Kac-Moody g asociada a la matriz de Cartan ge-
neralizada finita A = Eg vy, después, dar la construccion del algebra afin
g asociada a E¥), como extension central de un algebra lazo construida
sobre g.

2-A EL ALGEBRA DE KAC-MOODY ASOCIADA A Eg

La matriz de Cartan generalizada afin que consideramos es:
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2 0 0 0 0 0 -1
0 2 -1 0 0 0 0
0 -1 2 -1 0 0 0

A=t=l0 0 -1 2 -1 0 -l
0 0 0 -1 2 -1 0
0 0 0 0 -1 2

La matriz de Cartan generalizada finita A = Eg se obtiene al

eliminar la fila y la columna 0-ésimas en E{ y, por tanto, es:

2 -1 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 -1
0o -1 2 -1 O
0 0 -1 2

0O -1 0 0 2

6
Ee = (ay)jo) =

S O O O

y su diagrama de Dynkin es:

donde {&1, &2, e, &6} es la base de las raices del algebra de Kac-Moody
asociada a Eg, g = g(Eg).

Ademas de considerar la matriz Eg, consideramos un espacio
vectorial complejo b de dimensién 2 X 6 — rango(Eg) = 6, que sera la
subalgebra de Cartan de g, y dos conjuntos {E,,..., Es} y {Fi,..., Fgh
que seran los generadores de Chevalley de g. La base de las raices
{&1, ey &6} y la base de las corraices {&:, ey &;} son dos subconjuntos
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linealmente independientes de b (el espacio dual de 6) y h respecti-
vamente, que verifican:

] OV
O(J'(O(f)=aij(i,j= 1,,6)

Recordemos que, por ser Eg una matriz de Cartan de tipo finito
y por el teorema 0-C.15, el algebra de Kac-Moody g asociada a E4 es
el algebra de Lie con generadores E, F; (i=1,...,6) y h que cumple las
siguientes relaciones:

(E,Fjl= 5,~,&,~V (,j=1,...,6),
[nH]=0 (K ep
[h, EJ] = &(E; [h, E] = —0(WF, (i=1,...,6,heh),
(@adE) " ™E; =0, (adF) ™ F;=0 (i,j=1,...,6; 0 #j).

Tenemos la siguiente descomposicion de g en subespacios rai-
-]
ces con respecto a h:

3 = 6 & @ 5& = @ 500( 4
&ei &ezosu(()}

donde el sistema de raices es A=A, UA_con A_ =—-A, y el sistema de
raices positivas es (véase [36], p. 91):

A.;. ={&1, &2, &3, &4, &5, &61 &7 =&1+0°(2, &8 = &2+&3, &9 =&3+&4,
Ko = Oz + &g, &)y = Og + K, Kyp = &1 + O + X3,
Ky3 = &y + Oz + Ky Kpa = Oz + O3 + Kg, K15 = K3 + 04 + Ks,
K16 = O3+ 04+ Qg 07 = O +0+083+0a, Og = 0 +0&s+&3+ &g,
Ko = Kot &3 +04+Xs, Koo = Kp+O3+Xa+Rg Kp) = KX3+04+Ks+0g,
Oay = O + Oy + K3 + Ky + s, Kz = &) + Ky + &3 + Ky + g,
Kog = Oy + 203 + Oy + Og, Ops = Kp + O3 + Og + Ks + K,
Kog = O + &y + 20z + Ky + Kg, Kp7 = &y + Kp + &3 + &y + Ks + K,

-] 9 o o < o o o o o o
0(23=(X2+2(X3+0(4+0(5+0(6, 0(29=O(1+20(2+20(3+0(4+0(6,
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O30 = X + 0+ 203+ 04+ 05+ g, K3 =0(2+20(3+20(4+0(5+0(6,
K3y = O + 20 + 203 + 04 + K5 + Kg,
K33 = 0] + O + 2003 + 2004 + K5 + K,

&34 = &1 + 2&2 + 2&3 + 2&4 + o°<5 + &6,

&35 = &1 + 2&2 + 3&3 + 2&4 + &5 + &6,

&36=&1+2&2+3&3+2&4+&5+2&6}
Y la raiz mas alta es:

9=O(1+20(2+3O(3+20(4+0(5+20(6

Podemos representar mediante el siguiente grafo el conjunto de
raices positivas &, tomando como conjunto de vértices &, y trazando
una arista de una raiz « a otra raiz B si existe i = 1,...,6 tal que B =
o+ &i (en realidad, la arista seria dirigida de x a B y tendriamos un
grafo dirigido). El procedimiento para construir este grafo es el mismo
que el seguido en el Capitulo anterior.

Como la subalgebra de Cartan h de g es un espacio complejo de
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dimension 6, entonces la base de las corraices es una base de . Luego,
tenemos lo siguiente:

° ° 6 oV
go=bh={h=> hoi /hi€C i=1,...,6}
i=1

Para cadaraiz o = d, o) +dy 0r+d3 03 +d 44 +ds 0 s+dg g tenemos

que el subespacio raiz g. asociado a « esta generado por los elementos
8.4

[Ei,,..., E;,] donde E; aparece d; veces, si « es una raiz positiva, y esta

generado por los elementos [F, F; ] donde E; aparece d; veces, si B

[IEEREE]

es una raiz negativa. Por tanto, g. es el subespacio unidimensional
b

CE&_ y E;_&_ es el subespacio unidimensional CE ., utilizando para los

o

generador'es de Chevalley la notacion:

Cuando la matriz de Cartan es de tipo finito, resulta que tam-
bién los subespacios raices asociados a raices no simples tienen di-
mension 1 vy, siguiendo la misma notacion, tenemos que E;& = CE& para
cada « € A

Ademas, si &, B o +/§ € A tenemos que [E;&, g-lc §&+o.

Por tanto, la dimension del dlgebra de Kac-Moody asociada a Eg
es dim(f.)) + #& =6+ 72 =78 y una base seria

oV o o
{a; /i= 1,...,6}U{E&/0(€A}.

- ° °
Los productos corchete que relacionan los E& con & € A, son
los siguientes:

E.  E. = E. &
| & oy o 0
Ea y Eo ° = Eo ° °
| & K t+0(3 o+ 03
E.,E. . . = E. . . .
[+ ] Oy +03+0y o) +0+X3+04
Ea y Eo ° ° = ° ° ° °
| o1 O+0(3+0g Ky+0+K3+0g
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E. E. . . .
o Ky +o3+0g+0
E.,E. . . .
oy’ T ottt

E. E

o s o o
o a2+2a3+a4+a6]

E. ,E

E. E

(E ,E

E° ’ED ° © ]

| o xgtagta

E. E. . .
oy K3+x4tOg

E. ,E

e o & o
| X 0(3+(X4+(X5+D(6]

E° E

LEQ JE. .

E‘° ’E" ]

o3 Oly

E° ,ED ]

o3 g

o o o o e

23] D(2+O(3+0(4+(X5+0(6]
B o o o o

o) 0203+ 0+ XX

o o o o o o
| o a2+2a3+2a4+a5+a6]

L o a1+a2+2a3+a4+a6]
| o’ a1+a2+2a3+a4+a5+a6]

[+ 0] 0(1+(x2+20(3+20(4+0<5+o<5]

I

El algebra de Kac-Moody asociada a Eg

1 o o ° o o

o) 0 +03+00 + O

E. .

o o e
o) +0p+X 3+ +0lg

E

o o s o o
O +0+2 X304+ 05

E

e o o o o o
o 0 HO3H04+O5+ X

E

s e o o o o
O+ +2 X3 +0 4 +0(5+0g

E

o e . e o e
o +0+2003+2 X4 +0X5+0g

E. .

oy +0X3

E

Ky +O3+004

10 o °

Ay +03+Xg

E

° °

o e
O+ 03+ 04+

E

e o o o
K +003+04+0g
E. . . . .
Ky +03+0 4+ K5 +Dg
o o o o o
o) +200+203 X4 +HKg

o +206+2 03+ 04+ 05+ g

o s o e o
Ky +200,+2003+2 04 H05+0g

-E. .

K3+0y

—E. .

O3+0g

-E. . .

o)+ +oX

"'ln ° °

O3+, +O
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L

L

[

L

L

L

E. ,E. .

X3 0(2}(X3+&4+&6]
E. E

X3
E. ,E

E. ,E

° 5
X3

E. E

o o e
oy OptazHa
E.-,E. . . .
Oy K+ +03+0g

E. ,E

E. ,E

E.-,E. . « « . .
L oy o +H200+203+04+ X5 +0g

E. ,E. . ]
os AK3+0(y

E. E

(2.3 O +x3+a ]

E. ,E

e o o
o5 B3+004+0 ]

E. ,E. .

As “]+0(2+(X3+(X4]

E. ,E

(24 (X2+0(3+O(4+0(5]

o o o o o
a1+az+a3+a4+a6]

c o o o o
o3 KptO3+OgtXs+olg
e o o o o o
o +0G 0+ 4+ s+

o ,LEo» o o e o o
o3 X H200+203+204+ 05+

o s o 8 o
K4 (X2+20(3+0(4+a5+0(6]

P o o o o
oy a1+a2+2a3+a4+a5+a6]

E

. o o o
O +2 X3+ 4+ Xg

E

o e o o o
o+ +2 K3+ 4+ XKg

E

o o o o o
K +203+04+0 5+ Kg

E. « « o -
o+ +2 K3+ + X5+ g

o o o o o o
o +20+3 003+ 204+ 05 +0g

-E. .

K4+

E

° °

o
0 +03+ X

E. . .

o3 +xg+

E

e o o o
o OO+ +H0

E

o ° °

o
Olp +0(3+00 4 +X

E o ° ° o

B
o)+ +X3+H0 4+

o o e o e

0 +203+2 04+ K s+0g

c ° o o o
0+ +203+2004 +Xs+0g

o) +200+2003+2 004+ X5+ 0g

E

o o

o
AK3+04+X

E .

Ol +03+0 3+ s

E. . . .
K3+04+xs5t+0g
E o o e

O+ +X3+0 4+ s

E

Oyt X3+ g +Xs+0g
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E. E. .

o o o .
| s a1+a2+a3+a4+a5]

r
E. E. . . .

K5 Kp+203+04+0g
E.,E. . . . .
| &5 o top+203ta g

E.,E. . . . .
o5 O +F200+2003+ K4 +0g
E.,E. .
[203 o +&X
E. ,E. .
|l X6 K3+ot

E. ,E. . .
Ag o+ + X3 ]

E.,E. . .
Kg o0+ |

E. ,E. . .

| e o3+ + s |

E. ,E. .

o o
g a1+a2+a3+a4]

By Erevoni ]

Kg Kp+03+0+x
_

E. ,E. .

o o o
| g (X1+(X2+CX3+D(4+(X5]

a
E.

,Eo o o a e o
Kg O +H20+303+20X 4+ X5+

_
E. .,E. .
| 0t ogtorg

E

| ot oo
-
E. ..E ]

oo O3 +04+00

E.

° g
L X1t

E

e o e
O3+ + g
-

E. ., E. . .
| on+x X3+ 4+0i5+00g

-

E

o o 4L o o o
oy+0; M +203+0 4+

E

E

E

E

E

E

E

E

E

E

El dlgebra de Kac-Moody asociada a Eg

o o o ° o

.
o +0+03+ 04 HOG+X
° e o o o
O +203+0( 4+ 05 +0g
o o e s o o
X+ +203+0 4+ X5+ X g
B . e s o o
0 +20 4203+ 04+ 5+0g
o o o
O3+
o o o
o3+ 4+
o o o o
o+ +X3+Kg
o o o o
Ky +03+04+Kg
s o o e
K3+ +H05+ g
s o s o o
0 +0+X3+0 4+ g
o o

o s o
Oy +03+0 4 +05+X

o o o o o o
O +0 FO 3+ +05+ g

—F.

E

E

E

E

0
O+ +03+004
X +0+X3+0G
K+ +X3+04+0g
o+ +X 3+ Xyt
s o ©o o & o
O+ +03+X 3+ X5+ Dg

o +200 42003+ +0g



0+ Kp+203+04+ X5+
0+ Kp+203+2004+ X5 +Xg
E.- . ,E. .
O+03  gtds
E.- .,E. . .
Op+03 O3+04tNg

E. .,E. . . .
Op+0; X3+ +Og
E. .,E. . . . .
O+ A+ +X3+0(4+0g
E. .,E. « . . o &
Ky +03 &K+ +0 3+ 4+ 5 +0g
E. . ,E. . . o o .
O+ X +0+203+20 4+ 05+ XKg

E. .. E. . .
A3+ Kp+03+Xg

E E

D
o3 +0, a1+a2+a3+a6]

E. . ,E. . . « .
o3+0s O +03+H0 4K+

E. .,E. . . . . .
K3+0y 0(1+0(2+(X3+(X4+0(5+(X6]
rE

s L. ° o o o o
o3+0y a1+2a2+2a3+a4+a5+a6]

°

| os o a4+a5]

By Eavicni

o o 4L
K3+ o +03+X

-
-

o
o3+ o+ 3+

E E]

s o yL
K3+0g Ol +03+04+ X
-

E. .,E. . . . .
o3+0g o(1+0(2+0(3+0(4+0(5]
r

E

o o ,L o o « o e
o3+ O +20+3 0342004 +05 g

I
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o o o o o o
oK) +20+2003+ X4+ X5+

o o B o o o
O +200+203+2 04 H0 5+ g

-E. . . .

K +03+0 4+

-E

o o o o
0 +203+04+0g
-E. . . .
Gy +203+ 04 +0s+ g
o o o e e

oK +200+20G3+0 4+ X

o B o o o o
oKy +20,+203+ 04+ X5+ XKg

o o N o o e
0 +200+3 0034204+ X5+

-E

o o s e
o +2003+ 04+
hany © o 3 o L
o +0+203+004+ g
o ° o o o
O +20X3+20 4+ X5+ 0g

o o B o s o
o +0+203+200 4+ X5+ g

0 +2034+3003+2004+ X5+ 0

—-E

o o o o
o3+ +05+0g

0 +203+004+ g
- ° © o L ©
o +0+2 X3 +00 4 +0g

° s o o o
K +203+04+ x5 +0g

-E

s o s s o
o +0(o+203+0 4+ X5+ 0

E.
6
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E. .,E. . . , = E. . . . .

oyt o] +H0+K X} +00 +0X3+004 +5

E. .,E. . . = E. o« o o

Kyt Kptoz+ox K+ 3 +04+ x5+ g

E. .,E. . . . = FEc v o o o .
04+0s O +0+03+X o +0p +03+0(4 +05+0g
E. .,E. . . . = —-FE. . .« .
04405 X H203+04+0g 0 +203+2 04+t s+ g
E. .,E. . . . . = —-E. . . . .
O4+0s O +0+203+0 4+ 0 oK +0+20G3+2004+05+XKg
E.- .,E. . .+ . & = —-E. . < < . &
04+ o +F20+203+H0 4+ X 0 +20+2 X3 +H2 04+ 5 +XKg
E. . .,E. . . = —-E. . . .
o +H0+3 K3+04+o K+ 4203+ 04+ 0
E. . .,E. . . . = —-FE. . . . .

L o toota o+ 3+ 4+00g o +20+2 03 +04+0g
E. . .,E. . . . = —E. « _« o -
oy +H0+0 K3+t s+Xg K +0+203+04+0s+0g
E. . .,E. . . . . = —-E. . . . o &
G+t Oty to gt Os+Xg 0 +2 0 +2 X3+ 04+ s+ g
E. . .,E. . . o . = —-E. . . . .
o0ty Ka+20(3+2X 4+ X5+ X g o +200+303+204+ X5+ g
_

E. . .,E. . . . = —-FE. . . . .
0+ 03+ o +0+3+0g o1 +H200, 203+ 4+ g
(En o = —-E. . . .

| otaxstoy ooyt K 4+203+2004+ 05 +0Xg
E. . .E. . . . . . = E¢ o o o o
Oo+03+0y 0+ +X3+0+Xg+0g K1 +20+20X3+2 04+ 05 +0g
Ee o .,E. « .« o« o & = -E. . . < . .
K +3+Xy X+ +203+ g+ K5+ Xg 00420 +3 3 +2 X4+ 5 +Xg
E. . .,E. . . = F. . « . .
O +03+o o3+ +o K203+ 04+ X5+ X

E. E = —F

| optoztag oo+ +0g O +20+203+0 4+ g

E. « «,Ec « « . . = —E. « .« o o .
O +03+ 0 O+ +03HX 4 +0g O +200 4203+ +0s+0g

E. . . E = -E.

0 +0X3+Xg X +X+203+20X 4+ X5+ g 9




E. . .,E. . . .

o o, L.
0+H04 s K +E 03X

E.- . .,E. « . .
K3+x4+&Ks Ky +03+X 4+ Xg
E.- . .,E. . . . .

o
o3+ g+ Oy +0+ 03+ 0+
E. . .,E. . . . .
K304+t O H20+203+04+ 0

E E

o o o ,Ee o o &
o3+0 g O3+t

E. . .,E

o300+ 0+ +03+X 4+

E

° o

O3+0+Xg O H20+203+0HX s+ g

(e, . . . E. . . .
| O FOtX3 Xy K3+04+ x5+ X

-

E. . . .,E. . . . .
L O +0+03+Ky Ko+ &3 +0y+0s+Xg

-

| o toptogtay Op+20t+0 oo

E E. . . .

s o o o ,
o+ +X3+0g K+ X3 +04+

o+ +H03+Xg K +20(3+20+0X 5+ g

E. . . .,E. . . &

o , Lo .
K +03+04+ s K+ +0 4+

O +03+H0 3+ O+ +203+004+ g
-

E

| optoztagtag Xy +oo+0HR O
E. . « ,E. « « « o o
o +03+0+0g O+ +203+0 4+ X5+

E

o °

O30+ 0s+0g O +200+203+ K4+ Xg

£

O+ +X3FH0+HXs Kp+203+004+ g

o0+ +H0 4+ K420 3+H0 g+ X5+
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o+ +203+ 0 4+ 5+

K +203 4204+ 0 5+0g

-

X1+ +2x3+20 4+ 5+XKg

O +H20 30342004+ 005 +0g

0 +203+200 4+ 05+ Xg

-E

O+ 0 +203+ 2004+ 5+ g

~F.
g

-E

o +0+203+2 04+ 05+ g

0 +H20; 42034204+ 5+
° o o s o
0 +200+303+ 2004+ X 5+Xg

O +200+2003+004+0 5 +XKg

E.
0

B o o o s o
0 +206 2+ 203+ 2004+ 5+ g

K1 +200+303+2004+0 5+ g

oK +H20 42034204 +005+0g

E.
6

E.
0

° ° o 3 o °
o +20+303 420405+ 0

-E.
2]
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S S = —-F.
[ O +2 03+ X 4+ g o<1+cx2+o<3+o<4+o(5+<x6] 2]
E. . . . .,E. . . . .| = —-E.
Ko+03+04+Xs+Xg K +E+20G+0 4+ 0

Si «, By o+ B son raices positivas y [ED,E‘,] = Cla, B)E, .,

x B x+B

entonces tomamos [E . E ] = —C(&, BE . .
- -o-p

. ©° 6 o ;
Si oo =Y, d;x; es una raiz, entonces

\'

[E.E. |-« =id

i=1

oV

Nos queda ver los productos corchete [E;, ES] con §/+6 € &, pero

o

siendo y y & raices de distinto signo. Como [E;;, E;g] cdg. 5 entonces
Y+
[EO,EO] = C(3, S)E. .
Y 6 y+6
Si «, By o+ B son raices positivas con X < By [E&, E;;] =

Cla, B)E. ., utilizando la identidad de Jacobi paraE, ., E . y E ., ob-
o+ o+ -

tenemos lo siguiente:
C(& + B, —6) = ~C(&, B) = ~C(& + B, —B)

y tendriamos, aplicando las relaciones anteriores, los siguientes pro-

ductos: i
. «,E . = —F.
o +00 - ] o &}
E. ., E. | = E.
| oo o o
E. .,E. | = -E.
| oxtay  —Op | &3
B 7
. o ,E . = FE.
| otoz -3 | o2
E. . E. 1 - E.
| Ol3+0y —03 ] o4
E. . ,E. W = -E.
| ozt -0y o3
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E. . .,E. . 1. = F.
oG+t ~O3— 0y s

E. . . ,E. = —-E. .
K3+ 4+0g 7% X3+&g
E. . ., E. . - FE.

O3 +04+0g  —X3~0g | Oy

E. . . E. - _E. .

| otogtag o x3+00
E. . .,E. . = E.

O +04+Xg  — 3=y olg

E. . . ..E. - _E. . .
| ottty —og 0 +0(3+0
- .

E. . . .,E. . . = E.

| o toptogtay —Xp—03—y o

E. . . ..E. - —E. . .
O+ +0(3+0(4 —4 K+ +X
[ i

E. . . ..E. . .| = E.

| o togtogtoy’ —o -0y —&3 | o,

E. . . .,E. . = —-FE. .
o+ +0(3+0(4 -y -0 O3 +0y
E. . . .. E. . - E. .
K+ + 03 +0y —03—04 oy +H0p

r E

E. . . . E. - _E. . .
o+ttt —oy | o+ 03+
E. . . . E. . .| =E.
K+ +X3+Xg —0—3— g 24}

E. . . . E. - E. . .
| o tontogtag —O OO+
E. . . .,E. . . = E.

o+ X+ 3+ 0 — 0 — 03— O3 o

E. . . .. E. . - _E. .

| o1+ +o3tig —0 =3 K3+
E. . . .,E. . = E.

K +H0G+0 3+ —O3—0g o0
E. . . ..E. - “E. . .
| ottt —a O3 +0 4 +0
E. . . ..E. . .| = E.
K+ X3+ g+ 5 —3—4=0s o
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E. . . . .,E. .. = —-E. . .
O +2003+04+0s+g  —0—03— g o3 +04+X
E. . . . .,E. .. = E. . .
| 0o +20+0tas g O3~ Ky +03+o
-
= -E. . . . .
L o +200,+203+00 g —O2 o +X 23+ 4+ XKg
_
e e e o o E. o . .. = F.
| 0204200300+ 0 — 0~ —2K3— 04— KX o
E. . . . .,E. . = FE. . . .
| o +20+20+04+00g 00—y K +2003+ 004 +0g
s e o o w,E < o o = —-E. .
| o200, 203+0 0 —0—203— K4 —Kg o +0t;
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L o +20H20+0+0g  —0—K3—Cg K+ +0G+
E. . . . .,E. . . . = —E. . .
0 +2004203 4004 H0g  —0) —O;—0(3— 04 o+ 3+
-
e o o s o o,E = —-E. . . . .
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o o« o . ., E. = —-E. . . . . .
| o +200+20+ 200 +05+ g —0ly o +20+ 203+ 04+ X5+ Xg
0 +200+203 42004+ Ks+Kg ~X|—20p—203—K4—K5—Kg oy
° o o © o ° ° o = © o o L3 o
0 +H200+203+2004+ 05+ X —O X3 0, +203+204+05+0g
= -E. .
| o 200 +203 42004+ Xg+0g  — =203 —2004— 05— oy +00
| o +200420G4200+0X 5+ g —04—Ols O +H20+203+ 04+ Xg
= —F. .
| o +H20042034 20005+ —0 =200 —2 03040 o4+
s e e e o o, E. . . = —=Fe o o o o .
K +2004203 42004 H0s+0g  ~Olp—~0i3— 04 o +0 + 03+ 5+
-
S = E. . .
L O +200+20342004+H X5+ g~ —Op—K3— O 4—K5—0g K +3+00,
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e e e e e W EoooL . = E. . . . .
4200 +20034+ 2004+ X5+ 05 — O —Kp— 03—~y Kp+03+ K4+ x5+ xg

o e e . o o,E. o L = —-FE. . . .
0200 +2 03 +2004+ X5+ xg —Olp—O3—X4—O5—g O+ +03+0y
O = E. . . . .
0 H20+2003+2004 +05+0g —Op— O3~ 04— s o+ +03+X g+
-

E. . « .+ « E. « « . . = —FE. . . .

O +200 42034204 +0s+0g —&) —0—K3—04—Kg Ky +03+04+Xs

o e o o o o,E . o o = E. . . . .
o 4+200+2003 42004+ X5 +Xg —0l— (3~ X4~ g o +H0p+03+0 4+ X5

= —-F. . . .

O +200+203+2004+ X5+ 0 —0—Kp— K3~ 04— X5 O+ X3 +0 4+

&K +200+3003+2004+0s+Xg  —X3 K +H200 4203420 4+ X5+
o o o o o o, E . o . o . = —E.
| 004204363 +200 05+ 0 0 —20—-203—2 04— K5 —0g o3
N = —E. « . « . .
00 +20,+303 4204+ X5+ Xg  —0~03 | K+ +203+2004+ X5+ Kg
e e e o oo o,Ee o o o o | = E. .

O +200,+3 0342004+ 05+ XK~ =B —203—20(4— 05— g oo +003
- 5

e e e . < . ,E. . = —F. .« .« « . .
o +200+303 20 tos g ~ X3ty | o) +200+203+ K4 X5 +0g
o e e e oo o, E . o o e = E. .

o200 430342004+ 5+ — 0 —200— 20304~ X5~ g o3+
| o +200,+303 2000+ X — 0 —0p—0(3 Oy +2003+2004+0 5+ g

= —E. . .
| o +20 4303+ 2004 HosH0g  —Xp—2003-2 004~ X5~ 0g o+ 403
£, . L E. .. = E . ... .
| o +204303+20 o +0gT 0 —OX3 -0y O+ +2 03+ 04+ 05 +0g
P A = —-F. . .

K +20+30:3+2004+0 s+ Kg -0 — 0 —2 03— (X4~ K~ Kg Kp+0(3+00,

0 +200+303+2 004 +0 5+ —B3—0(4— s 00 +200+2 03+ 04 +0g

= -F. . .

0420 +3003+2004+ A5+ —0—20(p—203~04—Kg K3+0 4+
O -, = —-FE. . . . .
0420 +303+204 +xs+xg —0~ 0 — 03— 0y K3 +20(3+04 +H05+ g
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Ee « . o« o ,E« .« .« ..
0 +200+303+2004+ X5+ Xg  —Kp—20(3~0 4~ 05— X ]

E. . . o . ,E. . .
200 +3 034204 +05+ 0 ~Hp—3—04—Ks

E.- . « .« . .E. . . ..
0 +20 4303420+ s+ K — 0~ —20K3—04— g |
O +20+3 034204+ 05+ 0g  —0 ) —Xp— 03— 4—Xg

E. . . .« < ,E. o .
O +20+303+2004+05+Kg —0p—20K3~04—g

E. E .

L 0 X

EQ,EQ‘,,G,J
g 6 —20-303-204— N5~ Xg ]

E. E . .

| 0 &3 Kg

E FE . « « . . .

| 8 0 -200,~2003-204~ 05— g |

E L E. . .

| 0 X~ X3

ELE. . . . ..

| 8 —o-0-203-204—5—0g

ELE. . .

| 6 ~O3—X4—g

EL,E. o « « o &

| 9 o -200-2003-004~ X5~ g

E E. . . .

| 0 X —Op—&X3-Kg

ELE. . o o .
0  —203-204~05—0g

E. E. . . .

L 0 - &3-04—Xg

ELE. « . . . .

|l 6 -—o-op-203-0y—as—Xg

ELE. . . .

L 6 03—~ Xs—Kg

E.. E

° o o o e
| 6 -0y -20-2003—-004—0g

El dlgebra de Kac-Moody asociada a Eg

E

e e e e
o+ +0X3+0

N o o s
o)+ +2 K3+ 04+ Xg

E

° o °

K+ 3+ 4+05

E

o o o e

Ky +2 X3+ 4+ 0g

-E. . . . .
K +0+X3+0 4+

o o o o o o

0 +20+30x3+2 X4+ X5 g

-E.

Kg

o o o o o e
o +200+ 200342004+ 05 XK g

E. .

o3+Xg

o e . o o o
o) +0+2 03 +2 04+ X5 Xg
-E. . .
Ky + X3+
o ° s o o o
O +H2 X +2 K3+ 04+ X5 g

-E. .

o
K3+ +xg

. ° o o o
Ky +203+2004+ 05 Xg

E

B ° o o
X+ +o3+0g

o+ +2 03+ 04+ X5+ g

o o o o
Kp+XX3+04+Kg

0 +200+203+0 4 +0g

E

° o ° °
A3 +043+05+ g
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ELE. . . . . = F. . < <.
R SR PR ST YR 1 Ky +203+0X 4+ 05 Kg
EO,E 3 ° ° ° ° = _Ea ° o 3 °
9 —O—203—04—0s—Xg o+ X3+
E ,E. . . . = E. . . . .
| 0 —o;-20-04—0g O+ 0+ 03+ 00+ 506
EoE. « « « « | = -E. . . .
|l 9 —0-0p—03—04—0s—0g O +203+04+0g
E ,E. . . . . = E. . . ..
|l 9 —0—03—04— 05— g o+ +20X 3+ 004 X
o ° L] o 3 o = - ©° ° o o o
E..E
L. 0 -0 —03—203—04— g K03+ X4 +xs+Xg

Si utilizamos la identidad de Jacobi para E 5 E& y Efi’ con o°<,
o

By & + B raices positivas y o < B, obtenemos lo siguiente:
Cl-ot— B, &) = Clax, B) = —C(—cx = B, B).
Luego tenemos las siguientes relaciones (son las mismas que
obtuvimos en el Capitulo anterior):

—C(&+ B, -&)
—C( + B,-B)

Cl—& - B, &)
Cl=6— B, B)

y acabamos de dar los valores de Clx +/3 —o< y Clx +B —(x) que son no
nulos, cuando consideramos todos los &, B € A+ con & < B y o<+B € A+
Teniendo en cuenta que, paracada h € b se tiene que

[h,E, ] — &WE. [h,E , ] = —&(hE .,
o [+ 43 - =0
obtenemos que los productos corchete que relacionan los E& con la

subalgebra de Cartan b son los siguientes:
[hE.]=&hE, (heb, e d.
o o

oV ° ° ° °
Sih= Z?=1 hjoj €y o = Zﬁll d;x; € A, entonces

[nE.]= Zdh(x(og)—Zdhaﬂ

ij=1 ij=1
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Los productos corchete que hemos calculado son todos los pro-
ductos no nulos, salvo antisimetria, en el algebra de Lie g = g(Eg).

2-B EL ALGEBRA DE KAC-MOODY AFiN ASOCIADA A L\"

Ahora vamos a obtener el algebra de Kac-Moody afin g = g(Eé”) asociada
a EL. Para ello necesitamos el algebra de Kac-Moody g asociada a Ee
que hemos obtenido en la seccion anterior, pues vamos a utilizar la
construccion dada en el Capitulo 0 para algebras de Kac-Moody afines,
igual que hicimos para el algebra de Kac-Moody afin asociada a F{".
Tenemos que, si L = C[t, t"!] es el algebra de los polinomios de Laurent
en t,

g=LegeCceCd

con el producto corchete definido como sigue:
tfeXoAcoud th e Yo Ajco ud] =

(9 & [X, Y] + pk 9 @ Y — i kt* ® X) @ kS (XIY)C
donde X, Y € g; A, i1, Ay, 4y € C.

Veamos como queda la estructura del algebra de Lie g en este
caso (véase la nota 0-D.4). Antes de estudiar dicha estructura tene-
mos que conocer algunos datos mas sobre g, como una forma bilineal
simétrica invariante (.|.) sobre g y la involucion de Cartan « de g (para
sus definiciones consultense los Caps. 1 y 2 de [36]).

Para dar una forma bilineal simétrica invariante sobre g tene-
mos que considerar una descomposiciéon de la matriz Eq en producto
de una matriz diagonal D = diag(¢,,..., &) y una matriz simétrica B =
(b,j)szl. Como Eg es simétrica, podemos tomar D=Id y B = Eg.

Tenemos entonces que una forma bilineal simétrica invariante
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(.].) sobre g esta determinada por:

OV OV
(xiloj) =bjeei=a; Lj=1,...,6,
(i) = by = ay; ij=1,...,6,
<5&|aé)=o si o, B AU} a+B#0,
(E.JE )=1 x €A
(24 -

La involucion de Cartan w de g esta determinada por:

WE.)=—E ., E .)=-E. i=1,...,6
o —&; —&i Xi
w(h) = -h si h €.
Consideramos los generadores de Chevalley de g, E& ,...,E& y
1 6
E.,..E_.,ytomamosF, € 55 tal que (Folow(Fp)) = —2/(010) y Eq =
—1 —YXe

—&)(FO). Esto es, tomamos Fy = Eé yEy=E 5 Entonces los generadores
de Chevalley de g son:

ep=t®F .,e;=1®E.,...,eq=1®E.
-0 o) AKg

-1
=t'®E.,fi=1®EF .,....,fe=1®F ..
fo o h syl e

La subalgebra de Cartan de g es ) = ﬂ & Cc @ Cd (identificando
1 @ h conp).
Consideramos la notacion «; = oc(,-, i=1,...,6, denotamos por

6 al elemento de h* determinado por Slyecc = 0y 6(d) = 1 y tomamos

Ky = 0 — 5, entonces la base de las raices de g es {oxg, &1,..., Xg} Y
0 =0+ + 20+ 303 + 204 + K5 + 20g.

Tenemos que, si A es el sistema de raices de g, el sistema de
raices de g es:

A={jo+y:jE Ly € ALUYS; j €L\ (O]
y el sistema de raices positivas es:

A, U0 =AU +y; 21, ¥ € AUTOBUL0} =4,
Jjz0



90
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(1)
6

donde A; = {jS+y; y € Agtsij2 1yAg=A,Uld—y; y€ A, U{0}u{0} =

{O, [ (T

., X7} con

o7 = Mg+ Kg, Xg = K + &y, g = Oy + K3, Ki1g= K3+ Oy,

Ky = X3+ Mg, Kyp = Ky + Ks,

K3 =g+ X3 + Kg, Kyg =) + Ky + K3, Kjs = 0y + X3 + Ny,

Kig = O + K3 + Kg, K7 = K3 + Ky + K5, Kyg = K3 + Kg + K,

Kig =g+ Xy + X3+ g, Kpg =K+ K3+ 04+ Kg,
Ky = Oy + 0y + X3 + Xy, Kpp =) + 0y + X3+ K,
Koz = Oy + X3 + Xy + K, Olpg = Ko + 03+ X4 + g,

Kpyg = K3 + X4 + X5 + Ng,

Kpg = g+ 0] + 0y + 03 + K, Kp7 = Kg + Ky + K3z + X4 + Kg,
Oog = K+ X3 + X4+ Ks + Kg, Kpg =K1 + Xy + X3+ Xy + s,
Kzp = X + 0o + X3 + 04 + Kg, K31 = 0 + 203 + 04 + X,

A3y = Uy + K3 + Xy + X5 + N,

K33 = Og+ O] + 0o+ 03+ 04+ Ng, O34 =g+ 0+ 203 + 04 + K,

K3s = Kg+ Xy + 03+ 04 + Ks + Ug, O3 = X1 + 0o + 203 + 04 + Kg,

K37 = 0]+ 0+ 03+ 04+ Ks + Og, Kzg=0&p+ 203+ X4+ 05+ Xg,

K3g = 0(0+O(1+0(2+20(3+0(4+O(6, Ky = Kot +O0L+X3+0 4+ 05+ Xg,

Oy = Ko+ 0 +203+ 04+ s+ g, Kyp = Ko+ 0+ 2003+ 04+ 2,

O3 = X1 +20+203+ 04+ g, Olgq = O]+ 0o +2K3+ X4+ X5+ Kg,

Oys = Oy + 2003 + 2004 + 5 + Og,

0(46=0(0+0(1+2(X2+20(3+0(4+0(6,

047 = Kg+ O] + Ky + 203 + X4 + X5 + K,

Kyg = 0(0+0(1+0(2+20(3+O(4+20(6, Olgg = 0(Q+0(2+20(3+20(4+0(5+0(6,

5o = 0(0+0(2+20(3+0(4+O(5+20(6, K51 = 0 +2006+203+ 004+ 5+,
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Ky = O] + Oy + 203 + 2004 + X5 + K,

Ks3 = g+ X + 20 + 203 + 0y + K5 + Kg,
Nsq = Kg + 0 + 20, + 203 + 04 + 20,
Kss = g+ O] + 0 + 203 + 2004 + X5 + O,
Kse = Og+ Xy + 0 + 203 + 0y + 05 + 2K,
K57 = Olg + Oy + 2003 + 2004 + X5 + 2,

Olgg = O] + 20 + 203 + 204 + 05 + Og,

Ksg = 0o+ 01 + 20 + 303 + Xy + 20,
Kep = Olg + Xy + 20, + 203 + 2004 + A5 + N,
Kgp = Og+ 0 + 20, + 2063 + K4 + &s + 20,
Kgp = Olg + O] + 0p + 2003 + 204 + 05 + 2Xg,
Kg3 = Oy + &y + 303 + 2004 + K5 + 20,

Mgy = O] + 2000 + 303 + 204 + s + g,

Kgs = 0o+ O] + 20 + 3063 + 204 + K5 + O,
Kge = Og + O + 200, + 303 + 2004 + 2,
K7 = Olg + &y + 20 + 303 + Oy + K5 + 20g,
Kgg = Olg + Xy + 20 + 203 + 2004 + K5 + 20,
Olgg = Og + O] + Op + 303 + 2004 + X5 + 20,
K70 =0g+ 2005 + 303 + 2004 + &5 + 20,

oy7) = Oy + 20(2 + 30(3 + 20(4 + A5 + 20(6,

K7y = g+ &y + 20 + 303 +204 + &5 + 20 = O

Podemos representar mediante un grafo el conjunto de raices
positivas A,. Dicho grafo tendria la siguiente estructura:
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donde A; es el siguiente grafo:
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hemos seguido la notacion o = j§ + ; sij = 1 parai =0,...,71 (el
grafo que obtenemos es en realidad un grafo dirigido, las aristas van
dirigidas de cada vértice hacia los que se encuentran a su derecha en
el grafo).

La descomposicidén en subespacios raices de g con respecto a
su subalgebra de Cartan § es:

0= ®ycau0)fx =H & (®yepnla),

donde:

g

Jg P
. =0 ®g- s = ®DN.
50y =0 ©0: Y 9o e

Como vimos en &a seccion anterior, h tiene dimension 6 y esta
generada por {&\1/,..., &5} y, ademas, si y € A entonces 5; = CE}. Por
tanto, los subespacios gj5 tienen dimension 8, si j= 0,y dimension 6,
si j # 0, y los subespacios 95,5 son unidimensionales.

Los productos corchete no nulos en g son los siguientes:

C(;l: ;Z)tlirkz ® E; +§/ si 5/1 + 30/2 €A
1 2
k k _ oV . ° °
o tor; |-tk si ki # =Ko, Y1 = =¥
oV ° o
1@)/1 @klc si k1=—'k2, Y1 =-Y2

[tkl ehtve E.,] = y(h)tt*z @ F,
Y Y
[1 ®hea?\ceaud,tk®E;]=(§/(h)+uk)t"®E;

[tk eh,t*e h2] = k(h, |hy)c

donde ¥y, V2 ¥ € A; by hy, hy € b ku, ko, k, A, 1 € C.

En las siguientes secciones no trabajaremos con el algebra de
Lie g = g(EY), sino con su parte positiva ny, pues las algebras de Lie
nilpotentes de rango maximal y tipo E(GU se obtienen como ciertos co-
cientes de n;. Tenemos que:

ny = ny @ (tC[t] @ g)
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y su descomposicion en subespacios raices es:

ny = Oyen, fu

(el sistema de raices positivas A, ya hemos visto como queda).

Como vimos en el teorema 0-E.28, para obtener todas las al-
gebras de Lie nilpotentes de rango maximal y tipo E{’, tenemos que
determinar el conjunto de las ég(Eg))-()rbitas de I(ny.). En la siguiente
seccion vamos a calcular ée(Eé”).

2-C EL GRUPO DE AUTOMORFISMOS DE EY”

El grupo de automorfismos de la matriz de Cartan generalizada Eg) es

Gg(Eg))'—‘{UE GE/GU(,-)UU)=a,-j, VI,_]=O,6}= ‘
= { permutaciones o de {0, 1,..., 6}/ dgo(y = iy Vij=0,...6}=
= { permutaciones o de {(0, 6), (1, 2), (5, 4)}},

donde aqui &, es el grupo de permutaciones de {0, 1,...,6}, pues la
matriz £} es

2 0 0 0 0 0 -1
0 2 -1 0 0 0 0
0 -1 2 -1 0 0 0
EV =@y o=[0 0 -1 2 -1 0 -1
0 0 0 -1 2 -1 0
0 0 0 0 -1 2 0
0

0 -1 0 0 2

Este grupo también coincide con el grupo de automorfismos del
diagrama de Dynkin de E), que es:



Capitulo 2: Algebras de Lie nilpotentes de rango maximal y tipo D

o Xy

95

Luego, tenemos que &,(E.’) = {Id, 0, 03, 03,04, 05}, donde

01 2 5 6 0
o = 0, =

0 5 4 2 1 6 1

01 2 4 5 6 0
O3 = 04 =

1 0 6 4 5 2 5

01 2 3 456
05 =

5 06 3 2 1 4

1 2 4 5 6
5 4 6 0 2
1 2 3 4 6
1 2 3 6 0 4

y este grupo de automorfismos esta generado por 0 y 0, ya que 03 =

0r00,,04=0100Y05=0,°0,°0}.
Tenemos que:

ée(E(Gl)) = {5" € Autﬂﬁ/o € Ge(E(Gl))} == {Id, 5'1, 5’2, 5’3, 5‘4, 5'5}

Veamos la accion de este grupo de automorfismos sobre 2. Co-

mo estd generado por &, y 05, es suficiente conocer la accion de estos

dos automorfismos sobre 9.

. oV
La accion sobre la base del subespacio gjs = ealiltf ex; (j=1)es

la siguiente:

~ ; OV : OV
gfeo)=tedas,
oV
X2,

~ . oV . o vV
ofeor)=t!®ay,
~ . oV B ~ . oV . o vV
o(feas)=t® o (feas)=teai,

OV OV
Xs, K4,
~ : oV . oV ~ . oV . oV
ol @ xg)=t® g, 0,( @ xe)=t ®axz,

Y ) ” . eV ;
oif @)=t ® o,(feax)=te

~ ; oV . oV
o @ s) =t ® xp =

~ . oV ; oV
oi(feoz)=t & a3,

~ i oV Y
o,V ®og) =t ® X6 ;

~ : eV . oV
o' ® x3) =t ® X3,

. oV : oV . oV . oV . oV . oV
=—tJ®<x1—2tf®(x2—3tf®o<3—2tf®o<4—tJ®(x5—2tJ®a6.
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La accion de ée(E(g)) sobre los subespacios unidimensionales
de gjs (j = 1) viene dada por:

~ 5 i ° v 6 ~ i o v
FedAatea)=CyA0( @) A €C i=1...,6
i=1 i=1

si & € G(EL). Si consideramos la notacion

6 . oV
[)\1: AZ: A?,, )\4, /\5, AG] = (CZ)\,TJ ® i
i=1

tenemos que:

T1(IA1, Az, A3, Ag, As, Ag))
To([A1, Az, A3, Ay, As, Agl)

[AS! A4r )\31 )\21 )\11 A6]

= [—‘)\5,—2)\5 + AG, A3 - 3)\5,)\2 - 2}\5,)\1 '—AS, )\4 — 2)\5]

Finalmente, la accién de é@(ES)) sobre cualquier subespacio

Cvy®Cv, ®... de g5 (j > 1) viene dada por:

L~ ~ 1
sio € GoEM) y Vi, Vo, - - - € gjs

5’(Cv1 @(CVZ @...) =C5’(V1) @C&(Vz) D...

Veamos ahora la accion de 6,(EL’) sobre el subespacio gjs.a, U 2

0,i=0,...,71).Sio€ Gg(E(G”) ei=1,...,6, entonces 0gjsia,) = Fsraog:

Si i> 6 entonces 8k(gj5+“) = Qjsto,,, CON k =1,2 donde
I Ukl

o8 =12, 09 =10, 0:(10)=9, 0,(12)=8, o01(14)=17,
o,(16) =18, 0,(17)=14, 0,(18)=16, 0,(19) =20, 0,(20) =19,
o1(21) =23, 0122)=25, 01(23)=21, 0,(25) =22, 0,(26)=28,
01(28) =26, 0,(30)=32, 01(32)=30, 01(33) =35, 0,(35) =33,
0,(36) =38, 0,(38)=36, 01(39)=41, 0,(41) =39, 0,(43)=45,
0,(45) =43, 0,(46)=49, 0,(48)=50, 0,(49) =46, 0,(50) =48,
o.(51) =52, 01(52)=51, 01(53)=55, 0,(54) =57, 01(55) =53,
0,(57) =54, 01(59)=63, 0,(61)=062, 0,(62) =61, 0,(63)=59,
0,(66) =70, 0,(67)=69, 01(69) =67, 01(70) = 66,
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oy(iy=iparai=711,1315,24, 27,29,31, 34,37,40,42, 44, 47, 56,
58,60, 64, 65,68, 71.

0,(7) =8,
0,{(12)=7,
0,(17)=13,
0,(22) = 23,
0,(27) = 30,
0,(32) =27,
0,(37) =35,
0,(42) = 43,
0,(47) =47,
0,(52) =50,
0,(57) = 54,
0,(62) =61,
0,(67) =65,

0,(8)=12,

o,(13) = 14,
0,(18)=16,
0,(23) = 20,
0,(28) =26,
0,(33)=137,
0,(38) = 34,
0,(43) =45,
0,(48) =51,
0,(53) =55,
0,(58) =57,
0,(63) =59,
0,(68) =68,

0,(9) =10,

0,(14)=17,
0,(19) =21,
0,(24) = 24,
0,(29) =28,
0-,(34) = 36,
0,(39) = 44,
0,(44) =41,
0,(49) = 48,
0,(54) = 58,
0,(59) = 64,
0,(64) =63,
0,(69) =67,

0,(10)=11,
0,(15) =18,
0,(20) =22,
0,(25) =19,
0,5(30) =32,
05(35) =33,
0,(40) =40,
0,(45) =42,
0,(50) = 46,
0,(55) =56,
0,(60) =62,
0-,(65) =69,
0,(70) = 66,

o,(11)=9,
0,(16) =15,
0,(21) =25,
0,(26) = 29,
0,(31) =31,
0,(36) = 38,
0,(41) =39,
0,(46) =52,
0,(51) =49,
0,(56) =53,
0,(61) =60,
0,(66)=71,
0,(71)=70.

Para simplificar, en las secciones siguientes vamos a denotar
tanto 6,(EL) como &,(Ey’) por G.

2-D LOS IDEALES DE A,

El siguiente paso para obtener las clases de isomorfismo de las algebras

de Lie nilpotentes de rango maximal y de tipo E es determinar el con-

junto I(A++)/G. Antes hemos calculado el sistema de raices positivas

A, del algebra de Kac-Moody afin asociada a ES) y lo representamos

mediante un grafo (dirigido).

Recordemos que I es un ideal de A, si para todo « € I'y para

todoi=0,...,6tal que ax+; € A, se tiene que x+«; € I. Los ideales de

A, se corresponden con los subgrafos del grafo obtenido que verifican

la propiedad de que, si un vértice esta en el subgrafo, también estan

todas las aristas (dirigidas) que parten de este vertice.

Tenemos que calcular el conjunto de los ideales de A, que estan
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contenidos en A,,, I(A,;). Como A,; es el conjunto definido por
A ={aj+ko;; 0<i#j<60<k<—-a;}ul,

entonces

A++={O(13,...,O(72}UA1UA2U DI

Para j € N, tomamos:
PO ={I€ A j6 g1, G+ DS €

entonces tenemos la siguiente particion del conjunto de los ideales de
Ay contenidos en A,

1) = P (Ar).

Jjz0

La aplicacion
MAw) — P(An), jz1
I — I[+(G-1)
es una biyeccién para cada j € N—{0}.
Si consideramos las G-6rbitas de estos ideales, tenemos la si-
guiente particion de I(A.,)/G:
I(A++)/G = L%F(A++)/G
2

y la biyeccién anterior induce la siguiente biyeccion:

INALY/G — P(AW/G j21
G-I — G-I+({-1)5)

Entonces es suficiente determinar I°(A..)/G v I'(A.4)/G para
obtener I(A44)/G . Existe iy € N independiente de j > 1 tal que
#Ij(A++)/G = if(l)- }

Obteneamos 2626 series de G-Orbitas, #I°(A.)/G = 1936 y si
j > 1 #F(A,,)/G = 2626. Un representante de cada una de estas G-
orbitas se puede encontrar en el apéndice B de esta Memoria.

El ultimo paso es calcular las G-orbitas de los ideales de n; con-
tenidos en n,,. Realizando los cocientes de la parte positiva n, del
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algebra afin asociada a E\’ por un ideal de cada una de estas G-orbitas,
obtendremos representantes de las clases de isomorfia de las algebras
de Lie nilpotentes de rango maximal y tipo E(GU.

2-E LOS IDEALES DE 91,

Ahora, para cada O € I(A.,)/G tenemos que obtener & (0). Para ello
consideramos I € O y calculamos todos los a € I(n..) tales que @(a) =
{ot € Ay /ax # {0} =1, salvo la accion de

G={ceG;all=1

(pues elegimos un I € O arbitrario), para cada uno de estos ideales a
tendremos una orbita Q € I(n.)/G que verifica que #(Q) = O.
Sean O € P(A..)/G eI € O, entonces j§ ¢ I, pero (j+ 1) € I.
Definimos los siguientes conjuntos:
I
J%

foxel; x|+ 1)0 1 -2}
el fal=l(j+1)0| -1}

Tenemos, por tanto, la siguiente particion de I
[=Tul"u{(j+1)d)

Si @(a) = I, entonces tenemos que a = ®y¢eax donde ag = a N gq,
identificando g4 con g« para cada ¢ € A,.

La particion que tenemos paral nos induce la siguiente descom-
posicion en suma directa para a:

a= (@0(61/(10( 23] (@o(e,"a(x) (53] (@o(e((j.'_l)(g)a(x)

Veamos como son cada uno de los sumandos que aparecen en
esta descomposicion. Como la dimensién de gy es 1 si x € A, y o # ké,
entonces se tiene que ay = g4 Si & € I and o« # k6. Como tenemos que
Oks-ox,, = Oks-o,, Paracadam=0,...,6 y k > j+ 1, entonces se tiene que
axs = grs para cada k > j+ 1. Como resultado obtenemos que:

a= (60(61’90() D (QO(EI”QO() @ A(j+1)8 b,
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donde

b= (®a>(j+l)69a)
Luego, lo que nos queda por obtener es ag.1ys5 < g¢+1)s» quUe depende de
.

Tenemos que
TR 6 ol o oY
g(+1)8 = t/ ®h =®i=1Ct ®

Para simplificar, denotamos e} CA;¢"! @ &,Y por [Ay, Ay, Az, Ag, As, Agl
para cada (A1, Ay, A3, Ay, As, Ag) € C° (ya habiamos considerado esta no-
tacion cuando calculamos los automorfismos de E{).

También denotamos el ideal de A, generado por cx{l,..., (x{k por
(s i),

Sea n = #I". Como
"c{j+1)6-am; m=0,1,2,3,4,5,6}=

={j6 + am; m=65,66,67,68,69,70, 71},

tenemos que 0 £ n < 7. Cuando elegimos un ideal I en cada orbita
O € P(A.+)/G, nos quedamos con una subfamilia de F(A,;) que pode-
mos denotarla por F. Si tomamos ]’n = {l € F/#I" = n} para cada
n=0,1,..,7, tenemos que F = Uy, F,. POr tanto, tenemos que con-
siderar 7 casos {(que, en realidad, son 8, pero loscasosn=6yn=7
son similares, por lo que los estudiamos juntos):

Caso 1: n = 0. Entonces I’ = @ y a = q(j;)s ®b. Hay un nico ideal en este
caso (#F =1): I ={(j+1)8)=(72) con j 2 0y G; = G. COMO aj1)5 € G116
y la dimension de g,)5 es 6, hay que considerar 6 posibilidades:

(1.a) dim a,;)s = 1. Entonces

a= azv;;\;,Az,AsyA4,A5,A6) =[AL Az Az, Ay, As, Agl @ b

para cada (A, Ay, Ag, Ag, As, Ag) € CO/G.
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(1.b) dim ag,)s = 2. Entonces

af,((/\1,}\3:/\4,}\5')\5),(1’11.“3'#4,115,!15))
(72)

[Al, L, )\3: )\41 )\S: A6] ® [uh 0, U3, Hay Us, IJG] ob

para cada ((A1, A3, Ag, As, Ag), (U1, K3, Ha, M5, He)) € C’xC’/G.

(1.c) dim g, )5 = 3. Entonces

i,((A1,A3,A4,A5,26) (11,13, Ha, Hs,He ), (V4 Vs,
a.(l7((2)1 3 A0As.Ae), (U1 M3 ks He) (Ve Vs, Ve)) A, 1, As, A4, As, Agle

o[y, 0, U3, Ha, Hs, Me) @ [V1, 0, V3, V4, Vs, Vel ® b

a

para cada (A3 AsAs A (i K3 Ha s, He) V1,V Va Vs, ve) € C3xC>x CS/G.

(1.d) dim a5 = 4. Entonces

i (A1 A4 A5 ) (1, M), (VY v, Vs )AL 4,
027((2)1 A (a5 ), (V1 Ve vs) (M nans)) — Ay 1, 0, As, As, 0le

e[“l: 0, 11 Uy, Us, O] ® [Vly 01 01 V4, Vs, 1] @ [nli 0! 0: Na, ns, 0] ®b

a

para Cada (()\1,7\4v7\5)1(111,IJMJS).(V1YV4-V5)v(U1'U4,'75)) € (C3 X C3 X C3 X CB/G-

(1.e) dim agys = 5. Entonces

QD) = [1,0,0,0,2, 0@ [0, 1,0, 0, 1 Ole

0[0,0,1,0,v,0]1®[0,0,0,1,n,0] ® [0,0,0,0,p,1]@0b

para cada (A, 4, v, 1, p) € C*/G.
(1.f) dim ag,)s = 6. Entonces
a= C"272) = g(]+1)6 & b'
Para cada uno de los ideales a obtenidos a partirde I = ((j+1)0) =

(72) tenemos una G-orbita Q.

UNIVERSIDAD DE SEVILLA
FACULTAD DE MATEMATICAS
BIBLIOTECA
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Luego
&7 (0) = (1M eR A (A Ag, A, Ag, As, Ag) € CO/GlU
U{QJ}((A1.szA4'As,)\6)y(H1413'114,#5416)) .

(72) ’

(()\11 A3! A47A57 )\6)1 (IJI: H3, Uy, IJSI bu6)) € CS XCS/G}U

U{QJ}((M,/\3,)\4,)\5,)\6),(111#3.[14415416).(V1.V3.V4'V5.V6)) .
(72) !

((ALA3,A8A5,486), (11, 13, a5, 116),(V1,V3, V4, V5, Ve) € C’>xC>x CS/G}U

U{S}L(()\1-7\4,7\5)1(1-111114#5 LV, Va4, vs)(n1,14.15))
(72)

(AL A LA (1 e, s (V)L Vs, Vs) (N1 Nats)) € (C3 xC3xC3 x CS/G}U

(A, (), (W), (), (o)) 5 .
UQ,) L A, v,n,p) €C/GHUQ )

En los casos siguientes, para cada ideal I considerado, también
obtendremos una G-6rbita Q para cada uno de los ideales a obtenidos
a partir de I.

En algunos de los apartados correspondientes al ideal I = (72),
hemos podido reducir el niimero de parametros necesarios. Esto lo
hemos podido conseguir ya que, como tenemos que calcular todos los
ideales a tales que @(a) = I salvo la accidén de Gy, al utilizar el grupo
G; que obtenemos podemos suponer que alguno de los parametros es
nulo o no nulo y simplificar asi el nimero de parametros.

En los casos siguientes también reduciremos, si es posible, el
numero de parametros utilizando el grupo G, que tenemos para cada
ideal I considerado.

Caso 2: n = 1. Hay 3 ideales en este caso (#_)"‘l = 3);
(65), (66), (68) con j > 1. Tenemos que Ggsy = {01, id} = (01), Ggey =
{03, id} = (03), Gggy = G.

Si llamamos y al unico elemento de I, entonces

a=gy®a;s®b,
donde a tiene que contener al ideal generado por g,, que es
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con a, un cierto subespacio de dimension 1 de g, )s-

Hay tres ideales en este caso y, como tenemos que ay € ag,1)5 S

g(+1)s» 1a dimension de ay es 1 y la dimension de gg,)s es 6, hay que

considerar 6 posibilidades para cada ideal:

Consideramos primero el ideal I = (65), que verifica que G, =

Gesy = (01

(2.1.a)

(2.1.b)

(2.1.c¢)

(2.1.d)

dim agy))5 = 1. Entonces

a= ‘1165),1 ={gy)

con
a, =[0,0,0,0,0,1]

pues y =jé + ogs = (j+ 1)0 — g para = (65).
dim a5 = 2. Entonces

(AL Az AsAgAs)
o= aea N = gy @ agis @ b

con
u(j+1)6 = [Or Ol Oy 01 O: 1] @ [All )\2; A3l A41 ASI 0]

para cada (A}, Ay, A3, Ag, As) € C°/Ggs).
dim a,1)5 = 3. Entonces

(A LA2,A3,A0,A8), (1 M2l 3, e ls))
a=az65)l 2:A3,A4:A5 ) AHY H2: M3, HasHs —gy®ag+1)5®b

con

agsnys = [0,0,0,0,0, 1] @ [A}, Az, A3, Ay, As, 01 @ [y, p2s 43, Hay M, O]
para cada (A1, Az, A3, Ag, As), (U1, Uo, U3, Has Us)) e C° x CS/G(GS)'
dim qag,1)s = 4. Entonces

i (A1, A2,A3,A4A5), (11 2,43, 14,050, (V1, V2, V3, V4, V) _
a=a£65)1 203,44, A5), U H2. M3, 14, H5 ), AV, V2, V3, V4, Vs —gyea(]’+l)6$b
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con .
a(j+1)6 = [01 01 Or O! OI 1] ® [Aly )\21 A3r )\47 AS} O]Q

e[“lr Hos U3, Mg, Hs, O] <2 [Vly V2, V3, V4, Vs, 0]
para cada (A, AxAsAudsh(Hitadis s s (Vvavavavs) € COXC XC > /Ggsy.
(2.1.e) dim ag,,)5 = 5. Entonces

a = a{gga-/\m)\s),(I-‘a,ﬂmus).(V3.V4,Vs)y('73,'74.’15)) =gy ® a5 @ b

con
a(j+l)5 = [Oy OJ OJ Oy 01 1] & [11 01 A3, )\41 )\Sy O] D [01 1! H3, Ha, Hs, O]@
@[O, OJ V3y V4, VS: 0] o [0’ O: n3l n4! rISI 0]

para cada ((As.Agds), (U3 Hatts) (V3. va, vs (3. nans) € C 3 xC 3 xC 3 xC 3/G(GS)'

(2.1.f) dim a5 = 6. Entonces

Luego

-1 (A LAZAALAS) .
7 (0) = {QZG(S)‘ Azd3deds) . (A, Ay A3, Ay, As) € CS/G(GS)}U
U{(}ir(()\lv/\z’)\3.)\4,)\5)'(111:I—121H3.IJ4-115)) .

(65)

(A1, A, A3, Ag, As), (U1, M, M3, Hay Hs)) € C° X C°/Gigsylu

(A1 A2, A3,A4.45), (1, o, 3, 4, 15),(V1, V2, V3, V4, Vs )
U{(}&S)l 2A3,A4.A5) (K, M2, M3, Has s ) V1, V2, V3, Vs s))’

(A1, A2, 3,80, A5), (1, 12,43, 14,15 1 (V1, V2, V3, V4, Vs)) € (CS X (CS X <CS/G(GS)}U

,((A3,A4,A5), (13, 14, 45 )(V3, V4, V5 ), (13.14.705)) .
U{0(165) '

(A3,24.A5), (U3,14,15),(V3, V4, V) (N3.N4.05)) € C3 X (C3 X (c3 X C3/G(65)}U
oY _Juiy )

(65) (6531
Ahora continuamos con el estudio del segundo ideal I = {66),

para el cual se tiene que G; = Ggg = {03). Tenemos de nuevo 6 posibi-
lidades:

(2.2.a) dim q(,;)s = 1. Entonces

a= a{GG),l = (9y>
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(2.2.b)

(2.2.¢)

(2.2.d)

(2.2.e)

con
ay =[0,0,0,0,1,0]

pues y = jé + &g = (J + 1) — o5 para I = (66).
dim a5 = 2. Entonces

L ALARALALAG) _
8= g = Oy @ Q(as @b

con
a(j+1)6 = [OI 01 Ol Oy ]-: O] (4] [All AZI )\31 A4; Ol )\6]

para cada (A1, Ay, A3, Agy Ag) € C°/Gigey-
dim a5 = 3. Entonces

_ AL AL AL AL AG) (i, a3, 4 e))
0—0166)1 203 ! —gy®GU+1)5®b

con

agens =10,0,0,0,1,01 @ [A}, Az, A3, Ay, 0, Ag) @ (141, Mo, 13, Ha, O, U]
para cada (A1, A, A3, Ay, Ag), (M1, Ha, 13, Ha, Hg)) € C° X C° /ey
dim a(,1)s = 4. Entonces

a= a{ég1.)\2,?\3,)\4.)\6),(1»‘11H2:H3'H4,H6).(V1VV2,V3,V4,V5)) =g, ® aGi1)s b

con
AG+1)s = [0, O, O, 0, 1, 0] (3] [Al, Az, )\3, )\4, O, AG]@

G3[“11 Uo, U3, Ha, 01 u6] @ [Vll V2, V3, Vg, O: v6]
para cada ((A;,25,A3,A4,A6) (1) B i Haigh (V1. V2, V3, V4, Ve)) € C > xC *xC S/G(ee)-
dim a(,1)s = 5. Entonces

((A), ) (V). (m)
a=a166)(“ ! =9Y®a(/+1)6®b

con
a(j+1)6 = [07 Oy O! OI ll 0] o [)\1 11 01 0: Oy 0] (5] [IJ, 0, 1, 0, 0, 0]@
@[V, Oy 01 11 OI 0] ® {n: 0: 01 Or 01 1]
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para cada (A, 4, v, ) € C*/Ggg).

(2.2.f) dim a,;)s = 6. Entonces

Luego
(D—I(O) = {Q{'G(Q;YAZ'AB'A“'AG) v (All AZ: A31 A4, AG) € CS/G(66)}U
U{ij(()\11A21A3v)‘41A6)r(u1:“2:“3:/-‘4:»“6))

66) ;

(A, A, A3, A, Ag), (U1, Ha, U3, Hay H6)) € C° X C°/Giggy}u

U{ij(o\lr)‘ZrA3v/\4v)\6)n(ﬂlvIJZv/J3rumUG)’(VIvVZ'VSvV‘hVG)) .
(66) ’

(A1 A2 43,00, A6), (U1 M2, M3, 04,160 (V1, V2, V3 v, ve)) € C > X C > X CS/G(SG)}U

UL M A v, ) € € /Gl

(66)
U{QZGG)} v {(}266),1}

Finalmente, consideramos el tercer ideal I = (68), para el cual
tenemos que G; = Gggy = G. Tenemos 6 posibilidades:

(2.3.a) dim a5 = 1. Entonces

a= a£68),1 ={gy)

con
ay =10,0,1,0,0,0]

pues y = jé + &gz = (j+ 1)6 — o3 para I = (68).
(2.3.b) dim as1s = 2. Entonces

_ ALALASAg)
Cl—C[ZGS)1 0506 —gy®00+1)5®b

con
a(i+l)6 = [01 OI 11 0; OI O] @ [)\17 11 Or A41 }\57 )\6]

para cada (A}, Ag, As, Ag) € C*/Ggqy
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(2.3.c) dim q(,)s = 3. Entonces

o = g AAAbHSHSD) = g @ a(y))5 @ b

con
a(j+1)§ = [O! 0: 17 Oy Ol 0] ® [AI: 11 01 A4; )\51 AG] @ [I"lll 0! O! “41 uSl “6]

para cada ((Alx A4, )\5, )\5), (IJI, Ha, HUs, “6)) € C4 X (C4/G(68)'

(2.3.d) dim a5 = 4. Entonces

(A LA s Ag) (L, s, He) (V1. Vs, V)
aza(]68)l seAghAHLHs, He ) (V1 Vs, Ve =gy®a(j+1)5€9b

con
AGr1)s = [0, 0, ]., 0, 0, 0] @ [)\1, ]., O, O, )\5, As]@
o[y, 0,0, 1, us, pgl ® [vy, 0,0, 0, vs, vel

para cada (A1, As, Ag), (Hy, Hs, He), (V1, Vs, V6)) € C*XC>XC*/Ggny

(2.3.e) dim a(,)5 = 5. Entonces

(0, (), (V) ()
a=a:68) R = gy @ a5 @ b

con

agens = [0,0,1,0,0,01@11,0,0,0,A,01e[0,1,0,0, i, Ole
®[0,0,0,1,v,019[0,0,0,0,n, 1]

para cada (A, i, v, 17) € C*/Giggy-

(2.3.f) dim a,;); = 6. Entonces

a= aéGS) =gy ® g(j+1)6 @b,
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Luego
¢7H0) = {Qg ™M (A, Mg As, Ag) € CF/Gogu
U{QJ)((M.7\4'?\5-7\6%(#1vIJ4vl15»IJs)) .

(68)

(AL, A, As, Ag), (U1, Ha, s, ) € C* X C*/Gggylu

(A1, As,Ag) (1, s 16 ). (V1 Vs, Ve)) .
Ui ;

(A1, As, Ag), (g, Us, Hg), (V1, Vs, Vg)) € C3xeCx C3/G(53)}U
VIO A, 1, v, ) € C/Ggglu

(68)
UK}{GS)} v {g}éGS),l}

En este caso hemos considerado los tres ideales por separado
pues, al considerar las 6 posibilidades para cada uno de ellos y el grupo
G, correspondiente, no obtenemos la misma reduccion del namero de
parametros necesarios para los tres ideales.

Caso 3: n = 2. Hay 8 ideales en este caso (#J’é = 8):

(59), (60},
(65,66), (65,67), (65,68), (65,71), (66,68), (66,70)

conj> 1.

Tenemos que

Gisoy = Giee68) = (03),

G0y = Giss.68) = Gees,71y = Giee,70) = (071),
Gies.66y = lid},
Ges,67) = (O4)

Si llamamos y; y ¥, a los dos elementos de I’, entonces

a= g)’l (23] 9}'2 D Cl(j+1)5 D b,

donde a tiene que contener al ideal generado por gy, ¥ gy,, que €s

(g)’l’ g)’2> = n ® 9y, ® AyLy: ®b,
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con ay,,,, un cierto subespacio de dimension 2 de g, 1)s-

alargar innecesariamente la extension de esta Memoria, consideramos
a continuacion uno de ellos, I = (59) = (jé + «sq). Para los otros ideales
se procede de modo similar obteniéndose resultados parecidos (la re-
duccién del naumero de parametros no es igual para todos los ideales)

Hay ocho ideales en este caso. A modo de ejemplo y para no

para los ocho ideales. Como tenemos que ay, y, € a(+1)s S g(+1)s0 1@ di-

mension de ay, ,, es 2 y la dimension de g, ,)s €s 6, hay que considerar

5 posibilidades:

(3.a)

(3.b)

(3.0)

dim ag,1)s = 2. Entonces

a= aésg)’l = (g)’l’ g)’z)

con
ayl,yz = [O, Or O, 11 Oy O] @ [01 01 Oi OJ 11 0]

puesy; =(+1)8 -0y y,=({+1)0— s paral=(59).
dim ag,1)s = 3. Entonces

j,(A1.A2,A3,46)
a= a(lsg)l P =gy, @ gy, @ ageps @D

con

agsns = 10,0,0,1,0, 0]9[0,0,0,0,1,0]®[Ay, Ay A3, 0,0, Agl
para cada (A1, Ay, A3, Ag) € C*/Gsg)
dim a,1)s = 4. Entonces

(A1 A2 A3,A6) (H1iH2, 3. 16)) _
a=aZ59)l 223:26), (1. K2, U3.He = Gy, ® Oy, ® a(j41)5 © b

con
a(j+1)6 = [0, O, 0, 1, 0, 0] ® [O; Oy Oy 0; ]-u 0] @ [Ai;,AZJ A31 01 OI A6]e
oluy, U2, p3, 0, 0, g)

para cada (A}, Az, A3, Ag), (U1, Ha, M3, Hg)) € C* X C*/Gisoy.
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(3.d) dim a,,)5 = 5. Entonces

()., (v)) _
a= aésg) =0y, 0y, ® ;1) O

con
agens = [0,0,0,1,0,0] @[0,0,0,0,1,0] @ [A, 1,0,0,0, 0]®
6“’" O! ]-1 0! Or 0] ® [Vr O} OJ 01 Oy ]-]

para cada (A, i, v) € C3*/Gsop

(3.e) dim a5 = 6. Entonces

a= aésg) =0y 0y, ®9(1)s O

Luego
$71(0) = QA9 Ay, Ag, A3, Ae) € C*/Gislu
(A1 A2,A3,46) (11, Ho, 13.16))
Ui, ;

(A1, Ay, Az, Ag), (U1, Ha, U3, He)) € C* X C*/Gsg)lu

U{Q{%(g)\)'(u)’(vn L (A, 1, v) € C/GsgppU {Q{59)}U {9{59),1

}

Caso 4: n = 3. Hay 20 ideales en este caso (#Jg = 20):

(53), (54),
(59,61), (59,65), (59,68), (59,70), (60,61), (60,66),
(60,67), (60,71),
(65,66,67), (65,66,68), (65,66,69), (65,66,70), (65, 66,71),
(65,67,68), (65,67,69), (65,68,71), (66,68, 70), (66,70,71)
conj>1.
Tenemos que

Gis3y = Geo,61) = Gies,67,68) = (04,

Gsay = Giso 1y = Giso,68) = Gies,66,69) = (03), |
Gs9,65) = Gis9,70y = Giso,66) = Groo,67y = Gees,66,67 = Gies,66,68) = Gies,66,71) =
= {id},

Gs0,71y = Gies,66,70) = Gies,68,71) = Gee,68,70) = {01,

G(6S,67,69) = G(66,70,71) =G
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Si llamamos Y1, y» Y Y3 a los tres elementos de [, entonces

a= 9)’1 b g)’z 3] g)’a D Cl(j+1)5 3] b,

donde a contiene al ideal generado por gy,, gy, ¥ 8y,, que €s

(g}’u Gyo 9y3) = Oy & 9y, & Oy3 o AyLya2ys @b,

CoN ay, y,y, Un cierto subespacio de dimension 3 de gg,1s-

Hay veinte ideales en este caso. Tal como hicimos en el caso
anterior (y como haremos también en los siguientes) consideraremos
a continuacion uno de ellos, I = (53) = (jo + «s3), procediéndose de
forma similar con los otros y obteniéndose resultados similares para
todos ellos. Como tenemos que ay,y,y, € 815 < g(+1)5, 12 dimension
de ay,y,y, €s 3 y la dimension de gg,)s €s 6, hay que considerar 4
posibilidades:

(4.a) dim a5 = 3. Entonces

a= #53),1 = (gyu Oy g}’3)
con
Oy, = (0,0,1,0,0,01©0,0,0,1,0,0] @0,0,0,0,0, 1]

puesy, =(+1)d—a3, Y, =(+1)d—axg vy y3=(+1)d—-axg for
I=(53).

(4.b) dim agy))5 = 4. Entonces

HArAzAs)
a=aq " =gy @ gy, @5y, @ agus @D

con
ags1s = 10,0,1,0,0,0191(0,0,0,1,0,01 @ [0,0,0,0,0, 1]
®[A}, A2, 0,0,As,0]
para cada (A}, A, Ag) € C*/Gis3)-
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(4.c¢) dim ag,;)s = 5. Entonces

_ ) _
a= C((153) =0y, ® 0y, ®dy; D015 ® b

con
a(j+1)5 = [Or Oy ]-1 Oy 01 O] @ [Or Or 01 ]-y OI 0] ® [O; Oy OI 01 01 1]

®[1,0,0,0,A,0]®(0,1,0,0, u, 0]
para cada (A, u) € CZ/G(53>.

(4.d) dim a5 = 6. Entonces

a= CI(}53) =gy, ® 8y, @ gy, ® g(+1)s @ b.
Luego

$7H(0) = QI (A, A9, As) € C¥/Gsplu

i((A), () . 2 j j
U{Q(’53) oA ec /G(53)}U{Q£53)}U{Q(’53)’1

3

Caso 5: n = 4. Hay 45 ideales en este caso (#ﬁ = 45):

(40), (46), (47),

(53,54), (53,55), (53,59), (53,62), (53,66), (53,69),
(53,70), (54,60), (54,65), (54,70), (59,60), (59,63),
(53,55,56), (59,60,61), (59,61,65), (59 61,70), (59, 65,68),
(59, 65,69), (59,65,70), (59,65, 71), (59,68, 70), (59, 70,71),
(60,61, 62), (60,61,66), (60,61,69), (60,61,70), (60,66 67),
(60, 66,69), (60,66,70), (60,66,71), (60,67,69), (60,67,71),
(65,66, 67,68), (65,66,67,69), (65,66, 67 70), (65,666,67 71),
(65, 66, 68,69), (65,66,68,70), (65,66, 68 71), (65,66,70,71),
(65,67, 68,69), (66,68,70,71) '

conj>1.
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Tenemos que

Guaoy = Gz = G(s3,55,56) = Gis0,61,62) = Gi65,67,68,69 = Cie6,68,70,71) = G
Guey = Gis3,54 = Gs3,59) = Gis3,66) = Gis4,600 = Cs4,65) = Gisa,70) = Gisg,60) =
= G59,60,61) = G59,61,65 = Gi59,61,70) = G(59,65.68) = G(59,65,70) = G59,65,71) =

= G(S9,68,70) = G(60,61,66) = G(60,66,67) = G(60,66,69) = G(60,66,7l) = G(60,67,71) =

= G(65,66,67,68) = G(65,66,67,70) = Ci65,66,68,71y = {id},

Gs3,55 = Gis9,63) = Ge0,66,70) = Gi60,67,69 = G165,66,68,70) = G65,66,70,71) = (011),
Gs3,62 = Gs3,60) = Gs3,70) = Geo.61,69 = Gis0.61,70) = Gie5,66,67,71) = (Ta),

Gis9,65,69 = G(59,70,71) = Gie5,66,67,69) = Gi65,66,68,60) = (T3
Sillamamos y,, ¥2, Y3 Y Y4 a los cuatro elementos de I, entonces

a=gy ©9y, ®9y, ®9y, © AGs1)s ®b,

donde a tiene que contener al ideal generado por gy, gy,, gy, and gy,,
que es

(gYU Oyar Bys g}’4> =0y, ® 0y, ®0y; OOy, @y yoy5y, @ b
CON ay, v, v,y, UN cierto subespacio de dimension 4 de gj,1)s.

Hay cuarenta y cinco ideales en este caso. A modo de ejemplo
consideramos a continuacion uno de ellos, I = (40) = (jé + 0t4g). Como
enemos que ay, y, y;y, € 9416 S 8¢+1)6, 1a dimension de ay, y, .y, €54y
la dimensién de g(,y5 s 6, hay que considerar 3 posibilidades:

(5.a) dim a5 = 4. Entonces

a= cr140),1 =Gy, By Gy Oya)s

con
AyLyayays = [O! 17 01 0, 01 O] @ [0, O, ]-, 0, Oy 0] ® [O, 0, 0, 1, 0, 0]@
e[O, Or Oy Ol OJ 1]

puesy; =(j+ 1) -0y, y2=(+1)0 -3, y3=(+1)0 -0y
Y4 =+ 1)0 — g paral ={40).
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(5.b) dim a(,;)s = 5. Entonces

L
a= a-(,40) =gy, ® 0y, ®dy; gy, ® 3115 @ b
con

ag+1s = 10,1,0,0,0,0]@[0,0,1,0,0,0]®(0,0,0,1,0,0le
©[0,0,0,0,0,11e(1,0,0,0, A, 0]

para cada A € C/Gugy.

(5.¢) dim a,;)s = 6. Entonces

a= “140) =0y, ® 0y, ®0y; Oy, O 915 O b
Luego

q)—l(O) = {(2j’)\ AE (C/G(40)}U{£2j }U{K)] )

40y’ (40) @oy1*
Caso 6: n = 5. Hay 107 ideales en este caso (#F, = 107):

(26), (33), (39), (42),

(39,40), (40,46), (40,54), (40,59), (40,66), (46,47),

(46, 48), (46,51), (46,55), (46,56), (46,58), (46, 62),
(46,64), (46,69), (46,70), (46,71), (47,54), (47,59),
(47,66), (53,57), (53,63), (54,57), (54,63),

(40,46, 48), (46,47,48), (46,48,55), (46,55,56), (53,54,55),
(53,54,56), (53,54,58), (53,54,62), (53,54,64), (53,54,69),
(53,54,70), (53,54,71), (53,55,59), (53,55,64), (53,55,66),
(53,55,71), (53,59,62), (53,59,64), (53,5969), (53,59,70),
(53,59,71), (53,62,63), (53,62,66), (53,62,70), (53,66, 69),
(53,66,70), (53,66,71), (53,69, 70), (54,60,62), (54,60, 64),
(54, 60,69), (54,60,70), (54,60,71), (54,65,69), '(54, 65,70),
(54,65,71), (54,70,71), (59,60,62), (59,60,64), (59 60,69),
(59,60,70), (59,60,71), (59,63,65), (59,63,68), (59,63,71),
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(53,54,55,56), (53,55,56,59), (53,55,56,66), (59,60,61,62),
(59,60,61,64), (59,60,61,69), (59,60,61,70), (59,60,61,71),
(59,61,65,69), (59,61,65,70), (59 61,65,71), (59,61,70,71),
(59,65,68,69), (59,65,68,70), (59,65,68,71), (59 65,69 70),
(59,65,70,71), (59,68,70,71), (60,61,62,66), (60,61,66,69),
(60,61, 66,70), (60,61,66,71), (60,61,69,70), (60,66,67,69),
(60, 66,67,70), (60,66,67, 71), (60,6669 71), (60,66, 70,71),
(60,67,69,71),

(65,66,67,68,69), (65,66,67,68,70), (6566,67,68, 71),

(65, 66,67,69,70), (65,66,67,70,71), (65,6 66,68, 70,71)

conjzx> 1.

Si llamamos y;, ¥,, Y3, Y4 Y ¥s a los cinco elementos de I, en-
tonces

a=gy ®gy, gy, D0y, ® 0y, ®a;i1)s ® b,

donde a tiene que contener al ideal generado por gy, gy,, 9y, 8y, Y 9ys»

que es

(g)’V Oy Bysr Bya 9y5> =0y, & By, ® 8ys & Oy, i Bys ® AyLyaY3¥a ®b

CON ay,,y, v;.vays UN cierto subespacio de dimension 5 de gj,)s-

Hay ciento siete ideales en este caso. A modo de ejemplo con-
sideramos a continuacién uno de ellos, I = (26) = (jé + o). Como
tenemos que ay,y, yyy.ys S %G+1)s S 9(+1)5) la dimension de AYLY2Y3YaYs
es 5y la dimensién de g,1)s es 6, hay que considerar 2 posibilidades:

(6.a) dim a,;)s = 5. Entonces

a= #26),1 = <9y1: g,}’zl gy3: g}’u g)"s)y

con
GyLyayaYays = [O' 1' 0' 0’ O' O] & [0' 0, 11 O: O: 0] ® [01 0, 0, 1; 0, O]@
®[0,0,0,0,1,0]9[0,0,0,0,0,1]
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pues y; = (j+1)d oy, ¥y, = (+1)8 — a3, y3 = (+1)0 — g,
Ya=(+1)0 -5y ys=(+1)0— g paral=(26).

(6.b) dim a;, )5 = 6. Entonces
a= “Zze) =0y, ® 0y, ® gy; © gy, ® gy, © g(j41)s © b.

Luego

7 H0) = {Q. _Ju{

(26) (2631 }

Caso 7: n = 6, 7. En este caso estan el resto de los ideales #J2 U J =
1752y #F U F, = 2442 si j 2 1),

n = 6,7 implica que ag, )5 = gj+1)5, POT tanto, a = g;.
Luego

¢7H(0) = {0},

Como consecuencia de este estudio tenemos el siguiente resul-
tado:

Teorema 2-E.1 m Las G-orbitas de los ideales de n, contenidos en ny. son las siguientes:

Q{ conle F, j>0;

Qﬁl conle f,1<n<s, j>0;

Q{;Q;’AZ'A3'A4,ASIAG) con (All Az, )\31 A4! )\Sy AG) € CG/GJ J Z O;

Qj,((?\1,)\3,?\4.)\&7\5).(#hﬂarl»u,ﬂs.lls))
(72)
con ((Ay, As, Ag, As, Ag), (U1, U3, tas s, Hg)) € C° X C°/G, j> 0;

{ Qj,(()\l,)\3.)\4-A5v)\6)-(l"11#31“4415:”6):(V11V3rv4rV5rV6))
(72}

5 . .
CON ((ALA3,AgAs,Ag) (M 3, Har s, Hg ), (V1, V3, V4, Vs, V6)) € C°>xC’>xC /G, j=0;
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(72)

S}f,(()\lyA4,/\s)y(lJ1’H4:ﬂ5),(V1YV41V5);(Y71J74J75))
CON (A Ag As){pn ttantts) (Vi vavs)imnans) € C3 X C3 x C3 x C3/G, j>0;

QUMW) con (A, 4, v, n, p) € C*/G, j 2 0;

{ (2;,(2\,,)\2,)\3,)\4,/\5)

con I =(65),(66), (A}, A A3, Ay, As) € C° /G, j2 0;

( (2.;,((?\1,7\2,?\3,)\4,)\5).(M.Ilzyllarﬂm#s))

con [ =(65), (66),

L (A1, A0, A, Ay, As), (U, U, B3, M, 15)) € C° X T°/Gy, j > 0;

( Q;’.((AI,AZ,M,M,AS).(ul,uz.ug,u4,u5),(vl,vz,v3,v4,v5))

1 conl={65)(66)

| (A2 A3 As A o s tiais)h vy, vavavavs) € C° X C2 X C° /Gy, j2 0;

(65)

QI'.((Aa,M,)\s)-(#3414'#5)'(V31V4YV5),('13,U4"75))
3 3 : .
CON (A3 A A Habianbish (v vavshsnans) € €2 X €3 x €3 x C*/Gygsy, j 2 0;

Qj,(()\),(u),(v),(n)) con I = (66),(68), (A, uv, '7) € (C4/G,, iz 0:
Qze(;\)l Aetetd con (A1, As, As, Ag) € C*/Gggy, j 2 0;

{ Q}(()\l AgAs,Ag) (10 Ha s, l6))
(68)

con (A1, Ay, As, Ag), (Uy, ta, s, te)) € C* X C*/Giggy, j 2 0;

((7\1,7\5 Ag) (U1, Hs5.16),(V1, V5, V)
(68)

con (A, As, Ag), (U1, Us, He), (V1, Vs, Vg)) € C* x C* x C /G(68)' Jj20;

(/\1 A2Az,Aq) S 0.
(65 66) con (A, Az, A3, Ay) € CH j 2 0;

()/ ,(A1,A2,A3,26), (11, 2,13, 16))
con | EJ’ - {(65, 66), (65, 71)},

Q}()\ A2A3A6)
C01’11€J’ —{(65, 66}, (A1, A2, A3,A6) € C*/Gy, j 2 0;
[ (Al’A21A3I AG) (ult U, U3, IJG)) € (C X(C /G[, .] P 0
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(()\ A2,A3,84), (10,12, 13,14))
(65 66)

con ((Ay, Ay, Az, Ag), (U1, fo, U3, Ha)) € CHxCH, j 2 0;

(()\3 Aq,As5) (U3, Ha,H5))
(65 71

con (A, Ay, As), (U3, pas fs)) € C* X C>/Ggs 71y, J 2 0;
AR con [ =(59),(65, 67),(66,68), (A, 1, v) € C*/Gy, j > 0;

o

Q}((M sh{Ha,Hs5) (Ve vs))
{ con ] =(60),(65, 68),(65, 71),

(A4, As), (Ha, Us), (V4, vs)) € C* X C? x C?/Gy, j 2 0;

(()\ A2 A3,A4), (U0, 13,14, (V1 V2, V3, V)
(65 66)

4 4
COM (A Ao A3 Atz st (Vi vavsva) € CHx CHx €Y, j 2 0;

(A3, 4,A6), (3,14, 16),(V3,Va, V)
(66 70)

con (A3, A4, As), (43, Ha, H5)) € C° X €2 X C/Gee, 70, J 2 0;
va(AerZIAS)
I
con I =(53),(54),(59,61),(59, 68),(60, 61),(60, 71),(65, 66, 69),
(65, 66, 70),(65,67,68),(65, 68, 71),(66, 68, 70),(66, 70, 71),
L ()\1! Az, )\5) € CS/GI.- .] >4 O:
( Qil()\l!AZv/\3)
I
1 conl=1{(59, 65),(59, 70) (60, 66),(60, 67) (65, 66, 67),(65, 66, 68),
(651 661 71)1 (All )\21 A3) € C3r .] b4 0:

ALAs) ) N
Q{és 6769 ol (A1, As5) € C°/Ggse7,600 J 2 0;

Q;,((A).(u))
con I =(53),(54),(59, 61),(59, 68),(60, 61, (60, 71),(65, 66, 69),
| (65,67, 68),(65, 67, 69),(65,68,71), (A, p) € C*/Gy, j = 0;
1 Q;',((Al.)\2.2\3),(141,#2,#3))
con I = (59, 65),(59, 70),(60, 66), (60, 67),(65, 66, 67, (65, 66, 68),
| (65,66, 71), (A1, A2, A3), (uy, 2, 43)) € C* X C%, j 2 0;
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con I = (40),(47), (53, 55), (53, 62), (53, 69), (53, 70), (53, 55, 56),
(59, 65, 69), (60, 61, 62),(60, 61, 69), (60, 61, 70), (60, 66, 70),
(60,67, 69), (65, 66, 67, 69), (65, 66, 68, 69), (65, 66, 68, 70),
| (65,67, 68, 69),(66, 68,70, 71), A € C/G,, j > 0;

( Q}}()\z.f\s)

1
con I =(59,63),(59, 70, 71),(65, 66, 67, 71),{65, 66, 70, 71)
| (A3,A¢) €C2/G,, j>0;

( g}l}()\pAz)
1
con [ ={46),(53, 54),{(53,59),(53, 66), (54, 60),(54, 65),{(54, 70),
(59, 60),(59,60,61),(59,61, 65)(59, 61, 70),(59, 65, 68),(59, 65, 70),
(59, 65, 71),(59, 68, 70),(60, 61, 66), (60, 66, 67), (60, 66, 69),
(60,66, 71),(60,67, 71),{65, 66,67, 68),(65, 66,67, 70),

| (65,66,68,71), (A,4;) € C%, j>0.

P

—

2-F EL TEOREMA PRINCIPAL

Finalmente, si calculamos los cocientes de la parte positiva n, de g por
cada uno de los ideales a representantes de cada una de las G-6rbitas
obtenidas, tendremos todas las algebras de Lie nilpotentes de rango
maximal y tipo EY, salvo isomorfismo (véase la seccion E del Capitulo
0). La relacion de las algebras de Lie obtenidas aparece en el siguiente
resultado:

Teorema 2-F.1 m Salvo isomorfismo hay exactamente:

(a) 2808 familias infinitas con parametro discreto:

i}f conle P, j>0;

¢/ conlef,1<n<5,j20;
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(b) 126 familias infinitas con parametro continuo: (j > 0)

giiitetsdedsdsl con (A, Az, A3, Ag, s, Ae) € C°/G;

(A1, A3,A0,A5,86), (11, 13,104, 15, 1))
(72)
S 5 .
con ((Ay, Az, Ay, As, Ag), (U1, Us, Mg, s, Hg)) € C° X C/G;
Sl}(()\1r7\3-)\4,)\5,/\5),(111vl»13rll44151#6)v("1vV3'V4:VSvV6))
(72)
CON ((ALA3A4A5A6), (1) 13, 14, M5, g L V1, V3, V4, Vs, Ve)) € C’>xC> x (CS/G;
2/-((7\1-)\4‘)\5).(I!1,Il4vl»15):(V1YV4.V5)1('71J14:T75))
(72)
COML (A1, Aq,A5), (1), Ha 5 ), (V) Va, vs) (N, nams)) € (C3 X (C3 X (C3 X CB/G;
j,((A), (1), (), (), (p))
S
W ALALAs AL As)

~

I
con I =(65),(66), (A}, Ay, A3, Ay As) € C°/Gp;

con (A, y, v,n,p) € C°/G,

2{,(()\1,)\2,)\3,)\4,)\5),(Hl.llzvll3vl14'ﬂs))

con I =(65),(66),

L (A1, Ao, Az, Ay, As), (U, Mo, 3, M4, p5)) € C° X C/Gy;
( L\J]‘,((A1,Az,A3,A4.A5),(ul,uz.ug,uws),(vl.VZ,va,v4,v5))

con I ={65),(66),

5 5 5 .
L (A1, A2,A3,A4,A5), (10, o, 13,14, H5),(V1,V2,V3, V4, V5)) e C’ X C’ xC /Gln

Ej.(()\a.?\«;.)\s),(ua,u4,u5),(V3:V4.Vs),(f73-fl4y'75))
(65)

3 3 3 .
COM (A3 A4,A5), (3, Ma,is) (3, V4, V5)(N3.14.15)) € C°x C3 XC?xC /G(GS),

MR con = (66),(68), (A, 1, v, 1) € C*/Gy;

) 4 ‘
2116(5);\)1')\4’2\5’)\6) con (Alr A4, AS! A6) eC /G(Gg),
21',((7\1,)\417\51)\6)1#1#4:[4‘51#6))
(68)

con ((Aly A4, AS, AG); (IJI, l’l41 ]JS; "lﬁ)) € CC4 X C4/G(68)’

Ejy(()\1,7\51)\6)y(lJ1v“5r}16):(v1:v5'V6))
(68)

con (A, As, Ag), (U3, Us, He) (V1, Vs, V6)) € C* X C? X C3/Gggy:
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1

Sj,(/\‘,Az,)g,)\G)
con I € J, —{(65, 66}, (A1, A2 A3, 46) € C*/Gp;

grtataddcon (Ay, Az, A3, Ag) € T

(A1, A2,A3,46). (11,12, 13,16 ))
~1

conle fz‘ — {(65, 66), (65, 71)},

(A1, Az, Az, Ag), (1, Mo, M3, M) € CH X CH/Gp;
(A1, A2, 23,240 (12, H3.4))
(65,66)
con (A, Ay, A, Ay), (1, Mo, U3, He)) € CHXxCH
L\jy(()\3y/\4.7\5),(IJ3-H4:N5))
(65.71)
con ((A3, Ag, As), (U3, Ha, 1)) € €3 X C*/Gigs.71y,;

r—t— p——

A0 con 1= (59),(65, 67),(66, 68), (A, i, v) € C*/G;
Sj,((M-)\s),(Mvﬂs).(w-"s))
I

con [ = (60), (65, 68), (65, 71),
(Mg, As), (Ug, s), (V4, V5) € CP X C2 X C°/Gy;

QL((A1,)\2,)\3r)\4),(#11U2YI13.IJ4),(V11V2.V3,V4))
{65,66)

4 4 4,
CON (AL, A2A3A00 (0 Ha 3, 14). (V1 Vo, va,vy) € C7 X CT X CTy

o ((A3,A4,A6 ) (U3, 14,16 (V3,V4, Vi)
(66,70)

con (A3, Ag, As), (U3, Ha, 4s)) € C2 X C* X C?/Gigg.70y;
[ ny(Al:}\Z:/\s)
1
con I =(53),(54),(59, 61),(59, 68),(60,61),(60, 71),{65, 66, 69),
(65, 66, 70), (65, 67, 68), (65, 68, 71), (66, 68, 70), (66, 70, 71),
| (A1, A2, A5) € C/Gp;
[ Ejv()\lv’\Zv)W)
i
1 conl=(59,665)(59, 70 (60, 66),(60,67)(65,66,67),(65, 66, 68),
| (65,66, 71), (A1,A5 A3) € C;

(A1,A5)
(65,67,69)

—r— e ——t—

con (A, As) € C?/Ggs 67.69;
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( Qj,((A),(u))

I
con [ ={53),(54)(59,61),(59, 68)(60,61),(60, 71),(65, 66, 69),
| (65,67, 68),(65, 67, 69), (65, 68, 71), (A, u) € C*/Gy;

([ (AR, A3), (1, 03))
I
con I ={59,65),(59, 70),(60, 66),(60, 67),(65, 66, 67),(65, 66, 68),
C EI'A
1
con I =(40),(47)(53,55),(53,62),(53,69),(53,70), (53, 55, 56),
(59, 65,69),(60, 61, 62),(60,61, 69),(60, 61, 70),(60, 66, 70),
(60, 67,69),(65, 66,67, 69),(65, 66, 68, 69), (65, 66, 68, 70),
| (65,67, 68,69),(66,68,70,71), A € C/Gy;

( i(A3,46)

I
con [ =(59,63),(59,70,71)(65,66,67,71),(65,66,70,71)
| (A3, Ag) € Cz/cl;

A

( er(/\lr)\z)
1

con I =(46),(53, 54),(53, 59),(53, 66), (54, 60), (54, 65), (54, 70),
(59,60),(59,60,61),(59,61,65),(59,61, 70),(59, 65, 68),{59, 65, 70),
] (59,65, 71), (59, 68, 70), (60, 61, 66), (60, 66, 67), (60, 66, 69),

(60, 66, 71),{60, 67, 71),(65, 66, 67, 68), (65, 66, 67, 70),
(65, 66,68, 71), (A, A,) € C2

de algebras de Lie nilpotentes de rango maximal y tipo E{").

Para terminar este Capitulo vamos a ver un ejemplo de algebra
de Lie nilpotente de rango maximal y tipo Eg).
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2-G UN EJEMPLO DE ALGEBRA DE LIE NILPOTENTE DE RANGO
MAXIMAL Y T1PO EY”

Vamos a construir el algebra de Lie nilpotente de rango maximal y tipo
Eg) que se obtiene a partir del ideal a?13,14,15,16,17,18)' € I’(ny). Como

0 . . .
N = @uen, G Y 0131415161718 = Pae(l3,1415,16,17,18)8«, Siguiendo la misma
notacion para los subespacios raices del cociente, tenemos que:

0
£13,141516,17,18) — Poer,~13,14,15,16,17,18)Fa-
El sistema de raices de este algebra de Lie es
Ay —(13,14,15,16,17,18) ={xq,..., &p}

con la siguiente representacién:

X (494
1491

Xg
x>

X9
3

XKip
Oy 11

Xy
s
Ag

° o o o [+]
Tenemos que &g = 6 — 6, ] = &y, Ky = Ky, K3 = K3, K4 = Ky,
o [+] -] o (-] (<} o o Q o
o5 = K5, Olg =g, K7 =0— 0] —208 —303 — 204 — &5 — Kg, Kg = O + XKy,
Q o -] o -] o Q o
Kg = 0y + K3, Kjg = K3 + Kg, Ky} = K3 + Xg Y K2 = X4 + Ks. Luego los

subespacios raices correspondientes quedan asi:
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guy =t®g . =Ct®EF .
-6 -0
g, =1®g. =C1®E.
o o

gu,=1®g. =Cl®FE.

&3 2

g%=1®§°=C1®E%

o3

%4=1®§a=C1®E&

oy 4

ga;=1®g. =Cl®FL,

Xs S

g =1®g. =C1®E.
o

Kg 6

o

gx, = ®g =Ct®E . _.

-0 -2 -3 03 —20 4~ X5~ g -0 ~203—303—204~N5— g

gy =1®g. . =CleE.

o
o+ oK+,

gy =1®g. . =Cl®E. .
p+X3 or+0(3

=l1®g. . =C1®E. .
Hoag go<3+o<4 X3+04
=1®g. . =Cl1®E. .
Bayy go(3+o<6 c X340

gu, =1®g. . =Cl8E,

o
oy o4+

Si tenemos en cuenta que [gq«, 93] € gusp Y 10s productos corchete
de las algebras de Lie g y g, entonces obtenemos que los tnicos pro-
ductos corchete no nulos, salvo antisimetria, en este algebra de Lie
son:

t®E.,,1®E.,] = t®[E o E ] = —t®FE . . o _« o =
| ) oK 8 O —0(1—20(;—3063 -2 04— K5~ g
1®E.,1Q®E. = 1®|E. ,E. = 1®E. .

| 3 o | L o« &2 ] o+

1®E. ,1Q®E. = 1@®|E. L. = 1®E. .

| V] &3 | &2 &3] Ay +K3

[ [ ]

1®Eo ,1®Eo-} = ].® Eo ,Eo = —1®Eo °

| o3 Ky | | &3 oy | K3+004
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0 . . . ;-
Entonces £3 415161718 €5 el algebra de Lie de dimension 13

con descomposicion:

12
0 ——
La314,15.1617.18) = G?Cei
j=
y esta definida por los productos corchete:

leg, e1]l =—€;, [e), €3] =eg, ley, e3] = eq,

[e3’ e4] = €10, [63, 36] =—€1 [e4: eS] = —€12

respecto de la base {eg, e1,..., €12}



CAPITULO 3

Algebras de Lie
metabelianas de rango
maximal

En este Capitulo vamos a considerar un caso particular de alge-
bras de Lie nilpotentes de rango maximal: las que tienen menor indice
de nilpotencia y no son conmutativas.

3-A METODO DE CLASIFICACION

Vamos a aplicar el método de clasificacion para algebras de Lie nilpo-
tentes de rango maximal a este caso particular.

Recordemos que un algebra de Lie metabeliana es un algebra de
Lie nilpotente con indice de nilpotencia p = 2. Esto es, un dlgebra de Lie
£ es metabeliana si C2¢ = [£, £] # {0} y C3¢ = [C%g, £] = [[g, £], L] = {0}

El método de clasificacion se basa en la aparicion de un nuevo
invariante, la matriz de Cartan generalizada asociada a cada algebra de
Lie nilpotente de rango maximal (que es Unica salvo equivalencia). Y
dicha matriz se obtiene como sigue: Si £ es un algebra de Lie nilpotente
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Lema 3-A.lm

Nota 3-A.2 m

Método de clasificacion

de rango maximal £, T es un toro maximal sobre £y {Xj,..., X,} es un
T-smg, entonces para cualesquiera i,j = 1,...,£, I # j, existe un unico
a;; € Z"u{0} tal que (adX;) X, # 0 y (adX;) ™*'X; = 0. Si tomamos a;; = 2
paracadai=1,...,4,A= (aU-)fj=1 es una matriz de Cartan generalizada
(y la clase de equivalencia de A es un invariante de £).

Si p es el indice de nilpotencia de £, se deduce que (adX;)’X; = 0
para cualesquiera i,j = 1,...,4, i # j pues (adX)’'X; € CP*'¢ = {0}.
Y, por tanto, si £ es de rango maximal y A = (a,j)fj=1 es la matriz de
Cartan generalizada asociada a £, entonces —a;; < p para cualesquiera
i,j=1,...,£, i #j. Luego, se tiene

p>sup{-a;+1;ij=1,...,¢€ i+#]}

Si aplicamos lo anterior al caso particular de algebras de Lie
metabelianas, tenemos el siguiente resultado:

Si £ es un algebra de Lie metabeliana de rango maximal £y A = (a,-j)fJ=1

es la matriz de Cartan generalizada asociada a £ entonces

2zsuplt-a;+1;ij=1,....4 1 #JL

La condicion que aparece en este lema es equivalente a la siguiente:

a,’j=aﬁ=0(’) —1, Vi,j= 1,...,@, I7éj

Si consideramos las matrices de Cartan generalizadas de tipo
finito o afin (la lista completa de los diagramas de Dynkin de estos dos
tipos de matrices de Cartan generalizadas se da a continuacion del
teorema 0-C.13) vemos que hay algunas matrices que no verifican la
condicion del lema anterior. Dicha condicion la verifica una matriz de
Cartan generalizada si y solo si en su diagrama de Dynkin no aparece
mas de una arista uniendo dos vértices cualesquiera.
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Teorema 3-A3 m

Damos a continuacién las matrices de Cartan generalizadas de
tipos finito o afin que se obtienen a partir de algebras de Lie metabe-
lianas de rango maximal:

Sea £ un algebra de Lie metabeliana de rango maximal y sea A la matriz
de Cartan generalizada asociada a £.

1. Si A es de tipo finito, entonces es una de las siguientes matri-
ces:
Ap€22), D,€>4) Es E; Eg

2. SiA esdetipo afin, entonces es una de las siguientes matrices:

1) (1) (1) (1) (1)
AV@>2), D=4, EY, ED, ED.

Para cada una de las matrices que aparecen en el teorema ante-
rior tenemos al menos un algebra de Lie metabeliana de rango maxi-
mal: el algebra de Lie metabeliana de rango maximal modelo. Recorde-
mos como se construye este algebra de Lie a partir de la matriz de
Cartan generalizada.

A partir de este momento consideramos una matriz de Cartan
generalizada A = (a,j)fj=1 que verifica la condicion del lema 3-A.1 (o
equivalentemente, la condicion de la nota 3-A.2) y la parte positiva n;
del algebra de Kac-Moody g(A) asociada a A. Tenemos que si Ey,...,Ep ¥
Fy,...,Fp son los generadores de Chevalley de g(A), A y As son los sis-
temas de raices y de raices positivas de g(A), respectivamente, y la des-
composicion de g(A) en subespacios raices respecto de su subalgebra
de Cartan j es:

g(A) = b @ (®yecaga),
entonces
‘ Ny = Oyep, B
y estd generada por E,,...,E,. El dlgebra de Lie metabeliana de rango
maximal y tipo A modelo es 9,(A) = n,/C3n, donde C3n, es el ter-
cer término de la sucesion central descendente de n,. Aplicando que
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C®ny = @430« v €l teorema 0-E.16 tenemos que
M,(A) = @ G
x€A,, lx|<2

(identificaremos estas dos algebras de Lie) con
Jo; = CE;
So+a; = CladE)E; = ClE, Ej
para cualesquiera i,j = 1,...,£, donde {aj,..., &} es la base de las
raices de g(A).

Veamos como podemos obtener todas las algebras de Lie me-
tabelianas de rango maximal y tipo A. Por el teorema 0-E.26 tenemos
que las clases de isomorfismo de las dlgebras de Lie metabelianas de
rango maximal £ y tipo A estan en biyeccion con las Orbitas de J,(A)
por la acciéon de ée(A). Por tanto, el primer paso es obtener J,(A) para
cada A. Este es el conjunto de los ideales a de 91,(A) homogéneos que
verifican

C*M,(A) ¢ oy (@dE) ME; ¢ o Vi#].
Como vimos en el Capitulo 0, que a sea ideal homogeneo de M;(A) es
equivalente a

a= D
e, |xl<2

Con ay = aNgy Y para que sea un elemento de J,(A) tiene que verificar
las dos propiedades siguientes:

= que exista & € A, con |x| = 2 tal que ay = {0}, pues tiene que
darse C*90,(A) = @428« € @y ,como dimgy = 1 para raices de
altura 2, ay = {0} 0 ax = g« SOn las Gnicas posibilidades, y

= que ay = {0} para todo & € {xj+ka;; i,j=1,...,4 k =0,1}
pues, COMO go,-ay0, = CladE)™™Ej, (adE;) ™E; ¢ a es equiva-
lente a ag-ay«, = {0} y, por tanto, equivalente a Gojtko; = {0}
para0 <k <-a;ya;=-1060.

La segunda de las propiedades implica la primera y a partir de
la segunda propiedad, como a = @yep, ja<2 % Y {X € Ay |l < 2} <
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Teorema 3-Ad4 m

{oj+kay; i,j=1,...,4£, k=0,1}, deducimos que necesariamente a = {0}
y, por tanto, J,(A) = {{0}} y no tiene sentido calcular %g(A) para obtener
las orbitas de J3»(A) por la accién de é,@(A).

El Gltimo paso es tomar un elemento a de cada ée(A)-()rbita de
J2(A) y realizar los cocientes 99,(A)/a. En este caso la Ginica posibili-
dad es a = {0} y, por tanto, el nico algebra de Lie metabeliana (salvo
isomorfismo) de rango maximal y tipo A es M, (A).

Sea A = (a,j)e

ij=1 Una matriz de Cartan generalizada que verifica la condi-

cion
2 Zsup{—a,j+ ]., i,j= 1,...,2, l?é_]}

Existe un anico algebra de Lie metabeliana de rango maximal y tipo A.

En las siguientes secciones vamos a calcular el dlgebra de Lie
metabeliana de rango maximal y tipo A, cuando A es una de las matri-
ces de Cartan generalizadas del teorema 3-A.3. Dicho algebra de Lie
es @yen, <20« donde A, es el sistema de raices positivas del algebra
de Kac-Moody asociada a A, g(A). Y resulta que para estas matrices

{ded; lal <2} ={aj+ka;; i, j=1,...,¢4 i #j 0<k<-a;}

3-B ALGEBRAS DE LIE METABELIANAS DE RANGO MAXIMAL Y TI-

PO FINITO

Tenemos que calcular el dlgebra de Lie metabeliana de rango maximal
y tipo A, donde A es una de las siguientes matrices:

A, €£>22), D,(£>4), Eg E7, Eg.
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Teorema 3-B.1 m

Tenemos que

2 -1 0O 0 0 O

-1 2 -1 0 0 O

0o -1 2 6 0 O
Ap =

0 0 O 2 -1 0

0 0 O -1 2 -1

6 0 © 0 -1 2

y su diagrama de Dynkin es

S(AE) = o o o+ - « o0 °
Xp Oz K3 Op g g

Por tanto, el sistema de raices del algebra de Lie que queremos
construir es

R(Ap) ={a € Ay; l| <2} =

={x, &y, &3,..., Kp_1, Kg, X + Ky, Oy + K3,..., Op_y + Xp}

y el algebra de Lie es

69 Go s

XER(Ap)
donde los subespacios raices asociados a las raices de R(A,) son:
g, = CE; parai=1,..., £
g+, = ClE,Ei] parai=1,...,€-1.
Si utilizamos la notacién E,,; = [E;; Ejy ) parai = 1,...,€ -1,
tenemos el siguiente resultado:

El Gnico algebra de Lie metabeliana de rango maximal y tipo A, (para
£ > 2) salvo isomorfismo es el algebra de Lie M(A,) con productos
corchete

[E,Ei+1]1=Ep,; parai=1,...,£-1

respecto de la base {Ey,...,Ep, Egyy,---, Epe1 )
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WA=D,£24)

Tenemos que

2 -1 0 0O 0 0 O
-1 2 -1 0O 0 0 O
0 -1 2 0O 0 0 O
D, = : : :
0 0 O 2 -1 0 O
0 0 O -1 2 -1 -1
0 0 O 0 -1 2 O
0 0 O 0 -1 0 2

y su diagrama de Dynkin es

o Ky g3z Op_p (e

Por tanto, el sistema de raices del algebra de Lie que queremos

construir es

R(Dy) ={o € Ay x| £ 2} =
= {0(1, Kpyeesy Op_y, g, Xy + 00,y Kp_3 + Np_p, Kp_2 + Xp_1, Kgp + O(e}

y el algebra de Lie es

@ Hos

a€R(Dy)
donde los subespacios raices asociados a las raices de R(Dg) son:
go, = CE; parai=1,...,4

go('.+o('.+l =C[E’,EH,1] para’= 1,...,'8—'2
Jop y+oy = C[Ee_z, Ee]

Si utilizamos la notacion Ep,; = [E,Eyl parai=1,...,£ -2y
Esp_1 = [Eg_5, E¢], tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 3-B.2 m El Unico algebra de Lie metabeliana de rango maximal y tipo D, (para

-A=E6

£ > 4) salvo isomorfismo es el algebra de Lie 9(D,) con productos

corchete
[E,Ei+1]1=Ep,; parai=1,...,€ -2 y[Ep 5 E¢l =Ezp_4

respecto de la base {Ey, ..., Ep, Egiy,---, Epe_ 1}

Tenemos que
2 -1 0 0 0 O

-1 2 -1 0 0 O
0O -1 2 -1 0 -1
0O 0 -1 2 -1 0O
0O 0 o -1 2 O
0O 0 -1 0 0 2
y su diagrama de Dynkin es
o a6
S(EG) = o o o ° o

o3 X 3 X4 Ks

Por tanto, el sistema de raices del algebra de Lie que queremos
construir es

R(Eg) ={x € Ay x| £ 2} =
={oy, Ky, ..., Kg, K + Oy, Ky + K3, K3 + Ky, K3 + Kg, Kg + Ks}

y el dlgebra de Lie es

@ Bo s

O(ER(EG)

donde los subespacios raices asociados a las raices de R(Eg) son:
g(x,' = (CEI

Joroty = CIE, Ein]
Joz+ag = (C[E3: E6]

parai=1,...,6
parai=1,...,4
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Si utilizamos la notacion Eg,; = [E, Ejq]l parai = 1,2,3, Ejg =
[E3, Egly E“ = [E4, E5], tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3-B.3 m El unico algebra de Lie metabeliana de rango maximal y tipo Eg salvo
isomorfismo es el algebra de Lie 9(Eg) con productos corchete

([Ey, E;1=E;, [Ej E3l=Eg, [Es; E4]l=E,,
[E3, Egl = Eyg, [Es Esl=Ep

respecto de la base {Fy,..., E11}.

.A=E7

Tenemos que

2 -1 0 0 O 0 O
-1 2 -1 0 0 O O
0 -1 2 -1 0 0 -1
E;=1]0 0 -1 2 -1 0 O
o 0 0 -1 2 -1 O
o o o o0 -1 2 O
o 0 -1 0 0 0 2
y su diagrama de Dynkin es
-] a7
S(E7) = ° o o o o
o, O K3 04 O g

Por tanto, el sistema de raices del algebra de Lie que queremos
construir es

REE7) ={x € Ay ; x| <2} =
={xy,..., X7, (] + O3, Oy + K3, K3 + Kq, K3 + K7, K4 + K5, K5 + Kg}

y el algebra de Lie es

@ Hoos

XER(E7)
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donde los subespacios raices asociados a las raices de R(E7) son:

g, = CE; parai=1,...,7
gota,, = ClE, Ejy] parai=1,...,5
Joz+a; = (C[E3; E7]

Si utilizamos la notacién E;y; = [E, Eip)) parai=1,...,3, Ey, =
[E3, E7), Eyp = [E4, Es] y Eq5 = [Es, Egl, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3-B.4 m El tnico algebra de Lie metabeliana de rango maximal y tipo E; salvo
isomorfismo es el dlgebra de Lie M(E;) con productos corchete

[Ey, E;l=Eg, [Ej E3l=Eg, [E3 E4)l=Ey,
[Es, E;1 =Eyy, [Es Esl=Ey,, [Es,E¢l=E3

respecto de la base {Ey,..., E3}

.A=E8

Tenemos que

2 -1 0 0 0 0 O O
-1 2 -1 0 0 O O O
o -1 2 -1 0 0 O O
Eq = o 0 -1 2 -1 0 0 -1
o 0 0 -1 2 -1 0 O
o 0 0 0 -1 2 -1 O
0O 0o 0 0 0 -1 2 O
o 0 0 -1 0 O 2

y su diagrama de Dynkin es

oas

o

S(Es)E o o o o o
o Oy O3 o4 s g Oy

o

Por tanto, el sistema de raices del algebra de Lie que queremos
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Teorema 3-B5m

construir es

R(Eg) ={x € Ay; || <2} =
={O(1,...,O(8,0(1 + O, Oy + K3, 3 + Ky, Oy + s, K5 + Kg, Ksg + g,
g +(X7}

y el algebra de Lie es

@ o s

&€R(Eg)
donde los subespacios raices asociados a las raices de R(Eg) son:
go, = CE; parai=1,...,8

Jo+ Xy = C[E,, E,’+1] parai= 1,...,6
Jos+og = C[ES; E8]

Si utilizamos la notacion Eg,; = [Es Eial parai=1,...,5, Eis =
[Es, Egl y E1s = [Es, E7], tenemos el siguiente resultado:

El Gnico algebra de Lie metabeliana de rango maximal y tipo Eg salvo
isomorfismo es el algebra de Lie $(Eg) con productos corchete

[Ely EZ] = Egr [EZI E3] = EIOI [E31 E4] = Ell y [E4: ES] = Elz:
[ESY EG] = E131 [ESI ES] = E14l [E61 E7] = ElS

respecto de la base {Ej,..., Eis}.

3-C ALGEBRAS DE LIE METABELIANAS DE RANGO MAXIMAL Y TI-

PO AFIN

Tenemos que calcular el dlgebra de Lie metabeliana de rango maximal
y tipo A, donde A es una de las siguientes matrices:

0] 1 (1) (1 g0
AVe>2), DYE=4), E E, Eg.
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A=AV« 2>2)

Tenemos que

Algebras de Lie metabelianas de rango maximal y tipo afin

Teorema 3-C.1 m

2 -1 0 0 0 -1
-1 2 -1 0O 0 O
0 -1 2 0 0 O
Ay = : :
0 0 0 2 -1 0
0 0 O -1 2 -1
-1 0 O 0 -1 2

)

o .« - « 0

say =
¢ Kpy

Ke
Por tanto, el sistema de raices del algebra de Lie que queremos
construir es
RAY) = {x € Ay o < 2} =
.y Og_q, Olg, Ko + X3, Olg + Olg, K + X3, ..

= {g, Ky, Olp, .. ., Olp_y + g}

y el algebra de Lie es

@ Go s

(1)
aeR(A@ )

donde los subespacios raices asociados a las raices de R(Ag)) son:

Jo; = CE;
Jo+ot = ClE;, Ei]
Bagra, = ClEo, Egl.
Si utilizamos la notacion Ey,; = [Eg, E1l, Egyp = [Eqs E¢l Y Egyivr =
[E,Eiql parai=1,...,£ -1, tenemos el siguiente resultado:

parai=0,1,...,£
parai=0,1,...,£-1

El tnico algebra de Lie metabeliana de rango maximal y tipo Ag) (para
£ > 2) salvo isomorfismo es el algebra de Lie sm(qu”) con productos
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corchete
[EO: El] = E€+l , [Eo, Ee] = E€+2! [E,', E,‘ + 1] = Eg+,'+2 para i= 1,...,E -1

respecto de la base {Eg, Ey, ..., Ep, Epits---s Ezen

— nWw
mA=D

Tenemos que
2 0 -1 0 O
0o 2 -1 0 O
pW=f-1 -1 2 -1 -1
o 0 -1 2 O
O 0 -1 0 2

y su diagrama de Dynkin es

o a4
S(Dgl)) = o ° °
o Ky X3
[ ao

Por tanto, el sistema de raices del algebra de Lie que queremos

construir es

RIDP) = {oc € Ay lxl < 2} =
= {0(01 oy, K, A3, K4, Ko + X, Xy + K, X2 + K3, X + 0(4}

y el algebra de Lie es

donde los subespacios raices asociados a las raices de R(Df}’) son:

g, = CE; parai=0,1;...,4
go+a, = CIE;, E2]  para i=01
goy+a, = ClE2, Ei]  para i=3,4
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Si utilizamos la notaciéon Es = [Eg, E»], Eg = [Ey, E;], E; = [Ea, E3l
y Eg = [E,, E4], tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3-C.2 m El Ginico algebra de Lie metabeliana de rango maximal y tipo Dg” salvo
isomorfismo es el algebra de Lie 9(D}") con productos corchete

[EOI EZ] = ESI [EI:EZ] = E61 [EZJ E3] = E71 [EZI E4] = ES

respecto de la base {Ey, Ey,..., Eg}.

mA=DV>5)

Tenemos que

2 0 -1 --- 0 O 0 O
o 2 -1 --- 0 O O O
-1 -1 2 0O 0 0 O
DY =
0 0 0 2 -1 0 O
0O ¢ 0 -1 2 -1 -1
0 0 O 0 -1 2 0
0O 0 O 0 -1 0 2

y su diagrama de Dynkin es

O(XO O(xe
S(D‘(el)) = 0————0 + + + Q0O °
Ky Oy g3 Kpp Key

Por tanto, el sistema de raices del algebra de Lie que queremos

construir es

R(DY) ={o€ Ay | < 2} =
={xg, 01, Kp, ..., Og_1, Kg, Og+ 0o, K] + Oy, ..., Kooz + Koy,
Qpp + Kg-y, Koy + g}
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y el algebra de Lie es

donde los subespacios raices asociados a las raices de R(D(e”) son:

g, = CE; parai=0,1,...,4£
S+, = CIE;, Eis1] parai=1,...,€-2
Bag+a, = ClEg, E3]

Gop sty = C[Ee_zy Ee]

Si utilizamos la notacion Ey,y = [Eg, E;], Egyiy1 = [Ej, Eiy1] para
i=1,...,£-2yE;, =[E;_, E,], tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3-C.3 m El Gnico algebra de Lie metabeliana de rango maximal y tipo D(e” (para
£ > 5) salvo isomorfismo es el algebra de Lie DJI(DE;)) con productos

corchete
[Eo, Ez] = Eg+1 , [E,’, E,‘ + 1] = E€+i+1 para i= 1,...,2 -2 y [Eg_z, Ee] = Ezg

respecto de la base {Eg, Ey,..., Ep, Egy1s---5 Enel:

- )
mA=E

Tenemos que

2 0 0 0 0 0 -1

0 2 -1 0 0 0 0

0 -1 2 -1 0 0 0
EP=]0 0 -1 2 -1 0 -l

0 0 0 -1 2 -1 0

0 0 0 0 -1 2

-1 0 0 -1 0 0 2

y su diagrama de Dynkin es
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oao

oa6

S(E(Gl)) = ° o ° ° °
(s 81 [0.%) 3 X4 (0.4

Por tanto, el sistema de raices del algebra de Lie que queremos

construir es

REY) ={x € Ay o] S 2} =
={xg, &1,..., Kg Ky + Og, K + Ky, Kp + K3, K3 + Ky, K3 + Kg, Ky + K5}

y el algebra de Lie es

@ Qo s

(1)
zxeR(E6 )
donde los subespacios raices asociados a las raices de R(Eg)) son:

go, = CE; parai=0,1,...,6
O+ = ClE, Eip] parai=1,...,4
gao+as = ClEq, Eg]

Bograg = CIE3, Egl.

Si utilizamos la notacion E; = [Eg, Egl, Eg+is1 = [Ei, Eix1] parai =
1,2,3, Eyy = [E3, Egl y E12 = [E4, Es], tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3-C.4 m El tnico algebra de Lie metabeliana de rango maximal y tipo E{) salvo
isomorfismo es el algebra de Lie Sﬁ(Eg)) con productos corchete

[Eo, Egl =E7, [En,El=Eg, [Ep E3]l=Ey,
[E3, E4l =Ey, [Es,E¢l=Ey1, [EsEsl=E

respecto de la base {Ey, Ey, ..., E1o}
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mA=E)
Tenemos que

2 -1 0 0 0 0 0 O

-1 2 -1 0 0 O 0 O

0 -1 2 -1 0 0 0 O

£ _ 0 0 -1 2 -1 0 0 -l

7 0 0 0 -1 2 -1 0 O

0 0 0 0 -1 2 -1 0

0 0 0 0 0 -1 2 O

0 0 0 -1 0 0 0 2

y su diagrama de Dynkin es

SEM = - o o s o o
Ky O Oy O3 0Og Os Og
Por tanto, el sistema de raices del algebra de Lie que queremos
construir es
REY) ={o € Ay lal <2} =
= {atg, Ky, ..., 07, Xg + X1, X} + Oy, &y + K3, K3 + gy K3 + X7, Ky + X,
os + Kg}

y el algebra de Lie es

@ Go s

cxeR(E(y”)

donde los subespacios raices asociados a las raices de R(E(7”) son:

g, = CE; parai=0,1,...,7
gotoq = ClE; Eia]l parai=0,1,...,5
Boz+o; = ClEs, E7]
Si utilizamos la notacién E;yy; = [Ej Ei1) parai = 0,1,...,3,
E; = [E3, E7], Ey3 = [E4, Es] y Eq4 = [Es, Egl, tenemos el siguiente resulta-
do:
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Teorema 3-C.5 m El tnico algebra de Lie metabeliana de rango maximal y tipo £ salvo
isomorfismo es el 4lgebra de Lie M(EY) con productos corchete

[E3,E7l =Ey, [E4Esl=Ei3, [Es,Egl=Ews

respecto de la base {Egy, Ey, ..., E14}.

mA=E)
8
Tenemos que
2 -1 0 0 0 0o O 0 O
-1 2 -1 0 0 O O O O
0o -1 2 -1 06 0 O O O
0O o0 -1 2 -1 0 0O O O
E/'!=10 0 0 -1 2 -1 0 0 -1
o 0 0 0 -1 2 -1 0 O
o o 0 0 0 -1 2 -1 O
o 0 0 0 o O -1 2 O
0O o o O -1 o O O 2
y su diagrama de Dynkin es
o as

S(Eg)) = ° o 0 o o ° o o
oy O O O3 04 OKs O O7
Por tanto, el sistema de raices del algebra de Lie que queremos
construir es
REP) ={x € Ay; lxl £ 2} =
= {0, Ky, --., Kg, Kg + Xy, K] + O, 07 + K3, K3 + Ky, Ky + K5, Xs + K,

g5 + Kg, &g + 0(7}

y el lgebra de Lie es

@ Go s

i
O(ER(Ei3 )
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Teorema 3-C.6 m

donde los subespacios raices asociados a las raices de R(Eg)) son:

g«, = CE; parai=0,1,...,8
Jo+ciy = C[E,‘, Ei+l] para i=01,...,6
90(5+0(3 = (C[ESI E8]

Si utilizamos la notacion Eg.;y = [E Eiql parai = 0,1,...,5,
E\s = [Es, Egl y E1¢ = [Ee, E7], tenemos el siguiente resultado:

El Gnico 4lgebra de Lie metabeliana de rango maximal y tipo E{’ salvo
isomorfismo es el algebra de Lie MM(EY") con productos corchete

[Eo, E1l=Eq, [E},Ex)=Eyg, [EaE3l=En, [E3 Eql=Ei,
[E41 ES] = E13! [ESy E6] = E14l [ES, ES] = EISI [EGI E7] = EIG

respecto de la base {Ey, Ey,..., E16}-




APENDICE A

En este apéndice damos el conjunto de ideales F(A,,) con j > 0
para la matriz F{).

Para j > 1 consideramos j = 1, pues tenemos una biyeccién de
A en P(Ay), v cada ideal de I'(A44) se corresponde con un sub-
grafo de A; que verifica la propiedad de que, si un vértice esta en el
subgrafo, también estan todas las aristas (dirigidas) que parten de este
vértice. Por ejemplo, el ideal generado por (XéG y aég, que representare-
mos por (26, 28), se corresponde con el subgrafo

de A;, que era el siguiente grafo:
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Entonces para obtener I'(A,,), calculamos todos los subgrafos
de A, que verifican la propiedad dada.

Para cada uno de los arboles que damos a continuacion, tene-
mos que cada rama iy, Iy,..., I, que comienza en el vértice que se en-
cuentra mas a la izquierda en el arbol, representa el ideal (iy, iy, ..., i;)
de I'(A,4). Asi, en el primero de los arboles tenemos, por ejemplo, la
rama 0, 1, 2 que representa el ideal {0, 1, 2).
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Para j = 0, como tenemos que
A = {0(9,0(10,0(12,...,0(48}UA1 UAzU A

el conjunto I°(A,,) esta constituido por todos los ideales de la forma
(&), &y, &), donde (o), & ..., &) € T'(A4y), con iy €10, 1,..., 8,11}

parak=1,2,...,r.
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En este apéndice damos el conjunto de ideales P conj > 0, que
obtenemos al tomar un representante de cada G-6rbita de P(A..)/G
para la matriz E{).

Para j > 1 consideramos j = 1, pues tenemos una biyeccion de
I'(A4)/G en P(AL,)/G, y cada ideal de I'(A,.) se corresponde con un
subgrafo de A; que verifica la propiedad de que, si un vértice esta en
el subgrafo, también estan todas las aristas (dirigidas) que parten de
este vértice. Por ejemplo, el ideal generado por o}y y s, que repre-
sentaremos por {39, 57), se corresponde con el subgrafo

de Ay, que era el siguiente grafo:
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A la misma G-6rbita que el ideal (39, 57) también pertenecen los
ideales (39, 58), {41, 54), (41, 58), (44, 54) y (44, 57). SOlo tomamos un
ideal de cada G-orbita, en la G-orbita constituida por estos 6 ideales
consideramos, por ejemplo, el ideal (39, 57).

Entonces para obtener J', calculamos todos los subgrafos de A,
que verifican la propiedad dada salvo la accién de G.

Para cada uno de los arboles que damos a continuacion, tene-
mos que cada rama iy, ip,..., iy que comienza en el vértice que se en-
cuentra mas a la izquierda en el arbol, representa el ideal (i}, iy, ..., ir)
de J'.
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Para j = 0, como tenemos que
Ay ={0X)3,..., 0 UATUA U - - -

el conjunto J° estara constituido por todos los ideales de la forma
(&, &Ky ..., &), donde (o}, - «;) € J', con iy ¢ {0, 1,...,12} para
k=1,2,...,r.
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