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2.3.2. Código cuántico de tres qubits para el error phase-flip . . . . . . . . . . . 43
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Resumen

Este trabajo trata de un tipo particular de estados puros de n qubits, los estados grafo. En el
caṕıtulo 1 se presentan tres definiciones de estados grafo (en base a su representación geométrica,
al modelo de interacción y en términos del formalismo estabilizador) que posteriormente rela-
cionaremos entre śı. A partir de estas definiciones introduciremos el formalismo estabilizador
y obtendremos el estabilizador correspondiente a un estado grafo. Esta es una representación
compacta de los estados grafo que nos permitirá describir cómodamente su evolución bajo la
acción de las medidas de Pauli y los operadores del grupo de Clifford. Además, explicaremos
cómo preparar estados grafo a partir de puertas controlled-Z, y mostraremos algunas referencias
donde se exponen detalladamente la preparación experimental de los estados grafo empleando
varios métodos y recursos f́ısicos.

Los estados grafo son fundamentales en muchas aplicaciones de la Información Cuántica. En
los caṕıtulos 2 y 3 se explica su importancia para la corrección cuántica de errores y la compu-
tación cuántica basada en medidas, respectivamente.

Los resultados novedosos se refieren a la clasificación de los estados grafo de hasta n = 8 qu-
bits (caṕıtulo 5), a la identificación de las clases de equivalencia a las que pertenecen los estados
grafo de hasta n = 8 qubits (caṕıtulo 6), y a la utilidad de los estados grafo para demostraciones
del teorema de Bell de tipo Greenberger-Horne-Zeilinger (también llamadas demostraciones “all-
versus-nothing” o, abreviadamente, AVN). Este tipo de demostraciones se abordan atendiendo
a su complejidad, de forma que el caso bipartito se trata en el caṕıtulo 8 y el caso m-partito
en el caṕıtulo 9. El caṕıtulo 4 es una introducción al problema de la clasificación de estados
entrelazados. En él se anticipan algunos conocimientos básicos para definir y estudiar el entrela-
zamiento en los estados cuánticos, se introduce brevemente la clasificación de los estados puros
entrelazados de hasta n = 4 qubits, y se explica cuáles son las operaciones locales que permi-
ten obtener las clases de equivalencia de los estados grafo. El caṕıtulo 7 es una introducción
de los caṕıtulos 8 y 9, en él hemos incluido: el teorema de Bell; dos tipos de desigualdades de
Bell, EPR (Einstein-Podolsky-Rosen) y CHSH (Clauser-Horne-Shimony-Holt), atendiendo a si
se desenvuelven o no en el escenario EPR original, aśı como las demostraciones AVN; también
hemos discutido cuáles son las desigualdades de Bell que precisan de una menor eficiencia para
su comprobación experimental; y la importancia de emplear los estados hiperentrelazados para
la comprobación experimental de las demostraciones del teorema de Bell.

En el último caṕıtulo mostramos las conclusiones de los caṕıtulos 5, 6, 8 y 9 que son los que
contienen los resultados originales de este trabajo.





Summary

This work deals with particular types of pure states of n-qubits: the graph states. In the
first chapter, three definitions of graph states (based on their geometric representation, on the
subjacent interaction model, and in terms of the stabilizer formalism) are presented, and later
interrelated. From these definitions, the stabilizer formalism is introduced and the stabilizer co-
rresponding to a graph state is obtained. This is a compact representation of graph states which
allows their evolution to be conveniently described under Pauli local measurements and Clif-
ford operators. Furthermore, the technique for the preparation of graph states from controlled-Z
gates is explained, and some references are provided where experimental preparation of graph
states is depicted in detail by means of various methods and physical resources.

Graph states are essential in a wide range of applications in Quantum Information. In Chap-
ters 2 and 3, their importance in quantum error correction, and in measurement-base quantum
computation, respectively, is explained.

Our innovate results refer to the classification of graph states of up to n = 8 qubits, (Chapter
5), to the identification of the classes of equivalences to which graph states of up to n = 8 qubits
belong, (Chapter 6), and to the usefulness of graph states in the proofs of Bell’s Theorem of the
type Greenberger-Horne-Zeilinger (also known as “all-versus-nothing” (AVN) demonstrations).
These sort of demonstrations are addressed in accordance with their complexity, in such way
that the bipartite case is dealt in Chapter 8, and the m-partite case in Chapter 9. Chapter 4 is
an introduction to the problem of classification of entangled states where some basic knowledge
is given for the definition and study of the entanglement in quantum states, where the classi-
fication of the pure entangled states of up to n = 4 qubits are briefly introduced, and where
it is explained which local operations allow the equivalence classes of graph states to be obtai-
ned. Chapter 7 is an introduction Chapters 8 and 9, and contains: Bell’s theorem; two types of
Bell’s inequalities, EPR (Einstein-Podolsky-Rosen) and CHSH (Clauser-Horne-Shimony-Holt),
while taking into account whether they are developed in the original EPR scenario; the AVN
demonstrations; a discussion on which Bell inequalities need lower efficiency for their experi-
mental testing; and the importance of using hyperentangled states in the experimental testing
of the proofs of Bell’s theorem.

In the final chapter, conclusions are drawn on Chapters 5, 6, 8, and 9 which contain the
innovate results of this work.





Introducción

Los estados grafo [1, 2] constituyen una importante subclase de estados estabilizadores.
Desempeñan un papel fundamental en aplicaciones y protocolos del procesamiento de la infor-
mación cuántica. En particular suponen un recurso esencial en la corrección cuántica de errores
[3, 4, 5], computación cuántica basada en medidas [6, 7, 8, 9, 10, 11]. Los estados grafo violan
máximamente ciertas desigualdades de Bell [12, 13, 14, 15], son robustos contra la decoherencia
[16] y se pueden emplear para la obtención demostraciones “all-versus-nothing” del teorema de
Bell [17, 18, 19, 20]. También desempeñan un papel fundamental en el estudio del entrelaza-
miento [1, 2, 21, 22].

Debido a su importancia los estados grafo se han preparado en muchos experimentos. Por
ejemplo, están los experimentos de preparación de estados grafo de n qubits y n fotones hasta
n = 6 [23, 24, 25, 26, 27], los experimentos de preparación de estados grafo de 6 qubits y 4
fotones [28], de 8 qubits y 4 fotones [29], y de 10 qubits y 5 fotones [29]. En particular, los
estados grafo de 8 qubits y 4 fotones son especialmente útiles por la alta visibilidad que exhiben.

La posibilidad de representar de forma compacta a los estados grafo a través de su estabi-
lizador [5, 30, 31, 32] ha sido una de las propiedades fundamentales que ha convertido a estos
estados en útiles herramientas para tantos propósitos. Por ejemplo, esta forma de representación
facilita el estudio de la evolución de los estados grafo bajo la acción de los operadores del grupo
de Pauli o los operadores del grupo local Clifford. A través de estos operadores un estado grafo
que pertenece a una determinada clase de equivalencia se transforma en otro que pertenece a
esa misma clase. La acción de los operadores del grupo local de Clifford se puede representar
gráficamente a través de las reglas de complementación local. Dos grafos son equivalentes bajo
LC (equivalentes bajo complementación local), o LC equivalentes (equivalentes bajo operacio-
nes locales del grupo de Clifford), si a través de alguna operación local del grupo de Clifford (u
operaciones de complementación local) uno cualquiera de ellos se transforma en el otro y vice-
versa. Las clases de equivalencia de los estados puros se pueden obtener aplicando operaciones
SLOCC (operaciones locales estocásticas asistidas por comunicación clásica), de este modo sólo
hay una clase de equivalencia para los estados entrelazados de dos qubits, y puede represen-
tarse por el estado singlete |Ψ−〉; 5 clases de equivalencia para los estados puros entrelazados
de tres qubits [33, 34, 35] (entre ellas se encuentran las clases a las que pertenecen los estados

|GHZ〉 = (|000〉+|111〉)√
2

y |W 〉 = (|100〉+|010〉+|001〉)√
3

, que exhiben auténtico entrelazamiento triparti-

to); y una familia genérica de un número infinito de elementos, que contiene 9 subfamilias cada
una de ellas con una forma diferente de entrelazamiento, asociada a los estados puros de 4 qubits
[36]. Los estados grafo son estados puros que también se pueden clasificar a través de operacio-
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nes SLOCC, pero para ellos se satisface la equivalencia SLOCC⇔LU, es decir, el problema de
decidir si dos estados grafo son equivalentes SLOCC, se reduce al problema de decidir si son
equivalentes bajo LU (transformaciones unitarias locales arbitrarias). El problema del estudio y
clasificación del entrelazamiento de los estados grafo se puede simplificar aún más gracias a la
conjetura LU⇔LC, que aunque es falsa en general, se cumple para estados grafo de hasta n = 27
qubits [37, 38, 39]. En la Ref. [40] se muestra las distintas clases de equivalencia de los estados
grafo de hasta n = 12 qubits, donde los elementos de una misma clase son equivalentes bajo
complementación local. La clasificación de los estados grafo de n qubits se realizó hasta n = 7 en
[1, 2], pero los invariantes empleados para etiquetar las clases u ordenarlas no distingúıan entre
algunas de ellas. En las Refs. [21, 22] realizamos la clasificación de los estados grafo de hasta
n = 8 qubits con invariantes que distinguen, sin ambigüedad, las distintas clases de equivalencia.

El estabilizador de un estado grafo permite estudiar las correlaciones cuánticas entre los
resultados de medidas individuales realizadas sobre sus qubits. El estudio de tales correlaciones
puede emplearse para la obtención de demostraciones “all-versus-nothing” (AVN) del teorema
de Bell. El teorema de Bell y su demostración [41] condujeron a la invalidez del argumento EPR
(Einstein, Podolsky y Rosen) [42] acerca de la incompletitud de la Mecánica Cuántica (MC), y
supusieron una de las claves en el desarrollo de nuevas teoŕıas como la Información y Compu-
tación Cuánticas. La demostración original del teorema de Bell está basada en correlaciones
perfectas, lo que supońıa un obstáculo para su comprobación experimental con la tecnoloǵıa
de entonces, esto dio pie al desarrollo de nuevas demostraciones del teorema de Bell. En este
trabajo mostraremos dos tipos diferentes de desigualdades de Bell: aquellas que se basan en una
predicción perfecta de los valores de los observables y en la hipótesis de localidad, estas son las
desigualdades EPR pues se enmarcan en el argumento original EPR (i.e., desigualdades de Bell
basadas en correlaciones perfectas); y aquellas en las que las condiciones de realismo y localidad
se aplican sobre las probabilidades de los resultados de las medidas realizadas, no sobre los re-
sultados de las medidas, éstas son las desigualdades CHSH (Clauser-Horne-Shimony-Holt) (i.e.,
desigualdades de Bell que no se basan en correlaciones perfectas).

Las demostraciones AVN son demostraciones del teorema de Bell que no emplean desigual-
dades. Estas demostraciones consisten en una contradicción algebraica y se sitúan en el marco
original EPR [42]. Se han empleado en la construcción de nuevas desigualdades del teorema
de Bell [14], que han contribuido a avanzar en el estudio de la eficiencia de detección de los
fotodetectores, en la realización de experimentos sin escapatorias (loophole-free) del teorema de
Bell, y en el estudio de la decoherencia. La primera demostración AVN del teorema de Bell fue
propuesta por Heywood y Redhead [43]. Esencialmente mostraba la conexión entre los teoremas
de Kochen-Specker y Bell. Pero la demostración AVN más conocida es la de Greenberger, Horne
y Zeilinger (GHZ) [44, 45, 46]. En una demostración GHZ se requiere de un mı́nimo de tres
observadores, a diferencia de los dos observadores de la demostración original del teorema de
Bell. Hardy [47] proporcionó la primera demostración AVN bipartita, que aunque era válida
para estados entrelazados no se satisfaćıa para estados máximamente entrelazados. Las verifica-
ciones experimentales para los estados máximamente entrelazados condućıan a evidencias que
entraban en contradicción con el argumento EPR en el 100% de las repeticiones de un mismo
experimento. De este modo, la búsqueda de las demostraciones AVN evolucionó a fin de extender
su validez a estados máximamente entrelazados de dos part́ıculas. La primera demostración AVN
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bipartita usando qubits y medidas de un solo qubit está en las Refs. [17, 18]. Esta demostración
teńıa un argumento similar al de Hardy, y requeŕıa únicamente de dos observadores y de un
estado máximamente entrelazado. El interés de las medidas de un solo qubit está motivado por
la dificultad práctica que conlleva hacer medidas generales de n qubits (n ≥ 2) cuando los qubits
están codificados en diferentes grados de libertad dentro de la misma part́ıcula. Esta demostra-
ción fue comprobada experimentalmente en [48]. Las violaciones de las desigualdades de Bell
que presentan mayor contraste con las predicciones clásicas requieren una menor eficiencia para
su comprobación experimental, por ejemplo, la demostración experimental de [48] requiere una
eficiencia de detección más baja que la comprobación de la demostración GHZ [44, 45].

El empleo de estados hiperentrelazados supone una disminución considerable de los pro-
blemas de decoherencia, pues en su preparación se requiere un menor número de part́ıculas.
También simplifica la tarea de realizar la separación espacial entre las medidas (condición nece-
saria para evitar que las medidas sobre unos sistemas puedan influir sobre los resultados de las
medidas realizadas sobre los otros), y disminuye la eficiencia de detección [18]. Para aquellos es-
tados hiperentrelazados donde la dimensión d de cada subsistema sea d > 2, existen observables
locales compatibles que se pueden considerar como elementos de realidad simultáneos [43]. Lo
que implica que los observables que aparecen en cada sumando de una desigualdad de Bell de
tipo EPR puedan ser compatibles. Estas desigualdades son fundamentales para estudiar el cre-
cimiento de la no localidad de los estados hiperentrelazados [49, 50]. Con todas las ventajas que
supone el trabajar con estados hiperentrelazados y los recientes avances que se han producido en
la preparación de estos estados [51, 52, 28, 29], es lógico preguntarse por cuáles son las posibles
distribuciones bipartitas que permiten demostraciones AVN usando medidas de un solo qubit.
Este problema está relacionado con el de decidir qué estados de n qubits y qué distribuciones
permiten desigualdades de Bell de tipo EPR [50, 53] y con nuevos problemas de complejidad de
comunicación bipartitas, concretamente con nuevos esquemas de pseudotelepat́ıa cuántica.

La solución a este problema [19] condujo a la búsqueda de demostraciones AVN multipartitas
[20]. Los estados empleados para este tipo de demostraciones deb́ıan exhibir correlaciones perfec-
tas que permitieran definir elementos de realidad EPR bipartitos, y correlaciones perfectas que
contradijeran la existencia de esos elementos de realidad. De este modo los observables que satis-
facen la condición EPR de elemento de realidad no pueden llegar a poseer valores predefinidos,
porque es imposible asignarles valores que satisfagan las correlaciones perfectas predichas por la
MC. Estos estados deben ser autoestados de un número suficientemente grande de operadores
del grupo de Pauli. Los estados que encajan con esta descripción son los estados estabilizadores
o estados grafo (cualquier estado estabilizador es equivalente bajo transformaciones locales de
Clifford a algún estado grafo [32]). Los estados grafo son estados puros máximamente entrela-
zados, y muchos de ellos se pueden preparar como estados hiperentrelazados [51, 52, 28, 29]. En
las Refs. [1, 2, 21, 22] se han obtenido las clases de equivalencia de los estados grafo de hasta
n = 8 qubits y fueron los que empleamos en estas demostraciones. No todos los estados grafo de
n qubits, ni todas las distribuciones de sus qubits, permiten demostraciones AVN m-partitas del
teorema de Bell para un determinadom, dondem es el número de part́ıculas o partes. Existe una
condición necesaria y suficiente para las demostraciones BAVN [19], y una condición necesaria
para las demostraciones AVN m-partitas (m > 2) [20]. Si un estado no admite una demostra-
ción BAVN (demostración AVN bipartita), entonces permitirá una demostración m-partita para
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algún m mı́nimo con m > 2. Dado un estado grafo, si una distribución permite una demostración
m-partita AVN para algún m dado, entonces esa misma distribución permitirá demostraciones
m-partitas para cualquier estado grafo que pertenezca a su misma clase de equivalencia LC.

A partir de una demostración m-partita con m mı́nimo, se puede obtener otra con un número
m arbitrario de partes. En las Refs. [19, 20] aportamos las demostraciones espećıficas AVN m-
partitas con m mı́nimo (m ≥ 2) para estados grafo de hasta n = 8 qubits (aunque el método
empleado se puede aplicar para estados grafo de n > 8). Estas demostraciones son válidas
exclusivamente para cada estado grafo. Recientemente se han preparado en el laboratorio estados
grafo de 6 qubits [25, 54], pero ninguno de ellos permit́ıa demostraciones BAVN.

En los laboratorios, las correlaciones obtenidas no son perfectas, y lo más conveniente es
derivar una desigualdad de Bell para la comprobación de la demostración AVN. La desigualdad
de Bell debe violarse con un margen lo suficientemente amplio como para que las imperfecciones
reales no puedan afectar a la validez de los resultados [50, 55]. En la Ref. [14], se obtienen las
desigualdades de Bell EPR óptimas para los estados grafo de hasta n = 6 qubits que están
basadas en las demostraciones BAVN [19].



Caṕıtulo 1

Estados grafo

1.1. Introducción

Los estados grafo [1, 2] representan un papel principal en Información y Computación Cuánti-
cas. En particular, suponen un recurso esencial en las áreas de corrección cuántica de errores
[3, 4, 5], de computación cuántica basada en medidas [6, 7, 8, 9, 10, 11] y clasificación del en-
trelazamiento [21, 22, 56, 57, 58].

Este primer caṕıtulo se desarrollará en torno al concepto de estado grafo y su representación
en términos del formalismo estabilizador. En la sección 1.2 se define el concepto de estado grafo
desde tres perspectivas distintas. En las dos secciones siguientes situaremos las dos últimas
definiciones en los contextos apropiados y se establecerán los puentes de conexión entre ellas.
Concretamente, en la sección 1.3 se estudia la definición de estado grafo dada en función del
modelo de interacción, y en la sección 1.4 se profundiza en la definición de estado grafo en
términos del formalismo estabilizador; además a lo largo de estas secciones se caracterizará al
grupo estabilizador, se verá cómo se preparan los estados grafo empleando controlled-Z, se
mostrará la relación entre estado grafo y estado estabilizador, y se expondrá un ejemplo de
cómo se obtienen los estabilizadores asociados a los estados grafo. En este caṕıtulo emplearemos
conceptos que en su mayoŕıa están definidos en el apéndice.

En la sección 1.5 presentaremos el estabilizador de un estado grafo como instrumento para
estudiar su evolución bajo la acción de las medidas de Pauli y de los operadores del grupo de
Clifford. El contenido de esta sección se empleará en los caṕıtulos 2, 4, 5 y 6. Finalizaremos con
la sección 1.6 donde se recopilarán y comentarán brevemente algunas de las referencias respecto
a la preparación de estados grafo. En este caṕıtulo, muchas de los conceptos que se emplean
aparecen definidos en el apéndice.

1.2. Definiciones de estados grafo

Dependiendo del contexto, se pueden utilizar diversas definiciones de estado grafo. A conti-
nuación, presentaremos tres definiciones dadas desde tres enfoques distintos. La primera está ba-
sada en la correspondencia biuńıvoca entre grafo y estado grafo, la segunda en el modelo de in-
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teracción subyacente en los estados grafo, y la tercera en términos del formalismo estabilizador:

Definición 1. Un estado grafo |G〉 de n qubits es un estado puro asociado a un grafo G(V,E)
que contiene un conjunto de n vértices V = {1, . . . , n}, que representan qubits, y un conjunto
de aristas E que conectan a pares de vértices, E ⊂ V × V , y que representan relaciones de
entrelazamiento entre los qubits correspondientes.

Definición 2. Un estado grafo |G〉 es un estado puro de n qubits que se construye atendien-
do al esquema de interacción dado por el grafo G(V,E) que lo representa. Cada arista {a, b}
representa una interacción tipo Ising entre los qubits a y b. El procedimiento de preparación de
un estado grafo a partir de un grafo consiste en partir de un número n = |V | de qubits en el
estado inicial |+〉, y aplicar posteriormente CZ entre los pares de qubits adyacentes1 en G hasta
obtener el estado |G〉 = ∏

{a,b}∈E CZab
|+〉V .

Definición 3. Sea G(V,E) un grafo. Un estado grafo de n qubits es el único autovector de
autovalor +1 de un conjunto de n = |V | observables independientes que conmutan que son ope-
radores del grupo de Pauli Pn (ver apéndice). Esos observables son los operadores generadores
que generan el estabilizador S (ver apartado 1.4.1) asociado al estado grafo.

El concepto de estado grafo (y el de estado estabilizador) también puede extenderse a qudits2

[2, 59, 60].

Estas tres definiciones están a su vez relacionadas entre śı, veamos cómo. La definición 1
está impĺıcita en la 2 y la 3, pues un estado grafo |G〉 dado viene representado por un único
grafo G, el cual contiene en su estructura una receta, que por un lado, permite preparar expe-
rimentalmente |G〉 (ver apartado 1.3.1), y por otro, obtener los n generadores estabilizadores
que determinan |G〉 de forma única (ver apartado 1.4.3). La conexión entre las definiciones 2
y 3 no se establece de forma tan inmediata. En las dos próximas secciones desarrollaremos los
contextos en que se enmarcan estas definiciones y estableceremos la relación entre ellas.

1.3. Estado grafo y modelo de Ising

La interacción entre un par de qubits aislados del exterior se corresponde con una transfor-
mación unitaria dada por la expresión:

Uab = e−iϕabHab , (1.1)

donde Hab es el hamiltoniano de interacción entre el par de qubits a y b, y ϕab es el término de
evolución temporal. Aqúı nos centraremos en un tipo particular de interacciones que se pueden
representar mediante grafos simples. Estas interacciones se describen tomando como base al

1Dos qubits/vértices de un grafo son adyacentes si están unidos por una arista. Dos aristas son adyacentes si
tienen un vértice en común.

2Los qudits son estados de d niveles.
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modelo de Ising, que se aplicará a un conjunto de espines. Su expresión para dos qubits es

H = Jσazσ
b
z +B(σaz + σbz). (1.2)

Donde σz es la componente Z del esṕın de cada qubit, J es la constante de acoplamiento o de
interacción3 y B es la constante de interacción debida a la acción de un campo magnético global
externo. El efecto que produce el campo magnético es el de rotar los qubits a y b alrededor del eje
z; tales rotaciones se pueden llevar a cabo antes o después de que los qubits interaccionen, porque
no interfieren en este proceso4. Por esta razón pueden ser obviadas, y considerarse únicamente
el primer sumando

Hab = σazσ
b
z. (1.3)

Esta expresión es conocida como interacción de Ising pura [1]. La constante J se ha omitido
porque puede incluirse en el factor de fase ϕab.

Como veremos en el siguiente apartado, la interacción Ising contribuye a la generación del en-
trelazamiento multipartito entre los qubits de los estados grafo simples, y posibilita la aplicación
de CZ en la preparación experimental de estos estados.

1.3.1. Preparación de un estado grafo empleando puertas controlled-Z

Las propiedades de las transformaciones unitarias Uab correspondientes a una interacción de
Ising pura son:

1. El orden en que actúan es irrelevante, por lo tanto, son compatibles entre śı

[Uab, Ubc] = 0,∀ a, b, c ∈ V . (1.4)

2. Los operadores Uab son simétricos

Uab = Uba. (1.5)

Estas dos propiedades hacen posible que las interacciones entre los qubits se representen a
través de grafos simples, donde cada arista simboliza una interacción de Ising.

Si el estado en que se encuentra cada qubit antes de interaccionar es |+〉 = 1√
2
(|0〉 + |1〉), el

estado resultante tras la interacción será máximamente entrelazado5 y podrá describirse eficien-
temente en función de su estabilizador.

Por comodidad, en lugar de emplear la interacción de Ising pura, se suele utilizar la controlled
phase cuyo hamiltoniano se denotará como Hcp

ab . Esta interacción también de ajusta al modelo
de Ising, de hecho están relacionadas, puesto que

Hcp
ab = |1〉〈1|a ⊗ |1〉〈1|b, (1.6)

3Si la interacción es uniforme, entonces todos los vecinos de una part́ıcula dada se encuentran a una misma
distancia de ella; en el modelo Ising las interacciones a larga distancia son despreciables.

4La orientación del esṕın de cada qubit está condicionada por la de los qubits vecinos y las fluctuaciones
térmicas

5El estado vector |ψ〉ab = Uab|+〉|+〉 es máximamente entrelazado si y sólo si el estado reducido de un qubit
es máximamente mezcla: tra|ψ〉ab〈ψ| = 1

2
Ib.
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y sustituyendo cada proyector, obtenemos

Hcp
ab =

(
I − σaz

2

)
⊗

(
I − σbz

2

)
=

1

4
(I ⊗ I − σaz ⊗ I − I ⊗ σbz + σaz ⊗ σbz). (1.7)

Salvo factor de fase, el último sumando se corresponde con una interacción de Ising pura.
Exponenciando la expresión (1.7) y de acuerdo con (1.1), resulta

U cpab (̺a,b) = e−i
̺ab
4 e−i

̺ab
4
σzae−i

̺ab
4
σbzUab(

̺a,b
4

), (1.8)

es decir, para una fase de ϕab = Π, las transformaciones unitarias correspondientes a las interac-
ciones Ising y la controlled phase, se diferencian en rotaciones adicionales de ángulo Π

4 alrededor
del eje z. La fase adicional de ángulo −Π/4 se puede ignorar porque afecta a todo el estado.
Trabajar con la exponencial de la controlled phase (i.e., controlled phase gate) tiene la ventaja
de que su expresión es mucho más fácil de manejar.

La forma matricial de la controlled phase gate es




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 eiϕab


 . (1.9)

En el caso particular de ϕab = Π/4, lo que se obtiene es la puerta controlled-Z , CZ , cuya forma
matricial es

Uab = CZ =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


 . (1.10)

Y su expresión en función de los proyectores es

CZ = |00〉〈00| + |01〉〈01| + |10〉〈10| − |11〉〈11|
= |0〉〈0|1(|0〉〈0| + |1〉〈1|)2 + |1〉〈1|1(|0〉〈0| − |1〉〈1|)2

=

(
1 + Z1

2

)
⊗ I2 +

(
1− Z1

2

)
⊗ Z2

=
1

2
(I + Z1 ⊗ I2 + I1 ⊗ Z2 − Z1 ⊗ Z2).

(1.11)

Los sub́ındices en esta expresión se refieren a los qubits sobre los que actúan los proyectores.

En resumen, si se aplica una CZ sobre un par de qubits, que se encuentren inicialmente
en el estado |ψ0〉 = |+〉a|+〉b = (|00〉 + |01〉 + |10〉 + |11〉), se obtiene el estado máximamente
entrelazado |ψ〉 = 1√

2
(|00〉+ |01〉+ |10〉 − |11〉). Esta operación equivale a crear una arista entre

los qubits a y b, no conectados inicialmente. Por ser Uab hermı́tico, al actuar sobre el estado
|ψ〉, el par (a, b) se desentrelaza y pasa de nuevo al estado |ψ0〉; o equivalentemente, se crea una
arista y posteriormente se destruye.
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De acuerdo con la definición 2 de estado grafo, para preparar un estado grafo |G〉 de n
qubits se parte de un número n = |V | de qubits, cada uno de ellos en el estado inicial |+〉
(|ψ0〉 =

⊗
i∈V |+〉i, o de forma más reducida |ψ0〉 = |+〉V ), que se representa por un grafo vaćıo

o sin aristas. Posteriormente, se aplica una CZ entre cada par de qubits (a, b) adyacentes en G
hasta obtener el estado |G〉 = ∏

{a,b}∈E CZab
|+〉V . Ver Fig. 1.1.

|ψ0〉 = |+〉 ⊗ · · · ⊗ |+〉 7→ |G〉 =
∏

(a,b)∈E
CZab

|+〉V . (1.12)
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Figura 1.1: Esquema de preparación de un estado grafo |G〉 a partir del grafo G(V,E) que lo
representa. Los qubits se encuentran inicialmente en el estado |ψ0〉 = |+〉V que se corresponde
con un grafo vaćıo, y posteriormente, siguiendo el patrón de construcción dado por el grafo, se
aplican las CZij

necesarias hasta obtener el estado grafo |G〉 deseado. La secuencia de aplicación
de CZ en la que se invierte menos tiempo viene indicada en el circuito.

Teniendo en cuenta que ninguno de los qubits del par que participa en una CZ puede em-
plearse simultáneamente en más de una de estas operaciones, este método de preparación de
estados grafo se puede llevar a cabo en un tiempo mı́nimo que depende del grado del grafo (o
máximo grado de todos sus vértices) que represente al estado. Por ejemplo, en la Fig. 1.1 se
puede observar el circuito que corresponde a la preparación de un estado grafo; las operaciones
CZ que se encuentran a un mismo lado de cada ĺınea roja se realizan simultáneamente, y, de
acuerdo con el grado del grafo, se invierten tres pasos de tiempo en preparar el estado.

Otro método de preparación de estados grafo es aquel que consiste en elaborar un cluster,
que es una estructura como la de la Fig. 3.6, e ir eliminando qubits aplicando las medidas de
proyección adecuadas hasta conseguir el estado grafo deseado (caṕıtulo 3). El problema que
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surge con este método es que se consume más tiempo (y como consecuencia, el sistema que-
da expuesto durante más tiempo a las indeseadas interacciones con el entorno) que cuando se
emplea el procedimiento basado en CZ , pues es preciso construir en primer lugar el cluster y
posteriormente eliminar los qubits sobrantes.

En la última década se han desarrollado técnicas basadas en la aplicación de CZ para pre-
parar estados grafo de n qubits y m part́ıculas (para n > m), por ejemplo estados de 6 qubits
y 2 part́ıculas [51, 52], de 6 qubits y 4 part́ıculas [28], de 8 qubits y 4 part́ıculas [29], y de 10
qubits y 5 part́ıculas [29].

La definición 1 de estado grafo se fundamenta en la propiedad de que dos estados grafos di-
ferentes, |G(V,E)〉 y |G′(V,E′)〉, no pueden venir representados por el mismo grafo6. Demostrar
esta propiedad es inmediato a través del siguiente argumento:

Supongamos que se desea desentrelazar dos estados grafo distintos, |G〉 y |G′〉, para obtener
el estado vaćıo |+〉V . Como las operaciones de entrelazamiento CZ son unitarias, habrá que
aplicar tantas CZ sobre dichos estados como aristas haya. Si los dos estados grafo distintos
vienen representados por el mismo grafo G, entonces se deberá aplicar las mismas CZ sobre
estos estados para deshacer las mismas aristas, con lo cual

|+〉V =
∏

{a,b}∈E
CZab

|G〉 =
∏

{a,b}∈E
CZab

|G′〉

=
∏

{a,b}∈E
CZab

∏

{a,b}∈E′

CZab
|+〉V .

(1.13)

Esta igualdad será posible si y sólo si los estados grafo son iguales. Luego dos estados vendrán
representados por el mismo grafo si y sólo si son iguales.

1.4. Estado grafo y formalismo estabilizador

La forma tradicional de representar un estado cuántico es mediante su vector estado. Sin
embargo, esta representación no siempre es la más adecuada, pues uno de sus inconvenientes es
que el número de vectores base se incrementa de forma exponencial con el número de qubits. El
formalismo estabilizador proporciona una representación para los estados grafo basada única-
mente en ciertos operadores. Gracias a esta propiedad los estados grafo se pueden emplear en la
corrección cuántica de errores [61, 3, 4, 5], a través de códigos estabilizadores; como recurso en
computación cuántica basada en medidas [7, 8, 9, 11], y como laboratorio teórico para el estudio
del entrelazamiento [56, 57, 58, 21, 22].

6Los estados grafos |G(V,E)〉 y |G′(V,E′)〉 vendrán representados por estabilizadores distintos, S y S′, (ver
sección 1.4.3), y precisarán de un número diferente de puertas CZ para su preparación (ver sección 1.3.1). Es
en este sentido en el que dichos estados no pueden estar representados por un mismo grafo. Si dichos estados
poseyeran un entrelazamiento entre sus qubits tal que pertenecieran a la misma clase de equivalencia, śı podŕıan
ser representados por un mismo grafo pero sólo en el marco del estudio del problema de la clasificación del
entrelazamiento.
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Comenzaremos exponiendo las propiedades del grupo estabilizador.

1.4.1. Propiedades del grupo estabilizador

Un estabilizador S de n qubits se define como cualquier subgrupo abeliano del grupo de
Pauli Pn, que no contenga −I⊗n (si este operador estuviera incluido en el estabilizador S, en-
tonces estabilizaŕıa a su estado asociado |ψ〉, −I⊗n|ψ〉 = |ψ〉 = −|ψ〉, de donde se deduce que
|ψ〉 = 0). Los elementos de S se denominan operadores estabilizadores. El grupo estabilizador
se caracteriza por unas propiedades elementales que citaremos a continuación y que se pueden
encontrar con más detalle en la bibliograf́ıa [62, 1, 2]:

1. Si un estado es autoestado de autovalor +1 de un operador A, A|ψ〉 = |ψ〉, entonces se dice
que |ψ〉 es estabilizado por dicho operador, el cual recibe el nombre de operador estabilizador.
Por ejemplo, supongamos que el operador de Pauli σX , que denotaremos por X, actúa sobre los
estados |+〉 = 1√

2
(|0〉 + |1〉) y |−〉 = 1√

2
(|0〉 − |1〉)

X|+〉 = 1√
2
(|0〉 + |1〉), (1.14a)

X|−〉 = − 1√
2
(|0〉 − |1〉). (1.14b)

A la vista de estos resultados, el operador X estabiliza sólo al estado |+〉. Además, es el único
operador capaz de estabilizar a dicho estado. Se podŕıa realizar un estudio equivalente para el
autovalor −1. En tal caso el estado estabilizado por X seŕıa el |−〉.

2. La expresión general de los operadores estabilizadores es: g = ±g1 ⊗ . . .⊗ gn, con gi ∈ P1,
siendo P1 = {σ0, σx, σy, σz}. Estos operadores son hermı́ticos y las matrices que los representan
son de dimensión 2n × 2n.

3. Si g ∈ S, entonces −g 6∈ S.

4. La traza de un operador estabilizador diferente de la identidad es nula.

5. Si dos operadores estabilizadores, g y h, estabilizan un estado estabilizador |S〉, su pro-
ducto g · h estabilizará el mismo estado.

6. S como subgrupo de Pn, posee k operadores independientes que reciben el nombre de
operadores estabilizadores generadores u operadores generadores de S. Posee 2k operadores en
total, y lo conforman los k operadores generadores, todos los posibles productos entre ellos y el
operador identidad. Todos ellos conmutan a su vez con la identidad I. Por estas caracteŕısticas S
tiene estructura de grupo, y se denomina grupo estabilizador o abreviadamente estabilizador. Por
ser todos sus elementos compatibles entre śı, el grupo estabilizador es abeliano por construcción.
El rango de S coincide con el cardinal del conjunto de operadores generadores7, y, en general,

7Los operadores del grupo de Pauli de orden n se pueden expresar como vectores en notación binaria, lo que
permite, entre otras muchas aplicaciones, calcular el rango de un estabilizador S asociado a un estado grafo |G〉.
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en un sistema de n qubits se satisface que:

rang(S) ≤ n. (1.15)

7. SeaHS el subespacio vectorial común estabilizado por todos los elementos de S. El número
de estados linealmente independientes (l.i.) contenidos en HS (o equivalentemente, la dimensión
del subespacio HS) se determina mediante la traza del proyector sobre dicho subespacio. El
proyector se construye a través de los proyectores Pgk de los generadores gk del estabilizador,
Pgk = 1

2(I + gk), cuyas trazas valen

tr

(
I + gk

2

)
=

2n

2
= 2n−1. (1.16)

La lectura que acompaña a este resultado es que cada operador gk estabiliza 2n−1 estados l.i..
Extendiendo este razonamiento al conjunto de todos los generadores se construye el proyector
sobre el subespacio HS, y se obtiene su dimensión a través de la traza

tr

(
I + g1

2
· I + g2

2
· · · I + gk

2

)
=

2n

2k
= 2n−k. (1.17)

La dimensión del subespacio estabilizado HS es 2n−k, donde n es el número de qubits del sistema
y k el número de operadores generadores. Cada elemento del estabilizador S estabiliza el mismo
subespacio HS que es el subespacio más extenso que satisface: SHS = HS. Obsérvese que cada
proyector en (1.17) reduce a la mitad la dimensión del estado estabilizado por los proyectores
anteriores.

En el apartado siguiente relacionaremos los conceptos de estado estabilizador y estado grafo.

1.4.2. Estado grafo y estado estabilizador

Cualquier estabilizador S donde rang(S) = n (i.e., que sea de rango completo) estabiliza, de
acuerdo con la expresión (1.17), a un único estado puro denominado estado estabilizador |S〉.
Luego el estado estabilizador |S〉 es el único estado puro que es autoestado de autovalor +1 de
todos los elementos de S

S|S〉 = |S〉. (1.18)

Un estado estabilizador está completamente determinado por su estabilizador.

Un estado grafo es un estado estabilizador (caṕıtulo 5 sección 5.2). Luego a cada estado grafo
le corresponde un estabilizador que satisface

S|G〉 = |G〉. (1.19)

La forma más compacta de expresar un estado grafo de n qubits en términos de su estabili-
zador es

|G〉〈G| =
n∏

k=1

(
gk + I

2

)
, (1.20)
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donde los gk son los operadores generadores. Si se desarrollara esta expresión, el numerador
estaŕıa ocupado por los 2n operadores de S asociados al estado grafo, y el denominador por
el cardinal de este conjunto de operadores. Un ejemplo práctico donde se utiliza la expresión
(1.20) es en la obtención de testigos de entrelazamiento basados en operadores estabilizadores
[63, 64, 65], que esencialmente consiste en construir operadores que detectan el auténtico entre-
lazamiento multipartito en ciertos estados grafo.

1.4.3. Estabilizador de un estado grafo

A continuación describiremos cómo se obtienen los elementos del estabilizador S que carac-
terizan a un estado grafo |G〉 dado, a partir de su grafo G.

Cada arista del grafo representa una interacción Ising (ver sección 1.3) entre el par de qubits
(a, b) situado en sus extremos. A cada qubit i se le asigna un operador generador gi que se
construye a partir del producto tensorial entre la componente X de esṕın para el qubit i, la
componente Z para los qubits j ∈ Ni (donde Ni es la vecindad8 del qubit i), y la identidad I
para aquellos qubits k /∈ Ni, de modo que

gi = Xi

⊗

j∈Ni

Zj ; i = 1, . . . n. (1.21)

Por simplificar no hemos incluido en esta expresión la identidad. Cada uno de los gi se puede
interpretar como un “patrón de medida” a seguir en cualquier realización experimental con es-
tados estabilizadores, donde cada factor especifica qué componentes de esṕın medir sobre cada
qubit (la identidad equivale a no realizar ninguna medida).

Los posibles resultados de estas medidas son: mx = ±1 y mz = ±1. Y de acuerdo con la
expresión (1.21), han de estar correlacionados de forma que

mix

∏

j∈N(i)

mjz = 1. (1.22)

Los 2n elementos de S que estabilizan |G〉 proporcionan una colección de correlaciones entre
todos los posibles resultados de las medidas de las componentes de esṕın de cada qubit, que
caracterizan uńıvocamente al estado.

Tomaremos como ejemplo para la construcción de un estabilizador S el estado grafo |LC3〉.
Este estado es conocido como estado linear cluster de tres qubits, atendiendo al nombre por
el que se conoce en Información Cuántica al grafo que lo representa (ver Fig. 1.2). En general,
todos los estados grafo basados en grafos de este tipo se denominan estados linear cluster de n
qubits, y se denotan como |LCn〉.
Los operadores generadores viene dados por las expresiones (1.23a)-(1.23c).

8Ver definición de vecindad de un vértice de un estado grafo en el apéndice.
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Figura 1.2: Grafo que representa al estado grafo |LC3〉.

g1 = X1Z2I3, (1.23a)

g2 = Z1X2Z3, (1.23b)

g3 = I1Z2X3. (1.23c)

El resto de los elementos del estabilizador S se obtiene realizando todas las posibles multiplica-
ciones entre los gi sin que se repita ningún resultado

g1g2 = Y1Y2Z3, (1.24a)

g1g3 = X1I2X3, (1.24b)

g2g3 = Z1Y2Y3, (1.24c)

g1g2g3 = −Y1X2Y3. (1.24d)

Una forma compacta de expresar el producto de los generadores es ir acumulando todos los
ı́ndices en un mismo g, por ejemplo, g1g2 → g12. Para n = 3 hay un total de 23 = 8 operadores
estabilizadores, al incluir la identidad I = I1 ⊗ I2 ⊗ I3. Sólo existe un único estado grafo de tres
qubits que sea autoestado de estos 8 operadores estabilizadores, y es el |LC3〉.

A través del estabilizador S de un estado grafo dado |G〉, se puede analizar cómo evoluciona
éste cuando sobre él se realizan medidas proyectivas y transformaciones unitarias. Desarrollare-
mos este contenido en los siguientes apartados.

1.5. Estudio de la evolución de un estado grafo a través de su

estabilizador

El estabilizador de un estado grafo resulta de gran utilidad en el estudio de su evolución
bajo la acción de ciertas medidas y operadores unitarios. En este apartado estudiaremos cómo
evoluciona un estado grafo |G〉 tras la aplicación de medidas de Pauli y operadores del grupo de
Clifford, empleando su estabilizador S.

Estas operaciones transforman un estado estabilizador en otro que también es estabilizador,
lo cual permite el uso continuado del formalismo estabilizador para describirlos. Este hecho es
particularmente útil en corrección cuántica de errores [61, 3, 4, 5] (caṕıtulo 2), en computación
cuántica basada en medidas [7, 8, 9, 11] (caṕıtulo 3), y en el estudio del entrelazamiento de los
estados grafo [21, 22, 56, 57, 58] (caṕıtulos 5 y 6).

1.5.1. Medidas de Pauli

Las medidas de Pauli son las medidas proyectivas realizadas con operadores O pertenecien-
tes al grupo de Pauli Pn. Al realizar una medida de Pauli sobre un estado estabilizador |S〉, el
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resultado es otro estado estabilizador |S′〉 autoestado del operador O empleado en la medida.
Un medio para caracterizar el estado output es observar cómo O actúa sobre el conjunto de los
operadores generadores de S del estado input. Para ello se estudian los siguientes casos:

1. Si O conmuta con todos los generadores gi del estabilizador S.
Existen dos posibilidades, una de ellas es que O pertenezca al generador. Tal caso, de acuerdo
con la ecuación (1.17), supondŕıa que la dimensión del espacio estabilizado HS disminuiŕıa a la
mitad. Ahora bien, el espacio estabilizado HS está constituido únicamente por el estado estabi-
lizador (o estado grafo) |S〉 (|G〉), por lo que esta opción no es viable. La otra alternativa es que
O coincida con algunos de los elementos de S, y entonces: |S〉 = |S′〉.

2. Si O anticonmuta con uno o más elementos del generador.
En este caso, se debe encontrar el conjunto de generadores que caracterizan el estabilizador del
estado output a partir de los del estado input. Si O anticonmutara con más de un elemento del
generador de S (al que denotaremos como 〈g1, g2, . . . , gn〉), por ejemplo con g1 y g2, entonces
en base en la igualdad Og1g2 = −g1Og2 = g1g2O (equivalentemente, [O, g1g2] = 0) se podŕıa
reemplazar g2 por g1g2. De este modo O anticonmutaŕıa con un único elemento del generador.
Por tanto, se podrá suponer, sin pérdida de generalidad, que O anticonmuta con un único
elemento del generador, por ejemplo con g1.

O es un operador hermı́tico que satisface O2 = I, luego sus autovalores son ±1. Los pro-
yectores asociados a este operador son

(
I±O
2

)
, y las probabilidades asociadas a sus respectivos

resultados vendrán dadas por las expresiones

p(+1) = tr(〈ψ|
(
I +O

2

)
|ψ〉), (1.25a)

p(−1) = tr(〈ψ|
(
I −O

2

)
|ψ〉). (1.25b)

Empleando que g1|ψ〉 = |ψ〉 y que Og1 = −g1O, se tiene que

p(+1) = tr(〈ψ|
(
I +O

2

)
|ψ〉) = tr(〈ψ|

(
I +O

2

)
g1|ψ〉)

= tr(〈ψ|g1
(
I −O

2

)
|ψ〉) = tr(〈ψ|

(
I −O

2

)
|ψ〉),

(1.26)

es decir, p(+1) = p(−1), y dado que la suma de las probabilidades debe ser igual a 1, cada una
de ellas deberá ser igual a 1/2. Luego tras actuar O sobre |ψ〉 habrá un 50% de probabilidades
de que el estado resultante sea propio del operador O con autovalor +1, y en tal caso el conjunto
generador del estado vendrá dado por 〈O, g2, g3, . . . , gn〉; y otro 50% de probabilidades de que el
estado resultante sea propio del operador O con autovalor -1, por lo que el conjunto generador
deberá ser en este caso 〈−O, g2, g3, . . . , gn〉. O debe tener signo negativo para que estabilice al
estado |S′〉.

Los realización de sucesivas medidas de Pauli de un mismo operador se puede emplear para
hacer un estudio estad́ıstico de sus resultados. Las medidas destinadas a este objetivo son las
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medidas de correlación.

Las medidas de correlación satisfacen las siguientes propiedades:

1. Las correlaciones sólo tienen sentido entre operadores hermı́ticos que conmutan entre si
pues sus resultados se pueden obtener en un mismo experimento.

2. El cálculo de la correlación entre A y B, se realiza a través del producto AB, 〈AB〉. El
procedimiento a seguir consiste en primer lugar en medir a la vez A y B, a continuación se multi-
plican los resultados de dichas medidas y se promedia sobre un número determinado de intentos.

3. 〈AB〉 6= 〈A〉〈B〉, la igualdad tiene lugar únicamente cuando las medidas de A y B son
independientes, es decir, cuando no están correlacionadas.

Los operadores estabilizadores, son operadores de correlación (ver sección 1.4.3). Si la me-
dida de un operador de correlación sigue el procedimiento que aparece en el punto 2, entonces
será una medida de correlación. Las medidas de correlación son útiles en cualquier aplicación
donde se trabaje con operadores de correlación, como por ejemplo en las desigualdades de Bell
(caṕıtulo 7), pues almacenan los resultados siguiendo un procedimiento estad́ıstico.

1.5.2. Grupo de Clifford

El resultado de una transformación unitaria U sobre un estado estabilizador |ψ〉, U |ψ〉,
no es generalmente otro estado estabilizador. A nivel práctico, sólo nos interesa el conjunto de
operaciones unitarias que nos conduzca desde un estado estabilizador a otro. Si los estabilizadores
de los estados están constituidos por operadores del grupo de Pauli Pn, esta condición nos
restringe a únicamente a aquellos operadores unitarios U que transforman el grupo de Pauli en
si mismo bajo conjugación. Es decir, aquellas que satisfacen

S′ = USU † S, S′ ∈ Pn, (1.27)

o equivalentemente

Pn = UPnU
†. (1.28)

El grupo matemático de operaciones unitarias que encaja con estas caracteŕısticas es el grupo de
Clifford. Los elementos del grupo de Clifford son los operadores de Clifford. La acción de sus ope-
raciones se pueden describir en el marco del formalismo estabilizador. Esta propiedad es esencial
en el estudio y clasificación de los estados grafo y en la computación cuántica basada en medidas.

Primero estudiaremos el grupo local de Clifford, y después, extenderemos esta definición para
obtener la del grupo de Clifford.
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1.5.3. Grupo local de Clifford

El grupo local de Clifford [2] que actúa sobre un conjunto de n qubits (o simplemente gru-
po local de Clifford), denotado como Cn1 , comprende todas aquellas operaciones unitarias que
transforman el grupo de Pauli Pn en śı mismo bajo conjugación

Cn1 := {U ∈ U(2)n tal que UPnU
† = Pn}, (1.29)

es decir, Cn1 normaliza el grupo de Pauli, o bien, el grupo de Pauli es normalizado por Cn1 . Los
operadores del grupo local de Clifford son el resultado del producto tensorial de n operadores
pertenecientes al grupo de Clifford de un solo qubit [2], denotado como C1, que se define como

C1 := {U ∈ U(2) tal que UP1U
† = P1}. (1.30)

Salvo factor de fase, cualquier operación U ∈ C1 puede expresarse como el producto de los
operadores pertenecientes al conjunto {H,S} [3, 66], donde H es la matriz de Hadamard y S la
matriz de fase

H =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
, S =

(
1 0
0 i

)
. (1.31)

A modo de ejemplo, mostraremos la acción de los operadores H y S sobre los elementos de P1

y la matriz identidad:

HIH† = I, HXH† = Z, HY H† = −Y, HZH† = X, (1.32a)

SIS† = I, SXS† = Y, SY S† = −X, SZS† = Z. (1.32b)

La acción de transformar el grupo de Pauli en śı mismo bajo conjugación llevada a cabo por
los operadores de C1 consiste en permutar las matrices de Pauli entre śı, lo que puede producir
posibles cambios de signos únicamente en los operadores del grupo de Pauli de orden uno, pues
las matrices ±I e ±iI permanecen intactas. Por otra parte, dado que la conjugación es lineal,
basta conocer la acción de U ∈ C1 sobre dos matrices de Pauli cualesquiera para determinar el
resultado sobre la que resta.

Salvando los factores de fase, el grupo de Clifford C1 contiene un total de 24 elementos [1, 2],
que como alternativa a H y S, se pueden descomponer en términos de los operadores de Pauli
y rotaciones de ángulo Π

4 .
√

±σj = e±i
Π
4
σj , j = 1, . . . , 3. (1.33)

En la tabla 1.1 hemos seleccionado algunas de las 24 operaciones locales de Clifford. En la
primera fila aparecen las matrices de Pauli, y en las filas siguientes se muestra los cambios que
sobre ellas han originado las operaciones de Clifford de las filas correspondientes y que vienen
especificadas en la segunda columna.
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Tabla 1.1: Tabla donde se muestra la acción de cinco operadores, elegidos al azar de entre los
24 que salvo factor de fase generan el grupo local de Clifford [1, 2], sobre las matrices de Pauli.

σ1 σ2 σ3 Operación local de Clifford

σ1 σ2 σ3 σ0
−σ1 σ2 −σ3 σ2
σ1 σ3 −σ2

√−iσ1
σ3 −σ2 σ1 σ3

√
iσ2

−σ3 σ1 −σ2
√
iσ3

√−iσ2

Con objeto de entender cómo actúan los operadores locales de Clifford sobre las distintas
matrices de Pauli para un único qubit, nos detendremos en mostrar expĺıcitamente algunos de
los cálculos que se indican en la tabla 1.1. La operación indicada en la primera fila es trivial, y
la comprobación de la segunda es directa pues sólo intervienen en ella las matrices de Pauli

σ2σ1σ
†
2 = −σ1, σ2σ2σ

†
2 = σ2, σ2σ3σ

†
2 = −σ3. (1.34)

Para obtener los tres últimos resultados indicados en la tabla es más cómodo trabajar con esta
otra expresión de los operadores

e−iθσi = [1− 1

2!
θ2 + · · · ]I − i[θ − 1

3!
θ3 + · · · ]σi = cos(θ)I − isin(θ)σi, i=1,. . . ,3. (1.35)

1.5.4. Definición de grupo de Clifford

El grupo de Clifford que actúa sobre un conjunto de n qubits (o simplemente grupo de
Clifford) es generado [3, 66] por las operaciones H y S junto con una operación unitaria de dos
qubits, como la CZ o la controlled-NOT (puerta CNOT ) la cual se define como

CNOT =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


 (1.36)

Basándonos en esta propiedad se tiene que, salvo factor de fase, cualquier operador del grupo
de Clifford puede descomponerse en un producto del orden de n2 operadores o puertas [3, 62]
que se encuentran en el conjunto {H,S,CZ}.

Por definición, el grupo de Clifford normaliza al grupo de Pauli Pn (ver ecuaciones (1.32a) y
(1.32b)).
Al actuar los operadores del grupo de Clifford, U , sobre el conjunto de operadores generadores
del estabilizador S asociado a un estado grafo |G〉, el resultado es otro conjunto de operadores
generadores UgU † que caracterizan al nuevo estado estabilizador asociado al estado U |G〉 (ver
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caṕıtulo 5, sección 5.2)

g|G〉 = |G〉, (1.37a)

U(g|G〉) = U |G〉, (1.37b)

U(gUU †|G〉) = U |G〉, (1.37c)

(UgU †)U |G〉 = U |G〉, (1.37d)

g′|G′〉 = |G′〉. (1.37e)

1.6. Preparación de estados grafo

En esta sección citaremos algunos de los logros experimentales en la obtención de estados
grafo o encaminados a este objetivo. Muchos de ellos son planteados teóricamente para una
futura implementación, pero también se han conseguido resultados experimentales concretos.
Distinguiremos entre dos áreas, la óptica cuántica y confinamiento de part́ıculas.

Óptica cuántica

En óptica cuántica se ha dedicado mucho esfuerzo en la obtención experimental de recursos
cuánticos entrelazados, útiles en tareas de información y computación cuánticas. En las Refs.
[67] y [68] por primera vez se implementó experimentalmente una CNOT entre dos fotones,
y se mostró cómo se pod́ıan crear eficientemente estados cluster de fotones entrelazados en
polarización, respectivamente. Se han creado técnicas basadas en el hiperentrelazamiento [69,
70] que fueron evolucionando hasta llegarse a implantar experimentalmente [48, 53, 71, 72].
Estos resultados dieron paso a la creación de estados hiperentrelazados de 4, 5 y 6 fotones
[24, 73, 74, 75, 76, 77, 78]. Recientemente se han preparado estados de n qubits y m part́ıculas
(para n ≥ 6 y n > m), por ejemplo estados de 6 qubits y 2 part́ıculas [51, 52], de 6 qubits y 4
part́ıculas [28], de 8 qubits 4 part́ıculas [29], y de 10 qubits y 5 part́ıculas [29]. Avances recientes
apuntan hacia la creación de estado grafos empleando qudits [79] y la construcción de estados
clusters más resistentes al ruido [80].

Part́ıculas atrapadas

Los primeros estudios acerca de part́ıculas cuánticas atrapadas [81, 82] han dado lugar a
interesantes aplicaciones teóricas y experimentales donde el propósito es crear, manipular y
caracterizar estados entrelazados. La utilización de las diferentes técnicas de confinamiento tiene
la ventaja de ofrecer una mejor manipulación de las part́ıculas, el tiempo de coherencia de los
sistemas es relativamente grande, y los sistemas preparados son de fácil lectura. La mayoŕıa
de los estados entrelazados de muchas part́ıculas se basan en las CZ de Cirac-Zoller [83], y
en el método de Mølmer y Sørensen [84]. Tienen especial interés las propuestas teóricas de
entrelazamiento de dos qubits con iones atrapados [85, 86], simulación de una puerta cuántica
con iones atrapados [86], simulación de la interacción de Ising entre los espines de un sistema
de iones atrapados [87] para generar un cluster, entrelazamiento de iones sin aplicar puertas
[88]. Experimentalmente se ha logrado implementar una CNOT basada en una cadena de iones
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atrapados [89], entrelazar sistemas de cuatro átomos [90, 91], y se ha propuesto un método
eficiente para entrelazar átomos en un gas de Bose-Einstein condensado [92]. También se han
hecho propuestas teóricas de entrelazamiento de nanodieléctricos en una cavidad óptica [93], y de
entrelazamiento de un par de electrones [94]; que supondŕıa la base para el diseño de estructuras
de mayor dimensión. En la Ref. [95] se propone la preparación experimental de estados clusters
de 6 qubits con sistemas de iones atrapados, este resultado se basa en [96] que es una propuesta
para la creación del cluster de 4 qubits con iones atrapados. También se han obtenido estados
GHZ usando iones [90, 97].

ES = 1, RI4 = (0, 0, 0, 35), RI3 = (0, 0, 56), RI2 = (0, 28), 2−col : yes.|GHZ〉 = 1√
2
(|HHH〉+|V V V 〉).

(1.38)



Caṕıtulo 2

Corrección cuántica de errores

2.1. Introducción

La aparición del formalismo estabilizador está ligada a la corrección cuántica de los errores
que afectan a los qubits que intervienen en tareas de almacenamiento, procesado y comunicación
de la información cuántica, donde el correcto funcionamiento está condicionado por la presencia
de ruido. La teoŕıa básica de códigos de corrección de errores describe los métodos de protección
de un sistema cuántico contra el ruido, aśı como sus limitaciones. A través de los procesos de
decodificación se devuelve el sistema codificado a su forma original, aunque el éxito no está ga-
rantizado.

Con objeto de proporcionar una visión más amplia de las aplicaciones de los estados grafo, y
por extensión de los estados estabilizadores, desarrollaremos una breve introducción a la teoŕıa
cuántica de corrección de errores. Comenzaremos con la corrección de errores clásicos en la
sección 2.2, en la que se mostrará como ejemplo el método clásico para la corrección del error bit-
flip. En la sección 2.3 se aportan los motivos por los que los sistemas cuánticos no pueden adoptar
el modelo clásico de corrección de errores, además se introducirán las técnicas de corrección
cuánticas para el error bit-flip, el phase-flip, y el código de nueve qubits de Shor. En estas
secciones se emplean operadores estabilizadores en las etapas de detección y recuperación del
estado codificado. La sección 2.4 trata del procedimiento de discretización de errores. Por último,
en la sección 2.5 destacaremos el papel de los códigos grafo (que son códigos estabilizadores [4, 5])
en la corrección cuántica de errores y aportaremos ejemplos sencillos.

2.2. Corrección clásica de errores

El funcionamiento óptimo de los dispositivos electrónicos depende de cuán protegida esté la
información que se procesa de las posibles modificaciones no controladas que pudieran sufrir.
Las diversas causas de la corrupción de la información se engloban bajo un único término, el
ruido. Los métodos de protección contra el ruido consisten básicamente en añadir información
redundante al mensaje de forma que si se corrompe, la redundancia aplicada sea suficiente como
para absorber la mayor parte del daño, y mediante algún proceso de recodificación se pueda
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recuperar el mensaje original.

Un ejemplo que exhibe con claridad la aplicación de la redundancia de la información como
medida de protección es el código de corrección del error bit-flip.

2.2.1. Código de repetición para corregir el error bit-flip

Supongamos que se env́ıa un bit de información desde un lugar a otro a través de un canal
de comunicación clásico ruidoso. El efecto del ruido del canal sobre el bit consistirá en conmutar
el bit transmitido (de 0 a 1 ó de 1 a 0), con una cierta probabilidad p > 0, o dejar el bit intacto
(sin error) con probabilidad 1− p. Un canal de este tipo se denomina canal binario simétrico y
el error que produce es el bit-flip.

Un procedimiento simple para proteger al bit de los efectos del ruido durante su paso por
el canal simétrico binario, consiste en aportar información redundante sustituyéndolo por tres
copias idénticas del mismo

0 7→ 000, 1 7→ 111. (2.1)

Se suele emplear la terminoloǵıa 0 lógico y 1 lógico para aludir a las cadenas de bits 000 y 111
respectivamente, ya que juegan el papel de los bits 0 y 1.

Si un emisor env́ıa a través del canal alguno de los bits lógicos, el receptor recibirá al otro
lado del mismo un output formado por tres bits, donde cabe la posibilidad de que al menos uno
de ellos haya sido afectado por el error. El receptor deberá discernir cuál de ellos se ha permu-
tado. Para ello, empleará el método del voto mayoritario que consiste en tomar como output el
que corresponde al valor binario que aparece más veces. Por ejemplo, si el emisor env́ıa el bit
lógico 000 y al receptor le llega el bit lógico corrompido 100, éste interpretará que el primer bit
ha sido afectado por el error bit-flip. El voto mayoritario falla si dos o más bits del bit lógico
son conmutados por el canal, y acierta en caso contrario. La probabilidad de que resulten con-
mutados dos o más bits por el canal viene dada por pe = 3p2(1−p)+p3 = 3p2−2p3|1. El código
redundante hará que la transmisión de información a través del canal sea más fiable, en com-
paración con el env́ıo de un único bit, siempre y cuando se cumpla la condición: pe < p, con p < 1

2 .

El tipo de código que acabamos de describir se denomina código de repetición, ya que se
codifica el mensaje que deseamos enviar repitiéndolo cierto número de veces. Esta es la idea
básica en la que reposan las técnicas de corrección clásicas más sofisticadas. La redundancia que
se aplica sobre los bits, está en proporción con la severidad del ruido del canal.

1Si los errores bit-flip que sucedan en distintos bits son independientes, el primer sumando de la expresión
engloba las tres posibles formas de que se produzcan errores en dos de los tres bits, y ninguno en el que queda; y
el segundo sumando se refiere al caso en que los tres bits se vean afectados por el error.
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2.3. Corrección cuántica de errores

Cuando los recursos utilizados son cuánticos, el procedimiento de corrección de errores con-
siste en codificar la información que se desea proteger en estados cuánticos robustos contra el
ruido y fácilmente decodificables. Los códigos cuánticos de corrección de errores realizan esta
tarea empleando básicamente la misma estrategia de redundancia que en el caso clásico. Sin
embargo, las diferencias entre la Información Clásica y la Información Cuántica revelan ciertos
factores de carácter fundamental a tener en cuenta a fin de hacer que tales códigos sean realiza-
bles, y se trata de los tres siguientes:

1. El teorema de no clonación2. Si se adoptara el método del código de repetición y se apli-
cara sobre un estado cuántico desconocido, seŕıa necesario realizar múltiples copias del mismo;
hecho inviable por entrar en contradicción con el teorema de no clonación.

2. Los errores son continuos. El método clásico está diseñado para corregir errores discretos,
como el bit- flip, pero los errores cuánticos podŕıan consistir en cambios pequeños, del orden de
un cierto ǫ, que afectaŕıan imperceptiblemente a las amplitudes del estado de un único qubit
|ψ〉 = α|0〉 + β|1〉. Estos errores podŕıan irse acumulando en el tiempo; además, dependiendo
de su naturaleza podŕıa no existir un modelo clásico análogo (sección 2.3.2) que sirviera de
gúıa para elaborar una solución cuántica. Determinar exactamente qué error es el que ha tenido
lugar a fin de corregirlo parece requerir, por tanto, infinita precisión, y por ello infinitos recursos.

3. La medida destruye la información cuántica3. En corrección clásica de errores se observa

2Como resultado del teorema de no clonación formulado por Wooters y Zurek en 1982 [98], no se puede crear
el duplicado de un bit cuántico en un estado desconocido sin perturbar por ello de manera descontrolada el estado
original. Su demostración se puede hacer considerando el espacio de Hilbert H del conjunto formado por dos
estados originales |ψ1〉 y |ψ2〉, el estado ancila |ψ0〉 (i.e., aquel que hace la veces de “papel en blanco” sobre el que
se “imprimirá” la nueva copia) y el entorno |E0〉 (i.e., es el conjunto formado por máquina encargada de hacer la
copia y el medio que rodea); y un superoperador unitario F. Con estos elementos se intenta hacer dos copias, una
de cada estado:

H := Horig ⊗Hcopy ⊗Henv. (2.2)

F |ψ1〉|ψ0〉|E0〉 = F |ψ1〉|ψ1〉|E1〉, (2.3a)

F |ψ2〉|ψ0〉|E0〉 = F |ψ2〉|ψ2〉|E2〉. (2.3b)

Si multiplicamos las expresiones anteriores, resulta

〈ψ1|ψ2〉 = 〈ψ1|ψ2〉2〈E1|E2〉. (2.4)

Al ser todas las amplitudes de probabilidad de módulo menor o igual que la unidad, la ecuación (2.4) se satis-
fará sólo si 〈ψ1|ψ2〉 = 0, o bien, 〈ψ1|ψ2〉 = 1. Luego, en general, la máquina no puede copiar dos estados distintos,
arbitrarios y no ortogonales.

3Aparte de las medidas estándar o fuertes (que son las que destruyen la información cuántica de un sistema y
las que hasta ahora se han venido realizando), la MC ofrece una gran variedad de medidas con la única restricción
de que exista una equilibrio entre la información ganada y la perturbación que se realiza sobre el estado. Las
medidas débiles entran dentro de esta grupo y se caracterizan por perturbar muy poco al sistema. La desventaja
que ofrece este tipo de medidas es que a cambio sólo se obtiene una pequeña cantidad información, lo cual no ha
impedido que se obtengan resultados exitosos en ciertas aplicaciones [99].
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el output de un canal comprobando los bits uno por uno, y entonces se decide qué procedimiento
de decodificación hay que aplicar para recuperar el estado original. Generalmente, la observación
afecta a los sistemas cuánticos transformándolos en otros distintos, y como consecuencia, la in-
formación codificada al principio se modifica de forma irreversible. Esto hace que la recuperación
de los estados pueda ser imposible.

Estos factores impiden que se puedan aplicar directamente las técnicas clásicas de correc-
ción de errores en los sistemas cuánticos. En algunos casos, cuando los errores cuánticos tienen
análogos clásicos, las técnicas clásicas de corrección se pueden adaptar adecuadamente para
corregirlos. Los procesos cuánticos de corrección de errores están caracterizados por las etapas
de codificación, detección e identificación de errores, y recuperación; y protegen la información
cuántica del ruido, bajo ciertas limitaciones.

En el siguiente apartado se expondrá brevemente la adaptación del código clásico de correc-
ción del error bit-flip a un escenario cuántico.

2.3.1. El código cuántico de tres qubits para el error bit-flip

Los sistemas cuánticos interaccionan con el medio que los rodea que interfieren en sus propie-
dades, por este motivo los entornos de los sistemas son considerados ruidosos. Un canal cuántico
genérico se puede representar en términos de una interacción unitaria entre el sistema cuántico
y un entorno ruidoso. De este modo, cuando se dice que un estado se env́ıa a través de un canal
ruidoso, quiere decir que el entorno al que se ve expuesto produce sobre él, a través de dicha
interacción, un determinado tipo de error.

El canal bit-flip es el equivalente cuántico del canal simétrico binario. Si se env́ıa un estado
cuántico inicial |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉 a través de un canal bit-flip, entonces con una probabilidad
p se intercambiarán los estados |0〉 y |1〉. Este canal se representa por el operador unitario de
Pauli σx, que denotaremos por X, también conocido como operador bit-flip. La probabilidad de
que el estado no resulte afectado tras su paso por el canal es de 1− p.

La codificación que puede utilizarse para proteger a los qubits del efecto del ruido en este
canal, consiste en sustituir los vectores |0〉 y |1〉, por sus respectivos representantes lógicos |0L〉
y |1L〉

|0〉 −→ |0L〉 = |000〉, (2.5a)

|1〉 −→ |1L〉 = |111〉. (2.5b)

Entonces el estado codificado es

|ψcod〉 = α|000〉 + β|111〉. (2.6)

Esta codificación no supone copiar el estado |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉 por triplicado, es decir,

|ψcod〉 = α|000〉 + β|111〉 6= (α|0〉 + β|1〉)⊗3. (2.7)
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Experimentalmente, el circuito para proteger al estado de un qubit del error bit-flip consta de
dos CNOT , que entrelazan el estado |ψ〉 que hace de control, y dos estados |0〉 que ejercen de
ancilas. Los estados input y output son: |ψin〉 = (α|0〉 + β|1〉) ⊗ |0〉 ⊗ |0〉 = α|000〉 + β|100〉
y |ψcod〉 = U

(13)
CNOT

U
(12)
CNOT

(α|000〉 + β|100〉) = α|000〉 + β|111〉, respectivamente. El esquema del
circuito viene representado en la Fig. 2.1.

Una vez codificado el estado, se hace pasar a través del canal. Supongamos que cada uno de
los tres qubits pasa por una copia independiente del canal bit-flip, y que las condiciones de ruido
son tales que ocurre algún error sobre a lo sumo un qubit del estado codificado. Los posibles
errores, denotados como εi, que podŕıan afectar al estado |ψcod〉 (lo que se expresa como ε|ψcod〉)
son

ε0 = I ⊗ I ⊗ I → no hay ningún error, (2.8a)

ε1 = X ⊗ I ⊗ I → bit-flip en el qubit 1, (2.8b)

ε2 = I ⊗X ⊗ I → bit-flip en el qubit 2, (2.8c)

ε3 = I ⊗ I ⊗X → bit-flip en el qubit 3. (2.8d)

Llegados a este punto, es preciso detectar qué tipo de error se ha producido y cómo repararlo,
es decir, qué qubit ha salido afectado y cómo se puede “recomponer” con vistas a recuperar el
estado inicial. Esta parte del proceso se desglosa en dos etapas:

1. Detección del error o diagnóstico del śındrome. Las medidas de śındrome informan acerca
de qué error se ha producido, sin inferir nada de los valores de α y β. Luego no causan ningún
cambio en el estado protegido por el código. Los resultados de las medidas de śındrome se
conocen como śındromes de error. Para el canal bit-flip hay cuatro medidas de śındrome, dadas
operadores proyectores:

P0 = |000〉〈000| + |111〉〈111| → si ε0, (2.9a)

P1 = |100〉〈100| + |011〉〈011| → si ε1, (2.9b)

P2 = |010〉〈010| + |101〉〈101| → si ε2, (2.9c)

P3 = |001〉〈001| + |110〉〈110| → si ε3. (2.9d)

Por ejemplo, supongamos que ocurre un bit-flip en el qubit 2, entonces el estado afectado por
el ruido queda como

|ψ′
cod〉 = (I ⊗X ⊗ I)(α|000〉 + β|111〉) = α|010〉 + β|101〉. (2.10)

En este caso, 〈ψ′
cod|P2|ψ′

cod〉 = 1, mientras que el resultado de las medidas de los otros proyecto-
res es cero.

2. Recuperación del estado original. En esta última etapa se utiliza el diagnóstico del śındrome
de error para inferir qué procedimiento es el adecuado aplicar con vistas a recuperar el estado ini-
cial. Continuando con el ejemplo anterior, bastará con aplicar el operador I⊗X⊗I sobre el estado
dado por la expresión (2.10) para restaurar el estado inicial α|000〉+β|111〉. El código cuántico de
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tres qubits para el error bit-flip muestra las mismas limitaciones que su análogo clásico, es decir,
el método de corrección funciona perfectamente cuando haya a lo sumo un error bit-flip en uno de
los tres qubits, y esto ocurre con una probabilidad (1−p)3+3p(1−p)2 = 1−3p2+2p3. La proba-
bilidad de que permanezcan errores sin corregir es su expresión complementaria, pe = 3p2− 2p3.
Para p < 1

2 , la codificación y decodificación descritas implican más fiabilidad que la no interven-
ción, en cuanto a la conservación del estado cuántico se refiere4.

Hay otra forma de realizar las medidas de śındrome y que conecta con el formalismo esta-
bilizador. Se trata de realizar dos medidas conjuntas sobre dos qubits. Los operadores que se
emplean en este caso son: Z ⊗ Z ⊗ I = Z1Z2 y I ⊗ Z ⊗ Z = Z2Z3, donde Zi representa el
operador σz de Pauli actuando sobre el qubit i. Los autovalores de estos observables se pueden
interpretar como medidas comparativas entre los qubits indicados por los sub́ındices. Sus resul-
tados se emplean para esclarecer si se produjo o no algún error de tipo bit-flip entre los qubits
del código. Los diferentes casos que se presentan son:

Si Z1Z2 = +1 y Z2Z3 = +1, con alta probabilidad no ha tenido lugar bit-flip en ninguno de
los tres qubits.

Si Z1Z2 = +1 y Z2Z3 = −1, con alta probabilidad hubo un bit-flip en el tercer qubit.

Si Z1Z2 = −1 y Z2Z3 = +1, con alta probabilidad hubo un bit-flip en el primer qubit.

Si Z1Z2 = −1 y Z2Z3 = −1, con alta probabilidad hubo un bit-flip en el segundo qubit.

La realización de medidas colectivas no proporciona información sobre las amplitudes del
estado codificado, de forma que es posible su recuperación en caso de producirse algún error5.

4El estado cuántico pertenece a un espacio continuo, por lo que pueden producirse otros errores que corrompan
al estado una cantidad infinitesimal. Una forma de comprobar que las correcciones han sido suficientemente
efectivas como para que la recuperación del estado se pueda considerar satisfactoria, es empleando la fidelidad

cuántica, dada por la expresión: F (|ψ〉, ρ) =
√

〈ψ|ρ|ψ〉. La corrección cuántica de errores se lleva a cabo con
objeto de incrementar la fidelidad con que se almacena la información cuántica, hasta una cantidad lo más
próxima posible a la unidad. Respecto a la corrección bit-flip, si

ρ1 = (1− p)|ψ〉〈ψ|+ pX|ψ〉〈ψ|X, (2.11a)

ρ2 = [(1− p)3 + 3p(1− p)2]|ψcod〉〈ψcod|+ · · · , (2.11b)

son el estado de un qubit afectado por este error, y el mismo estado corregido (y por tanto codificado en tres
qubits) y recuperado (los puntos suspensivos indican que las contribuciones de los errores bit-flip sobre más de un
qubit las hemos ignorado), respectivamente. Si comparamos las fidelidades de ambos estados cuánticos, tenemos
que la mı́nima fidelidad para el primer caso es F1 =

√

〈ψ|ρ1|ψ〉 =
√
1− p; mientras que para el segundo es al

menos F2 =
√

〈ψ|ρ2|ψ〉 =
√

1− 3p2 + 2p3. Entonces, si p < 1
2
→ F2 > F1, es decir, el código de corrección de

tres qubits para el error bit-flip es efectivo.
5Nótese que si se hubieran realizado medidas de un sólo qubit sobre |ψcod〉, por ejemplo Z2 de resultado +1,

el estado colapsaŕıa a |ψcod〉 = |000〉, y entonces no se podŕıa recuperar el estado original.
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2.3.2. Código cuántico de tres qubits para el error phase-flip

No todos los canales que producen errores sobre los qubits tienen una contrapartida en el
terreno clásico. Este es el caso del error phase-flip. El canal phase-flip o conmutador de fase
de un qubit lo mantiene intacto con una probabilidad 1 − p, y actúa sobre él alterando la fase
relativa de los estados |0〉 y |1〉, con una probabilidad p. Este efecto es simulado eficientemente
por la acción del operador Z de Pauli sobre el estado de un qubit, y no posee análogo clásico,
pues la fase no es una propiedad de los canales clásicos.

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉 1−p−−→ |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉, (2.12a)

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉 p−→ Z|ψ〉 = Z(α|0〉+ β|1〉) = α|0〉 − β|1〉. (2.12b)

La táctica a emplear para detectar y corregir este tipo de error es similar al caso del error bit-
flip, pues estos canales son unitariamente equivalentes, es decir, bajo la acción de un operador
unitario U (en este caso el operador de Hadamard) la acción de un canal es la misma que la del
otro si el operador que simula el efecto del primer canal va precedido de U y seguido por U †,
finalmente estos operadores se incorporan trivialmente al protocolo de corrección.

Para hacer efectiva la equivalencia entre los dos canales, los estados de un qubit se expre-
san en la base de Hadamard6. A partir de la formalización de este cambio de base, es posible
simular la acción del canal flip-bit sobre los qubits que se exponen a sus efectos, es decir, si
la acción del canal bit-flip consist́ıa en conmutar los estados |0〉 y |1〉 a través del operador X,
X|0〉(|1〉) = |1〉(|0〉), el canal phase-flip conmutará los estados |+〉 y |−〉 a través del operador Z
de Pauli, Z|+〉(|−〉) = |−〉(|+〉). En esta nueva base, la codificación que protege el estado de los
errores phase-flip vendrá dada por los estados lógicos |0L〉 = |+++〉 y |1L〉 = | −−−〉, de modo
que el estado de un qubit codificado es: |ψcod〉 = α|+++〉+β|−−−〉. En la Fig. 2.2 se especifica el
circuito que codifica el estado |ψ〉. Se observa que en primer lugar se entrelazan los qubits, y lue-
go actúan las matrices H sobre los estados |ψ〉, |0〉 y |1〉, con objeto de realizar el cambio de base.

La detección de errores se realiza a través de nuevas medidas proyectivas que se obtienen
a partir de las dadas por las ecuaciones (2.9a)-(2.9d) conjugándolas con el operador de Hada-
mard, Pj 7−→ P ′

j ≡ H⊗3PjH
⊗3. O bien midiendo los observables H⊗3(Z1Z2)H

⊗3 = X1X2 y

H⊗3Z2Z3H
⊗3 = X2X3, y realizando un análisis comparativo entre los signos resultantes (como

en la sección 2.3.1). El protocolo de corrección de errores se completa aplicando la operación de
recuperación adecuada, y posee la misma probabilidad de éxito que en el error bit-flip.

En el siguiente apartado expondremos el código de corrección de errores de 9 qubits de Shor.

2.3.3. El código de 9 qubits de Shor

El código de 9 qubits de Shor consiste en una combinación de los códigos de tres qubits para
los errores bit-flip y phase-flip. El proceso de codificación se desarrolla siguiendo una jerarqúıa

6Partiendo de los vectores propios del operador Hadamard, |+〉 = 1√
2
(|0〉+ |1〉) y |−〉 = 1√

2
(|0〉− |1〉), expresar

el estado general de un qubit |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉 en esta base es inmediato.
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de niveles que se conoce como concatenación. Si |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉 es el qubit de partida, la
concatenación comienza con la codificación de los estados |0〉 y |1〉 mediante el código phase-flip
(|0〉 7−→ |+++〉, |1〉 7−→ | −−−〉), resultando |ψ〉 = α|+++〉+ β| − −−〉; en el siguiente paso
se codifica cada qubit de acuerdo con el código bit-flip. El estado resultante tras este proceso es
|ψ〉cod = α|0L〉+ β|1L〉, donde

|0L〉 =
(|000〉 + |111〉)(|000〉 + |111〉)(|000〉 + |111〉)

2
√
2

, (2.13a)

|1L〉 =
(|000〉 − |111〉)(|000〉 − |111〉)(|000〉 − |111〉)

2
√
2

. (2.13b)

El código de Shor es capaz de proteger la información cuántica frente a errores de tipo bit-flip,
phase-flip, bit-phase-flip, y, como veremos en el siguiente apartado, también frente a errores
de tipo arbitrario. La detección y corrección del error bit-flip se puede realizar aplicando el
procedimiento de śındrome y recuperación visto en el apartado 2.3.1. Respecto a los errores de
tipo phase-flip, los posibles cambios de signo se podrán observar en los términos entre paréntesis
que conforman los bloques de las expresiones (2.13a) y (2.13b); por ejemplo, si el bloque (|000〉+
|111〉) se transforma en (|000〉 − |111〉), entonces se ha producido un phase-flip. Las medidas
de śındrome se llevan a cabo con operadores lo suficientemente “grandes” como para captar
los cambios de signos entre bloques. Por ejemplo, para comparar los signos entre el primer y el
segundo bloque se emplean los operadoresX1X2X3X4X5X6 yX4X5X6X7X8X9. La recuperación
del estado se logra sin más que aplicar el operador Z1Z2Z3. Si ha tenido lugar un error combinado
entre los dos anteriores, el problema se afronta por partes, primero resolviendo un tipo de error
y luego el otro. La Fig. 2.3 muestra el circuito para codificar el estado de un quit con este código.

2.4. Discretización de errores

En la mayoŕıa de los casos no se conoce exactamente qué ruido está afectando a un siste-
ma cuántico. Lo más práctico seŕıa disponer de códigos, C, y de operaciones de recuperación
de errores, R, que pudieran emplearse para afrontar cualquier tipo de error (ya sea discreto o
continuo) que sea susceptible de producirse.

La discretización de errores es el método de corrección de errores cuántico que posee estas
caracteŕısticas, y se basa en la siguiente estrategia:

Supongamos que un ruido de tipo arbitrario afecta a un sólo qubit y que se puede representar
mediante un operador unitario ε, que conserve la traza: ε =

∑
iEi, donde

∑
i |Ei〉〈Ei| = I.

Entonces, su efecto sobre el estado de un sólo qubit es: ε(|ψ〉〈ψ|) =
∑

iEi(|ψ〉〈ψ|)E
†
i . Para

analizarlo, es mucho más sencillo hacer un seguimiento de uno solo de los operadores Ei. Como
operador de un único qubit se podrá descomponer en suma de la identidad y las tres matrices
de Pauli

Ei = eioI + ei1X1 + ei2Y1 + ei3Z1. (2.14)

Es decir, un error arbitrario se puede descomponer en una suma discreta de errores bit-flip,
bit-phase-flip (representado por el operador de Pauli Y1) y phase-flip. Luego el estado norma-
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lizado Ei|ψ〉 se puede describir como una superposición de cuatro términos: |ψ〉, X1|ψ〉, Z1|ψ〉
y Z1X1|ψ〉. Una medida de śındrome de error lo colapsaŕıa a uno de estos cuatro términos y el
estado original se podŕıa recuperar mediante la adecuada operación de inversión. Esto mismo es
cierto para todos los términos Ei, produciéndose la corrección de errores arbitrarios.

Este resultado de la discretización de errores permite afirmar que con el código de Shor se
puede corregir cualquier error arbitrario en un qubit.

Si los efectos del ruido afectan a más de un qubit, una aproximación que suele emplearse
consiste en suponer que los errores sobre cada qubit se pueden tratar de forma independiente,
y si los efectos son lo suficientemente pequeños, es posible expandir la acción total del ruido
como suma de términos que involucran, ningún error, error en un qubit, error en dos qubits,...; y
tras desechar los de orden mayor que uno, obtener la expresión del error final. También existen
soluciones para aquellas situaciones en las que la aproximación de errores independientes no es
adecuada, para más detalle consultar las Refs. [62, 100].

En el apartado 2.3.1 se mostró que las medidas de śındrome pod́ıan llevarse a cabo a través
de la realización de medidas colectivas de ciertos operadores del grupo de Pauli. Este método
conecta el formalismo estabilizador con la corrección cuántica de errores. En la siguiente sección,
mostraremos que el formalismo estabilizador se puede emplear estratégicamente no sólo en la
etapa de śındrome-recuperación de cualquier procedimiento cuántico de corrección de errores,
sino también en todo el proceso de corrección.

2.5. Códigos estabilizadores de corrección cuántica de errores

Los códigos grafo de corrección de errores son aquellos que se obtienen a partir de estados
grafo. De acuerdo con los resultados de Schlingemann [4, 5], todo código grafo es también un
código estabilizador, pues existe entre ellos una relación de equivalencia a través de operaciones
de Clifford. En este trabajo, por comodidad, hemos elegido introducir los códigos estabilizadores.

Un código de estabilizador [n,m], también denotado como C(S), se define como el espacio
vectorial VS estabilizado por un subgrupo S del grupo de Pauli Pn, tal que −I⊗n /∈ S. S posee
k = n −m operadores generadores independientes que conmutan entre śı, S = 〈g1, . . . , gk〉. La
dimensión del espacio estabilizado por S es dimVS = 2m, es decir, S estabiliza un total de 2m

vectores ortonormales, que conforman el código estabilizador (i.e., los estados que utilizaremos
como estados lógicos al codificar un estado de partida).

Si los errores E que se producen en el canal pertenecen al grupo de Pauli Pn, entonces actúan
sobre el estado codificado de forma similar a como lo haćıan las medidas del grupo de Pauli sobre
un estado estabilizador dado (caṕıtulo 1, sección 1.5.1). Por lo tanto, emplearemos una diserta-
ción similar para estimar el efecto que tienen estas medidas sobre el código estabilizador de un
estado. Distinguiremos entre las siguientes situaciones:
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1. E ∈ Pn y anticonmuta con algún operador del estabilizador S. La acción de E sobre el
estado codificado repercute indirectamente sobre el estabilizador S de C(S), transformándolo
en otro conjunto estabilizador S′ correspondiente a un espacio C(S′) ortogonal al primero. Este
error es detectable y admite corrección. Como ejemplo ilustrativo, veamos el siguiente caso:

Supongamos que el código estabilizador viene indicado por el par [n,m] = [3, 1], considere-
mos el estabilizador S dado por S = {I, Z1Z2, Z2Z3, Z1Z3}7. Caracterizaremos el estabilizador.
La dimensión del subespacio estabilizado por S es dim VS = 2m = 21 = 2, y S es generado por
k = n−m = 2 operadores generadores. Veamos:

El operador Z1Z2 estabiliza el subespacio generado por los vectores {|000〉, |001〉, |111〉, |110〉}.

El operador Z2Z3 estabiliza el subespacio generado por los vectores {|000〉, |100〉, |011〉, |111〉}.

El operador Z1Z3 estabiliza el subespacio generado por los vectores {|010〉, |101〉, |000〉, |111〉}.

Luego el subespacio estabilizado por S = 〈Z1Z2, Z2Z3〉 es {|000〉, |111〉}, el cual constituye el
código estabilizador C(S). El estado de un qubit |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉 es codificado a través C(S)
en el estado |ψcod〉 = α|000〉 + β|111〉.

Supongamos que los errores E son generados por el conjunto de operadores {Z1,X2, Z3},
entonces, el conjunto total de errores contendrá 23 − 1 elementos (excluyendo la identidad). De
entre los cuales, sólo los errores representados por los operadores X2, Z1X2, X2Z3 y Z1X2Z3,
basándonos en las propiedades del grupo de Pauli (ver apéndice), anticonmutarán con algún
elemento de S. Los errores X2 y Z1X2Z3 son del tipo bit-flip, y al actuar sobre |ψcod〉, lo
transforman en |ψ′

cod〉 = α|010〉+ β|101〉. El diagnóstico del śındrome se realiza haciendo actuar
sobre el estado |ψ′

cod〉 el conjunto generador {Z1Z2, Z2Z3}, y observando si han tenido lugar
cambios de signo (los operadores gk tiene la misma función que los operadores de śındrome de
medida vistos en secciones anteriores). En este caso, el conjunto generador se transforma en
{−Z1Z2,−Z2Z3}, lo que indica que el error se ha producido en el segundo qubit. La forma de
recuperar el estado es aplicando X2 sobre |ψ′

cod〉.
Los operadores Z1X2 y X2Z3, transforman el estado |ψcod〉, en |ψ′

cod〉 = α|010〉 − β|101〉 que
se caracteriza de nuevo por el conjunto generador {−Z1Z2,−Z2Z3}. Con esta información es
posible corregir el error bit-flip, pero no el phase-flip, por lo que seŕıa conveniente expresar el
estado output en la base propia del operador X (sección 2.2) y verificar los cambios del genera-
dor del nuevo estabilizador con el fin de completar la corrección.

2. Si E ∈ Pn y E ∈ S. Entonces, el estado no se modifica. En el ejemplo anterior, los opera-
dores que poseen esta caracteŕıstica son Z1, Z3 y Z1Z3. Desde esta perspectiva, los operadores
estabilizadores de cualquier estado grafo constituyen en realidad un conjunto de errores contra
los que dichos estados están automáticamente protegidos, y por ello no es necesario intervenir
si se dan en algún canal ruidoso.

7La identidad I estabiliza a cualquier estado, por lo tanto, a veces la omitiremos en los conjuntos estabilizadores
de error.
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3. Si E ∈ Pn, E /∈ S y conmuta con todos los elementos de S. Un error de este tipo trans-
forma el estado original, pero los operadores generadores de S son incapaces de detectarlo.
Por ejemplo, los bit-flip múltiples (ε1 = X1X3, ε2 = X1X2, ε3 = X2X3, ε4 = X1X2X3) conmu-
tan con todos los operadores estabilizadores de S, no pertenecen a S , afectan al estado |ψcod〉,
y no son detectados por los operadores generadores de S.

Como sabemos, un ejemplo de código estabilizador de corrección de errores cuántico es el
código de 9 qubits de Shor. Se trata del código [n,m] = [9, 1], con 8 operadores generadores gk
que estabilizan un espacio de dimensión dimVS = 2(9−8) = 2, constituido por los estados lógicos
dados por las ecuaciones (2.13a) y (2.13b). Se añaden 8 qubits para proteger la información del
primero.

gk(Shor) ≡





g1 Z Z I I I I I I I
g2 I Z Z I I I I I I
g3 I I I Z Z I I I I
g4 I I I I Z Z I I I
g5 I I I I I I Z Z I
g6 I I I I I I I Z Z
g7 X X X X X X I I I
g8 X I I I X X X X X.

(2.15)

Los errores que son susceptibles de corregirse empleando el código estabilizador de corrección de
errores de 9 qubits de Shor, son los que se encuentran en el conjunto E = {I,X1, Y1, Z1; . . . ;X9, Y9, Z9},
es decir, cualquier error arbitrario de un qubit.

A grandes trazos, el fundamento de cualquier protocolo de corrección cuántico de errores
consiste en codificar los estados cuánticos, mediante alguna operación unitaria Ucod, en un códi-
go de corrección de errores. Esta codificación no es más que la extensión del espacio de Hilbert,
referido en un principio a un conjunto de k qubits f́ısicos, a otro que describe a un grupo más
numeroso de n qubits (ver ecuaciones (2.5a), (2.5b), (2.13a) y (2.13b)).

Los n− k qubits añadidos son los denominados qubits ancila. El estado inicial de los qubits
ancilas es |00 . . . 0〉. Un código con estas caracteŕısticas se denota como código [n, k]. El subes-
pacio generado por los estados codificados conforma el código C, el cual podŕıa representarse
a través del proyector PC sobre dicho subespacio. Por ejemplo, si el código C fuera genera-
do por los estados |000〉 y |111〉, el proyector sobre el subespacio subtendido por ellos será:
PC = |000〉〈000| + |111〉〈111|. Tras la codificación, las medidas de śındrome de error tipificarán
y localizaran los errores que se hayan podido producir a causa del ruido. Con esta información
es posible revertir los errores y obtener al fin el estado de partida.

En general, el ruido se describe mediante el operador cuántico ε, y las etapas de corrección y
recuperación se efectúan a la vez a través de un operador cuántico R que conserva la traza de los
estados. El requisito exigido formalmente para que la corrección de errores se pueda considerar
como exitosa es:

(R ◦ ε)ρ ∝ ρ. (2.16)



48 Corrección cuántica de errores

Donde ∝ simboliza la posibilidad de que ε no conserve la traza del estado original ρ.

Para finalizar, existen unas condiciones para la corrección cuántica de errores [62] que se
emplean como test para determinar si cierto código cuántico de corrección de errores protege
contra un tipo particular de ruido. Si el test lo determina, el conjunto de errores {Ei} constituye
un conjunto de errores corregibles.

Figura 2.1: Circuito que codifica el estado
|ψ〉 de un qubit en otro |ψcod〉 de tres qubits
para protegerlo contra el error bit-flip.

H

H

H

Figura 2.2: Circuito codificador para el
código de tres qubits contra el phase-flip.

H

H

H

Figura 2.3: Circuito codificador para el código de Shor de nueve qubits. Para destacar la concate-
nación caracteŕıstica de este código, en la figura aparecen algunas ĺıneas de los estados ancilarios
con una sangŕıa.



Caṕıtulo 3

Computación cuántica basada en

medidas

3.1. Introducción

El propósito de este caṕıtulo es mostrar las caracteŕısticas esenciales del modelo de compu-
tación cuántica basada en medidas (CCBM) [8, 7, 9, 10, 11] también conocido como QCC |1,
destacando el papel de los estados grafo [101, 102, 103, 104, 105, 106]. En CCBM, la realiza-
ción de una tarea de computación se lleva a cabo aplicando una serie de medidas proyectivas
sobre estados cluster y otros estados grafo. Este método de computación es diferente del mo-
delo de computación cuántica mediante circuitos de puertas lógicas (quantum logical network)
o modelo de circuito, al que nos referiremos de forma abreviada como CCMC. Sin embargo, es
posible simular CCMC empleando CCBM. De hecho, esta es la forma usual de proceder cuando
de introduce la CCBM. El contenido de este caṕıtulo se distribuye como sigue: En la sección
3.2 describiremos las caracteŕısticas de estos dos modelos de computación, estableciendo una
comparación entre ambos. En la sección 3.3 expondremos la simulación de CCMC a través de
CCBM, para ello mostraremos, empleando el formalismo estabilizador, cómo se implementan
determińısticamente un conjunto universal de puertas lógicas cuánticas, lo que constituye una
prueba de la universalidad del modelo CCBM. En la sección 3.4 veremos cómo se implementan
más de una puerta lógica en CCBM. Por último, en la sección 3.5 describiremos brevemente la
ordenación temporal de las medidas.

1QCC se emplea como abreviación de “one-way quantum computer”, donde el sub́ındice C destaca la impor-
tancia de los estados cluster en este modelo. Es preciso distinguir entre los conceptos de cluster y estado cluster.
El término cluster se emplea como definición de un grupo de qubits equidistantes que pueden disponerse en una
red cúbica, una red cuadrada, o en un ĺınea (ver Fig. 3.6). Los estados cluster son estados puros cuánticos de
sistemas de dos niveles localizados en un cluster.
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3.2. Modelos de computación cuántica

En los modelos de computación cuántica se describe cómo realizar operaciones sobre recursos
cuánticos2 de partida, con objeto de implementar algoritmos cuánticos que procesan y extraen la
información cuántica contenida para su interpretación final. Por este motivo, tienen una fuerte
influencia en el diseño de los experimentos actuales que tratan de realizar ordenadores cuánticos
en los laboratorios.

La mayoŕıa de los experimentos y la mayor parte de los algoritmos cuánticos que se conocen,
han sido desarrollados siguiendo el CCMC [62, 107, 108]. En este modelo de computación, cual-
quier circuito clásico puede sustituirse por otro equivalente que contenga únicamente elementos
reversibles [62]. En el modelo de circuito, la información cuántica de partida, conocida como re-
gistro cuántico inicial, se prepara en algún estado input (estado inicial) |ψin〉, y se procesa hacia
algún estado output (estado final) |ψout〉, aplicando las transformaciones unitarias adecuadas.
La Fig. 3.1 muestra la evolución del estado de partida |ψin〉 tras la aplicación ordenada de suce-

U f-1 U1
M LUf

Figura 3.1: Circuito cuántico representativo de la CCMC. Ui se refiere a las trasformaciones
unitarias aplicadas en un principio al estado inicial |ψin〉, y luego a sucesivos estados outputs.
M indica la medida sobre el estado final |ψout〉, y L la lectura de su resultado.

sivas operaciones unitarias Ui. El procesamiento del registro cuántico inicial finaliza cuando se
realizan las medidas oportunas sobre |ψout〉 (representadas por M en la figura) y se procede a su
lectura (representada por L en la figura). La interpretación de los resultados aporta la solución
del problema que se pretende resolver.

Para el desarrollo óptimo de cualquier computación cuántica se precisa de unos recursos
básicos que se pueden clasificar en temporales, espaciales y operacionales. El recurso temporal
es la profundidad lógica o mı́nimo número de pasos en los que las operaciones de computación se
pueden realizar paralelamente3; es deseable que cualquier procedimiento desarrollado en compu-
tación, incluyendo la preparación de un recurso inicial, tenga lugar en el menor tiempo posible
pues de esta manera se protege al sistema de los indeseados efectos del ruido a los que se ve
expuesto en las situaciones reales. El recurso espacial es el número total de qubits que se va a
“consumir” durante el proceso, y el operacional está constituido por el número total de opera-
ciones de la computación. En CCMC estos recursos son:

El recurso temporal. Las operaciones que se implementan en este modelo consisten básica-
mente en operaciones unitarias realizadas sobre al menos un qubit. Únicamente aquellas opera-
ciones que conmutan entre śı son las que se pueden realizar de forma paralela, contribuyéndose

2El concepto de recurso abarca desde el estado más elemental en la información y computación cuántica, un
sólo qubit, hasta cualquier sistema cuántico entrelazado de complejidad y composición arbitraria.

3Las operaciones que se pueden realizar paralelamente son aquellas que se pueden llevar a cabo de forma
simultánea.
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a la minimización de la profundidad lógica. El ahorro temporal no sólo constituye una ventaja
durante el proceso de cualquier computación, sino también en cualquier otra tarea como por
ejemplo en la preparación de un estado entrelazado. En la Fig. 3.2 se muestra un ejemplo sen-
cillo de ahorro temporal en la preparación del estado cluster |LC5〉. Se entrelazan un total de
5 qubits aplicando puertas controlled-Z (CZ) invirtiendo el menor tiempo posible; las CZ que
se podrán implementar en el mismo instante o paso de tiempo, son las que involucran pares de
qubits distintos.

11

4

2

3

5

1 2 3 4 5

Figura 3.2: Esta figura muestra el procedimien-
to experimental más corto de entrelazar los qu-
bits del estado |LC5〉, si la operación de entre-
lazamiento consiste en la aplicación de puertas
CZ . Las que se encuentran a un mismo lado de
la ĺınea discontinua se implementan simultánea-
mente y consumen un paso de tiempo. El tiempo
total invertido en esta operación es de dos pasos.

El recurso espacial. Por ejemplo, en la construcción de puertas como la CNOT se emplean
dos qubits, mientras que en la implementación de rotaciones sólo se necesita un qubit. Veremos
cómo en el modelo de CCBM esto es muy diferente.

El recurso operacional. En la Fig. 3.3 las operaciones unitarias de un solo qubit se representan
por U . Hay un total de dos CNOT y 6 operaciones U .

U
11

2

3

U

U U

U U

Figura 3.3: Circuito CCMC de tres qubits. Hay un total de 6 operaciones unitarias U de un sólo
qubit, y dos CNOT .

Resumiendo, el modelo de computación cuántica mediante circuitos de puertas lógicas se
basa en una secuencia de puertas lógicas unitarias que procesan qubits [62]. Este modelo de
computación es completamente diferente al modelo de computación cuántica basada en medidas
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propuesto por Rausendorf y Briegel [8].

Los modelos CCMC y CCBM, aunque son matemáticamente equivalentes, difieren totalmen-
te en carácter f́ısico, pues emplean recursos muy distintos. El modelo CCBM consiste únicamente
en la aplicación de sucesivas medidas proyectivas de un solo qubit junto con retroalimentación4

(feedforward o FF ) clásica, necesaria para que la computación sea determinista (ver secciones
3.3.1 y 3.5). El orden y la elección de las medidas determinan el algoritmo de computación. Si
se emplea como recurso un estado cluster, el modelo de CCBM es un modelo de computación
universal porque puede simular cualquier evolución unitaria (ver apartado 3.3.2).

Los avances experimentales de la última década han ido abriendo paso a la elaboración de
ciertos estados grafo [29, 28, 48, 109, 52] sobre los que se han implementado con éxito algoritmos
de computación como el de Grover [23, 106] y el de Deuscht-Jotzsa [104, 105].

La realización de las medidas atiende a una ordenación temporal. En la Fig. 3.4 podemos
ver representados por puntos de diferentes colores los qubits que formaban parte de un clus-
ter después de ser medidos. Dentro de cada conjunto de qubits de un mismo color, a los que
denotamos genéricamente por Qi, las medidas proyectivas se pueden realizar simultáneamente.
Las medidas realizadas sobre los qubits de un conjunto condicionan la bases de las medidas
para las mediciones sobre los qubits de otro, de manera que los resultados de las medidas de los
qubits en Q0 especifican las bases de medidas de los qubits en Q1, y juntos especifican las bases
para los qubits en Q2 que se miden en una tercera ronda, y aśı sucesivamente. A su vez, este
proceso es f́ısicamente irreversible y determinista, pues se destruye en entrelazamiento durante
las medidas, y mediante la retroalimentación se seleccionan las bases para futuras proyecciones.
El resultado de la computación es la recopilación de los resultados de las medidas de todas las
rondas. Organizaremos toda esta información distribuyéndola entre los recursos necesarios para

Figura 3.4: Esquema de computación one-way.
Los ćırculos representan qubits. Los diferentes
grupos de qubits de un mismo color son los con-
juntos Qi.

la CCBM:

El recurso temporal. La profundidad lógica depende de la cantidad de medidas especificadas
en el patrón de medidas que se pueden realizar simultáneamente. Por ejemplo, las medidas rea-
lizadas sobre los qubits de cada Qi o los circuitos del grupo de Clifford se pueden realizar en un

4Como veremos en la sección 3.5, las operaciones retroalimentación hacen de la computación cuántica un pro-
ceso determinista. Se pueden realizar durante el proceso de computación eligiendo la base de medidas dependiendo
de los resultados previos, o bien implementando matrices de Pauli de corrección o ajuste sobre el estado output
[104].
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único paso (ver sección 3.5).

El recurso espacial. Está constituido por estados entrelazados. En comparación con el modelo
de CCMC, se requieren más qubits para la misma computación. Por ejemplo, el estado que se
necesitaŕıa para realizar el circuito de la Fig. 3.3 seŕıa el representado por la Fig. 3.5.

1

2

3

4 7

5 8

6 9

Figura 3.5: Este grafo representa al estado clus-
ter que se usa como recurso en la simulación del
circuito de la Fig. 3.3 mediante CCBM. En com-
paración, este consume tres veces más qubits.

El recurso operacional. Es el número total de medidas de un qubit involucradas en el proceso
de computación. De acuerdo con la Fig. 3.5, se necesitaŕıan realizar un total de 6 medidas
proyectivas para simular el circuito de la Fig. 3.3 en el que se implementan 8 operaciones.

3.3. Simulación de la CCMC empleando CCBM

El modelo de CCMC no es el más apropiado para describir la computación cuántica basada
en medidas. Esta afirmación se sostiene con dos argumentos. Por un lado, parte del poder de
CCBM deriva del hecho de que las operaciones unitarias se pueden implementar más compe-
tentemente que mediante circuitos lógicos de puertas cuánticas. Y por otro, en este modelo se
abandona el uso de la mayoŕıa de los términos empleados en CCMC, porque objetos como las
puertas cuánticas y conceptos como inputs u outputs, no constituyen elementos con significado
propio. No obstante, es el que se suele emplear para explicar el funcionamiento de cualquier
computador cuántico, independientemente el modelo de computación subyacente.

A continuación, describiremos brevemente el procedimiento que se usa para simular un cir-
cuito cuántico en CCBM, las demostraciones las podremos encontrar en [7].

Comenzaremos distinguiendo entre qubits cluster o qubits f́ısicos, que son los que constituyen
el cluster y se emplean durante la computación; y los qubits lógicos, que representan la infor-
mación que se almacena en los inputs y se procesan durante la computación, pero no existen
f́ısicamente. Con esta distinción se pretende hacer notar que se trata de un modelo abstracto de
computación. Mostraremos esto estableciendo un paralelismo entre los modelos de computación
representados por las figuras 3.3 y 3.5: (1) Cada qubit del circuito cuántico se reemplaza por
una ĺınea horizontal de qubits en el cluster. Los diferentes qubits horizontales representan el
qubit original en distintos instantes. Las puertas lógicas de un qubit se reemplazan por qubits
horizontales adyacentes en el cluster. (2) Las puertas lógicas de dos qubits se simulan usando
puentes verticales para conectar los qubits apropiados. Por ejemplo, en la Fig. 3.5, los qubits 1,
4 y 7, representan la evolución unitaria del qubit 1 de la Fig. 3.3 bajo la acción de una operación
unitaria de un qubit, de una CNOT y de otra operación unitaria de un qubit. (3) Sólo para hacer
una descripción en términos del modelo CCMC de la CCBM, se seleccionan qubits que simulan
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el registro cuántico de los estados inputs, I, y outputs, O. El resto de qubits, M , son los qubits
del cuerpo. Estos conjuntos de qubits deben satisfacer que

I ∪M ∪O = C, (3.1a)

I ∩M =M ∩O = I ∩O = ∅. (3.1b)

Siendo C el cluster. De este modo, en la Fig. 3.5 los qubits 1, 2 y 3 actuarán como qubits inputs,
los qubits 4, 5 y 6 formaran parte del cuerpoM , y los qubits 7, 8 y 9 serán los qubits outputs. Si
se implementan varios algoritmos, Wi, entonces se seleccionan distintos grupos de qubits dentro
del cluster, tales que C = C(W1) ∪ C(W2) · · · ∪ C(Wi). Esta forma de operar es conocida como
método de concatenación de bloques básicos de medidas [10].

3.3.1. Formalismo estabilizador y computación cuántica basada en medidas

El formalismo estabilizador [1, 2] es una herramienta muy útil para caracterizar los estados
grafos, aśı como en el desarrollo de técnicas eficientes de corrección cuántica de errores. Median-
te el formalismo estabilizador es posible describir tanto espacios como subespacios de múltiples
qubits de una forma compacta, empleándose los operadores estabilizadores de forma análoga a
como en la MC se utilizan para descripción de los estados atómicos los números cuánticos.

Empleando el formalismo estabilizador y estados clusters mostraremos cómo se implementan
determińısticamente un conjunto universal de puertas en CCBM. Lo cual constituye una prueba
de la universalidad de este modelo de computación. La ejecución del patrón de medidas se reduce
a manipulaciones del estabilizador S que caracteriza al estado cuántico |ψ〉. En el siguiente
apartado describiremos brevemente en qué consisten tales manipulaciones.

Interpretación del patrón de medidas en términos del modelo de circuito empleando
computación cuántica basada en medidas

1. A partir de la ecuación de autovalores que satisface el estado cluster inicial |ψ〉 se deriva
un conjunto de ecuaciones de autovalores que sea compatible con las operaciones Psi del patrón
de medidas que se ejecutará sobre los qubits M .

Psi =
1 + (−1)si−→ri ·

−→
σi

2
, (3.2)

donde −→ri es la dirección en la que se proyecta el vector esṕın −→σi del qubit i, y si define el resul-
tado de la medida sobre el qubit j anterior al qubit i. Su valor es 0 si el resultado de la medida
es positivo, y 1 si el resultado es negativo.

Dichas ecuaciones de autovalores se emplearán para deducir el conjunto de ecuaciones de
autovalores que defina el estado output |φ〉 donde los qubits M ya han sido medidos.

K ′|φ〉 = |φ〉, (3.3)

K ′ son los operadores de correlación que caracterizan |φ〉.
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2. De acuerdo con el teorema 1 que aparece en la Ref. [7], es posible identificar la operación
cuántica que se ha implementado tras la ejecución del patrón de medidas comparando las 2n
ecuaciones (3.4a)-(3.4b) con las ecuaciones de autovalores obtenidas (3.3).

XI(UX(i)U †)O|φ〉 = (−1)λX,i |φ〉, (3.4a)

ZI(UZ(i)U †)O|φ〉 = (−1)λZ,i |φ〉. (3.4b)

Donde λX,i, λZ,i ∈ {0, 1} son los resultados de las medidas realizadas sobre los qubits i
(1 ≤ i ≤ n); sus valores serán igual a cero cuando los resultados de las medidas sean positivos o
cuando no se hayan realizado, e igual a 1 cuando los resultados sean negativos; y los supeŕındices
I y O se refieren a los qubits inputs y outputs. Tras la comparación se deduce que la realización
de las operaciones Psi sobre los qubits M siguiendo algún patrón de medidas dado, equivale a la
aplicación de alguna operación unitaria sobre un estado input |ψin〉. Los estado input y output
se relacionan via U

|ψout〉 = UUΣ|ψin〉. (3.5)

El operador UΣ se conoce como operador subproducto (byproduct) cuya función es la de hacer
de la computación un proceso determinista. Su origen lo trataremos más extensamente en la
sección 3.5. El estado que resulta tras realizar las medidas es un producto de los estados de los
qubits M medidos y del estado de la región del cluster que no ha sido medida

|φ〉 =
⊗

i∈M
|m〉 ⊗ |φ〉I∪O. (3.6)

El segundo factor queda uńıvocamente determinado por las ecuaciones (3.4a) y (3.4b). Este
teorema no implica que todo patrón de medidas implemente una puerta lógica y tampoco impone
un orden en la realización de la medidas. En la Ref. [7] este teorema va acompañado de numerosos
ejemplos de sus aplicaciones.

3.3.2. Implementación de una puerta lógica en computación cuántica basada

en medidas

El procedimiento de implementación de cualquier puerta cuántica g consiste en los siguientes
pasos:

1. Preparación de un estado cluster5 o estado hiperentrelazado.
Supongamos que los qubits se encuentran inicialmente en el estado |+〉6, y que se entrelazan

5Uno de los principales resultados de la Ref. [110] es que el número de medidas que se prevee realizar debeŕıa
ser el menor posible con el fin de minimizar el tiempo de exposición del sistema a los efectos de la decoherencia,
por lo tanto, la eliminación de los qubits redundantes previo paso a al proceso de computación no es una estrategia
eficiente. Los nuevos avances experimentales proporcionan la creación de estados que poseen, de partida, el diseño
exacto que se precisa para computación pensada, sin necesidad de eliminar ningún qubit.

6Si todos los qubits se preparan en el estado |+〉 y luego se entrelazan, obtenemos un estado cluster que es
un recurso universal donde ningún input posee una información concreta, en este sentido QCC no tiene un input
especificado. Por otro lado, cualquier otro input conocido se puede obtener a partir del estado cuántico estándar
| + + · · ·+〉 mediante algún circuito inicial. En otras palabras, si los estados inputs son conocidos y difieren de
|+〉, siempre se puede encontrar una transformación unitaria Uin tal que estado |Ψ〉 = Uin|++ · · ·+〉 y cualquier
operación unitaria U que actúe sobre |Ψ〉, se realice en realidad sobre Uin|++ · · ·+〉.
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aplicando CZ =
⊗

ab∈C CZab
(caṕıtulo 1) hasta formar un estado cluster inicial. En la Fig. 3.6

se observan estados cluster de una, dos, y tres dimensiones, respectivamente.

a b c

Figura 3.6: (a) Corresponde a un estado cluster de 1D. (b) Corresponde a un estado cluster de
2D. (3) Corresponde a un estado cluster de 3D.

2. Eliminación de los qubits redundantes.
Los qubits redundantes son aquellos que no intervienen en la tarea de computación. Estos

qubits se eliminan aplicando sobre ellos el proyector

Pσzi =
1 + (−1)siσiz

2
. (3.7)

El estado resultante es un estado producto de los qubits medidos |si〉, y el resto del estado
cluster, denotado como |φ′〉C .

|Φ〉C
PσZCR−−−−→ |Z〉CR

⊗ |φ′〉C , (3.8a)

|Z〉CR
⊗ |φ′〉C =


⊗

i∈CR

1 + (−1)siσiz
2


 |φ〉C = (

⊗

i∈CR

|si〉)⊗ |φ′〉C . (3.8b)

Con CR denotamos a los qubits redundantes del estado cluster y |Z〉CR
los estados los qubits

redundantes cuando sobre ellos se aplica PσZCR

. Los operadores generadoresK ′a, para a ∈ C\CR,
de este estado se obtienen de los del estado input,Ka, eliminando las contribuciones de los qubits
redundantes. Su expresión general es

K ′a = σax
⊗

c∈N(a)
∩C\CR

σzc , (3.9)

y satisfacen la ecuación de autovalores

K ′a|φ′〉C = (−1)k
′a |φ′〉C , (3.10a)

k′a = (ka
∏

b∈N(a)
∩(C\CR)

sb). (3.10b)

Si el estado resultante tuviera autovalores negativos se aplicaŕıan rotaciones locales alrededor
del eje z sobre los oportunos qubits b ∈ N(a). Luego la eliminación de los qubits redundantes
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del cluster da como resultado otro estado cluster, en el sentido en que, salvo por las aristas
faltantes, su estructura geométrica sigue encajando en la del cluster original.

3. Ejecución del patrón de medidas.
La realización de las medidas es equivalente a aplicar el proyector

Pσi =
1 + (−1)si−→ri ·

−→
σi

2
, (3.11)

sobre todos los qubits excepto sobre los qubits seleccionados como outputs. Entre la colección
de medidas a realizar están:

3.1. Medidas en la base propia de la componente σx(y) de esṕın, Pσxi(yi) .

Llevadas a cabo por el proyector

Pσxi(yi) =
1 + (−1)si(i) · σx(y)

2
, (3.12)

su efecto es el de propagar los qubits lógicos a través del cluster. Si comparamos con el modelo
CCMC, es como si “viajaran” por los cables o“wires” del circuito, y a su paso por las dife-
rentes operaciones unitarias experimentaran las correspondientes modificaciones en sus estados.
También se emplean para la realización de puertas de dos qubits. Este tipo de medidas perte-
nece al grupo Q0, es decir, su aplicación no está condicionada por otras realizadas anteriormente.

3.2. Medidas en la base Bj.

Si los elementos de la base Bj viene representados por el operador

Bj =
|0〉+ (−1)sjeiϕ|1〉

2
, (3.13)

las medidas son llevadas a cabo por el proyector

P+ϕ =

( |0〉+ eiϕ|1〉√
2

)
×

(〈0|+ e−iϕ〈1|√
2

)

= |0〉〈0| + |1〉〈1| + e−iϕ|0〉〈1| + eiϕ|1〉〈0|

=
I +Xcos(ϕ)− Y sin(ϕ)

2
=
I +−→rxy · −→σxy

2
.

(3.14)

El efecto que produce es proyectar el estado de un qubit sobre el plano xy de la esfera de Bloch.
El ángulo ϕ es la orientación del vector de Bloch respecto al eje de las x tal y como se muestra en
la Fig. 3.7. Se emplean con el fin de realizar rotaciones de ángulo ϕ sobre los qubits lógicos. Los
qubits f́ısicos objetos de estas proyecciones pertenecen a los grupos Qi con i 6= 0, y los resultados
de sus medidas influyen en la ordenación temporal del patrón de medidas.

Para el ángulo ϕ = 0 (ϕ = ±Π
2 ) en la ecuación 3.14, el proyector se obtiene a partir de los

estados propios del operador σx (σy) de Pauli. Como ejemplo mostraremos la rotación de ángulo
ϕ alrededor del eje z de un qubit lógico. De acuerdo con la Fig. 3.8, se parte de un estado |LC2〉,
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Figura 3.7: Rotación de un qubit lógico en el plano xy por la aplicación del proyector Pϕ.

|Y ñin |+ñ

j

Figura 3.8: Rotación de un qubit lógico representada por un estado cluster de dos qubits. El
primero se encuentra en el estado |ψin〉 y el segundo en el estado |+〉. Para obtener como resultado
el giro de un qubit lógico se aplica sobre el primer qubit el operador Pϕ.

donde el estado del primer qubit es |ψin〉 y el del segundo |+〉. Aplicando el operador Pϕ sobre
el qubit 1 obtenemos:

|LC2〉 = |ψin+〉, (3.15a)

|φ〉 = Pϕ|ψin+〉 = |s1〉 ⊗ |ψout〉, (3.15b)

|ψout〉 = Xs1HUZ(ϕ)|ψin〉. (3.15c)

La ecuación (3.15a) se refiere al estado cluster |LC2〉 inicial. La ecuación (3.15b) corresponde
al estado output después de haber aplicado sobre el primer qubit el operador Pϕ. Y la ecuación
(3.15c) relaciona los estados de los estados |ψin〉 y |ψout〉, a través de la rotación lógica de un
qubit dada por Xs1HUZ(ϕ), donde X es la matriz σx de Pauli, UZ rotación alrededor del eje z,
y H la matriz de Hadamard.

Cualquier operación lógica cuántica se puede realizar con la elección apropiada de Bj(ϕ) y
un cluster lo suficientemente grande.

4. Medición sobre los qubits del registro output O.
La expresión del estado lógico resultante

|ψout〉 = UΣ

⊗

i∈O
|O〉i, (3.16)

se trata de un estado desentrelazado. Los resultados de las medidas durante la computación son
los que informan acerca del proceso de computación y su resultado. Esta información está con-
tenida en las contribuciones de los operadores representados por X (pues son aquellas que hacen
evolucionar al qubit lógico) de UΣ.
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en medidas 59

Si se prolongara el proceso de medición hasta los qubits output, no supondŕıa adquirir un
conocimiento extra esencial, pues al ser estas las últimas en llevarse a cabo, sus resultados no
influirán en la elección futuras operaciones. Sólo en el contexto de la simulación de la computación
CCMC a través de CCBM se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que los qubits del
registro output se miden en la base del operador de Pauli correspondiente a la componente z de
esṕın para finalizar el procesamiento de la información cuántica.

3.4. Implementación de más de una puerta lógica en compu-

tación cuántica basada en medidas

Supongamos que se implementan dos puertas lógicas. Entonces se puede optar por los méto-
dos descritos en el siguiente esquema:

Primer método Segundo método

1. Preparamos el estado cluster. 1. Preparamos el estado cluster para
la primera puerta lógica, C(g1), y me-
dimos sobre todos los qubits excepto
sobre los O1.

2. Medimos todos los qubits excepto
los O.

2. Implementamos el cluster de la se-
gunda puerta lógica, C(g2), teniendo
en cuenta que O1 = I2, medimos sobre
todos los qubits salvo sobre los qubits
O2.

Estos dos métodos son matemáticamente equivalentes. Veamos, P1 y P2 son los operadores de
proyección que se aplican sobre los conjuntos disjuntos de qubits O1 y O2 , por lo tanto conmu-
tan entre śı. El mismo razonamiento se puede aplicar a los operadores U1 y U2, que representan
el entrelazamiento entre los qubits en sendos conjuntos. Entonces se satisface que: P1P2 = P2P1,
U1U2 = U2U1, P1U2 = U2P1, P2U2P1U1 = P2P1U2U1 = PS.

Como ejemplo veremos la forma de implementar una rotación arbitraria [10]

SU(2) = UZ(γ)UX(β)UZ(α), (3.17)

sobre el qubit lógico codificado en el estado |ψin〉. En (3.17) α, β, y γ son los ángulos de
Euler. Supongamos que partimos del estado |LC4〉. Cada par de qubits consecutivo representa
una rotación similar a la del protocolo de dos qubits del ejemplo de la Fig. 3.8. Los qubits
compartidos por cada par son a su vez input y output. Las operaciones realizadas se muestran
en la ecuación (3.18) y se indican en la Fig. 3.9.

U = U3U2U1 = Xs3HUZ(γ)X
s2HUX(β)X

s1HUZ(α)

= Xs3Zs2Xs1HUZ((−1)s2β)UX((−1)s1γ)UZ(α).
(3.18)
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abg

1( )I 4( )O3( )O=I2( )O=I

Figura 3.9: Rotación arbitraria de un qubit lógico. El primer qubit es el input y el último el
output. Los qubits segundo y tercero hacen las veces de qubits input y output. Los pares de
qubits 1-2 y 3-4 se emplean en rotaciones de ángulos γ y α, respectivamente, alrededor del eje
z. Y aquel formado por los qubits 2-3, en una rotación de ángulo β alrededor del eje x.

|φ〉 = |m〉 ⊗ |ψout〉, (3.19a)

|ψout〉 = SU(2)|ψin〉. (3.19b)

La ecuación (3.19a) indica el estado final del conjunto de qubits tras las medidas, y la (3.19b)
la evolución lógica del estado |Ψin〉 a través de las distintas rotaciones SU(2) implementadas.
Este resultado mejora el de la Ref. [7] donde se utiliza como recurso el estado |LC5〉. En las
Refs. [106, 101] se muestra la forma de implementar rotaciones de un sólo qubit empleando sólo
tres qubits en el estado |LC3〉, y dos ángulos de Euler. En las Refs. [23, 101] podemos ver cómo
implementar puertas de dos qubits tales como la CNOT empleando sólo el estado |LC4〉 dispuesto
en forma de C girado 180◦. En la Ref. [102] a través del estado |LC6〉, también dispuesto en
forma de C girado 180◦, se vuelve a implementar una CNOT ; pero el resultado es mucho más
general porque se establece entre qubits arbitrarios (qubits cuyos estados se especifican en la
esfera de Bloch con dos ángulos α y β cualesquiera).

La implementación de rotaciones arbitrarias y puertas de dos qubits sobre los estados cluster
hacen de este recurso un recurso universal de computación, es decir, en el modelo de CCBM se
puede llevar a cabo cualquier operación unitaria.

3.5. Ordenación temporal de las medidas

En el modelo CCMC la ordenación temporal de las medidas depende del orden en que se
aplican las puertas lógicas (ver Fig. 3.1), y sólo se pueden realizar simultáneamente aquellas
que conmutan entre śı (ver Fig. 3.2). En CCBM el ordenamiento temporal de las medidas no
tiene contrapartida en CCMC, y en muchas ocasiones es posible reducir la profundidad lógica de
computación de una forma más efectiva (como ocurre con los circuitos de Clifford). La causa de
esta diferencia está en que en CCBM las medidas sobre los qubits tienen resultados aleatorios,
pues el operador densidad reducido de cada qubit de un estado máximamente entrelazado, es
máximamente mezcla, I

2 . No obstante, la computación cuántica es posible gracias a que estas
medidas individuales están correlacionadas entre śı.

Una forma de controlar el resultado de las proyecciones, haciendo de la computación un pro-
cedimiento determinista, es mediante el operador subproducto UΣ. A través de este operador,
se recolecta un operador de corrección elevado al exponente si. Por ejemplo, tras la realización
de Pϕ es necesario aplicar a modo de corrección la matriz de Pauli Xsi seguida de una puerta
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Hadamard H; y Pσz va seguida de la corrección Zsi , estos operadores se propagan7 para ser
acumulados en el operador UΣ. Las acciones de propagación influyen sobre la elección de las
bases de futuras medidas, y por lo tanto en la construcción de los conjuntos Qi originando, en
última instancia, la ordenación temporal de las medidas.

La diversidad de conjuntos Qi que caracteriza a CCBM se confecciona de la siguiente manera.
Cada conjunto contiene aquellas que se pueden realizar simultáneamente; por ejemplo el conjunto
Q0 de la Fig. 3.4 representa la agrupación de qubits sobre los que se mide en la base propia de
los observables X, Y y Z. Estas medidas se pueden realizar al principio pues el ajuste de sus
bases de medida no exige conocer el resultado de las medidas de otros qubits (no se requiere
información clásica ganada a través de las medidas sobre otros qubits del cluster). Esto se debe
a que los operadores que se simulan empleando estas proyecciones normalizan al grupo de Pauli,
por lo que conservan sus propiedades intactas durante la propagación del operador subproducto.
Mientras que éste se transforma en general como UgUΣ = (UgUΣ(Ug)

−1)Ug. Las puertas lógicas
del grupo de Clifford son idóneas para mostrar esta caracteŕıstica, pues trasforman el grupo de
Pauli en śı mismo bajo conjugación.

Luego los circuitos cuánticos consistentes en realizar únicamente este tipo de puertas se
pueden ejecutar en un único paso. Esta afirmación conduce a una extensión del teorema de
Gottesman-Knill8. Lo que significa que no sólo se pueden eliminar los qubits redundantes de
un circuito cuántico, sino también a los que intervienen en la parte de Clifford de cualquier
algoritmo, pues su implementación no requiere de recurso cuántico alguno, se pueden simular
eficientemente clásicamente. Esta es una de las ventajas de emplear la computación cuántica
basada en medidas, frente al modelo CCMC (donde el mejor ĺımite superior viene dado por
O(log n) [111]). El lado “oscuro” de decantarse por la eliminación de estos qubits9 es que el
recurso cuántico inicial deja de ser un recurso universal o estado cluster para convertirse en una
especie que forma parte de un grupo más amplio, el de los estados grafo, que son herramientas
más espećıficas pensadas para la implementación de tareas concretas.

7Ver en Ref. [7] las relaciones de propagación.
8En la versión extendida del teorema de Gottesman-Knill toda computación cuántica basada únicamente en

estados input cuánticos preparados en la base computacional, en puertas unitarias del grupos de Clifford, y medidas
de observables del grupo de Clifford se puede simular eficientemente clásicamente sin necesidad de ningún recurso
cuántico.

9En la Ref. [1, 2] podemos encontrar las reglas para aplicar las proyecciones en las bases propias de los
operadores X, Y y Z sobre un estado grafo dado.





Caṕıtulo 4

Entrelazamiento

4.1. Introducción

El entrelazamiento es una propiedad de los sistemas cuánticos que no tiene equivalente en
la F́ısica Clásica [41]. En Información Cuántica se ha convertido en un recurso para la realiza-
ción de tareas imposibles en F́ısica Clásica como la criptograf́ıa cuántica [112], la teleportación
cuántica [113], y la computación cuántica [6].

Los progresos experimentales en los últimos 20 años están aportando un control cada vez
mayor sobre los sistemas cuánticos, lo que ha conducido al desarrollo de la teoŕıa del entrelaza-
miento y a la creación de muchos experimentos destinados a la generación del entrelazamiento.
Pero su estudio es en general complicado, aunque esto no ha impedido que se obtengan resulta-
dos satisfactorios en la clasificación del entrelazamiento de ciertos estados puros. Este caṕıtulo es
introductorio de los dos siguientes, donde se clasifican los estados grafo de hasta n = 8 qubits, y
su contenido se distribuye como sigue: En la sección 4.2 introducimos algunos conceptos básicos,
como las definiciones de estados entrelazados y estados separables. En la sección 4.3 introdu-
cimos varios criterios empleados en la identificación de estados entrelazados como el criterio
PPT (criterio de la traspuesta parcial positiva) de separabilidad, el criterio de reducción, la des-
composición de Schmidt, las desigualdades de Bell como test de separabilidad, y los testigos de
entrelazamiento. Las operaciones locales más utilizadas para obtener las clases de equivalencia
las introducimos en la sección 4.4. En la sección 4.5 definimos las medidas de entrelazamiento
y exponemos algunas de sus propiedades. En la sección 4.6 destacamos dos criterios para la
obtención de clases de equivalencia, que son el teorema de Nielsen (empleado para determinar
la equivalencia entre estados entrelazados bipartitos) y la equivalencia bajo SLOCC (operacio-
nes locales estocásticas asistidas por comunicación clásica), y resumimos la clasificación de los
estados puros de hasta n = 4 qubits estableciendo finalmente su relación con la clasificación de
los estados grafo.

El escenario en el que trabajaremos será aquel en el que las diferentes partes o subsistemas
de un estado entrelazado se encuentran espacialmente separadas unas de otras1, pudiendo estar

1Dos sistemas cuánticos no relativistas están separados si sus funciones espaciales de onda no están solapadas,
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comunicadas entre śı mediante un canal clásico. En estas condiciones cualquier protocolo con-
sistente en rondas de operaciones locales sobre los subsistemas (incluyéndose la comunicación
clásica de los resultados entre ellos, si se han incluido medidas) puede modificar el sistema trans-
formándolo en otro con las mismas propiedades de entrelazamiento pues el entrelazamiento es
un fenómeno no local que no se puede generar, ni alterar mediante operaciones de ı́ndole local.
Entonces, se dice que pertenecen a la misma clase de equivalencia.

4.2. Estados separables y estados entrelazados

En esta sección, atendiendo a cómo se distribuye el entrelazamiento entre las partes de un
estado, y distinguiendo entre estado puro y estado mezcla, aportaremos la definición de estado
entrelazado. El concepto de estado entrelazado va unido al de estado separable, aqúı comenza-
remos introduciendo el segundo concepto. Antes de dar estas definiciones partiremos de otras
que también necesitaremos.

4.2.1. Entrelazamiento en estados puros

Definición. Un estado cuántico es puro si está máximamente determinado, es decir, si se
puede escribir como

ρ = |ψ〉〈ψ|, (4.1)

donde el operador densidad de estado ρ satisface que tr(ρ2) = 1.

Definición. Un estado cuántico es bipartito si su espacio de Hilbert se puede descomponer
como producto tensorial de dos partes A y B

|ψ〉 =
dA∑

i=1

dB∑

j=1

cij |ai〉|bj〉 ∈ HA ⊗HB, (4.2)

donde dA y dB son las dimensiones de los subespacios HA y HB , y |ai〉 y |bj〉 las bases para este
estado en cada uno de ellos. Los coeficientes cij conforman una matriz C de dimensión dA× dB.
Esta definición se puede extender a estados puros m-partitos de n qubits, con 1 ≤ m ≤ n.

Definición. Un estado puro es biseparable si se pueden encontrar dos estados |φA〉 ∈ HA y
|φB〉 ∈ HB tales que

|ψ〉 = |φA〉 ⊗ |φB〉. (4.3)

Esta definición se puede extender a estados puros m-separables |ψ〉 = ⊗m
i=1 |φi〉 donde cada

|φi〉 es un estado con un número determinado de qubits. El estado será completamente separable
si m = n. Un estado puro que no es completamente separable contiene algún tipo de entrelaza-
miento.

Definición. Un estado puro es entrelazado si no es biseparable.

o bien difieren en algunos grados de libertad que permiten su distanciamiento.
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Esta definición se basa en la definición de estado biseparable.

Si un estado se puede escribir como (4.3), entonces no está correlacionado, es decir, los sub-
sistemas o partes se pueden preparar independientemente. En estados separables los resultados
de las medidas de una parte no dependen de los resultados de las medidas de la otra.

4.2.2. Entrelazamiento en estados mezcla

Definición. Un estado mezcla es un estado cuántico que no se conoce exactamente, pues viene
descrito por un conjunto de estados {φi} que llevan asociados una distribución de probabilidad
{pi}, por lo que su operador densidad se puede escribir como una combinación lineal convexa2

de proyectores de estados puros |φi〉〈φi|

ρ =
∑

i

pi|φi〉〈φi| =
∑

i

piρi, con
∑

i pi = 1 y pi ≥ 0. (4.4)

La matriz que representa al operador densidad ρ es semidefinida positiva3 donde todos los ope-
radores |φi〉〈φi| son positivos y hermı́ticos.

Definición. Un estado mezcla ρ es bipartito si su espacio de Hilbert se puede descomponer
como producto tensorial de dos partes A y B

ρ = ρA ⊗ ρB, (4.5)

donde ρA y ρB son dos estados mezcla definidos en los subespacios HA y HB , respectivamente.
Esta definición se puede extender a estados mezcla m-partitos de n qubits, para 1 ≤ m ≤ n.

Definición. Un estado es biseparable [114] si y sólo si su operador densidad ρ se puede
expresar como una combinación lineal convexa de estados puros biseparables ρAi ⊗ ρBi

ρ =

k∑

i=1

piρ
A
i ⊗ ρBi , (4.6)

donde
∑

i=1 pi = 1 y pi ≥ 0.

Esta definición se puede extender a estados m-partitos como se indica a continuación: Un es-
tado mezcla es m-separable si se puede escribir como una combinación convexa de estados puros
m-separables, lo cual podŕıa ocurrir para diferentes tipos de particiones. Un estado será com-

pletamente separable cuando m = n, i.e., ρ =
∑

i piρ
(1)
i ⊗ · · · ⊗ ρ

(n)
i .

2La combinación lineal de los estados |φi〉〈φi| dada por la expresión (4.4), donde los pi satisfacen
∑

i pi = 1 y
pi ≥ 0, y el estado resultante es de nuevo un estado cuántico, se conoce como combinación lineal convexa.

3Un a matriz M es semidefinida positiva (M ≥ 0) si y sólo si sus autovalores son no negativos, 〈ψ|M |ψ〉 ≥ 0
para todo |ψ〉.
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Definición. Un estado es entrelazado si no admite una descomposición como la de (4.6).

Esta definición se obtiene a partir de la de estado biseparable.

Definición. Un estado (ya sea puro o mezcla) presenta auténtico entrelazamiento multipar-
tito (o es máximamente entrelazado) cuando no es m-separable para n ≥ m > 1.

Cuando los sumandos de las definiciones de este apartado sólo poseen un término, estas
definiciones se particularizan a estados puros. Ningún término del sumatorio de (4.6) posee co-
rrelaciones cuánticas. Un estado separable se puede producir empleando sólo operaciones locales
y comunicación clásica (LOCC, sección 4.5), es decir, con estas operaciones se pueden generar
estados m-separables aleatorios con una probabilidad pi. Este procedimiento genera únicamente
correlaciones clásicas entre los subsistemas.

Aplicar estas definiciones no es trivial pues no existe un algoritmo general para comprobar si
la descomposición (4.6) o, por extensión, aquella correspondiente a estados m-separables, existe
para un estado dado. Por ejemplo, en los sistemas m-partitos no es suficiente con probar que
es biseparable respecto a todas las biparticiones posibles para comprobar su separabilidad, pues
pueden poseer una estructura de entrelazamiento mucho más rica. Por ejemplo, el estado de 4
qubits de Smolin [115]

ρ =
1

4

4∑

i=1

|ψiAB〉〈ψiAB | ⊗ |ψiCD〉〈ψiCD|, (4.7)

donde los |ψi〉 son los cuatro estados de Bell, es separable respecto a cualquier bipartición de
dos qubits y es entrelazado respecto a cualquier bipartición de uno y tres qubits. Esta clase de
estados se conoce como estado semiseparable o parcialmente separable.

Dada un operador densidad el problema de si es separable o entrelazada se conoce como
problema de la separabilidad, para el cual existe soluciones particulares que se obtienen a partir
de los criterios de separabilidad. Aún se desconoce una solución general al problema de la sepa-
rabilidad.

Las diferentes clases de entrelazamiento en que se distribuyen los estados entrelazados se
obtienen estudiando en cuántas particiones son separables, aunque también se puede abordar el
problema atendiendo a cuántas part́ıculas hay entrelazadas.

4.3. Criterios de separabilidad

Hay una extensa teoŕıa desarrollada acerca de los diversos criterios de separabilidad, por lo
que nos restringiremos a hacer una breve descripción de algunos de ellos.
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4.3.1. Entroṕıa de von Neumann

La entroṕıa de von Neumann se define como

S(ρ) = −tr(ρlog2ρ) = −
∑

i

pilog2(pi), (4.8)

donde ρ es la matriz densidad de un estado, y los pi sus autovalores, 0 ≤ pi ≤ 1,
∑

i pi = 1.

La entroṕıa de von Neumann distingue entre estados bipartitos biseparables y estados en-
trelazados.

La entroṕıa de un sistema bipartito satisface la siguiente desigualdad [116, 117]

|S(ρA)− S(ρB)| ≤ S(ρ) ≤ S(ρA) + S(ρB) = S(ρA ⊗ ρB), (4.9)

Para estados puros se define la entroṕıa de entrelazamiento EE = S(ρA) = S(ρB) = I/2, donde
I es el ı́ndice de correlación [118] (entroṕıa mutua o información mutua de von Neumann) dado
por la expresión: I = S(ρA) + S(ρB) − S(ρ), 0 ≤ I ≤ 2min[S(ρA), S(ρB)]. Si I = 0 entonces
la entroṕıa de entrelazamiento es nula, los dos estados reducidos son puros, y el estado final
es factorizable. Si I > 0 entonces la entroṕıa de entrelazamiento es no nula, los dos estados
reducidos son estados mezcla y el estado final es entrelazado.

Si el estado total es un estado mezcla bipartito y biseparable el ı́ndice de correlación I es
nulo. Pero si I > 0 no es posible distinguir si el estado es o no biseparable. En estos casos el
problema se aborda empleando otras entroṕıas [119, 120].

4.3.2. Criterio PPT

Dado un estado m-partito descrito por una matriz densidad ρ, la traspuesta parcial se define
como la trasposición de ρ respecto a alguno de los subsistemas. Por ejemplo, en un sistema
bipartito la traspuesta parcial se podŕıa calcular respecto al subsistema A (B), lo que denota-
remos como ρTA (ρTB ). La trasposición parcial satisface que: ρT = (ρTA)TB y ρTB = (ρTA)T.
El espectro de una matriz traspuesta, ya sea parcial o totalmente, no depende de la base. Por
otro lado, una matriz densidad ρ tiene una traspuesta parcial positiva (i.e., la matriz es PPT o
positiva bajo trasposición parcial) si su traspuesta parcial no tiene autovalores negativos (i.e.,
es semidefinida positiva),

ρTA ≥ 0. (4.10)

La matriz totalmente traspuesta de un estado entrelazado es positiva. El criterio PPT propuesto
por Peres [121], establece que si un estado bipartito es separable, entonces la traspuesta parcial
respecto a cualquiera de los subsistemas conserva la positividad del operador densidad de estado.
Es decir, si ρ es separable

ρTA ≥ 0, (4.11)

donde TA es la traspuesta parcial en el subsistema A. Según el criterio PPT, si el resultado es
negativo, el estado ρ es entrelazado

ρTA < 0 (Condición suficiente de entrelazamiento bipartito según el criterio PPT). (4.12)
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La traspuesta por ser una transformación positiva al actuar sobre un estado desentrelazado, no
debe cambiar la positividad. De acuerdo con el criterio PPT, si lo hace es porque ha actuado
sólo sobre una parte de estos sistemas y no sobre su totalidad, y por lo tanto es entrelazado.

En la Ref. [122] se prueba que el criterio PPT es una condición necesaria y suficiente de
separabilidad para estados bipartitos cuyas dimensiones dA y dB satisfagan dAdB ≤ 6 (i.e.,
sistemas bipartitos del tipo 2 ⊗ 2 ó 2 ⊗ 3). Para dimensiones mayores esto no es cierto en
general4. No obstante, la severidad con que se viola el criterio el criterio PPT se puede usar para
cuantificar el entrelazamiento a través de un parámetro conocido como negatividad [123, 124].

4.3.3. Criterio de reducción

El criterio de reducción [125] establece que si un estado bipartito es separable se cumplen
las siguientes desigualdades

ρA ⊗ IB − ρAB ≥ 0, (4.13a)

IA ⊗ ρB − ρAB ≥ 0. (4.13b)

Si las dimensiones dA y dB satisfacen dAdB < 6, entonces el criterio de reducción es equivalente
al PPT. Para dimensiones mayores el criterio de reducción resulta ser más débil.

4.3.4. Descomposición de Schmidt

La descomposición de Schmidt o descomposición biortogonal [126, 127, 128, 129] es un recurso
muy empleado tanto para caracterizar la separabilidad de los estados puros bipartitos, como para
entender las correlaciones entre los dos subsistemas de un estado puro bipartito5. De acuerdo
con la descomposición de Schmidt, para cualquier estado |ψ〉AB de un sistema compuesto por
dos subsistemas A y B es posible obtener bases de estados ortonormales, |ui〉A y |vi〉B , definidas
en cada uno de sus correspondientes subespacios de Hilbert, HA y HB , tales que el estado |ψ〉AB
se puede expresar de forma única como

|ψ〉AB =

n∑

i

√
λi|ui〉A|vi〉B , (4.14)

donde n ≤ min(dA, dB) y se le conoce como rango de Schmidt de |ψ〉AB . En los estados separables
el rango de Schmidt es igual a uno. Nótese que a diferencia de (4.2) aqúı sólo hay un único ı́ndice
en el sumatorio. Los

√
λi son los autovalores de los estados reducidos ρA y ρB , se denominan

4En las Refs. [130, 131] se encuentran ejemplos de estados no separables que verifican el criterio de la positividad
para 3⊗ 3 y 2⊗ 4. En la Ref. [132] se muestra la siguiente condición necesaria y suficiente de separabilidad, sólo
válida para sistemas de dos qubits: Un estado de dos qubits será separable si y sólo si el determinante de la
traspuesta parcial de la matriz densidad es no negativo.

5En [133] encontramos una explicación extendida de por qué no es extensible a estados multipartitos ni a
estados mezcla.
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coeficientes de Schmidt, y satisfacen
∑

i λi = 1

ρAB = |ψ〉AB〈ψ|AB , (4.15a)

ρA = trB [ρAB] =
n∑

i

λi|ui〉A〈ui|A, (4.15b)

ρB = trA[ρAB ] =

n∑

i

λi|vi〉B〈vi|B . (4.15c)

El cuadrado de cada coeficiente Schmidt
√
λi es el peso de Schmidt λi. La descomposición de

Schmidt siempre existe, pero es única, salvo factor de fase, sólo en el caso en que todos los λi
sean diferentes [62, 129, 134]. Cuando esto no sucede, el estado |ψ〉 se puede descomponer bior-
togonalmente en un número infinito de bases. La separabilidad de los estados puros bipartitos
se caracteriza mediante la descomposición de Schmidt de la siguiente forma:

1. El estado |ψAB〉 es separable o factorizable si y sólo si su descomposición de Schmidt es
única y tiene un único coeficiente de Schmidt distinto de cero. Es decir, si se puede escribir como

|ψ〉 = |u〉A|v〉B . (4.16)

2. Si hay más de un coeficiente de Schmidt distinto de cero, el estado es entrelazado. Atendiendo
a su descomposición biortogonal, los estados entrelazados se pueden clasificar a su vez como:

2.1. Estados de Hardy, que son aquellos estados cuya descomposición biortogonal es única.

2.2. Si los módulos de dos o más coeficientes de Schmidt son iguales, entonces existen infi-
nitas descomposiciones de Schmidt posibles y por tanto existen infinitas correlaciones perfectas
entre las partes del sistema. Un estado cuya descomposición biortogonal no es única es un estado
máximamente entrelazado. Los estados máximamente entrelazados se caracterizan entonces por
poseer un número infinito de bases biortogonales. Un ejemplo de estado máximamente entrela-
zado es el estado singlete de dos part́ıcula de esṕın 1/2 o el estado triplete.

En los sistemas m-partitos, con m ≥ 3, la descomposición m-ortogonal

|ψ〉 =

min{dA1
,

...,dAm
}∑

i

√
λi|u(1)i 〉 ⊗ |u(2)i 〉 ⊗ · · · ⊗ |u(m)

i 〉, (4.17)

no siempre existe, pero cuando existe es única [134]. La descomposición de Schmidt en estos
estados se conoce como descomposición de Schmidt generalizada.

Un ejemplo de estados que admiten una descomposición de Schmidt generalizada lo consti-
tuyen los estados GHZ

|GHZ〉(m)
d =

1√
d

d−1∑

i=0

(|i〉⊗m). (4.18)
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Esta es la expresión generalizada de los estados GHZ. Un ejemplo de estado que no admite una
descomposición de Schmidt es el estado W = 1√

3
(|001〉+ |010〉+ |100〉). Para los estados mezcla

no existe un método numérico que satisfaga el criterio de separabilidad dado por la descompo-
sición de Schmidt.

Por otro lado, la descomposición de Schmidt es útil para el estudio de las correlaciones son
dos motivos:

1. Los vectores {|ui〉}A y {|vi〉}B permiten definir los operadores hermı́ticos ûA =
∑

i ui|ui〉A〈ui|A
y v̂A =

∑
i vi|vi〉B〈vi|B , respectivamente. Estos operadores representan a los observables u y v,

de autovalores ui y vi, que reciben el nombre de observables de Schmidt. Las matrices densidad
reducida de los componentes de un estado bipartito escritas en la descomposición de Schmidt,
son diagonales con el mismo espectro. Cuando se mide u sobre el subsistema A y se encuentra
el resultado uk, entonces cualquier medida de v sobre B dará con certeza el resultado vk, pues
en un estado con descomposición biortogonal los observables de Schmidt están correlacionados.

2. Si las dimensiones de los subsistemas HA y HB no son iguales, por ejemplo con dA < dB ,
entonces el subsistema A no puede entrelazarse con más de dA estados ortogonales del subsiste-
ma B. Si el rango de los operadores densidad reducidos fuera cero, entonces todos los coeficientes
Schmidt seŕıan nulos y no existiŕıa entrelazamiento entre los subsistemas A y B considerados.

Los coeficientes de Schmidt son invariantes algebraicos bajo la acción de transformaciones
locales unitarias.

4.3.5. Desigualdades de Bell

La mayoŕıa de las desigualdades de Bell [41] se emplean para descartar modelos de variables
ocultas locales, pero con ello sólo se excluye la completa separabilidad de los estados. Estas
desigualdades de Bell constituyen una condición necesaria pero no suficiente de separabilidad,
porque existen estados que las satisfacen, y presentan correlaciones cuánticas [114] que los carac-
teriza como estados entrelazados. Sin embargo, existen desigualdades de Bell que se pueden usar
para probar el auténtico entrelazamiento multipartito, aunque hasta ahora sólo funcionan para
unos pocos estados como los GHZ [135, 136, 137, 138], pero no para los estados clusters. Uno de
los inconvenientes de estas desigualdades es que requieren de estados preparados con una alta
fidelidad6, además de precisar una cantidad de medidas que tiende a crecer exponencialmente
con el número de qubits.

4.3.6. Testigos de entrelazamiento

Los testigos de entrelazamiento [122, 139, 140, 141] son observables que caracterizan los
estados separables y constituyen uno de los métodos principales empleados para detectar expe-
rimentalmente el entrelazamiento. Un testigo de entrelazamiento se define como:

6Ver en la nota 4 del caṕıtulo 2 la definición de fidelidad cuántica.
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Definición. Un observable W es un testigo de entrelazamiento (o testigo) si

tr(Wρ) ≥ 0, para todos los estados separables, (4.19a)

tr(Wρ) < 0, para al menos un estado entrelazado. (4.19b)

Por tanto, si tr(Wρ) < 0 entonces el estado ρ es entrelazado, y en tal caso se dice que es detecta-
do por W . El criterio de entrelazamiento establecido por los testigos es una condición necesaria
y suficiente, y se expresa en términos de un operador. Los testigos de entrelazamiento se pueden
interpretar geométricamente, veamos: su valor esperado depende linealmente del estado, por
tanto, aquellos estados para los que tr(Wρ) = 0 se pueden visualizar como un hiperplano que
corta el espacio en dos partes. En una parte se satisface que tr(Wρ) > 0 y contiene el conjunto
de todos los estados separables. En la otra, se tiene que tr(Wρ) < 0 y en ella figuran todos los
estados entrelazados.

Para cada estado entrelazado existe un testigo de entrelazamiento que lo detecta [122]. El
problema es construir el testigo de entrelazamiento adecuado, tarea que depende en gran medida
del criterio de separabilidad que viole dicho estado.

4.4. Operaciones locales sobre estados cuánticos

Un conjunto de estados pertenece a la misma clase de equivalencia de entrelazamiento si
poseen el mismo entrelazamiento. Las operaciones más generales que transforman un estado
cuántico en otro de la misma clase u órbita son aquellas del tipo:

ρ→ Λ(ρ)

tr[Λ(ρ)]
, (4.20)

donde el numerador es
Λ(ρ) =

∑

i

ViρV
†
i , (4.21)

siendo
∑

i V
†
i Vi ≤ I y los Vi los operadores de Kraus [142, 143].

El denominador de (4.20) satisface tr[Λ(ρ)] ≤ 1, para cualquier estado ρ, y es la probabilidad
asociada a la operación del numerador. Dicha probabilidad es igual a 1 si y sólo si la ecuación
(4.21) conserva la traza (i.e.,

∑
i V

†
i Vi = I), y cuando esto sucede a Λ se le conoce como canal

cuántico determinista.
Nos centraremos en aquellas operaciones locales en las que un estado puro |φ〉 se transforma

en otro estado puro |ψ〉 con una probabilidad no nula, y en las que además el concepto de loca-
lidad se aplique a la partición más fina de un estado. Por ejemplo, si se trata de un estado grafo
se aplicará sobre cada qubit (vértice del grafo asociado) del mismo. Luego las transformaciones
locales sobre un estado |ψ〉 que posea N subsistemas, considerados como las particiones más
finas, serán del tipo

|φ〉 = E1 ⊗ . . .⊗ EN |ψ〉, (4.22)

o equivalentemente
ε(ρ) = E1 ⊗ . . .⊗ ENρ(E1)

† ⊗ . . . ⊗ (EN )
†, (4.23)



72 Entrelazamiento

si actúan sobre el operador densidad del estado.

Podemos distinguir:

LU. Transformaciones unitarias locales arbitrarias donde cada Ei ∈ SU(2)|7. La equivalencia
LU ocurre con una probabilidad igual a la unidad.

LOCC. Operaciones locales asistidas por comunicación clásica [144]. Cualquier protocolo
de comunicación basado en LOCC consiste en realizar operaciones locales sobre los distintos
subsistemas de un complejo entrelazado, y en comunicar entre ellos los resultados v́ıa canal
clásico. La equivalencia bajo LOCC entre dos estados se establece si y sólo si uno de ellos
se puede obtener a partir del otro mediante transformaciones locales unitarias (LU) con una
probabilidad igual a la unidad8 [145, 146],

|ψ〉 LOCC−−−−→ |φ〉 ⇔ |ψ〉 LU−−→ |φ〉. (4.24)

Generalmente las transformaciones LOCC entre estados puros son irreversibles (i.e., no poseen
inversas), por lo que en su conjunto tienen estructura de semigrupo.

SLOCC. Operaciones locales estocásticas asistidas por comunicación clásica [145], también
conocidas como operaciones de filtrado local. Cada operación Ei ∈ SL(2, C)|9 es una matriz
arbitraria invertible (el entrelazamiento se perdeŕıa si no fuera śı [147]). A diferencia de las ope-
raciones de LOCC, no tienen que suceder con una probabilidad igual a la unidad. Las operaciones
LU son un caso particular de SLOCC, luego los estados que son equivalentes bajo LU también lo
son bajo SLOCC (la inversa no se cumple necesariamente). Por este motivo, la clasificación bajo
SLOCC es de “grano grueso” en comparación con la anterior, pues cada clase de equivalencia
abarca un espectro más amplio de estados entrelazados incluyéndose importantes caracteŕısticas
cualitativas del entrelazamiento que con la clasificación anterior no se habŕıan tenido en cuenta.

|ψ〉 LU−−→ |φ〉 ⇒ |ψ〉 SLOCC−−−−−→ |φ〉. (4.25)

LC. Operaciones locales de Clifford donde cada Ei ∈ C1 (caṕıtulo 5). La equivalencia LC
ocurre con una probabilidad igual a la unidad.

Dos estados, |φ〉 y |ψ〉, son LU, SLOCC ó LC equivalentes cuando uno de ellos se transforma
en el otro bajo la acción de alguna de las operaciones anteriormente citadas.

7El grupo SU(2) está formado por matrices unitarias de dimensión 2 × 2 y determinante igual a la unidad.

Su forma general es: U(−→a ) = a0 − i−→a −→σ , |−→a | ≤ 1, a0 = ±
√

1−
−→
a2, donde −→σ son las matrices de Pauli, −→a las

coordenadas de cualquier vector de R3 y a0 una variable auxiliar.
8Es decir, cuando la traza de (4.20) es igual a la unidad.
9El grupo SL(2,C) consiste en el conjunto de matrices complejas de dimensión 2× 2 con determinante igual a

la unidad.
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4.5. Cuantificación del entrelazamiento

Las medidas de entrelazamiento cuantifican la cantidad de entrelazamiento en un estado
dado. No existen resultados generales que se puedan emplear para cuantificar cualquier tipo de
estado entrelazado, pero śı un gran número de resultados parciales, suficientes en muchos casos
para las aplicaciones prácticas. En esta sección introduciremos las propiedades que, en general,
una medida de entrelazamiento E(ρ) debeŕıa satisfacer [148], aunque no todos los cuantificadores
de entrelazamiento lo hacen. No entraremos en discutir los diferentes métodos de cuantificación
del entrelazamiento porque trascendeŕıamos de los objetivos previstos en este trabajo.

4.5.1. Propiedades generales de las medidas de entrelazamiento

1. Cualquier medida de entrelazamiento E(ρ) es nula si el estado es separable.

2. Una medida de entrelazamiento debe ser invariante bajo cambios locales de base, es decir,
debe ser invariante bajo transformaciones locales unitarias

E(ρ) = E(UA ⊗ UBρU
†
A ⊗ U †

B). (4.26)

Esta propiedad debe satisfacerse por toda medida de entrelazamiento.

3. Dado que el entrelazamiento no puede crearse aplicando operaciones LOCC, E(ρ) no se
incrementa bajo la acción de estas operaciones. Luego si ΛLOCC es una transformación positiva
implementada por una LOCC entonces

E[ΛLOCC(ρ)] ≤ E(ρ). (4.27)

Esta condición es conocida como monotonicidad bajo LOCC, e implica la invariancia bajo trans-
formaciones locales unitarias. Si una LOCC transforma el estado ρ en otros estados ρk con
probabilidades pk, entonces ∑

k

pkE(ρk) ≤ E(ρ). (4.28)

Esta condición es más fuerte que la (4.27), aunque es satisfecha por muchas medidas de entre-
lazamiento.

4. El entrelazamiento decrece con la mezcla de dos o más estados

E(
∑

k

pkρk) ≤
∑

k

pkE(ρk). (4.29)

Esta desigualdad se interpreta como sigue: si se parte de un conjunto de estados ρk y se pierde
información de uno de ellos, entonces el entrelazamiento decrece. Esta propiedad no la satisfacen
todas la medidas de entrelazamiento [149].
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5. Si se reparten n copias del mismo estado ρ entre n observadores, entonces se tiene que

E(ρ⊗n) = nE(ρ). (4.30)

Esto conlleva que si dos observadores comparten dos estados diferentes, ρ1 y ρ2, entonces

E(ρ1 ⊗ ρ2) = E(ρ1) + E(ρ2). (4.31)

Esta propiedad tampoco es satisfecha por todas las medidas de entrelazamiento [150].

4.6. Clases de entrelazamiento para estados puros de hasta 4

qubits

Es esta sección, haremos un breve recopilatorio de las clases de entrelazamiento en las que
se clasifican todos los estados puros de hasta 4 qubits.

Dado un estado puro |ψ〉 de algún sistema compuesto la cuestión es: ¿En qué clases de estados
se puede transformar si los observadores entre los que distribuyen sus partes integrantes realizan
operaciones locales en sus respectivos subsistemas permitiéndose la comunicación clásica entre
ellas?

4.6.1. Teorema de Nielsen

De acuerdo con el teorema de Nielsen [151], cualquier estado puro bipartito |ψ〉AB se puede
transformar en otro estado puro |φ〉AB v́ıa LOCC si y sólo si para cada k ∈ 1, . . . , d se tiene que

k∑

j=1

λ
(ψ)↓
j ≤

k∑

j=1

λ
(φ)↓
j . (4.32)

En esta igualdad
∑k

j=1 λ
(ψ)
j es mayorizada10 por

∑k
j=1 λ

(φ)↓
j . Para k = d se obtiene una igual-

dad estricta. Los λi son los pesos de Schmidt. El vector
−→
λ ↓(|ψ〉AB), formado por los pesos de

Schmidt de |ψ〉AB ordenados en orden decreciente, es mayorizado por el correspondiente vector−→
λ ↓(|φ〉AB). La transformación de un estado a otro, en ambos sentidos, puede tener lugar sólo
si los coeficientes de Schmidt de ambos estados son iguales.

10La mayorización consiste en lo siguiente: Supongamos que tenemos dos vectores de dimensión d, −→x ↓ =
(x1, . . . , xd) e −→y ↓ = (y1, . . . , yd) (el śımbolo ↓ indica que las componentes se ordenan en orden decreciente),
entonces −→x es mayorizado por −→y , −→x ≺ −→y si para cada k ∈ 1, . . . , d

k
∑

j=1

x↓
j ≤

k
∑

j=1

y↓j .

Donde la desigualdad es una igualdad se mantiene cuando k = d. La relación de mayorización es de orden parcial
en Rd, es decir, que al menos hay dos componentes x e y tales que x ≺ y e y ≺ x, si y sólo si x = y.
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4.6.2. Equivalencia entre estados bajo SLOCC

La equivalencia entre estados bajo SLOCC ha sido estudiada [33, 34, 35, 152] con objeto de
caracterizar todas las posibles clases de estados puros entrelazados. El objetivo es partir de un
determinado sistema |ψ〉 y convertirlo en otro |φ〉, destinado a la realización una determinada
tarea cuántica. Para ello, el escenario de trabajo es aquel en que cada subsistema se encuentra
lo suficientemente separado espacialmente del resto, de modo que cada parte se puede mani-
pular mediante operaciones locales de forma independiente [153]. Los resultados del conjunto
de las acciones locales llevan asociados una determinada probabilidad. Las partes pueden estar
comunicadas mediante canales clásicos, que dan lugar a una serie de correlaciones clásicas entre
el conjunto comunicado. La ventaja de emplear operaciones locales que permitan pasar de un
estado |ψ〉 a otro |φ〉 con una probabilidad no nula pero no necesariamente igual a la unidad es
que las clases de equivalencia que surgen constituyen una clasificación de grano grueso11 respecto
a la basada en LOCC.

4.6.3. Clasificación de los estados puros bajo SLOCC

En esta sección veremos las principales clases de equivalencia bajo SLOCC de estados puros
entrelazados.

Estados puros de dos qubits

Los estados de dos qubits son equivalentes SLOCC a estados grafo de dos qubits, que pueden
presentarse conectados o no [152]. En particular, cualquier estado puro entrelazado de dos qubits
se puede convertir en el estado singlete |ψ−〉 = 1√

2
(|01〉 − |10〉). Luego sólo hay una clase de

equivalencia SLOCC para los estados entrelazados de dos qubits, y puede representarse por el
estado singlete |ψ−〉.

Estados puros de tres qubits

Los estados puros entrelazados de tres qubits [33, 34, 35] se clasifican en cinco clases de
equivalencia. Tres de ellas están integradas por estados biseparables, que son el resultado del
producto entre un par entrelazado de dos qubits cualesquiera y el qubit no entrelazado.

En las otras dos clases de equivalencia el entrelazamiento se caracteriza por ser auténtico
entrelazamiento tripartito. Veamos cuáles son. Dado un estado de tres qubits |ψ〉, es posible
transformar una copia del mismo en otro estado |φ〉 a través de operaciones SLOCC en el
espacio de cada qubit [33]

|φ〉 = A⊗B ⊗ C|ψ〉. (4.33)

El estado |φ〉 puede ser el |GHZ〉 = (|000〉+|111〉)√
2

(que es equivalente SLOCC a un estado grafo), o

el |W 〉 = (|100〉+|010〉+|001〉)√
3

(que no posee equivalente en forma de grafo). Dichos estados |GHZ〉
y |W 〉 no se pueden relacionar por operaciones SLOCC. Estos dos estados son los representantes

11Dado el carácter continuo de los parámetros que definen a las distintas clases de equivalencia LOCC, al
ampliar el abanico de posibilidades de pertenencia a una clase determinada la clasificación es igual de rigurosa
que mediante LOCC con la ventaja de que no se generan subclases dentro de una clase.
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de las dos clases de equivalencia a que aludimos antes. Se necesitan 6 parámetros para carac-
terizar las propiedades no locales de un estado |GHZ〉, mientras que sólo de necesitan 5 para
el estado |W 〉 [154]; por esta razón la clase GHZ es mucho más numerosa que la W. El estado
GHZ es un estado de tres qubits máximamente entrelazado, pero con la peculiaridad de que
si se desentrelaza uno de sus qubits, por ejemplo el C, el estado ρAB = (tr)C [|GHZ3〉〈GHZ3|]
queda completamente desentrelazado. Por el contrario, el estado W tiene la propiedad de que
si se elimina uno de sus qubits, los dos restantes ρAB = (tr)C [|W 〉〈W |] presentan auténtico
entrelazamiento bipartito [153, 155].

Estados puros de n ≥4 qubits

Los estados de 4 qubits [36] se agrupan en una familia genérica de un número infinito de
elementos que contiene 9 subfamilias, cada una de ellas con una forma diferente de entrelaza-
miento. ¿Por qué las clases de entrelazamiento para estados que posean un número n de qubits
n ≥ 4 poseen un número infinito de elementos [33]? Sea H(n) = C2 ⊗ · · · ⊗ C2 el espacio de
Hilbert de un sistema n-partito de n qubits, el número de amplitudes complejas que se necesitan
para especificar un estado es 2n, y si descartamos el parámetro que funciona como fase global
compleja resulta ser al final 2n − 1. Por tanto, el número de parámetros reales independientes
o grados de libertad es el doble, 2(2n − 1). Por otro lado, las transformaciones del tipo SLOCC
se representan por matrices invertibles del grupo SL(2, C) que por ser de dimensión 2 × 2, po-
see 4 componentes complejas que dan lugar a 8 parámetros reales. Aplicando la condición de
invertibilidad, esta cantidad se reduce a 6 parámetros reales independientes por cada operación
SLOCC. El conjunto de clases de equivalencia bajo SLOCC, denotado por

Hn

SL2(C)× SL2(C)× · · · × SL2(C)
, (4.34)

que posee n factores en el denominador, dependerá de al menos 2(2n − 1) − 6n parámetros
independientes. Esta cantidad es una cota inferior, que para el caso n = 3 permite que haya
un número finito de clases de equivalencia, pero para n ≥ 4 aparecen infinitas clases de equiva-
lencia etiquetadas con parámetros continuos. Este comportamiento se debe a que el número de
parámetros que se necesita para especificar un estado cuántico es mayor (del orden de 2n) que
el que se puede manejar a través de operaciones SLOCC (del orden de n), y a medida que crece
n esta diferencia se va acrecentando.

En la Ref. [147] se muestra que cualquier estado puro multipartito se puede transformar
mediante operaciones SLOCC en otro estado que sea equivalente al primero bajo LU. Por tanto,
si dos estados grafo son equivalentes SLOCC también serán equivalentes bajo operaciones locales
unitarias, es más, para estados grafo las equivalencias SLOCC y LU son coincidentes [156, 157].
De esta manera, el problema de decidir si dos estados grafo son equivalentes SLOCC, se reduce
al problema de decidir si dos estados grafo son equivalentes bajo LU. Luego dos estados grafo
|G1〉 y |G2〉 son equivalentes bajo SLOCC si y sólo si son equivalentes bajo LU

|G1〉 SLOCC−−−−−→ |G2〉 ⇔ |G1〉 LU−−→ |G2〉. (4.35)
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Por otro lado, la conjetura LU ⇔ LC (operaciones locales de Clifford) establece que los estados
estabilizadores que son equivalentes LU, deben ser también equivalentes bajo LC. Realmente,
para los estados grafo la equivalencia LU ⇔ LC es cierta en los casos más simples [38, 39],
apareciendo los primeros contraejemplos para los estados con n = 27 qubits [37]. Esta propie-
dad, unido al hecho de que LC tenga una contrapartida gráfica (la complementación local, ver
apéndice) permite abordar el estudio de la clasificación de estos estados en clases de equivalencia.
Nos detendremos en este punto para retomarlo en el siguiente caṕıtulo dedicado a estudio de la
clasificación de los estados grafo de hasta n = 8 qubits.





Caṕıtulo 5

Entrelazamiento en estados grafo de

ocho qubits

5.1. Introducción

Los estados grafo tienen un papel fundamental en la teoŕıa del entrelazamiento. En el caṕıtulo
anterior, hicimos un breve recopilatorio de las clases de equivalencia en que se dividen los estados
puros entrelazados de hasta n = 4 qubits. Los resultados fueron que la clasificación de tales
estados se complicaba cada vez más a medida que aumentaba el número de qubits, de modo que
para n ≥ 4, hay una cantidad infinita de diferentes clases de estados puros entrelazados de n
qubits.

Por los diferentes papeles fundamentales que desempeñan los estados grafo en la teoŕıa de la
Información Cuántica (los cuales hemos resaltado varias veces a lo largo de este trabajo), se ha
dedicado mucho esfuerzo en su obtención experimental. Por una parte, están los experimentos de
estados grafo de n qubits y n fotones hasta n = 6 [23, 24, 25, 26, 27]. Y por otra, la combinación
de dos técnicas, el hiperentrelazamiento (i.e., entrelazamiento en varios grados de libertad, como
polarización y momento lineal) [48, 51, 53, 69, 70, 71, 72] y las fuentes de entrelazamiento de 4,
5 y 6 fotones usando parametric down-conversion [24, 73, 74, 75, 76, 77, 78], que permiten crear
estados grafo de 6 qubits y 4 fotones [28], de 8 qubits y 4 fotones [29], y de 10 qubits y 5 fotones
[29]. En particular, los estados grafo de 8 qubits y 4 fotones son especialmente útiles por la alta
visibilidad que exhiben.

Hein, Eisert y Briegel (HEB) [1, 2] clasificaron los estados grafo de hasta n = 7 qubits.
Esta clasificación se ha empleado para identificar nuevas clases de demostraciones “all-versus-
nothing” m-partitas (caṕıtulos 9 y 8) [19, 20], nuevas desigualdades de Bell [14], aśı como para
la impulsar la preparación de varios estados grafo [29].

El principal objetivo de este caṕıtulo es extender la clasificación realizada por (HEB) [1, 2]
hasta los estados grafo de ocho qubits. Atendiendo a los resultados previos, hay 45 clases de
estados grafo no equivalentes bajo transformaciones unitarias de un solo qubit. Respecto a los
estados grafo de ocho qubits, hay un total de 101 clases de estados no equivalentes, todas ellas
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obtenidas por varios investigadores (ver Ref. [40]), que clasificaremos de acuerdo a varias rele-
vantes propiedades f́ısicas en la teoŕıa de la Información Cuántica.

Organizaremos este caṕıtulo de la siguiente manera: En las secciones 5.2 y 5.3 introduciremos
las operaciones locales de Clifford y las operaciones de complementación local como herramientas
para obtener las clases de equivalencia de los estados grafo de hasta 8 qubits. En las sección
5.4 estableceremos los criterios de clasificación empleados en [1, 2], con vistas a establecer una
ordenación entre las clases de equivalencia en la sección 5.5.1. En la sección 5.5 presentaremos
nuestros resultados.

5.2. Estados grafo y clases de equivalencia

Los estados grafo [158, 159] constituyen una importante subclase de estados estabilizadores.
Un destacado resultado que relaciona la teoŕıa de grafos y los estados estabilizadores es que
cualquier estado estabilizador |S〉 es LC equivalente (equivalente bajo una transformación lo-
cal de Clifford) a algún estado grafo |G〉 [5, 30, 31]. Su demostración la podemos encontrar en [32].

Este enunciado es un caso particular del establecido por Schlingemann [5] quien trabajó con
sistemas de d niveles, y demostró que un código estabilizador es LC equivalente a un código grafo.

Otro resultado que relaciona los estados estabilizadores y los estados grafo es aquel que
establece que un único estado estabilizador |S〉 puede ser equivalente a varios estados grafo [160]

|G1〉 = U1|S〉, |G2〉 = U2|S〉, (5.1)

si y sólo si éstos son equivalentes entre si bajo transformaciones locales de Clifford

|G1〉 = U1U
†
2 |G2〉. (5.2)

Esta propiedad permite obtener toda una colección de estados grafo equivalentes, bajo transfor-
maciones locales de Clifford, que representan a un mismo estado estabilizador. Estos conjuntos
de estados grafo equivalentes se denominan clases de equivalencia u órbitas [1, 2, 21, 22], y serán
caracterizadas en este caṕıtulo y en el siguiente.

5.3. Complementación local

Las transformaciones locales de Clifford sobre los estados grafo pueden describirse a través
de unas reglas gráficas conocidas como complementación local denotadas por τa(G) [161].

La complementación local τa(G) sobre un determinado vértice a perteneciente a un grafo G,
se obtiene complementando el subgrafo de G(E,V ) que viene dado por el vértice a y su vecindad
Na, conservándose intacto el resto del grafo (ver apéndice).

La regla de complementación local (regla LC) establece que:
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Si G(E,V ) es el grafo que representa al estado grafo |G〉, mediante complementación local
sobre un vértice a ∈ V se obtiene un nuevo grafo G′(E′, V ) que corresponde a otro estado grafo
|G′〉 equivalente a |G〉 bajo la acción de algún operador local de Clifford U τa |G〉

|τa(G)〉 = U τa |G〉 = |G′〉, (5.3)

donde

U τa |G〉 = e−i
Π
4
σ
(a)
x

⊗

b∈Na

ei
Π
4
σ
(b)
z , (5.4)

que de acuerdo con (1.33), la expresión 5.4 puede escribirse también como

U τa =

√
−iσ(a)x

⊗

b∈Na

√
iσ

(b)
z . (5.5)

Es decir, si aplicamos complementación local sobre un vértice de un grafo, los estados grafo
input y output se deben relacionar a través de alguna operación del grupo local de Clifford.

Por consiguiente, diremos que dos estados grafo |G〉 y |G′〉 son LC equivalentes (equivalentes
bajo alguna operación local del grupo de Clifford) si y sólo si los grafos que los representan
se relacionan bajo una secuencia de complementaciones locales: G′ = τa1 ◦ . . . ◦ τan(G), donde
a1, . . . , an ∈ V . Incluiremos la demostración de esta propiedad porque a través de ella se puede
observar cómo evoluciona un estado grafo bajo la acción de los operadores U τa , empleando su
estabilizador:

Sean |G〉 y |G′〉 dos estados grafo tales que los grafos que los representan se relacionan me-
diante una operación de complementación local sobre el vértice a, G′ = τa(G). Sean S y S′ los
estabilizadores respectivos, y gb y g′b, sus correspondientes operadores generadores. Los opera-
dores generadores asociados a cualquier qubit representado por un vértice c que no pertenezca a
Na no van a modificarse bajo la acción de U τa , porque gc y U

τ
a se refieren a conjuntos de qubits

distintos1

U τa gc(U
τ
a )

† = gc = g′c. (5.6)

Los operadores generadores asociados a los vértices b′ pertenecientes a Na (que denotaremos por

1Podŕıa ocurrir que a y c tuvieran al menos un vecino en común, en tal caso, los operadores gc y Uτ
a tendŕıan

en común al menos un operador local Z (que representa a la matriz de Pauli σz). Lo cual significaŕıa que no
habŕıa ningún obstáculo para que gc y Uτ

a siguieran conmutando.
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Kb′) no son compatibles con U τa , y se transformarán de la siguiente manera

U τaKb(U
τ
a )

† = (e−i
Π
4
Xa

⊗

b∈Na−b′

ei
Π
4
Zbei

Π
4
Zb′ )× (Xb′

⊗

b∈Na−b′

Zb ⊗ Za)

× (e−i
Π
4
Zb′

⊗

b∈Na−b′

e−i
Π
4
Zbei

Π
4
Xa)

= (e−i
Π
4
Xae−i

Π
4
Xa

⊗

b∈Na−b′

e−i
Π
4
Zbei

Π
4
Zb ⊗ ei

Π
4
Zb′ ei

Π
4
Zb′ )

× (Xb′
⊗

b∈Na−b′

Zb ⊗ Za)

= (−iXa

⊗

b∈Na−b′

I ⊗ iZb′)× (Xb′
⊗

b∈Na−b′

Zb ⊗ Za)

= (Xa

⊗

b∈Na

Zb)× (Xb′
⊗

b∈Nb′+Na

Zb)

= gagb′ .

(5.7)

Con la idea de presentar una visión más compacta, en el desarrollo anterior no hemos empleado
la notación σi para referirnos a las matrices de Pauli, y tampoco hemos añadido las matrices
identidad para adecuar la dimensión de los operadores2. Respecto a la identidad de la expresión
que se encuentra justo antes del último signo igual, la hemos descompuesto de la siguiente
manera: ⊗

b∈Na−b′

I = (
⊗

b∈Na−b′

Zb)(
⊗

b∈Na−b′

Zb). (5.8)

La transformación de los generadores del estado grafo input bajo la acción del operador U τa tiene
lugar como se describe en el desarrollo (5.7), es decir, multiplicando el operador generador del
vértice de G sobre el que se aplica la complementación local, ga, con cada uno de los generadores
gb′ asociados a los vértices b ∈ Na del grafo completado localmente G′. Luego los operadores
generadores del nuevo estado serán los gc, para c /∈ Na, ga y los gb′ que coinciden con los
generadores del grafo G′ obtenido por complementación local sobre el vértice a.

Hemos demostrado que tras la aplicación de una operación de complementación local sobre
el grafo G se obtiene un grafo G′ correspondiente a otro estado grafo, que es equivalente bajo LC
al estado grafo representado por el primer grafo. Una secuencia de complementaciones locales,
vuelve a ser equivalente a la acción un operador del grupo local de Clifford, luego el resultado
obtenido es aplicable también cuando se emplea más de una operación de complementación local.

Otra importante propiedad de la complementación local, es que la acción de cualquier ope-
rador del grupo de Clifford sobre los estados grafo se puede descomponer en una secuencia de
complementaciones locales sobre los grafos vinculados a ellos. Su demostración se puede encon-
trar en las Refs. [32, 162].

2Aunque realmente no era necesario porque se sobrentiende que al trabajar con operadores de correlación de
un mismo estado, todos poseen igual dimensión.



5.4 Criterios de clasificación 83

5.4. Criterios de clasificación

De acuerdo con HEB, los criterios para ordenar las clases son:

1. Número de qubits.

2. Mı́nimo número de puertas controlled-Z (CZ) necesarias para la preparación, |E|.

3. Medidas de Schmidt, ES .

4. Índices de rango, IR

Por ejemplo, la clase No. 1 es la única que contiene estados grafo de solo dos qubits, la
No. 2 es la única que contiene estados grafo de tres qubits [1, 2]. Las clases No. 3 y No. 4 po-
seen 4 qubits y requieren de |E| = 3 puertas controlled-Z, sin embargo, se diferencian en que la
medida de Schmidt ES de la clase No. 3 es igual a 1, mientras que para la clase No. 4 es igual a 2.

Veremos en qué consisten cada uno de estos criterios por separado.

5.4.1. Mı́nimo número de puertas controlled-Z necesarias para la preparación

Como vimos en el caṕıtulo 1, para preparar un estado grafo, cada qubit debe encontrarse
inicialmente en el estado |+〉 = (|0〉+|1〉)/

√
2 y, posteriormente, estos se conectan entre śı a través

de puertas CZ . Normalmente, los diferentes elementos pertenecientes a una misma clase LC
requieren distinto número de puertas CZ para su preparación. El primer criterio para comenzar
con la clasificación de los estados grafo de ocho qubits es que el representante elegido de cada
clase de equivalencia se corresponda con aquel que posea un mı́nimo número de aristas, |E|.

5.4.2. Medidas de Schmidt ES

La medida de Schmidt fue introducida por Eisert y Briegel como una herramienta para
cuantificar el genuino entrelazamiento multipartito de los sistemas cuánticos [163, 164] (caṕıtulo
4). De acuerdo con la descomposición de Schmidt (caṕıtulo 4, apartado 4.3.4), cualquier vector
estado |ψ〉 ∈ H(1) ⊗ · · · ⊗H(N) de un sistema cuántico multipartito de N componentes se puede
representar como

|ψ〉 =
R∑

i=1

ξi|ψ(1)
i 〉 ⊗ · · · ⊗ |ψ(N)

i 〉, (5.9)

donde ξi ∈ C para i = 1, . . . , R, y |ψ(j)
i 〉 ∈ H(j), para j = 1, . . . , N (en comparación con la

descomposición de Schmidt del caṕıtulo 4, hemos empleado aqúı una notación diferente para
adaptarla a la del art́ıculo [21]). La medida de Schmidt asociada a este vector estado, se define
como

ES(|ψ〉) = log2(r), (5.10)
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donde r es el mı́nimo número R de términos en los que puede descomponerse el estado |ψ〉 de
acuerdo con (5.9). Para el caso particular de un sistema de dos componentes (N = 2), r viene
dado por el rango de Schmidt del estado |ψ〉. Antes de conocer cómo se obtiene el rango de
Schmidt, es necesario introducir los siguientes conceptos:

Partición de un conjunto V de vértices de un grafo G = (V,E)

Dado un estado grafo G = (V,E), una partición de V es cualquier tupla (A1, . . . , AM ) de
subconjuntos disjuntos Ai ⊂ V tales que

⋃M
i=1Ai = V . Si M = 2, entonces la partición se

denomina bipartición y se denota como (A,B).
Una partición (A1, . . . , AN ) es más fina que otra (B1, . . . , BM ), si todo Ai está contenido

en algún Bj. La notación empleada para indicar que la partición (A1, . . . , AN ) es más fina que
(B1, . . . , BM ) es

(A1, . . . , AN ) ≤ (B1, . . . , BM ). (5.11)

Por otro lado (B1, . . . , BM ) es con respecto a (A1, . . . , AN ) una partición más gruesa.
Para un grafo G = (V,E), la partición más fina es aquella en la que |Ai| = 1, para todo

i = 1, . . . ,M . Si se unen dos de las componentes de una partición, la medida de Schmidt ES no se
incrementará, pues bajo el aumento del “grosor del grano” de la partición, sólo puede mantenerse
o decrecer. Si denotamos a la medida de Schmidt de un estado dado por |ψ〉 evaluado respecto

a la partición (A1, . . . , AN ) como E
(A1,...,AN )
S (|ψ〉), entonces los espacios de Hilbert del sistema

multipartito lo conformarán los granos de la partición. Con esta notación, la propiedad de ES
de no aumentar con respecto al aumento del grosor del grano se representa como

E
(A1,...,AN )
S (|ψ〉) ≥ E

(B1,...,BM )
S (|ψ〉), (5.12)

si (A1, . . . , AN ) ≤ (B1, . . . , BM ).

Rango de Schmidt (RS)

Sea la bipartición (A,B), tal que A ∪ B = V y A ∩ B = ∅, dada sobre el conjunto de
vértices V = {1, . . . , N} de un grafo G = (V,E) caracterizado por su matriz de adyacencia Γij
(ver apéndice). Al tratar con biparticiones resulta muy útil etiquetar los vértices de modo que
A = {1, . . . , p}, B = {p + 1, . . . , N}. Entonces, es posible descomponer la matriz de adyacen-
cia Γ, en las submatrices ΓA y ΓB, las cuales representan las conexiones o aristas dentro de
los subconjuntos A y B respectivamente. La submatriz ΓAB es una matriz que representa las
conexiones entre las particiones A y B,

Γ =

(
ΓA ΓAB
ΓTAB ΓB

)
(5.13)

En estas condiciones, el rango de Schmidt RSA(G) de un estado grafo |G〉, representado por
el grafo G = (V,E), con respecto a la bipartición (A,B) viene dado por el rango binario (i.e.,
rango sobre F(2)|3 de la submatriz ΓAB ,

RSA(G) = rangF2
(ΓAB). (5.14)

3Hemos asumido la notación referida al espacio vectorial binario de una sola part́ıcula que se emplea en [2].
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Las submatrices ΓAB y ΓTAB poseen igual rango de Schmidt por ser la una la traspuesta de la
otra, lo que denotamos como: RSA(G) = RSB(G). Por otro lado, hay un total de 2N−1|4 formas
distintas de elegir cualesquiera de las agrupaciones de una distribución bipartita (A ó B) de los
N vértices de un grafo G dado. Fijando una de ellas, se puede obtener la matriz de adyacencia
Γ.

Índices de rango (IR)

Dado un grafo G(V,E), los ı́ndices de rango (rank indexes) se obtienen al calcular el RSA(G)
para todas las posibles biparticiones que se puedan realizar (para cada grupo de vértices A ∈ V ),
y acumulando la cantidad de veces que tiene lugar un cierto rango en tuplas ordenadas. Expli-
caremos este concepto más claramente con el siguiente ejemplo:

Tomamos al azar uno de los grafos que pertenecen a la clasificación de los estados grafo de
ocho qubits de las tablas 5.1, 5.2 y 5.3.

1

8

7

65

4

3

2

No. 48

Figura 5.1: Grafo No. 48 de la clasificación de los estados grafo de ocho qubits.

Realizamos una distribución bipartita de los vértices de este grafo, por ejemplo: ({1, 2, 3, 4, 5, 6}, {7, 8}) =
{A,B}. Y a continuación, para obtener una mejor visión de las submatrices ΓA, ΓB y ΓAB que
constituirán la matriz de adyacencia Γ del grafo No. 48, reordenamos las filas y columnas de Γ
de forma que las numeradas como 7 y 8 se sitúen en primer lugar




(7) (8) (1) (2) (3) (4) (5) (6)
0 1 0 0 0 0 1 1 (7)
1 0 1 1 1 1 0 0 (8)
0 1 0 0 0 0 0 0 (1)
0 1 0 0 0 0 0 0 (2)
0 1 0 0 0 0 0 0 (3)
0 1 0 0 0 0 0 0 (4)
1 0 0 0 0 0 0 0 (5)
1 0 0 0 0 0 0 0 (6)




(5.15)

4Dado el conjunto V de vértices, se pueden formar en total 2N distribuciones bipartitas donde cada bipartición
(A,B) es tal que |B| = V − |A|, pero si eliminamos aquella distribución en la que una de las agrupaciones sea
V y la otra el conjunto vaćıo (lo que se logra con la operación 2N/2) entonces tenemos como resultado 2N−1

biparticiones.
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Consideremos la submatriz de dimensión |A| × |B| (con |A| y |B| denotamos los cardinales de
los conjuntos A y B) asociada a las aristas que conectan A y B.

ΓAB(G48) =

(
0 0 0 0 1 1
1 1 1 1 0 0

)
(5.16)

Si deseamos obtener el ı́ndice de rango-2 ó IR2 (́ındice de rango de orden 2), entonces calcula-
mos el rango binario de la submatriz ΓAB(G48), es decir, RSA(G48); y repetimos este mismo
procedimiento para todos las distribuciones bipartitas (donde A englobe sólo dos vértices) que
podamos construir para el mismo grafo. Tras el recuento de los resultados obtenidos, el ı́ndi-
ce de rango-2 se escribe de forma comprimida mediante la tupla (D,U), donde D es el número
de veces en que aparece el resultado 2, y U indica el número de veces que se obtiene el resultado 1.

Los IR3 y IR4 se obtienen repitiendo este procedimiento iterativamente para los casos en
los que A posea 3 y 4 vértices, respectivamente. Las tuplas correspondientes serán IR3(G48) =
(T,D,U) y IR4(G48) = (C, T,D,U), donde T indica las veces que se ha obtenido RSA(G48) = 3
y C las veces que se ha obtenido RSA(G48) = 4.

En general, los ı́ndices de rango para todas las distribuciones bipartitas donde la parte más
pequeña A contenga p vértices, vienen dados por la p-tupla

IRp = (νpp , . . . , ν
p
1) = [νpj ]

1
j=p, (5.17)

donde νpj es el número de veces que resulta RSA(G) = j, con |A| = p.

5.5. Procedimientos y resultados

Los resultados de nuestro trabajo los mostramos en la Fig. 5.3 y en las tablas 5.1, 5.2 y 5.3.
A continuación proporcionaremos los detalles que nos condujeron a estos resultados.

5.5.1. Órbitas bajo complementación local

Hemos generado todas las órbitas LC para n = 8 y hemos calculado en número de grafos
no isomorfos5 en cada órbita. Hemos identificado los representantes con el mı́nimo número de
aristas |E| y de entre ellos hemos elegido a aquel que se caracterizaba por poseer el mı́nimo
grado máximo. La razón de escoger precisamente este tipo de grafos como representante óptimo
de un órbita radica en que, de esta manera, el estado grafo asociado require del mı́nimo número
de puertas CZ para su preparación y, como consecuencia, de una mı́nima profundidad de prepa-
ración6 [165]. Todos los representantes óptimos de cada una de las 101 clases de equivalencia u

5En teoŕıa de grafos, dos grafos dados, G y H son isomorfos si existe una biyección f , f : V (G)→ V (H) entre
los conjuntos de sus vértices que conserva la relación de adyacencia. Es decir, cualquier par de vértices u y v de
G son adyacentes si y sólo si lo son sus imágenes, f(u) y f(v) en H .

6La profundidad de preparación es el mı́nimo número de pasos de tiempo que se necesitan para preparar un
estado. Cuando la profundidad de preparación, referida a una órbita LC, es mı́nima, entonces el número de etapas
que se invierte en preparar el estado es el más corto de la órbita. Una mı́nima profundidad de preparación en los
estados grafo, provee al estado de una protección contra la decoherencia pues se reduce el tiempo en que va a ver
sometido al contacto con el medio exterior.
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órbitas están representados en la Fig. 5.3, y en las tablas 5.1, 5.2 y 5.3 están recogidos los datos
para |LC| (i.e., cardinal de la órbita LC) y |E|.

5.5.2. Ĺımites de la medida de Schmidt

La medida de Schmidt ES se calcula a partir del mı́nimo número de términos R en que se
puede descomponer un estado (ver (5.9)). Para un estado general, la dificultad del cálculo de ES
escala exponencialmente con el número de partes N , aśı como con el grado de entrelazamiento
que exista entre ellas. HEB solventaron el problema para los estados grafo aportando una forma
de obtener los ĺımites superior e inferior de la medida de Schmidt. Estos ĺımites de la medida de
Schmidt son fáciles de calcular y en muchos casos coinciden, lo que determina el valor de ES .
Veamos cuáles son las cotas de ES.

Persistencia de Pauli y tamaño del recubrimiento de vértices mı́nimo

Para cualquier estado grafo, los ĺımites superiores de su medida de Schmidt ES(|G〉) son
la persistencia de Pauli (Pauli persistency) PP (G) y el tamaño del recubrimiento de vértices
mı́nimo RV (G),

ES(|G〉) ≤ PP (G) ≤ RV (G). (5.18)

La persistencia de Pauli es el mı́nimo número de medidas locales de Pauli que es preciso realizar
para desentrelazar un estado grafo determinado. HEB describieron unas reglas de transformación
gráfica asociadas que muestran el efecto que tiene sobre el grafo la aplicación de las distintas
medidas locales de Pauli [1, 2].

El recubrimiento de vértices (vertex cover) es un concepto de teoŕıa de grafos, y se refiere
a cualquier conjunto de vértices V ′ de un grafo G en el que incidan el conjunto total de las
aristas del grafo. El recubrimiento de vértices será mı́nimo, si se logra con un mı́nimo número de
vértices. En la Fig. 5.2, mostramos dos tipos de recubrimientos para el grafo No. 59 de nuestra
clasificación, el de la izquierda es mı́nimo y el de la derecha no.
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Figura 5.2: Vemos representado dos recubrimientos de vértices distintos para el grafo No. 59
de nuestra clasificación. El conjunto de vértices 4, 6 y 8 de la figura de la izquierda conforma
el recubrimiento de vértices mı́nimo del grafo, mientras que el recubrimiento de la figura de la
izquierda dado por los vértices 3, 5, 7 y 8, no es el mı́nimo.
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De acuerdo con las reglas gráficas para las medidas de Pauli, dado que cada medida σz elimina
todas las aristas incidentes en un vértice, V C(G) podŕıa coincidir con PP (G) si nos restringimos
a realizar sólo este tipo de medidas. Sin embargo, en grafos con muchas aristas puede que lo más
adecuado sea realizar una combinación de medidas σx, σy y σz que proporcione una secuencia
de desentrelazamiento más eficiente, obteniéndose aśı un mejor ĺımite inferior PP (G) para la
medida de Schmidt.

Rango de Schmidt maximal RSmax

Para cualquier estado grafo |G〉, el ĺımite inferior de la medida de Schmidt ES(|G〉) es el
rango de Schmidt maximal (maximal Schmidt rank),

RSmax(G) ≤ ES(|G〉). (5.19)

El rango de Schmidt maximal es el ĺımite inferior de la medida de Schmidt con respecto la
partición más fina. Esta información se extrae del máximo rango de Schmidt que resulta tras
calcularlo para todas las posibles biparticiones de un grafo dado G = (V,E),

RSmax(G) := maxA⊆VRSA(G). (5.20)

De acuerdo con la definición de rango de Schmidt, el rango de Schmidt maximal para cualquier
estado es a lo sumo el mayor entero menor o igual que N

2 .

Añadir o eliminar aristas y vértices

La complementación local sobre grafos no modifica la medida de Schmidt de los estados
grafos asociados. Este hecho facilita enormemente el cálculo de la medida de Schmidt asociada
a una determinada órbita pues es posible elegir el grafo más adecuado para su obtención. Sin
embargo, no todas las acciones locales que se realizan sobre los grafos dejan invariante la medida
de Schmidt, pero en contra de lo que pudiera parecer esto puede convertirse en una situación
ventajosa para resolver algunos casos en los que el cálculo de ES sea más dificultoso. Tal es el
caso de la regla de los vértices/aristas [1, 2]. De acuerdo con esta regla, por una parte, mediante
la adición o eliminación de una arista e que conecta a dos vértices del grafo G la medida de
Schmidt del grafo resultante G′ (G′ = G± e) puede a lo sumo crecer o decrecer una unidad. Por
otra parte, si un vértice v (incluyendo sus aristas incidentes) se elimina, la medida de Schmidt
del grafo resultante G′ (G′ = G − v) no puede incrementarse, sino que a lo sumo decrecerá en
una unidad. Si ES(|G + e〉) es la medida de Schmidt del estado grafo correspondiente al grafo
G+ e, entonces las reglas anteriores pueden resumirse según las siguientes expresiones

ES(|G+ e〉) ≤ ES(|G〉) + 1, (5.21a)

ES(|G− e〉) ≥ ES(|G〉) − 1, (5.21b)

ES(|G− v〉) ≥ ES(|G〉) − 1. (5.21c)

En este trabajo hemos empleado estas reglas de dos formas distintas:
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1. En primer lugar, como un test interno para comprobar nuestros cálculos, comparando
pares de grafos relacionados mediante una secuencia de eliminaciones de aristas/vértices.

2. Y en segundo lugar, como una útil herramienta para encontrar alguna cota de la medida
de Schmidt en algunos grafos problemáticos. La forma de proceder en estos casos es la siguiente:
se compara el grafo problemático G con G′, que es aquel que resulta de eliminar alguna arista
o vértice y que posea una medida de Schmidt conocida.

Medidas de Schmidt para algunos tipos especiales de grafos

Hay algunos estados grafo para los cuales los ĺımites superior e inferior de las medidas de
Schmidt coinciden, proporcionando directamente el valor de ES. Dado que el rango de Schmidt
maximal para cualquier estado puede ser a lo sumo ⌊N2 ⌋, para aquellos estados en los que los
ĺımites superior e inferior de ES coinciden se satisface que RSmax(G) = ES(|G〉) = PP (G) =
RV (G) ≤ ⌊N2 ⌋. Entre los estados grafo que satisfacen esta condición están los GHZ, los es-
tados representados por árboles, los anillos con un número par de vértices, y los clusters. En
nuestro trabajo hemos usado los siguientes resultados en relación a los estados GHZ y los árboles:

1. La medida de Schmidt para cualquier estado GHZ multipartito es 1.

2. Un árbol T es un grafo que no tiene ciclos. La medida de Schmidt del estado grafo corres-
pondiente |T 〉 es el tamaño del recubrimiento de vértices mı́nimo: ES(|T 〉) = RV (T ).

Hay otra clase interesante de estados grafo para nuestros propósitos, son los llamados grafos
bicoloreables (2-colorable graphs). Un bicoloreado propio es un etiquetado sobre el conjunto de
vértices de un grafo G = (V,E), dado por la función V → {1, 2}, tal que los vértices han de
etiquetarse de forma que ningún vértice adyacente comparta la misma etiqueta. Las etiquetas
pueden ser identificadas con colores, y dado que hay dos, si el grafo admite el etiquetado que
acabamos de describir, entonces es bicoloreable. Otra denominación empleada por los matemáti-
cos para referirse a los grafos bicoloreables es la de grafos bipartitos. Un grafo es bipartito, si el
conjunto (de la totalidad) de los vértices se pueden distribuir entre dos conjuntos disjuntos A y
B, tales que ningún vértice esté conectado a otro que se encuentre en el mismo subconjunto al
que él pertenece (las aristas conectan a pares de vértices donde uno de ellos pertenece a A y el
otro a B).

Para este tipo de grafos, HEB [1, 2] proporcionaron ĺımites superiores e inferiores de la
medida de Schmidt dados por la expresión

1

2
rangF2

≤ ES(|G〉) ≤ ⌊|V |
2

⌋, (5.22)

donde Γ es la matriz de adyacencia del grafo bicoloreable. Si Γ es invertible, entonces

ES(|G〉) = ⌊|V |
2

⌋. (5.23)

Cualquier grafo G que no sea bicoloreable, se puede transformar en otro que sea bicoloreable
G′ con sólo eliminar los vértices apropiados de los ciclos con longitud impar presentes en G. La
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eliminación de vértices en grafos, se realiza a través del proyector de la matriz de Pauli σz y da
lugar a nuevos ĺımites superiores de ES(|G〉):

ES(|G〉) ≤ ES(|G′〉) +M ≤ ⌊|V −M |
2

⌋+M ≤ ⌊|V |+M

2
⌋, (5.24)

dondeM es el número de vértices eliminados. En este trabajo, hemos usado estos nuevos ĺımites
en algunos grafos como herramientas para comprobar nuestros cálculos.
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Tabla 5.1: Clasificación del entrelazamiento de las 101 clases de estados grafos de 8 qubits. No.
es el número de la clase. Las diferentes columnas, |E|, ES , IRj y |LC|, las hemos elegido en
base a las Refs. [1, 2]. |E| es el número de aristas de aquellos representantes que posean un
mı́nimo número de aristas. ES es la medida de Schmidt (o sus ĺımites inferior y superior). IRj
son los ı́ndices de rango, donde j indica el número de qubits en la parte de menor tamaño de
una bipartición (los rangos aparecen en orden decreciente). |LC| es el número de elementos no
isomorfos de la clase. La última columna indica si en la clase LC hay algún grafo bicoloreable.

No. |LC| |E| ES IR4 IR3 IR2 bicoloreable

46 2 7 1 (0,0,0,35) (0,0,56) (0,28) yes
47 6 7 2 (0,0,20,15) (0,30,26) (12,16) yes
48 6 7 2 (0,0,30,5) (0,45,11) (15,13) yes
49 16 7 2 (0,0,30,5) (0,45,11) (17,11) yes
50 4 7 2 (0,0,34,1) (0,48,8) (16,12) yes
51 16 7 2 (0,0,34,1) (0,51,5) (19,9) yes
52 10 7 3 (0,12,16,7) (16,28,12) (20,8) yes
53 16 7 3 (0,12,22,1) (16,34,6) (20,8) yes
54 44 7 3 (0,12,22,1) (16,35,5) (21,7) yes
55 16 7 3 (0,18,14,3) (18,33,5) (21,7) yes
56 44 7 3 (0,18,14,3) (22,29,5) (23,5) yes
57 10 7 3 (0,18,15,2) (18,36,2) (21,7) yes
58 25 7 3 (0,18,16,1) (18,36,2) (22,6) yes
59 44 7 3 (0,18,16,1) (22,31,3) (23,5) yes
60 44 7 3 (0,24,9,2) (24,30,2) (23,5) yes
61 26 7 3 (0,24,10,1) (28,25,3) (23,5) yes
62 120 7 3 (0,24,10,1) (28,26,2) (24,4) yes
63 66 7 3 (0,26,7,2) (30,24,2) (25,3) yes
64 14 7 4 (8,12,12,3) (32,18,6) (24,4) yes
65 25 7 4 (8,12,14,1) (32,20,4) (24,4) yes
66 120 7 4 (8,14,12,1) (34,19,3) (25,3) yes
67 72 7 4 (8,16,10,1) (36,17,3) (25,3) yes
68 172 7 4 (8,18,8,1) (38,16,2) (26,2) yes
69 10 8 2 (0,0,34,1) (0,52,4) (20,8) yes
70 10 8 2 (0,0,35,0) (0,54,2) (21,7) yes
71 10 8 3 (0,12,22,1) (16,36,4) (20,8) no
72 21 8 3 (0,12,22,1) (16,36,4) (22,6) no
73 10 8 3 (0,18,17,0) (18,36,2) (21,7) no
74 44 8 3 (0,18,17,0) (22,32,2) (23,5) yes
75 66 8 3 (0,18,17,0) (22,33,1) (24,4) no
76 26 8 3 (0,20,14,1) (24,30,2) (24,4) yes
77 26 8 3 (0,24,10,1) (24,31,1) (23,5) yes
78 28 8 3 (0,24,10,1) (28,27,1) (23,5) no
79 44 8 3 (0,24,11,0) (28,26,2) (23,5) no
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Tabla 5.2: Clasificación del entrelazamiento de las 101 clases de estados grafos de 8 qubits. No.
es el número de la clase. Las diferentes columnas, |E|, ES , IRj y |LC|, las hemos elegido en
base a las Refs. [1, 2]. |E| es el número de aristas de aquellos representantes que posean un
mı́nimo número de aristas. ES es la medida de Schmidt (o sus ĺımites inferior y superior). IRj
son los ı́ndices de rango, donde j indica el número de qubits en la parte de menor tamaño de
una bipartición (los rangos aparecen en orden decreciente). |LC| es el número de elementos no
isomorfos de la clase. La última columna indica si en la clase LC hay algún grafo bicoloreable.

No. |LC| |E| ES IR4 IR3 IR2 bicoloreable

80 132 8 3 (0,24,11,0) (28,27,1) (24,4) no
81 114 8 3 (0,24,11,0) (30,25,1) (25,3) yes
82 72 8 3 (0,26,9,0) (30,26,0) (25,3) no
83 72 8 3 (0,28,6,1) (32,23,1) (25,3) yes
84 198 8 3 (0,28,7,0) (34,22,0) (26,2) yes
85 56 8 3 < 4 (0,30,4,1) (34,21,1) (25,3) no
86 28 8 4 (8,16,10,1) (32,22,2) (24,4) no
87 10 8 4 (8,16,10,1) (32,24,0) (24,4) yes
88 56 8 4 (8,16,10,1) (36,18,2) (26,2) no
89 66 8 4 (8,16,11,0) (36,18,2) (25,3) yes
90 72 8 4 (8,18,9,0) (34,22,0) (25,3) no
91 63 8 4 (8,18,9,0) (36,20,0) (26,2) yes
92 66 8 4 (8,18,9,0) (38,16,2) (25,3) no
93 176 8 4 (8,18,9,0) (38,17,1) (26,2) no
94 76 8 4 (8,20,6,1) (36,19,1) (25,3) no
95 194 8 4 (8,20,7,0) (38,18,0) (26,2) yes
96 352 8 4 (8,20,7,0) (40,15,1) (26,2) no
97 154 8 4 (8,22,4,1) (42,13,1) (27,1) no
98 542 8 4 (8,22,5,0) (42,14,0) (27,1) no
99 300 8 4 (12,16,7,0) (44,11,1) (27,1) yes
100 214 8 4 (14,17,4,0) (48,8,0) (28,0) yes
101 14 9 3 (0,20,15,0) (24,32,0) (25,3) no
102 66 9 3 (0,28,7,0) (32,24,0) (25,3) no
103 66 9 3 (0,30,5,0) (36,20,0) (26,2) yes
104 6 9 3 (0,32,0,3) (32,24,0) (24,4) yes
105 57 9 3 < 4 (0,30,5,0) (36,19,1) (25,3) no
106 28 9 4 (8,18,9,0) (38,18,0) (25,3) no
107 17 9 4 (8,20,6,1) (32,24,0) (24,4) no
108 72 9 4 (8,20,7,0) (36,20,0) (25,3) no
109 87 9 4 (8,20,7,0) (40,16,0) (27,1) no
110 114 9 4 (8,22,5,0) (40,16,0) (26,2) no
111 372 9 4 (8,22,5,0) (40,16,0) (26,2) no
112 70 9 4 (8,24,2,1) (40,16,0) (26,2) no
113 264 9 4 (8,24,3,0) (44,12,0) (27,1) no
114 542 9 4 (8,24,3,0) (44,12,0) (27,1) no
115 156 9 4 (12,18,5,0) (46,9,1) (27,1) no
116 174 9 4 (12,20,3,0) (46,10,0) (27,1) no
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Tabla 5.3: Clasificación del entrelazamiento de las 101 clases de estados grafos de 8 qubits. No.
es el número de la clase. Las diferentes columnas, |E|, ES , IRj y |LC|, las hemos elegido en
base a las Refs. [1, 2]. |E| es el número de aristas de aquellos representantes que posean un
mı́nimo número de aristas. ES es la medida de Schmidt (o sus ĺımites inferior y superior). IRj
son los ı́ndices de rango, donde j indica el número de qubits en la parte de menor tamaño de
una bipartición (los rangos aparecen en orden decreciente). |LC| es el número de elementos no
isomorfos de la clase. La última columna indica si en la clase LC hay algún grafo bicoloreable.

No. |LC| |E| ES IR4 IR3 IR2 bicoloreable

117 542 9 4 (12,20,3,0) (46,10,0) (27,1) no
118 262 9 4 (12,20,3,0) (48,8,0) (28,0) no
119 802 9 4 (14,19,2,0) (50,6,0) (28,0) no
120 117 9 4 (16,16,3,0) (50,6,0) (28,0) yes
121 10 10 3 (0,32,2,1) (32,24,0) (24,4) no
122 37 10 3 (0,32,3,0) (40,16,0) (27,1) yes
123 36 10 4 (8,22,5,0) (44,12,0) (26,2) no
124 7 10 4 (8,24,0,3) (32,24,0) (24,4) no
125 103 10 4 (8,24,3,0) (42,14,0) (26,2) no
126 46 10 4 (8,24,3,0) (44,12,0) (27,1) no
127 170 10 4 (8,26,1,0) (46,10,0) (27,1) no
128 74 10 4 (12,20,3,0) (46,10,0) (27,1) yes
129 340 10 4 (12,22,1,0) (48,8,0) (27,1) no
130 254 10 4 (12,22,1,0) (50,6,0) (28,0) no
131 433 10 4 (14,21,0,0) (52,4,0) (28,0) no
132 476 10 4 (16,18,1,0) (52,4,0) (28,0) no
133 28 10 4 < 5 (12,22,0,1) (48,8,0) (28,0) no
134 9 11 3 < 4 (0,30,5,0) (40,15,1) (25,3) no
135 39 11 4 (8,26,1,0) (44,12,0) (26,2) no
136 46 11 4 (12,20,3,0) (50,6,0) (27,1) no
137 208 11 4 < 5 (16,18,1,0) (52,4,0) (28,0) no
138 298 11 4 < 5 (18,17,0,0) (54,2,0) (28,0) no
139 24 11 4 < 5 (20,10,5,0) (50,5,1) (27,1) no
140 267 11 4 < 5 (20,14,1,0) (54,2,0) (28,0) no
141 4 12 4 (28,0,7,0) (56,0,0) (28,0) no
142 22 12 4 < 5 (14,21,0,0) (56,0,0) (28,0) no
143 46 12 4 < 5 (20,12,3,0) (50,6,0) (27,1) yes
144 28 13 4 (28,4,3,0) (56,0,0) (28,0) no
145 7 13 4 < 5 (16,18,1,0) (56,0,0) (28,0) no
146 51 13 4 < 5 (24,10,1,0) (56,0,0) (28,0) no
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Figura 5.3: Grafos asociados a las 101 clases de estados grafo no equivalentes bajo complemen-
tación local e isomorfismo de grafos. Figura tomada de la Ref. [21].



Caṕıtulo 6

Conjunto compacto de invariantes

que caracterizan los estados grafo de

hasta ocho qubits

6.1. Introducción

Como vimos en caṕıtulos anteriores, los estados grafo [1, 2] son fundamentales en Información
Cuántica, especialmente en corrección cuántica de errores [4, 5, 61] y en computación cuántica
basada en medidas [6]. En el caṕıtulo anterior, comprobamos que los estados grafo también
juegan un papel fundamental en el estudio del entrelazamiento.

En el caṕıtulo 4, introdujimos la clasificación de los estados entrelazados de hasta n = 4
qubits, como paso previo al estudio de la clasificación de los estados grafo de hasta n = 8 qubits.
En total, para n = 3 hay seis clases de estados equivalentes bajo SLOCC (operaciones locales
estocásticas asistidas por comunicación clásica) [33] y sólo uno de ellos admiten una represen-
tación en forma de grafo. Para n ≥ 4 el número de clases equivalentes bajo SLOCC es infinita
pues la cantidad de parámetros que las caracterizan crece exponencialmente con el número de
qubits.

De entre todos los tipos diferentes de estados entrelazados, nos centraremos concretamente en
los estados grafo. Dos estados cuánticos tienen el mismo entrelazamiento si son equivalentes bajo
operaciones SLOCC (caṕıtulo 4), y dos estados grafo que son equivalentes bajo SLOCC también
lo son bajo operaciones LU (transformaciones locales unitarias). La conjetura LU ⇔ LC (ope-
raciones locales de Clifford) establece que los estados estabilizadores que son equivalentes LU,
deben ser también equivalentes bajo LC, sin embargo, Ji et al. demostraron que tal conjetura es
falsa [37]. Realmente, para los estados grafo la equivalencia LU ⇔ LC es cierta en los casos más
simples [38, 39], apareciendo los primeros contraejemplos para los estados con n = 27 qubits [37].

En este caṕıtulo desarrollaremos principalmente el contenido del art́ıculo citado en la Ref.
[22], que constituye una contribución original al dominio de este trabajo. Principalmente, nuestra
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tarea consistió en encontrar un conjunto compacto de invariantes que se pudiera emplear para
distinguir entre las clases de equivalencia que eran indistinguibles cuando se caracterizaban a
través de los invariantes de HEB (Hein, Eisert y Briegel) (caṕıtulo 5). Estos estados grafo son
a lo sumo de 8 qubits, por lo que la conjetura LU ⇔ LC es válida (a falta de contraejemplos
conocidos para n < 27).

HEB clasificaron el entrelazamiento de los estados grafo de hasta n = 7 qubits [1, 2], y
recientemente su método de clasificación se ha extendido hasta n = 8 qubits [21]. Los criterios
para ordenar las clases que se han seguido en las Refs. [1, 2, 21] están basados en varias medidas
de entrelazamiento: medida de Schmidt para las distribuciones n-partitas ES (la cual mide el
genuino entrelazamiento n-partito de las clases [163]), y los rangos de Schmidt para todas las
distribuciones bipartitas (acumulados en ı́ndices de rango, IR [1, 2]). Además se han añadido
otros datos que arrojan información de la órbita y del representante óptimo de la misma, como
el número de elementos en una órbita |LC| y el número de aristas |E| del representante óptimo
(aquel que posee el mı́nimo número de aristas). Con este método, no es posible distinguir entre
las clases 40, 42 y 43, que corresponden a grafos de 7 qubits; y tampoco entre las clases 110 y
111, 113 y 114, y entre las 116 y 117, que son representadas por grafos de 8 qubits (caṕıtulo 5).

Van den Nest, Dehaene y De Moor (VDD) propusieron un conjunto finito de invariantes que
caracterizaban todas las clases [166]. Sin embargo, ya para n = 7, este conjunto poséıa más de
2× 1036 invariantes que no están expĺıcitamente calculados, y por este motivo no resultan útiles
para resolver el problema. Por otro lado VDD creen que este conjunto de invariantes puede ser
mejorado, si no para todos los estados estabilizadores, al menos para algunas subclases de esta-
dos. Es más, ellos establecen que es probable que sólo sean necesarios algunos invariantes para
reconocer una clase equivalente bajo LC y que no es improbable que exista una lista completa
más pequeña de invariantes que exhiba menos redundancia. En este caṕıtulo mostramos que, si
n ≤ 8, entonces es suficiente con cuatro invariantes para reconocer una clase LC determinada
de estados grafo.

Este caṕıtulo se organiza de la siguiente manera: En la sección 6.2 introducimos algunos
resultados acerca de los invariantes propuestos por VDD, y en la sección 6.3 presentamos nuestros
resultados.

6.2. Invariantes de Van den Nest, Dehaene y De Moor

Es preciso introducir previamente algunos conceptos que nos permitan entender el argumen-
to principal de esta sección.

Soportes. Sea |ψ〉 un estado estabilizador y S(|ψ〉) el correspondiente estabilizador. Dado un

operador estabilizador si = αiM
(i)
1 ⊗ · · · ⊗M

(i)
n , donde los M

(i)
i pueden representar matrices de

Pauli o la matriz identidad, su soporte, supp(si), es el conjunto de todas las etiquetas de los
qubits j ∈ {1, . . . , n}, sin incluir aquellas que indiquen posiciones de las matrices identidad en el
operador estabilizador. El soporte se conserva bajo complementación local, porque estas opera-
ciones no tienen el poder de intercambiar los qubits de sus lugares, y por otro lado transforman
el grupo local de Pauli en śı mismo, preservando la identidad (caṕıtulo 1). El soporte de un
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operador estabilizador se suele denotar como supp(si)=ω. El peso de un soporte es su cardinal
el cual se representa por |ω|. Como ejemplo para ilustrar cómo se obtienen los soportes de un
estado grafo, tomaremos el estado grafo |LC3〉 representado por la Fig. 6.1.

1 32

Figura 6.1: Grafo LC3 asociado al estado grafo |LC3〉.

s1 = g1 = X1 ⊗ Z2 ⊗ I3, {1, 2}, |{1, 2}| = 2, (6.1a)

s2 = g2 = Z1 ⊗X2 ⊗ Z3, {1, 2, 3}, |{1, 2, 3}| = 3, (6.1b)

s3 = g3 = I1 ⊗ Z2 ⊗X3, {2, 3}, |{2, 3}| = 2, (6.1c)

s4 = g11 = I1 ⊗ I2 ⊗ I3, {∅}, |{∅}| = 0, (6.1d)

s5 = g12 = Y1 ⊗ Y2 ⊗ Z3, {1, 2, 3}, |{1, 2, 3}| = 3, (6.1e)

s6 = g13 = X1 ⊗ I2 ⊗X3, {1, 3}, |{1, 3}| = 2, (6.1f)

s7 = g23 = Z1 ⊗ Y2 ⊗ Y3, {1, 2, 3}, |{1, 2, 3}| = 3, (6.1g)

s8 = g123 = −Y1 ⊗X2 ⊗ Y3, {1, 2, 3}, |{1, 2, 3}| = 3. (6.1h)

Hemos expresado cada operador del estabilizador del estado |LC3〉 en función de sus operado-
res generadores (empleando la notación reducida del caṕıtulo 1 para el producto matricial entre
operadores generadores) , y junto a cada uno de ellos hemos agregado el soporte correspondiente
y junto con su cardinal.

Invariantes relacionados con los soportes. El conjunto de operadores {si}2
k

i=1 de un estabiliza-
dor S se puede clasificar en clases de equivalencia, denotadas por [ω], atendiendo a sus soportes.
Dos operadores si y sj de un mismo estabilizador pertenecen a la misma clase de equivalencia [ω]
si tienen el mismo soporte. Denotaremos por Aω(|ψ〉) al número de operadores estabilizadores
si ∈ S(|ψ〉) con supp(si)=ω, luego Aω(|ψ〉) es el cardinal de la clase de equivalencia [ω] en un
estabilizador S. Cualquier estado grafo |G〉 es un estado estabilizador, por lo que todas estas
definiciones se le pueden aplicar igualmente. Los soportes no aportan información de los opera-
dores locales que conforman los si, sólo de cuántos lugares ocupados por aquellos son distintos
de la identidad. El conjunto complementario de cada uno de los soportes informa acerca de la
identidades locales en cada si ∈ S. El teorema clave que proporcionan VDD en la Ref. [166]
aporta un conjunto finito de invariantes que caracterizan las clases de equivalencia LC para los
estados estabilizadores. Este será el teorema que presentaremos a continuación, aunque para
facilitar su comprensión, no utilizaremos la notación binaria empleada por VDD.

Teorema. Sea |ψ〉 el estado estabilizador de n qubits correspondiente al estabilizador S|ψ〉.
Sea r ∈ N0 y consideremos los subconjuntos ωk, ωkl ⊆ {1, . . . , n} para todo k, l ∈ {1, . . . , r} con
k < l. Denotemos por Ω := (ω1, ω2, . . . , ω12, ω13, . . .) y sea T

Ω
n,r(|ψ〉) el conjunto de todas las

tuplas (s1, · · · , sr) ∈ S|ψ〉 × . . .× S|ψ〉 que satisfacen

supp(sk) = ωk, supp(sksl) = ωkl. (6.2)
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Entones se tiene que: (i) |T Ω
n,r(|ψ〉)| es invariante LC, (ii) la clase de equivalencia LC de |ψ〉

está completamente determinada por los valores de todos los invariantes |T Ω
n,n(|ψ〉)|.

En otras palabras, los invariantes que proporcionan VDD a través de este teorema se refieren
a los cardinales de los conjuntos T Ω

n,r(|ψ〉), que no son más que aquellos conjuntos formados por
los operadores estabilizadores si, cuyos soportes cumplen las restricciones 6.2, para cada r. En
el caso particular de r = 1, los invariantes coinciden con los cardinales Aωk

(|ψ〉) de cada una de
las clases de equivalencia [ωk],

|{s ∈ S|ψ〉|supp(s) = ωk}|. (6.3)

Para r = 1, Ω = (ω1) indica todas las posibles formas de escoger un único soporte. El número de
posibles soportes es 2n para r = 1, pero no todos los Aωk

(|ψ〉) tienen por qué ser distintos de cero,
eso dependerá del estabilizador asociado al estado de n qubits, de hecho para los estados grafo,
la clase de equivalencia [wk] en la que |ωk| = 1 no es ocupada por ningún operador estabilizador,
luego Aωk

(|ψ〉) = 0. Este resultado se debe a que |ωk| = 1 se asocia con aquellos operadores
estabilizadores que posean un único operador local distinto de I, es decir, con estados grafos
con vértices aislados, lo cual se contradice con el concepto de estado grafo que hemos manejado
hasta ahora al que corresponde un grafo simple conexo.

Dado que ya hemos obtenido los soportes del estabilizador S del estado |LC3〉 (ver ecuaciones
(6.1a)-(6.1h)), emplearemos estos datos para mostrar un ejemplo de cuáles seŕıan los invariantes
correspondientes a la clase LC a la que pertenece el estado |LC3〉 si r=1

A{1}(|LC3〉) = 0, (6.4a)

A{2}(|LC3〉) = 0, (6.4b)

A{3}(|LC3〉) = 0, (6.4c)

A{1,2}(|LC3〉) = 1, (6.4d)

A{1,3}(|LC3〉) = 1, (6.4e)

A{2,3}(|LC3〉) = 1, (6.4f)

A{1,2,3}(|LC3〉) = 4, (6.4g)

A{∅}(|LC3〉) = 1. (6.4h)

Los invariantes para la clase LC a la que pertenece |LC3〉 son los Aωi
(|LC3〉) dados por (6.4a)-

(6.4h). Sólo hay dos estados dentro de esta misma clase, el |LC3〉 y el |GHZ3〉, y si seguimos el
procedimiento anterior para obtener los invariantes del |GHZ3〉, comprobaremos que alcanza el
mismo resultado.

Para r = 2, se tiene que Ω = (ω1, ω2;ω12), donde Ω denota cada una de las posibles formas
diferentes de elegir dos soportes, representados por ω1 y ω2, y después un tercer soporte ω12. El
conjunto T

Ω
n,r(|ψ〉) contiene todas las posibles 2-tuplas de operadores estabilizadores (s1, s2) de

|LC3〉 que satisfacen

supp(s1) = ω1, supp(s2) = ω2, supp(s1s2) = ω12. (6.5)



6.3 Resultados 99

De nuevo, muchos de estos conjuntos T Ω
n,r(|ψ〉) podŕıan estar vaćıos porque no haya ninguna 2-

tupla de operadores estabilizadores que satisfaga las condiciones dadas en (6.5) para una elección
de Ω dada. Por ejemplo, si escogemos Ω = (ω1, ω2;ω12) tales que

ω1 = {1, 2}, ω2 = {1, 2, 3}, ω12 = {1, 2, 3}, (6.6)

de acuerdo con las ecuaciones (6.1a)-(6.1h) hay un único operador con soporte ω1, y es el s1
y cuatro operadores con soporte ω2: s2, s5, s7 y s8. El conjunto de las 2-tuplas que verifica
(6.5), es: T Ω

n,2(|LC3〉) = {(s1, s2), (s1, s5), (s1, s7), (s1, s8)}, luego para r = 2 la cardinalidad del

conjunto es |T Ω
n,2(|LC3〉)| = 4.

Si el conjunto de soportes Ω es tal que

ω1 = {1, 2}, ω2 = {2, 3}, ω12 = {1, 2, 3}, (6.7)

hay un único operador con soporte ω1, el s1; y un único operador con soporte ω2, el s3. El conjunto
de las 2-tuplas que verifican la ecuación (6.5) es T Ω

n,2(|LC3〉) = {0}, puesto que la 2-tupla que tie-
ne de soportes ω1 y ω2 es (s1, s3), sin embargo, s1s3 = s6 cuyo soporte es ω12 = {1, 3} 6= {1, 2, 3}.

Sea M = 2n la cantidad de posibles soportes, donde n es el número de qubits. Por una parte
hay

(
M
2

)
combinaciones posibles de dos soportes (ω1, ω2), más M parejas de la forma (ω1, ω1 =

ω2). Por otro lado, hay M posibles formas de elegir ω12. Luego, en total hay M
[
M +

(
M
2

)]

formas diferentes de elegir Ω. Para n = 3 este número es 288.

Tras este primer teorema, VDD proporcionan a través de un segundo teorema otra familia de
invariantes. Su enunciado es exactamente igual que el del anterior, a excepción de la restricción
dada por (6.2) que es sustituida por esta otra

supp(sk) ⊆ ωk, supp(sksl) ⊆ ωkl. (6.8)

Estos nuevos invariantes LC se corresponden con las dimensiones de los espacios vectoriales dados
por operadores estabilizadores que cumplen la restricción (6.8) que se obtienen a partir del cálculo
de los rangos de cada uno de ellos. Sin embargo, centraremos nuestra atención únicamente sobre
el método propuesto en el primer teorema para r = 1, porque es suficiente para identificar las
101 clases de equivalencia de los estados grafo de 8 qubits. Aunque esto puede no ser suficiente
para estados grafo con n > 8. Remitimos al lector a la Ref. [166] para la demostración de los
teoremas y conocimiento de las siguientes familias de invariantes.

6.3. Resultados

El número de invariantes VDD para un estado grafo de n qubits crece rápidamente con n
y r. Por ejemplo, para n = 3, en número de invariantes para r = 1 es 8, y para r = 2 es de
288. Si el estado grafo fuera de 8 qubits, habŕıa 256 invariantes para r = 1, y 8421376 para
r = 2. Al tratarse de una cantidad de invariantes tan numerosa, calcular los invariantes VDD
para los estados grafo de 8 qubits no resulta ser de gran utilidad a la hora de afrontar este
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problema1. En general, el número total de invariantes VDD para los estados grafo de n qubits
y todos los posibles valores de r es M +

∑n
r=2C

′(M, r)C ′(M,P ), donde M = 2n, P =
(
r
2

)
y

C ′(M, r) denotan las posibles combinaciones con repetición de M elementos escogidos de r en
r. Para n = 7, el resultado es 2,18× 1036, y para n = 8 es 1,88 × 1053.

¿Cuántos de ellos son necesarios para distinguir entre todas las clases de equivalencia LC?
VDD establecieron que las clases de equivalencia estaban completamente determinadas por los
valores de todos los invariantes |T Ω

n,r(|ψ〉)| para r = n. Sin embargo, esta cantidad sigue sien-
do demasiado grande. El problema de encontrar los invariantes que se puedan emplear para
distinguir entre las clases de equivalencia de los estados entrelazados, resulta más práctico a
medida que la cantidad de estos sea más pequeña. Por ello, estamos interesados en el mı́nimo
valor de r que permita obtener los invariantes que discriminen ineqúıvocamente las clases LC.
En la Ref. [166] los autores destacan que hay ejemplos de clases de equivalencia para estados
estabilizadores que están caracterizados por invariantes de r pequeño, como es el caso de los
estados GHZ. Además, VDD aclaran que seŕıa posible caracterizar con valores de r pequeños
determinados subconjuntos de estados estabilizadores. Nosotros hemos calculado los invariantes
VDD con r = 1, para las 146 clases de equivalencia LC, que corresponden a los estados grafo
desde n = 2, hasta n = 8 qubits. La consecución de este objetivo ha implicado calcular los
cardinales Aω(|ψ〉) de las clases de equivalencia [ω] (2n por cada clase) de los 146 estados grafos
representantes del conjunto de clases de equivalencia LC. Todos los resultados suman un total
de 30060 invariantes. Nuestros resultados confirman que los invariantes con parámetro r = 1 son
suficientes para distinguir entre las 146 clases de equivalencia LC.

Nuestro objetivo no es mostrar esos 30060 invariantes, sino comprimir esta información para
construir unos invariantes más simples a partir de ellos. Los nuevas cantidades resultantes de-
berán ser también invariantes, luego tendrán que satisfacer los siguientes requisitos:

I. La información compacta que se pretende obtener no debe ser ambigua y se debe poder
leer fácilmente.

II. La información compacta debe ser invariante bajo LC.

III. La información compacta debe permitir distinguir todas las clases de equivalencia.

VDD consideran que los invariantes Aω(|ψ〉) son versiones locales de la distribución de pesos
de un estabilizador W|ψ〉, que es un concepto usado frecuentemente en la teoŕıa de codificación
cuántica y clásica, y que introduciremos más adelante. Para r ≥ 2 la nueva serie de invariantes
involucra r-tuplas de operadores estabilizadores y sus correspondientes soportes, y son una
generalización de la distribución de pesos. Denotaremos por

Ad(|ψ〉) =
∑

ω,|ω|=d
Aω(|ψ〉), (6.9)

1Una gran cantidad de invariantes requiere invertir un tiempo de computación importante, y una información
harto complicada de almacenar y establecer como referencia comparativa entre clases.
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al número de operadores estabilizadores cuyo peso es igual a d. De acuerdo con esta notación,
la distribución de pesos de un estabilizador es el conjunto de todos los Ad(|ψ〉), para todos los
posibles valores del peso, es decir,

W|ψ〉 = {Ad(|ψ〉)}nd=0. (6.10)

Nosotros hemos calculado los W|ψ〉 de las 146 clases de equivalencia LC. Se puede ver fácilmente
que si Aω(|ψ〉) es invariante LC, entonces W|ψ〉 es también un invariante LC que permite ex-
presar de forma compacta los invariantes Aω(|ψ〉). Sin embargo, como se puede ver en la tabla
6.1, W|ψ〉 no permite distinguir entre dos clases de equivalencia LC cualesquiera, pues a partir
de n = 6 comienzan a aparecer las coincidencias. Concretamente los estados No. 13 y No. 15
de la clasificación HEB [1, 2] son claramente degenerados si empleamos W|ψ〉 para expresar los
invariantes. Estos problemas de degeneración aumentan para los estados grafo de n = 8 qubits.
Por tanto, tuvimos que buscar una forma original de comprimir los invariantes. Comenzamos

Tabla 6.1: Distribución de pesos para los estados grafo de hasta seis qubits.

Estado grafo A0 A1 A2 A3 A4 A5 A6

1 1 0 3
2 1 0 3 4
3 1 0 6 0 9
4 1 0 2 8 5
5 1 0 10 0 5 16
6 1 0 4 6 11 10
7 1 0 2 8 13 8
8 1 0 0 10 15 6
9 1 0 15 0 15 0 33
10 1 0 7 8 7 24 17
11 1 0 6 0 33 0 24
12 1 0 4 8 13 24 14
13 1 0 3 8 15 24 13
14 1 0 2 8 17 24 12
15 1 0 3 8 15 24 13
16 1 0 3 0 39 0 21
17 1 0 1 8 19 24 11
18 1 0 0 8 21 24 10
19 1 0 0 0 45 0 18

por introducir dos definiciones:

Clases equipotentes. Independientemente de que |ω1| 6= |ω2| o no, dos clases de equiva-
lencia respecto al soporte [ω1] y [ω2] son equipotentes si y sólo si poseen el mismo cardinal:
Aω1(|ψ〉) = Aω1(|ψ〉).
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Multiplicidad de Aω o potencia de Aω. El número de clases equipotentes para un cardinal
dado es invariante bajo LC y se denominará multiplicidad o potencia de Aω, y lo denotaremos
por M(Aω).

Por ejemplo, tomemos la lista de invariantes dada por las ecuaciones (6.4a)-(6.4h) para
calcular las multiplicidades. Después de contabilizarlos, el valor 0 aparece 3 veces, es decir, hay
tres clases de equivalencia [ω] con esa cardinalidad, luego M(0) = 3. Aplicando este mismo
criterio, se tiene que M(1) = 4 y M(4) = 1 para el estado |LC3〉.

Si tabulamos los valores de Aω(|ψ〉) junto con sus correspondientes valores de M(Aω), obte-
nemos la información compacta que andábamos buscando relacionada con los invariantes VDD
para r = 1. Estos nuevos invariantes satisfacen los requisitos I, II y III para las 146 clases de
equivalencia LC. Los resultados se muestran en las tablas 6.2, 6.3 y 6.4, y tras su observación se
puede comprobar que sólo cuatro números son suficientes para distinguir entre todas las clases
de equivalencia LC de estados grafo de n ≤ 8 qubits: se trata de las multiplicidades de los valores
0, 1, 3 y 4.

Tabla 6.2: Invariantes de los estados grafo de n qubits, con 3 ≤ n ≤ 6. Notación: valormultiplicidad.
La numeración de las clases coincide con la de las Refs. [1, 2].

No. Invariants

1 02, 11, 31
2 03, 14, 41
3 08, 17, 91
4 08, 13, 24, 51
5 015, 116, 161
6 018, 18, 23, 42, 101
7 017, 17, 26, 51, 81
8 015, 111, 35, 61
9 032, 131, 331
10 038, 115, 28, 82, 171
11 041, 116, 46, 241
12 038, 114, 27, 41, 52, 81, 141
13 042, 16, 28, 46, 51, 131
14 037, 112, 28, 34, 62, 121
15 042, 112, 46, 53, 131
16 044, 14, 212, 53, 211
17 034, 118, 26, 31, 54, 111
18 033, 121, 33, 46, 101
19 047, 11, 315, 181
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Tabla 6.3: Invariantes de los estados grafo de 7 qubits. Notación: valormultiplicidad. La numeración
de las clases coincide con la de las Refs. [1, 2].

No. Invariants

20 063, 164, 641
21 078, 132, 215, 162, 341
22 084, 132, 48, 83, 401
23 077, 131, 215, 83, 171, 261
24 087, 125, 48, 56, 161, 251
25 092, 112, 28, 47, 54, 84, 201
26 087, 116, 214, 47, 81, 102, 281
27 080, 125, 211, 33, 43, 53, 81, 141, 231
28 085, 115, 216, 43, 67, 91, 181
29 087, 112, 215, 49, 53, 131, 221
30 080, 121, 212, 36, 41, 54, 83, 171
31 086, 128, 43, 54, 86, 201
32 089, 112, 216, 44, 54, 82, 321
33 072, 140, 23, 34, 44, 94, 181
34 085, 114, 217, 47, 51, 62, 131, 221
35 079, 125, 212, 42, 56, 83, 171
36 086, 114, 217, 44, 52, 62, 82, 261
37 080, 121, 212, 38, 41, 52, 62, 121, 211
38 074, 132, 28, 33, 45, 75, 161
39 077, 122, 216, 35, 42, 75, 161
40 070, 136, 27, 37, 67, 151
41 078, 122, 214, 35, 43, 54, 111, 201
42 074, 126, 215, 35, 67, 151
43 084, 18, 221, 37, 67, 151
44 078, 124, 23, 315, 46, 101, 191
45 083, 122, 310, 410, 62, 241
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Tabla 6.4: Invariantes de los estados grafo de 8 qubits. Notación: valormultiplicidad. La numeración
de las clases coincide con la de la Ref. [21].

No. Invariants No. Invariants
46 0128, 1127, 1291 97 0163, 144, 217, 314, 45, 54, 72, 106, 221
47 0158, 163, 232, 322, 651 98 0157, 155, 217, 39, 44, 53, 63, 71, 94, 122, 241
48 0173, 164, 415, 163, 841 99 0165, 140, 218, 317, 44, 52, 62, 71, 94, 122, 241
49 0158, 162, 231, 161, 172, 321, 501 100 0152, 159, 216, 38, 412, 98, 211
50 0176, 163, 816, 651 101 0168, 158, 418, 83, 96, 122, 241
51 0176, 156, 47, 58, 87, 321, 441 102 0177, 126, 226, 34, 411, 52, 62, 86, 201, 321
52 0192, 124, 216, 48, 57, 84, 164, 371 103 0174, 120, 240, 39, 64, 72, 82, 124, 271
53 0180, 130, 230, 48, 82, 102, 162, 171, 491 104 0200, 121, 424, 56, 134, 571
54 0163, 154, 222, 38, 84, 92, 181, 241, 421 105 0159, 158, 215, 34, 412, 92, 104, 161, 341
55 0185, 132, 216, 413, 87, 202, 441 106 0193, 119, 215, 312, 612, 91, 123, 541
56 0181, 130, 223, 46, 67, 83, 92, 122, 181, 301 107 0196, 19, 224, 412, 54, 88, 132, 411
57 0191, 132, 29, 416, 106, 161, 661 108 0180, 126, 226, 34, 44, 610, 92, 123, 361
58 0176, 149, 414, 514, 202, 411 109 0164, 140, 228, 32, 48, 54, 61, 72, 106, 221
59 0183, 128, 225, 46, 52, 63, 82, 102, 132, 141, 161, 341 110 0174, 132, 222, 313, 44, 71, 82, 106, 111, 311
60 0179, 132, 225, 49, 63, 83, 101, 142, 201, 381 111 0166, 140, 222, 39, 49, 51, 61, 74, 101, 131, 161, 311
61 0186, 124, 220, 410, 58, 82, 104, 161, 401 112 0168, 131, 232, 39, 48, 51, 72, 134, 311
62 0169, 146, 215, 37, 45, 57, 81, 92, 121, 151, 181, 331 113 0161, 146, 221, 310, 44, 56, 61, 83, 112, 141, 261
63 0175, 127, 231, 34, 46, 62, 87, 91, 142, 261 114 0158, 151, 220, 312, 42, 53, 61, 72, 82, 114, 261
64 0200, 18, 214, 418, 56, 86, 131, 142, 291 115 0164, 140, 228, 32, 47, 56, 87, 141, 261
65 0188, 113, 228, 416, 64, 92, 124, 331 116 0161, 138, 237, 37, 42, 61, 73, 106, 281
66 0181, 120, 226, 38, 48, 63, 74, 81, 103, 161, 281 117 0161, 143, 223, 314, 44, 53, 61, 72, 102, 132, 281
67 0179, 124, 226, 34, 48, 52, 68, 92, 121, 181, 301 118 0155, 155, 212, 316, 49, 98, 211
68 0170, 135, 220, 312, 47, 52, 74, 81, 102, 132, 251 119 0152, 159, 216, 310, 49, 61, 86, 112, 231
69 0180, 154, 48, 57, 164, 172, 371 120 0160, 142, 229, 33, 412, 61, 86, 112, 231
70 0176, 162, 814, 161, 172, 321 121 0192, 125, 424, 56, 88, 411
71 0188, 122, 232, 57, 84, 172, 691 122 0176, 124, 224, 36, 416, 61, 72, 106, 221
72 0148, 184, 28, 37, 84, 174, 351 123 0190, 128, 212, 31, 516, 86, 112, 511
73 0185, 132, 215, 412, 810, 161, 501 124 0200, 15, 232, 56, 88, 134, 411
74 0178, 130, 226, 49, 66, 83, 92, 241, 361 125 0169, 135, 228, 34, 44, 56, 64, 81, 92, 122, 331
75 0166, 154, 214, 46, 57, 84, 91, 142, 171, 291 126 0170, 144, 214, 36, 512, 86, 101, 112, 261
76 0188, 126, 214, 414, 52, 86, 92, 131, 142, 291 127 0161, 148, 219, 36, 49, 54, 76, 101, 161, 281
77 0186, 128, 218, 412, 54, 104, 142, 161, 401 128 0161, 142, 233, 33, 46, 61, 73, 106, 281
78 0191, 124, 222, 41, 58, 87, 142, 601 129 0160, 150, 218, 38, 49, 63, 72, 94, 121, 301
79 0178, 132, 225, 47, 66, 84, 123, 421 130 0156, 152, 219, 39, 410, 61, 86, 112, 231
80 0166, 149, 215, 36, 48, 56, 81, 91, 111, 141, 201, 351 131 0152, 159, 216, 312, 46, 62, 74, 104, 251
81 0156, 170, 23, 34, 415, 92, 101, 134, 281 132 0156, 152, 216, 313, 410, 75, 102, 131, 251
82 0179, 127, 227, 34, 46, 64, 82, 91, 125, 301 133 0148, 169, 212, 32, 416, 98, 211
83 0179, 124, 226, 34, 410, 52, 64, 82, 92, 121, 181, 301 134 0188, 134, 320, 63, 910, 541
84 0165, 149, 214, 36, 410, 76, 81, 102, 132, 251 135 0166, 144, 220, 33, 412, 810, 351
85 0160, 156, 216, 34, 410, 54, 81, 144, 321 136 0191, 130, 23, 33, 412, 715, 101, 481
86 0190, 110, 230, 416, 53, 92, 102, 162, 371 137 0154, 151, 226, 38, 46, 62, 74, 104, 251
87 0200, 19, 216, 424, 52, 134, 571 138 0154, 151, 224, 314, 41, 65, 96, 271
88 0176, 128, 216, 314, 412, 71, 84, 114, 231 139 0183, 112, 231, 310, 510, 66, 123, 301
89 0174, 130, 232, 44, 52, 66, 85, 142, 321 140 0160, 136, 234, 39, 48, 64, 92, 122, 271
90 0175, 124, 233, 34, 410, 62, 74, 81, 162, 341 141 0212, 11, 314, 628, 451
91 0168, 128, 244, 31, 42, 64, 72, 82, 124, 271 142 0184, 143, 628, 451
92 0175, 127, 231, 34, 48, 62, 81, 91, 106, 341 143 0179, 114, 235, 315, 73, 88, 101, 321
93 0170, 133, 226, 39, 44, 52, 66, 71, 91, 122, 151, 271 144 0172, 19, 256, 36, 64, 88, 291
94 0182, 120, 226, 38, 410, 52, 83, 101, 132, 161, 341 145 0188, 137, 32, 628, 451
95 0164, 141, 228, 36, 44, 54, 62, 72, 112, 142, 291 146 0164, 121, 256, 32, 64, 88, 291
96 0167, 140, 223, 37, 45, 55, 71, 84, 112, 141, 291



Caṕıtulo 7

El teorema de Bell

7.1. Introducción

El teorema de Bell [41] señala que el programa para completar la Mecánica Cuántica (MC)
sugerido por Einstein, Podolsky y Rosen [42] es incompatible con la propia MC, y muestra que
el entrelazamiento distingue a la MC de cualquier teoŕıa clásica, asentando una de las bases de
la Información y Computación Cuánticas.

Este caṕıtulo es introductorio de los dos siguientes. Su contenido se distribuye como sigue:
En las secciones 7.2, 7.3 y 7.4 exponemos el argumento EPR de la incompletitud de la MC, el
ejemplo de EPR-Bohm, y el teorema de Bell, respectivamente. En la sección 7.5 introduciremos
las demostraciones de tipo Greenberger-Horner-Zeilinger del teorema de Bell (o demostraciones
“all-versus-nothing”).

7.2. El argumento de EPR de incompletitud de la Mecánica

Cuántica

Antes de la aparición de la MC, las teoŕıas f́ısicas se basaban en dos hipótesis ampliamente
aceptadas:

1. Las magnitudes f́ısicas tienen valores predefinidos que existen independientemente de la
observación. Esta condición es conocida como condición de realismo.

2. Los efectos de las acciones locales no pueden transmitirse a una velocidad superior a la de
la luz. Esta es la condición de localidad.

Cualquier teoŕıa clásica es una teoŕıa realista local por poseer estas dos caracteŕısticas.

La MC, no satisface la condición de realismo desde una perspectiva realista local. Esto
provoca que muchos cient́ıficos aún crean que la MC no es una teoŕıa satisfactoria.
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En 1935, Einstein, Podolsky y Rosen (EPR) publicaron un art́ıculo [42] en el que argumentan
que una teoŕıa f́ısica puede considerarse satisfactoria sólo en caso de poder responder afirmati-
vamente a dos preguntas:

1. ¿Es una teoŕıa correcta?

2. ¿Es completa la descripción dada por la teoŕıa?

Para EPR, si los resultados predichos por una teoŕıa están de acuerdo con los resultados ex-
perimentales, entonces es una teoŕıa correcta. Y si, además, todo elemento de realidad tiene una
contrapartida en la teoŕıa f́ısica, entonces es una teoŕıa completa. El criterio que EPR emplean
para decidir si una cantidad f́ısica es o no un elemento de realidad es el siguiente:

“Si, sin perturbar al sistema, podemos predecir con certeza (i.e., con probabilidad igual a la
unidad) el valor de una cantidad f́ısica, entonces existe un elemento de realidad correspondiente
a esa cantidad f́ısica”.

Proponen este criterio como una condición suficiente para decidir si una cantidad f́ısica es
un elemento de realidad.

Con su art́ıculo, EPR intentan demostrar que la MC es una teoŕıa incompleta. El argumen-
to que emplean se basa fundamentalmente en identificar en un sistema elementos de realidad
compatibles1 entre śı asociados a cantidades f́ısicas que en MC son incompatibles.

EPR no aportan una descripción alternativa que complete la teoŕıa cuántica, pero sugieren
que tal descripción es posible.

7.2.1. Precisiones sobre el criterio EPR de elementos de realidad

“. . .without in any way disturbing a system,. . .”

Para asegurar que un sistema no sea perturbado de ninguna manera, no debe existir posibi-
lidad de conexión causal entre el sistema y las posibles fuentes de perturbación. Lo habitual es
considerar que la decisión de qué mide Alicia (Bob), y el registro del resultado de la medida de
Bob (Alicia) estén separados por un intervalo de género-espacio. Esto es suficiente para garan-
tizar la no perturbación entre ellos (ver [167]). Esta idea se enuncia a veces como principio de
localidad2 , que en términos relativistas viene a decir que dos eventos con separación de género-

1De acuerdo con A. Peres [186] p. 203, la compatibilidad se define de la siguiente manera: “Si se prepara un
sistema f́ısico de modo que el resultado del test A es predecible y repetible, y si entonces se realiza un test B (en
lugar del test A) compatible una posterior realización del test A daŕıa el mismo resultado que si el test B no se
hubiera realizado”.

2Escuetamente, las teoŕıas locales son aquellas que excluyen la posibilidad de acción a distancia, y EPR la
asumen impĺıcitamente en su art́ıculo: “. . .since at time of measurement the two systems no longer interact, no
real change con take place in the second system in consequence of anything that may be done on first system.
This is, of course, merely a statement of what it is meant by the absence of interaction between the two systems”.
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espacio no admiten conexión causal3. En estas condiciones, las medidas que se realizan sobre
sistemas separados, y en un intervalo temporal donde los eventos no admiten conexión causal.
Evitamos aśı que estén causalmente conectados, es decir, que las influencias f́ısicas no se puedan
propagar más rápido que la velocidad de la luz, y por lo tanto no se perturben los sistemas.

“. . .we can predict with certainty. . .”

El significado de esta frase es que a partir de las medidas realizadas sobre uno o varios
sistemas, es posible predecir con certeza (con probabilidad igual a la unidad) los resultados de
las medidas del resto. Los resultados que se pueden predecir con certeza se dice que están per-
fectamente correlacionados (o perfectamente anticorrelacionados). Formalmente, en un sistema
descrito por un estado ρ, hay p correlaciones perfectas cuando hay p observables Oi diferentes
con valores esperados +1 o -1, tales que 〈Oi〉ρ = 1.

La versión de Bohm [168] del experimento EPR es más sencilla que la original de EPR, porque
usa observables dicotómicos en lugar de observables de espectro continuo. Por este motivo, es el
que se suele emplear para exponer el argumento EPR acerca de la incompletitud de la MC.

7.3. La versión de Bohm del experimento EPR

En la versión de Bohm [168] del experimento EPR se miden las componentes de esṕın de
dos part́ıculas de esṕın 1/2. Cualquier componente de esṕın de una part́ıcula de esṕın 1/2 puede
tomar sólo dos valores, luego el problema se reduce a trabajar con observables dicotómicos.
Pasemos a describir el experimento de Bohm (ver Fig. 7.1): Una fuente F situada a la misma

Fuente de estados
singletesAlicia Bob

X1

Z1 Z2

X2

F

Figura 7.1: La fuente F emite singletes. Las part́ıculas de cada par vuelan hacia los observadores
Alicia y Bob, separados espacialmente por un intervalo de género espacio. Alicia y Bob miden
con sus Stern-Gerlach las componentes de esṕın X1 y Z1, y Z2, respectivamente.

distancia de dos observadores4, tradicionalmente llamados Alicia (A) y Bob (B), produce pares

3Dos eventos del espacio-tiempo, R1 = (ct1,
−→r1) y R2 = (ct2,

−→r2), tienen una separación (∆S)2 = c(t1 − t2)2 −
(−→r1 − −→r2)2. Los eventos con (∆S)2 ≥ 0 tienen una separación de género-tiempo, y pueden estar causalmente
conectados. Los eventos con (∆S)2 < 0 tienen una separación de género-espacio y, según la Relatividad Especial,
no puede haber relación causal entre ellos.

4De este modo las part́ıculas llegan al mismo tiempo a sendos aparatos Stern-Gerlach, descartándose la posi-
bilidad de conexión causal entre los resultados de las medidas.
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de part́ıculas máximamente entrelazadas, por ejemplo, singletes

|Ψ〉 = 1√
2
(|+−〉 − | −+〉), (7.1)

donde los estados |±〉 son los estados tales que σz|±〉 = ±|±〉, siendo σz la matriz de Pauli de
la componente Z de esṕın de una part́ıcula. En un estado singlete, el esṕın del sistema total
está completamente determinado y su valor es S = 0. Una vez que se crea un singlete, se separan
sus componentes y se distribuyen entre los observadores. Estos están separados a una distancia
tal que las medidas de Alicia y Bob están separadas por un intervalo de género-espacio.

Cada observador está equipado con un dispositivo de Stern-Gerlach que le permite medir
una componente de esṕın. El de Alicia puede medir las componentes de esṕın en dos posibles
direcciones ortogonales, −→nz y −→nx, y Bob sólo mide la componente de esṕın en la dirección −→nz.

Supongamos que Alicia realiza una medida de esṕın sobre la part́ıcula 1 eligiendo la direc-

ción −→nz (es decir, mide Z1 =
−→
S1 · −→nz), y el resultado es +1. Dado que el sistema se encontraba

inicialmente entrelazado, y que durante la separación las part́ıculas no han interaccionado con
ningún otro sistema, el esṕın S del conjunto no se habrá alterado. Entonces, es posible predecir
con certeza la componente de esṕın de la segunda part́ıcula, Z2, cuyo valor será −1. Consecuen-
temente, si Bob mide la componente de esṕın de la part́ıcula 2, obtendrá con total seguridad
−1 sin afectar al sistema. Por lo tanto, de acuerdo con el criterio de elemento de realidad, la
cantidad f́ısica Z2 tendrá asociada un elemento de realidad. Una vez que se hayan realizado estas
medidas, los estados de las part́ıculas estarán perfectamente definidos. El estado del conjunto
será ahora

|Ψ〉 = |+−〉zz. (7.2)

Mientras que las part́ıculas están en vuelo, nada le impide a Alicia girar su Stern-Gerlach y medir
la componente X1 de la primera part́ıcula. Aplicando un razonamiento análogo al caso anterior,
se puede inferir que la cantidad f́ısica X2 tendrá asociada también un elemento de realidad. El
estado del sistema tras realizar las medidas será

|Ψ〉 = |+−〉xx. (7.3)

Esto parece sugerir que ambas componentes de esṕın están bien definidas en la part́ıcula 2.
Como se han obtenido sin perturbarla de modo alguno, deben existir con independencia de
la elección de medir los observables, Z1 ó X1. Por este motivo, en una teoŕıa más completa
que la MC debeŕıa haber magnitudes incompatibles (en MC) que tuvieran valores definidos
simultáneamente.

En contraposición, está la interpretación de este experimento desde la MC. De acuerdo con
esta teoŕıa, el singlete inicial es un estado bien definido, propio del operador S cuyo autovalor
es igual a 0. Mientras que las part́ıculas individuales poseen un 50% de probabilidad de obtener
algunos de los autovalores (+1 ó −1) para una proyección arbitraria de la componente de esṕın.
Si después de realizarse las medidas Z1 y Z2, Alicia (Bob) desea medir la componente X1 (X2)
de esṕın, la componente de esṕın X2 (X1) quedará a su vez completamente definida porque
las correlaciones entre las part́ıculas se siguen manteniendo a pesar de estar distanciadas. Si el
resultado de X1 es +1, el estado del sistema vendŕıa dado por la ecuación (7.3). Sin embargo, las
componentes Z1 y Z2 estarán completamente indeterminadas. Si expresamos uno de los estados
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de las part́ıculas de la ecuación (7.3), por ejemplo, de la segunda, en la base de la componente
Z de esṕın, el estado resultante es

|Ψ〉 = |+〉x ⊗
1√
2
(|+〉z + |−〉z). (7.4)

En (7.4) queda determinada uńıvocamente la componente X de esṕın de la primera part́ıcula,
mientras que la componente Z de la segunda part́ıcula está completamente indeterminada5.

Para EPR no es admisible que las medidas sobre la part́ıcula 1 influyan sobre aquellas que se
realizaran sobre la part́ıcula 2, y viceversa, pues esto llevaŕıa a la violación de la causalidad rela-
tivista. La explicación más coherente con las hipótesis clásicas es que los elementos de realidad
f́ısicos asociados a las medidas de esṕın, no están descritos por el estado cuántico del sistema, y
por esta razón la MC no ofrece una descripción completa de los sistemas.

Estas expectativas sugeŕıan idear una versión completa de la teoŕıa cuántica que reproduje-
ra sus predicciones. La sugerencia era añadir nuevas variables al estado cuántico. Este tipo de
teoŕıas se denomina genéricamente de variables ocultas locales (LHTV), y en ellas la función de
ondas reproduce los mismos resultados que la MC pero tomando el promedio sobre un conjunto
de valores de este tipo de variables, como suced́ıa con las teoŕıas estad́ısticas de la f́ısica clásica6.

Hubo que esperar alrededor de 50 años para advertir que la naturaleza no permite una
descripción en términos de elementos de realidad de EPR, ni en términos de variables ocultas
locales. Este descubrimiento fue obra de Bell [41].

7.4. Teorema de Bell

El teorema de Bell [41, 170] establece que:

“Ninguna teoŕıa de variables ocultas locales puede reproducir todas las predicciones de la
mecánica cuántica.”

5Los operadores correspondientes a las componentes de esṕın de una misma part́ıcula, son conjugados dos
a dos, luego si tras medir Z1, tratamos de medir la componente X1, la componente Z de la misma part́ıcula
no conserva su valor inicial sino que queda completamente determinada. Decimos entonces que su valor ha sido
perturbado por la segunda medida. El estado cuántico para la part́ıcula 2 tras realizarse la segunda medida es |Ψ〉 =
1
2
[|+〉x⊗ (|−〉z−|+〉z)+ |−〉x⊗ (|−〉z+ |+〉z)]. Si el autovalor de X1 es +1 entonces |Ψ〉 = |+〉x⊗ 1√

2
(|−〉z−|+〉z).

6En 1938 Einstein publicó junto con Infield un libro [169] en el que defend́ıa la naturaleza estad́ıstica de la
MC. Emplearon para ello las analoǵıas existentes entre esta teoŕıa y las teoŕıas estad́ısticas de la f́ısica clásica.
En ambos tipos de teoŕıas las predicciones no pueden trascender hasta las part́ıculas individuales, sino que
únicamente se pueden realizar sobre la media de un elevado número de part́ıculas. Sin embargo, existe una
destacada diferencia entre ellas, y es que en la estad́ıstica, la leyes que gobiernan el comportamiento de un grupo
de part́ıculas proceden del las que rigen el comportamiento individual de éstas, mientras que la f́ısica cuántica
establece directamente las leyes que gobiernan a un grupo de part́ıculas, sin conexión alguna con aquellas que
podŕıan regir los comportamientos individuales.
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Atendiendo a este resultado, los observables de un sistema f́ısico no pueden tener valores
predefinidos.

Como demostración, Bell propone una teoŕıa de variables ocultas locales y deriva una de-
sigualdad a partir de las distribuciones de probabilidad que se obtienen de los resultados de las
medidas hechas sobre pares de sistemas bajo el supuesto de localidad. Estas distribuciones de
probabilidad se conocen como correlaciones locales. En las correlaciones locales, la información
que compartieron ambos sistemas durante el tiempo que estuvieron interaccionando en el pasa-
do, fijaron los resultados de las medidas de sus respectivos observables en el presente.

La violación de la desigualdad de Bell es un método estándar para identificar la llamada
no-localidad cuántica.

7.4.1. Primera desigualdad de Bell

La primera desigualdad de Bell [41] se basa en el experimento de Bohm ideado para mostrar
la paradoja EPR. Supongamos que disponemos de un conjunto de pares de part́ıculas preparadas
en estados que están completamente especificados por λ, λ ∈ Λ. El conjunto de variables locales
de un estado viene representado por λ. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que sus
valores están distribuidos de forma continua en un colectivo Λ, tal que la probabilidad de que
la función de distribución ρ(λ) (o estado de un par de part́ıculas) se encuentre en el intervalo
[λ, λ+ dλ], sea dρ = ρ(λ)dλ. La densidad de estados ρ está normalizada,

∫

Λ
ρ(λ)dλ =

∫

Λ
dρ = 1. (7.5)

Promediando el valor de un observable X sobre el conjunto del total de pares de estados,
obtenemos el valor medio E(X) de X,

E(X) =

∫

Λ
X(λ)ρ(λ)dλ. (7.6)

Al promediar sobre todos los pares de part́ıculas preparados, estamos promediando sobre los
posibles valores de la variable oculta λ que describe cada par emitido por la fuente. El resultado
de la medida dependerá de la orientación de los analizadores y del parámetro λ|7. Si −→a es la

dirección fija en la que está orientado el aparato de medida de Alicia, y
−→
b y

−→
b′ son las dos

direcciones alternativas para el de Bob (ver Fig. 7.2), entonces adoptando el convenio ~/2 = 1,
las posibles medidas de Alicia y Bob son

A(−→a , λ) = ±1, B(
−→
b , λ) = ±1, B(

−→
b′ , λ) = ±1. (7.7)

Con vistas a calcular la correlación E(A,B) es preciso calcular primero el producto de los
observables A y B, el cual dependerá del estado del par de part́ıculas y de las orientaciones de
sendos aparatos de medida. De acuerdo con cualquier teoŕıa de variables locales, los resultados de

7Si se conoce λ una vez que el par haya sido emitido por la fuente, en cualquier teoŕıa realista local existirá al-
guna regla de evolución para obtener su valor en tiempos posteriores
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Fuente de estados
singletesAlicia Bob

F

A( a ) B( b )

B( b’ )

Figura 7.2: La fuente F emite singletes. Las part́ıculas de cada par vuelan por separado hacia
los observadores Alicia y Bob, separados por un intervalo de género espacio. Alicia mide el
observable A, y Bob los observables B y B′.

las medidas que realice un observador no dependerá de los obtenidos por otro que se encuentre
lo suficientemente distanciado de él. En estas condiciones, la dependencia del producto AB
respecto a λ y a las orientaciones de los aparatos de medida es

AB = A(−→a , λ)B(
−→
b , λ). (7.8)

La correlación entre ambas medidas de esṕın, o lo que es lo mismo, el valor medio del observable
AB es

E(−→a ,−→b ) =
∫

Λ
A(−→a , λ)B(

−→
b , λ)ρ(λ)dλ. (7.9)

Siguiendo el experimento de EPR-Bohm, si los pares se encuentran en estado singlete |Ψ−〉,
las componentes de esṕın a lo largo de cualquier dirección espacial −→n , están completamente
anticorrelacionadas. Luego su suma a lo largo de la dirección −→a verificará que

A(−→a ) +B(−→a ) = 0. (7.10)

Para estados perfectamente anticorrelacionados, en base de las ecuaciones (7.7) y (7.8), se obtiene
que

E(−→a ,−→a ) = −1. (7.11)

Lo que equivale a
A(−→a )B(−→a )|Ψ−〉 = −|Ψ−〉. (7.12)

Tras haber especificado las correlaciones entre los resultados de las medidas, identificaremos las
cantidades f́ısicas representadas por los observables medidos en el sistema con los elementos de
realidad EPR.

Supondremos que el aparato de medida de Alicia está orientado en una dirección fija −→a , y
que el de Bob tiene dos direcciones alternativas

−→
b y

−→
b′ . Partiendo de la diferencia E(−→a ,−→b )−

E(−→a ,−→b′ ), y usando las ecuaciones (7.7) y (7.10) se obtiene

E(−→a ,−→b )− E(−→a ,
−→
b′ ) =

∫

Λ

[
A(−→a , λ)B(

−→
b , λ)−A(−→a , λ)B(

−→
b′ , λ)

]
ρ(λ)dλ =

= −
∫

Λ

[
A(−→a , λ)A(−→b , λ)−A(−→a , λ)A(

−→
b′ , λ)

]
ρ(λ)dλ =

=

∫

Λ
A(−→a , λ)A(−→b , λ)

[
1−A(

−→
b , λ)A(

−→
b′ , λ)

]
ρ(λ)dλ.

(7.13)
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Los resultados de los productos A(−→a , λ)B(
−→
b , λ) pueden ser +1 ó -1. Si se aplica la condición

de normalización (7.5), se tiene que

|E(−→a ,−→b )− E(−→a ,
−→
b′ )| ≤

∫

Λ

[
1−A(−→a , λ)A(

−→
b′ , λ)ρ(λ)dλ

]
= 1 + E(

−→
b ,

−→
b′ ). (7.14)

Reorganizando este resultado, finalmente se alcanza la forma en que se suele presentar la primera
desigualdad de Bell:

|E(−→a ,−→b )− E(−→a ,
−→
b′ )| − E(

−→
b ,

−→
b′ ) ≤ 1. (7.15)

Esta es la expresión que debeŕıa satisfacer cualquier estado singlete que se pueda estudiar em-
pleando una teoŕıa de variables ocultas locales. Según el formalismo cuántico, las correlaciones
cuánticas que aparecen en la ecuación anterior, dependen únicamente de la orientación relativa
de los analizadores de Alicia y Bob. Veamos, los kets |−→n ,+〉 y |−→n ,−〉 indican los posibles re-
sultados de las proyecciones del momento de esṕın de una part́ıcula de esṕın 1/2 a lo largo de
alguna dirección arbitraria −→n . Si la dirección de proyección es −→nz, entonces con los kets |+〉 y
|−〉 especifican las orientaciones up (↑) y down (↓), respectivamente, a lo largo de la misma. Si
reescribimos el estado singlete empleando la notación general de los kets, entonces

|Ψ〉 = 1√
2
(|−→n1,+〉1|−→n1,−〉2 − |−→n1,−〉1|−→n1,+〉2). (7.16)

Supongamos que el −→n1 de la ecuación anterior es la dirección del analizador de Alicia. Si la
dirección del analizador de Bob es −→n2, entonces las dos direcciones se relacionan a través de la
expresiones

|−→n1,+〉2 = cos

(
θ

2

)
|−→n2,+〉2 + sin

(
θ

2

)
|−→n2,−〉2, (7.17a)

|−→n1,−〉2 = −sin

(
θ

2

)
|−→n2,+〉2 + cos

(
θ

2

)
|−→n2,−〉2. (7.17b)

Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (7.16), se obtiene que

|Ψ〉 = 1√
2
[−sin

(
θ

2

)
|−→n1,+〉1|−→n2,+〉2 + cos

(
θ

2

)
|−→n1,+〉1|−→n2,−〉2

− cos

(
θ

2

)
|−→n1,−〉1|−→n2,+〉2 − sin

(
θ

2

)
|−→n1,−〉1|−→n2,−〉2].

(7.18)

La amplitud de probabilidad de que los momentos de esṕın de las part́ıculas 1 y 2 tengan orienta-
ción up a lo largo de las direcciones de sus analizadores es P++(

−→n1,−→n2) = 1/2 sin2(θ/2). El resto
de los coeficientes de la ecuación anterior tienen una interpretación análoga. Si multiplicamos
cada unas de estas probabilidades por sus autovalores asociados, obtenemos el valor esperado del

observable Sa ⊗ Sb: E(−→a ,−→b ) = 〈ρ|Sa ⊗ Sb|ρ〉 = −−→a · −→b = − cos θab. Si los aparatos de medida
se orientan formando entre śı ángulos de 60◦ como se indica en la Fig. 7.3, el resultado de las

correlaciones es E(−→a ,−→b ) = E(
−→
b ,

−→
b′ ) = −1

2 y E(−→a ,−→b′ ) = 1
2 . Sustituyendo estos valores en la
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a

b

b’

60º60º

Figura 7.3: Direcciones coplanares que definen las tres direcciones de medida para las cuales la
predicción cuántica viola la desigualdad de Bell.

ecuación (7.15), resulta que esta disposición de los aparatos de medida conduce a una violación
de la desigualdad de Bell estimada en 3/2,

|E(−→a ,−→b )−E(−→a ,
−→
b′ )| − E(

−→
b ,

−→
b′ ) =

3

2
> 1. (7.19)

Las correlaciones de este tipo son correlaciones perfectas, es decir, sólo son válidas para sistemas
donde se esperan dos tipos de resultados, +1 y −1. Este hecho requiere la detección de una
fracción de part́ıculas lo suficientemente alta respecto a la cantidad de pares emitidos, como
para que esos resultados puedan ser considerados representativos del total. Además, el conjunto
de variables ocultas involucradas está siempre perfectamente anticorrelacionadas cuando los
analizadores son paralelos. Los experimentos reales de la época se realizaban bajo condiciones
que no cumpĺıan las exigencias teóricas con la precisión necesaria como para que las medidas se
pudieran considerar perfectas. Por lo que las correlaciones observadas se alejaban demasiado de
las correlaciones perfectas empleadas en el transcurso de esta demostración, y finalmente, esta
primera demostración no pudo ser comprobada en los laboratorios.

Las desigualdades de Bell que como ésta desigualdad se basan en una perfecta predicción de
los valores de los observables y en la hipótesis de localidad, de acuerdo con el argumento original
de EPR, son desigualdades de Bell de tipo EPR. En la siguiente sección veremos cómo los
avances teóricos y experimentales actuales permiten estudiar este tipo de correlaciones perfectas
y comprobar las desigualdades de tipo EPR.

En 1971, Bell [171] obtuvo un nueva desigualdad considerando la posible no detección de las
part́ıculas por el detector, e incluyendo en la teoŕıa de variables ocultas locales el efecto que el
estado de los aparatos de medida ejerce sobre las correlaciones. Su nuevo resultado es equivalente
a la desigualdad CHSH que veremos a continuación.

7.4.2. Desigualdad CHSH

En 1969, Clauser, Horne, Shimony y Holt [170] obtuvieron una desigualdad conocida como
CHSH. Esta desigualdad de Bell es una versión más general de la desigualdad original, pues el
modelo de variables ocultas empleado para la obtención de las correlaciones satisface que:

1. Las probabilidades de los resultados de todos los observables locales están predeterminados.

2. Estas probabilidades no se pueden modificar por la realización de medidas sobre sistemas
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separados.

Es decir, la condiciones de realismo y localidad anteriores se aplican sobre las probabilidades
de los resultados de las medidas realizadas, no sobre los resultados de las medidas, por lo que,
no están basadas en los elementos de realidad de EPR. Entonces, no se obtendrán correlacio-
nes perfectas. A estas desigualdades de Bell se les conoce como desigualdades de tipo CHSH.
El montaje del experimento para la demostración CHSH del teorema de Bell corresponde a la

Fuente de estados
singletesAlicia Bob

F

A( a ) B( b )

B’( b’ )A’( a’ )

Figura 7.4: La fuente F emite singletes. Las part́ıculas de cada par vuelan por separado hacia
los observadores Alicia y Bob, separados por un intervalo de género espacio. Los observables que
miden cada observador están indicados en la figura.

Fig. 7.4. Tanto Alicia como Bob pueden elegir dos direcciones alternativas, (−→a ,−→a′ ) y (
−→
b ,
−→
b′ ),

en sus respectivos aparatos de medida. Las medidas se realizan simultáneamente para evitar la
transferencia de información entre los sistemas. E es el valor medio de los resultados tras realizar
un experimento un número elevado de veces.

La desigualdad que deben satisfacer las correlaciones que caracterizan a los estados prepa-
rados es

2 ≤ E(−→a ,−→b )− E(−→a ,
−→
b′ ) + E(

−→
a′ ,

−→
b ) + E(

−→
a′ ,

−→
b′ ) ≤ 2. (7.20)

Si las variables fueran operadores, podŕıamos hablar del operador CHSH (en general, a los
operadores obtenidos a partir de las desigualdades de Bell se les conoce como operadores de
Bell) dado por la expresión

β̂CHSH = A⊗ (B −B′) +A′ ⊗ (B +B′). (7.21)

Este operador podŕıa actuar sobre un estado ρ que admita un modelo de variables ocultas locales,
y de acuerdo con (7.20) debe satisfacer que

|tr(β̂CHSHρ)| ≤ 2. (7.22)

Por intuición, la violación máxima se alcanzaŕıa cuando la suma de los términos de la igualdad
fuera igual al valor máximo 4, sin embargo, nunca se ha llegado a alcanzar este ĺımite experimen-
talmente. La máxima violación que predice el formalismo cuántico corresponde a la desigualdad
de Tsirelson [172] dada por la expresión

|tr(β̂CHSHρ)| ≤ 2
√
2. (7.23)
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ρ es el estado singlete ρ = |Ψ−〉〈Ψ−|.

La dificultad que conlleva el empleo de esta desigualdad estriba en construir el observable
de Bell adecuado para cada estado y experimento. Por otro lado, su aplicación directa sobre
estados mezcla no ofrece resultados claros. La desigualdad CHSH pudo adaptarse para su com-
probación en estados cuánticos arbitrarios de dos qubits [173], aunque hay resultados no menos
interesantes que surgieron en estudios posteriores.

En general, para dos sistemas (denotados como 1 y 2, respectivamente) separados por un
intervalo de género espacio, cada uno con una dimensión del espacio de Hilbert mayor o igual
de dos, cualquier operador de Bell CHSH tiene la siguiente expresión

β̂CHSH =

m∑

i=1

n∑

j=1

C(i, j)〈A(i)
1 B

(j)
2 〉. (7.24)

Donde C(i, j) son ciertos coeficientes constantes, e i y j son los ı́ndices (discretos o continuos) que

distinguen entre los posibles experimentos sobre los sistemas 1 y 2, respectivamente. 〈A(i)
1 B

(j)
2 〉

es una función de correlación (la medida de los productos de los observables medidos sobre 1 y
2), que en base a las condiciones 1. y 2. deben tener la forma

〈A(i)
1 B

(j)
2 〉 =

∑

λ

f1(A
(i)
1 , λ)g2(B

(j)
2 , λ)p(λ). (7.25)

Donde f1(A
(i)
1 , λ) [g2(B

(j)
2 , λ)] es una función que depende del valor experimental de A

(i)
1 (B

(j)
2 ),

y λ es el parámetro de suma o integración (dependiendo de si toma valores discretos o conti-
nuos) que permite que la descripción tenga una probabilidad natural; p(λ) es la distribución
de probabilidad del parámetro. Cualquier estado separable satisface una desigualdad CHSH.
Sin embargo, hay estados separables que violan la desigualdad de Bell original [174] debido a
que dicha desigualdad de Bell se basa en asunciones que no son satisfechas por estos estados
separables [175, 176].

Las desigualdades CHSH no son más que un tipo elemental de desigualdades de Bell en el
que intervienen únicamente dos observadores, Alicia y Bob, y cada uno de ellos puede realizar
medidas sobre observables dicotómicos. Las desigualdades de Bell conforman una infinita familia
construida con distintos tipos de medidas de correlación entre sistemas, donde pueden intervenir
n observadores/partes y cada uno de ellos evalúan m observables de l autovalores (con n, m y l
≥ 2). Hemos visto dos tipos de desigualdades de Bell, las EPR y las CHSH.

De entre las demostraciones del teorema de Bell están aquellas que en lugar de emplear
desigualdades se basan en una contradicción algebraica. Se trata de las demostraciones “all-
versus-nothing” (AVN) [46]. En el siguiente apartado trataremos este tipo de demostraciones.
Veremos además, su importancia en la construcción de nuevas desigualdades de Bell.
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7.5. Demostraciones “all-versus-nothing” del teorema de Bell

La violación de una desigualdad de Bell tiene el inconveniente de realizarse únicamente a
través de procedimientos estad́ısticos. Existe otra v́ıa para mostrar el conflicto entre los elementos
de realidad introducidos por EPR y la MC, en la que las desigualdades son prescindibles y donde
las correlaciones perfectas predichas por la MC son las piezas claves.

Una demostración “all-versus-nothing” (el nombre se introdujo en [46]) está basada en un
conjunto de s correlaciones perfectas de un estado cuántico. Si éstas se construyen empleando
elementos de realidad EPR, entonces s−q de esas correlaciones perfectas conducen a un resultado
opuesto al predicho por las otras q correlaciones. Si todas las s correlaciones son esenciales para
obtener una contradicción (i.e., que no se obtendrá ninguna contradicción si se elimina algunas
de ellas), entonces se dice que la demostración AVN es cŕıtica.

El nombre “all-versus-nothing” refleja una particular caracteŕıstica de estas demostraciones,
y es que en caso de no obtenerse ninguna contradicción, el estado de partida admite una descrip-
ción LHTV. En caso contrario, no hay lugar para ninguna teoŕıa local poniéndose de manifiesto
el carácter no local del estado cuántico.

La primera demostración AVN fue propuesta por Heywood y Redhead [43]. Esencialmente
muestra la conexión entre los teoremas de Kochen-Specker8 y Bell. Del lado del primer teorema,
se desprende que cualquier interpretación realista involucra una contradicción algebraica; de par-
te del segundo, se tiene que el realismo supone la no-localidad. Heywood y Redhead demuestran
que cualquier teoŕıa local conduce a una contradicción algebraica que se puede interpretar como
una manifestación de la no-localidad.

Pero la demostración AVN más conocida es la de Greenberger, Horne y Zeilinger (GHZ)
[44, 45]. GHZ desarrollan su trabajo empleando un sistema de cuatro qubits en el estado

|Ψ〉 = 1/
√
2(|+〉1|+〉2|−〉3|−〉4 − |−〉1|−〉2|+〉3|+〉4) = 1/

√
2(|++−−〉 − | − −++〉). (7.26)

Los estados de este tipo son conocidos como estados GHZ|9, y las demostraciones AVN que se
valen de ellos se conocen comúnmente como demostraciones GHZ. Mermin [46] propuso una
versión simplificada de la primera demostración GHZ empleando tres part́ıculas de esṕın 1/2, y
será la que escogeremos para exponer en qué consiste este tipo de demostraciones.

7.5.1. Demostración GHZ del teorema de Bell

En la versión de Mermin, las part́ıculas se crean en una misma fuente y posteriormente
se separan (ver Fig. 7.5). Cada una de ellas se dirige hacia un aparato Stern-Gerlach que se

8El teorema de Kochen-Specker demuestra que es imposible asignar valores definidos a un conjunto de observa-
bles de un sistema cuántico individual. Utilizan para ello un contraejemplo empleando los estados de esṕın de una
part́ıcula de esṕın 1. Se valen de un total de 117 observables, correspondientes a los cuadrados de las componentes
del momento angular de esṕın a lo largo de 117 direcciones distintas, para demostrar que no hay forma de asignar
valores 0 y 1 a todos esos observables de manera que satisfagan la relación v(A)+ v(B)+ v(C) = 2 para cualquier
conjunto, A, B y C, de observables asociados que sean mutuamente ortogonales.

9Para un sistema de n qubits, los estados GHZ se pueden escribir como: 1/
√
2(|+〉⊗n + |−〉⊗). También es

frecuente ver esta expresión general en términos de los kets |0〉 y |1〉, los cuales se identifican con los resultados
positivos y negativos de los autovalores de un operador actuando sobre su estado propio de un qubit. Esta no es la
única forma en que se pueden ver escritos los estados GHZ, pues existen tantas posibilidades como combinaciones
de + y − admisibles para los valores de m de la expresión: 1/

√
2(|m1m2 . . .mn〉 ± | −m1 −m2 . . .−mn〉).
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podrá orientar en dos direcciones cualesquiera ortogonales entre śı, como por ejemplo: −→n x ó −→n y.
El resultado de la medida de la proyección del esṕın de cada part́ıcula, σi =

−→σ−→ni , se etiqueta con
+1, si la componente de esṕın está orientada en el sentido positivo (orientación up) de alguna de
las dos direcciones. El signo −1 indica que la componente de esṕın se orienta en sentido contrario
al establecido como positivo (orientación down). El estado del sistema viene descrito por

|Ψ〉 = 1/
√
2(|+++〉 − | − −−〉), (7.27)

los kets |+〉 y |−〉 representan los estados de esṕın up y down; dicho estado es el mismo sea
cual sea la dirección de orientación −→n del aparato, porque los estados de este tipo tienen si-
metŕıa esférica (i.e., dado un estado, los resultados de la proyección de un autovalor a lo largo
de cualquier dirección tiene la misma probabilidad de suceder). Además, es entrelazado y exhi-
be correlaciones de esṕın perfectas, es decir, si las componentes de esṕın de las part́ıculas 1 y
2, son +1 (−1), entonces, con total seguridad, la componente de esṕın de la tercera part́ıcula
será también +1 (−1). Estas correlaciones equivalen a operadores de correlación de autovalor
+1 (−1) cuando actúan sobre el estado |Ψ〉, y se obtienen a partir de los operadores de Pauli de
esṕın de cada part́ıcula, σi.

El argumento que emplean GHZ consiste en lo siguiente: A partir de los operadores de co-
rrelación10 se construyen unas ecuaciones lineales. Dichas ecuaciones, en principio, deben ser
satisfechas por las variables ocultas asociadas a los resultados de las medidas de las componen-
tes de esṕın, pero tras asignarles los valores ±1 nunca llegan a satisfacerse, obteniéndose una
contradicción. La interpretación de la contradicción es que no es posible emplear una descripción
de variables ocultas que encaje con las correlaciones que predice la mecánica cuántica.

Como ya hemos destacado en varias ocasiones, la introducción de las variables ocultas no es
una premisa extra, sino que está justificada porque los resultados de las componentes de esṕın
satisfacen la condición de elemento de realidad EPR (i.e., los resultados de las medidas de las
componentes de esṕın de dos part́ıculas cualesquiera permite predecir con certeza, el resultado de
la medida sobre una tercera), y tales valores concretos no están contenidas en el estado cuántico
Ψ. Se trata entonces de unas variables que en la descripción cuántica permanecen “ocultas”.

Los operadores de correlación han de conmutar entre śı para evitar que el estado se modi-
fique al operar sobre él, y aśı queda siempre bien definido por la misma función de ondas. Las
ecuaciones que satisfacen los operadores de correlación son

X1 ⊗ Y2 ⊗ Y3|Ψ〉 = |Ψ〉, (7.28a)

Y1 ⊗X2 ⊗ Y3|Ψ〉 = |Ψ〉, (7.28b)

Y1 ⊗ Y2 ⊗X3|Ψ〉 = |Ψ〉, (7.28c)

−X1 ⊗X2 ⊗X3|Ψ〉 = |Ψ〉. (7.28d)

Donde Xi, Yi y Zi son las componentes de esṕın de la part́ıcula i-ésima. Estos observables
cumplen el criterio de elemento de realidad EPR, y por lo tanto, respecto a cualquier teoŕıa

10Los operadores de correlación son en definitiva los valores esperados del producto de los resultados +1 ó −1
de las mediciones sobre las part́ıculas individuales.
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local, los resultados de sus medidas deben estar predefinidos. Si denotamos los resultados como
v(ki), para ki = Xi, Yi ó Zi, atendiendo a las ecuaciones (7.28a)-(7.28d), y a su condición de
variables ocultas, deben satisfacer

v(X1)× v(Y2)× v(Y3) = 1, (7.29a)

v(Y1)× v(X2)× v(Y3) = 1, (7.29b)

v(Y1)× v(Y2)× v(X3) = 1, (7.29c)

v(X1)× v(X2)× v(X3) = −1. (7.29d)

Si observamos las ecuaciones (7.29a)-(7.29d), cada variable aparece dos veces, y los valores que

Fuente de estados
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Figura 7.5: La fuente F emite estados GHZ de tres part́ıculas. Cada una de ellas se dirige hacia
un observador distinto, separados por un intervalo de género espacio, y realizarán las medidas
indicadas en los operadores de correlación.

pueden tomar oscilan entre +1 y −1. Si se realiza el producto entre todos los términos situados
a la derecha de la igualdad el resultado será −1, mientras que para los términos de la izquierda
será +1. Estos dos resultados deben relacionarse a través de una igualdad, 1 = −1, alcanzándose
aśı la contradicción predicha por GHZ.

La demostración de GHZ original [44] empleaba un sistema de cuatro part́ıculas de esṕın
1/2, distribuidas entre cuatro observadores separados por sendos intervalos de género espacio.
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Con la demostración GHZ [46] se logra poner de manifiesto la imposibilidad de elementos
de realidad locales en MC. Por emplear correlaciones perfectas esta demostración se sitúa en el
marco original EPR [42]. No obstante, requiere de un mı́nimo de tres observadores11, y no dos
como en la demostración original del teorema de Bell.

Anteriormente, Heywood y Readhead [43] obtuvieron una demostración del teorema de Bell
sin desigualdades que requeŕıa únicamente dos observadores y dos part́ıculas de esṕın 1; pero
precisaba de un espacio de Hilbert de dimensión 9, mientras que la demostración original del
teorema de Bell tiene lugar en un espacio de Hilbert de dimensión 4 [41]. Esta demostración
fue simplificada por Brown y Svetlichny [177] empleando un argumento similar al que usaron
Kochen-Specker para demostrar que los elementos de realidad que se correspond́ıan con las me-
didas realizadas sobre espacios separables deb́ıan ser contextuales12. Poco después, Hardy [47]
proporciona una demostración del teorema de Bell para un estado de dos part́ıculas que sólo
requiere de un espacio de Hilbert de dimensión 4, y no emplea desigualdades. Sin embargo, esta
demostración es válida únicamente para un tipo particular de estado entrelazado, aunque poste-
riormente [178] demostró que su resultado es válido para cualquier tipo de estados entrelazados,
exceptuando a los estados máximamente entrelazados. Pero en la desigualdad original del teore-
ma de Bell la máxima discrepancia con los modelos locales se alcanza con estados máximamente
entrelazados [179], también conocidos como estados de Bell [180].

Experimentalmente, para la demostración de Hardy, sólo en el 9% de las repeticiones o rondas
de un mismo experimento se encontraban contradicciones con el argumento EPR, mientras que
en las verificaciones experimentales de la demostración GHZ se encontraban evidencias de tales
contradicciones en el 100% de los casos.

Todos estos resultados condujeron a la búsqueda de demostraciones AVN a través de estados
máximamente entrelazados de dos part́ıculas, en pro de la evolución del problema de encontrar
demostraciones AVN. En la Ref. [181] Cabello introduce una demostración AVN empleando un
argumento similar al de Hardy, y que funcionaba en el 100% de los experimentos. Requiere única-
mente dos observadores y dos estados máximamente entrelazados de dos qubits. Posteriormente,
publica una versión más simplificada de esta demostración [182] que será la que introduciremos
en el siguiente apartado.

11La razón de precisar tres observadores está en que si se reparten tres part́ıculas entre solo dos observadores,
los observables involucrados no satisfacen el criterio EPR de elemento de realidad. La forma de comprobarlo, es
muy directa, pues aquel que posea una sola part́ıcula, tras las mediciones, únicamente puede aportar un dato
para predecir los resultados de las mediciones sobre los otros dos, lo cual atendiendo a las expresiones de las
ecuaciones (7.29a)-(7.29d) resulta insuficiente. Respecto al observador que posea las otras dos, a pesar de ser
capaz de aportar un número de datos suficiente para hacer las predicciones sobre el resultado de la tercera
part́ıcula del otro observador, atendiendo al argumento EPR esos resultados no son válidos, pues las part́ıculas
que se encuentran en un mismo observador no están separadas por intervalos de género-espacio (no satisfacen la
condición de localidad).

12La contextualidad es una propiedad fundamental de los sistemas cuánticos. Un sistema cuántico exhibe contex-
tualidad cuando el resultado de las medidas dependa de qué observables compatibles fueron medidos previamente.
Un sistema cuántico de dos qubits que pudiera enmarcarse dentro de un modelo contextual, se caracterizaŕıa por-
que independientemente del estado en que se encontrara inicialmente, una determinada secuencia de medidas
de un conjunto finito de observables dicotómicos y compatibles entre śı, conduciŕıa a una contradicción que es
independiente del estado input.
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7.5.2. Demostración AVN del teorema de Bell usando qubits y dos observa-

dores

Cabello [181, 182] introduce una demostración AVN del teorema de Bell que conserva la
estructura lógica de la demostración de Hardy [47, 178]. Emplea para ello un estado entrelazado
formado por dos copias de estados máximamente entrelazados, en lugar de una única copia como
en la demostración de Hardy. La demostración de Cabello está inspirada en la versión teorema
de Kochen-Specker de Peres [183] y Mermin [184] (ver también [185, 186, 187]).

El experimento teórico que acompaña a la demostración consiste en una fuente que produce
dos pares de singletes de qubits, que se separan de forma que los qubits 1 y 2 vuelan hacia Alicia,
y los qubits 3 y 4 hacia Bob (ver Fig. 7.6). La separación entre Alicia y Bob es de tipo género
espacio, asumiendo la condición de localidad. Si la expresión de un singlete es

1

A B

4

2 3

Fuente de estados
singletes

F

Figura 7.6: La fuente F emite un par de singletes. Las part́ıculas de cada par se reparten entre los
observadores A (Alicia) y B (Bob), separadas espacialmente por un intervalo de género espacio.
Las ĺıneas discontinuas representan el cese de la interacción entre las part́ıculas de cada par.

|Ψ−〉ij =
1√
2
(|01〉ij − |10〉ij), (7.30)

donde |01〉ij = |0〉i ⊗ |1〉j , siendo σz|0〉 = |0〉 y σz|1〉 = −|1〉, con σz hemos denotado a la matriz
de Pauli de la componente Z de esṕın; entonces la expresión del estado inicial emitido por la
fuente del experimento vendrá dada por

|Ψ〉1324 = |Ψ−〉13 ⊗ |Ψ−〉24
=

1

2
(|0101〉 − |0110〉 − |1001〉 + |1010〉),

(7.31)

los cuatro qubits involucrados se etiquetan como 1, 3, 2 y 4. Si en (7.31) intercambiamos las
part́ıculas 2 y 3, el estado será finalmente

|Ψ〉1234 =
1

2
(|0011〉 − |0110〉 − |1001〉 + |1100〉). (7.32)

Cada uno de ellos dispone de un aparato Stern-Gerlach de modo que Alicia (Bob) puede orien-
tarlo a lo largo de las dos direcciones ortogonales −→nx y −→nz. Los resultados de las medidas pueden
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ser +1 y −1. El estado (7.32) satisface las siguientes correlaciones perfectas:

Z1 · Z3|Ψ〉 = −|Ψ〉, (7.33a)

Z2 · Z4|Ψ〉 = −|Ψ〉, (7.33b)

X1 ·X3|Ψ〉 = −|Ψ〉, (7.33c)

X2 ·X4|Ψ〉 = −|Ψ〉, (7.33d)

Z1Z2 · Z3 · Z4|Ψ〉 = |Ψ〉, (7.33e)

X1X2 ·X3 ·X4|Ψ〉 = |Ψ〉, (7.33f)

Z1 ·X2 · Z3X4|Ψ〉 = |Ψ〉, (7.33g)

X1 · Z2 ·X3Z4|Ψ〉 = |Ψ〉, (7.33h)

Z1Z2 ·X1X2 · Z3X4 ·X3Z4|Ψ〉 = −|Ψ〉. (7.33i)

Con (·) hemos separado los operadores. A partir de las ecuaciones (7.33a)-(7.33d) se establece
que, en base al criterio EPR de elementos de realidad, los resultados de las medidas de los
observables X1, X2, X3, X4, Z1, Z2, Z3 y Z4 se pueden considerar elementos de realidad. Luego
sus valores estaban ya presentes antes de que Alicia (Bob) realizaran sus medidas, y por lo tanto,
no dependen de los experimentos que deseen realizar.

Respecto a las ecuaciones (7.33e)-(7.33h), observar que es necesario realizar mediciones sobre
part́ıculas que pertenecen a un mismo observador para poder predecir con certeza los resultados
de las medidas del otro observador. Al no estar las part́ıculas de un mismo observador separadas
por un intervalo de género espacio, las mediciones que se realicen sobre una cualquiera de ellas
podŕıa interferir sobre los resultados de las medidas de las demás. Pero no es esto lo que sucede.
Veamos, las ecuaciones (7.33a)-(7.33d) revelan que uno de los observadores trabaja siempre con
operadores que anteriormente fueron considerados como elementos de realidad (X1, X2, X3, X4,
Z1, Z2, Z3 y Z4), por lo tanto sus valores ya están establecidos. Esto significa que las medidas
de los operadores correspondientes no interfieren entre śı. Además, a partir de estos resultados
se puede predecir con certeza los observables X1X2, Z1Z2, X3X4 y Z3Z4, luego éstos también
satisfacen las condiciones necesarias para ser considerados elementos de realidad. Las mismas
conclusiones se pueden inferir para los observables de (7.33i).

En resumen, existe un elemento de realidad asociado a cada cantidad f́ısica que representa
a cada uno de estos observables, y como tales existen antes incluso de ser medidos, por lo
que sus valores no dependen de la elección del experimento que Alicia (Bob) decida realizar.
Escribiremos las ecuaciones (7.33a)-(7.33i) en términos de los valores de los elementos de realidad
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correspondientes al resultado de las medidas de los observables que ah́ı aparecen

v(Z1)v(Z3) = −1, (7.34a)

v(Z2)v(Z4) = −1, (7.34b)

v(X1)v(X3) = −1, (7.34c)

v(X2)v(X4) = −1, (7.34d)

v(Z1Z2)v(Z3)v(Z4) = 1, (7.34e)

v(X1X2)v(X3)v(X4) = 1, (7.34f)

v(Z1)v(X2)v(Z3X4) = 1, (7.34g)

v(X1)v(Z2)v(X3Z4) = 1, (7.34h)

v(Z1Z2)v(X1X2)v(Z3X4)v(X3Z4) = −1. (7.34i)

Como en la versión de Mermin de la demostración GHZ, de nuevo es imposible que se satisfagan
estas ecuaciones sustituyendo los valores de la variables (+1 ó −1). La forma más directa de
mostrar esta contradicción, es multiplicando los miembros que se encuentran a la izquierda de
las ecuaciones (7.34a)-(7.34i) e igualando este resultado con el de los productos de los términos
de la derecha. El resultado del producto de la parte izquierda va a ser igual a +1 porque todas
las variables se repiten un número par de veces, mientras que el de la derecha será igual a −1.
Al igualar estos resultados, +1 = −1, resulta la contradicción predicha por GHZ.

Desde un punto de vista teórico, la comprobación experimental de esta demostración AVN
consiste en comprobar cada una de las ecuaciones de autovalores. Para obtener unos resultados
que muestren claramente que las correlaciones son lo suficientemente fuertes como para respaldar
la existencia de los elementos de realidad, en una situación ideal seŕıa necesario repetir muchas
veces cada experimento. La comprobación de (7.34i) se podŕıa llevar a cabo a partir de los
productos de las ocho primeras, y este resultado debeŕıa estar de acuerdo con los resultados de
cualquier experimento destinado a su comprobación.

Al trasladar estas situaciones ideales a los laboratorios reales, surgen una serie de obstáculos
originados principalmente por la necesidad de altas eficiencias de los detectores, pues esto da
lugar a que las ecuaciones (7.34a)-(7.34i) se alejen de los valores ideales ±1. Los dispositivos
experimentales de entonces no permit́ıan una verificación experimental directa de esta demos-
tración AVN. Para resolver este problema, una práctica común es derivar desigualdades de Bell
con ciertas funciones de correlación. Los ĺımites de validez de las mismas se establecen median-
te condiciones de localidad probabiĺısticas muy generales, que finalmente son violadas por las
predicciones cuánticas. Concretamente, para ésta demostración, Cabello derivó una desigualdad
empleando un procedimiento análogo al que ideó Mermin [49] para los estados GHZ de n qubits.
Para ello, en primer lugar, se obtiene un operador Ô que contiene los nueve operadores de corre-
lación que aparecen en las ecuaciones (7.33a)-(7.33i). El estado |Ψ〉1234, será propio de Ô. Dado
que los detectores no son ideales, los valores esperados de las correlaciones ya no serán ±1, como
ocurŕıa con las correlaciones perfectas de los experimentos teóricos. Entonces, para determinar
sus valores, se reemplaza cada operador de correlación de Ô por una función de distribución
de probabilidad de las medidas que están especificadas en él. Las funciones de correlación que
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describen los resultados de los nueve posibles experimentos realizados sobre el estado |Ψ〉 es

PAB(a, b) =

∫
ρ(λ)p(a, λ)p(b, λ)dλ, (7.35)

donde λ es un conjunto de parámetros común a los cuatro qubits, caracterizado con una función
de distribución ρ(λ) que está sujeta sólo a la condición de que los resultados de los experimentos
de Alicia (Bob) no repercuten sobre los de Bob (Alicia). Si tal representación existe, entonces
el valor medio del producto de los resultados de uno de los operadores medidos por Alicia y de
uno de los medidos por Bob será

EAB =

∫
ρ(λ)EA(λ)EB(λ)dλ, (7.36)

donde cada E de la integral es de la forma

E = p(+1, λ)− p(−1, λ), (7.37)

cuyo valor está comprendido entre −1 y +1. Este operador pasa a ser una función de correlación
construida a partir de la modificación de cada operador de correlación de (7.34a)-(7.34i)

F =

∫
ρ(λ)(−EZ1·Z3 − EZ2·Z4 − EX1·X3 − EX2·X4

+ EZ1Z2·Z3·Z4 + EX1X2·X3·X4 + EZ1·X2·Z3Z4 + EX1·Z2·X3Z4 − EZ1Z2·X1X2·Z3X4·X3Z4).

(7.38)

F posee 12 cantidades distintas, cada una de ellas se encuentra entre −1 y +1, y, dado que es
lineal en E, alcanzará su valor máximo cuando lo hagan cada una de estas cantidades. De este
modo, es fácil comprobar que F posee un ĺımite clásico

F ≤ 7, (7.39)

mientras que de acuerdo con las predicciones cuánticas, F viene dado por

FMC = 〈Ψ|Ô|Ψ〉 = 9, (7.40)

el cual contradice la predicción clásica dada en (7.39).

Experimentalmente, se podŕıan realizar sin ningún problema las medidas de los observables
que aparecen en las ecuaciones (7.34a)-(7.34h), ya que estas operaciones se realizan sobre qubits
distintos. La comprobación de la ecuación (7.34i), resultaŕıa más complicada. Veamos, de acuerdo
con su expresión, del lado de Alicia (Bob) de deben medir los observables X1X2 (X3X4) y
Z1Z2 (Z3Z4), que a pesar de ser compatibles, si los observamos detenidamente veŕıamos que
en un mismo experimento se debeŕıa poder medir parte de ellos donde los observables son
incompatibles, como por ejemplo: X1 y Z1. Por este motivo resulta un proceso muy complicado.
Desde el punto de vista teórico, medir estos observables equivale a medir Y1 (Y3) e Y2 (Y4)

13, pero

13La equivalencia entre los resultados de estas medidas (salvo factor de fase) es: Y1Y2 (Y3Y4)←→ Z1Z2 ·X1X2

(Z3X4 ·X3Z4).
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medir el esṕın a lo largo de la dirección y, mientras que las part́ıculas están en vuelo, presenta
unas dificultades que no se observan cuando las direcciones elegidas son x ó z. Una forma de
resolver este problema, consiste en percatarse de que medir Z1Z2 ·X1X2 (Z3X4 ·X3Z4), equivale
a medir el operador de Bell sobre las part́ıculas 1 y 2 (3 y 4). Los autovectores del operador
de Bell, son los estados de Bell: {|Φ±〉, |ψ〉±} ({|χ±〉, |ω〉±}). La distinción entre los resultados
+1 y −1 del operador Z1Z2 ·X1X2 (Z3X4 ·X3Z4), es equivalente a distinguir entre los estados
{|Φ+

12〉, |ψ〉−12} ({|χ+
34〉, |ω〉−34}) y {|Φ−

12〉, |ψ〉+12} ({|χ−
34〉, |ω〉+34}), donde

|Φ±
12〉 =

1√
2
{|00〉 ± |11〉}, (7.41a)

|χ±
34〉 =

1√
2
{|00〉 ± |11〉}, (7.41b)

|ψ±
12〉 =

1√
2
{|01〉 ± |10〉}, (7.41c)

|ω±
34〉 =

1√
2
{|10〉 ± |01〉}; (7.41d)

con x|0〉 = |0〉 y x|1〉 = −|1〉.
Con la medida de los operadores Z1Z2, X1X2 (Z3X4, X3Z4) se distinguiŕıa entre dos de los

cuatro estados de Bell {|Φ±〉, |Ψ±〉} ({|χ±〉, |ω±〉}). Los qubits 3 y 4 (1 y 2) conforman, junto con
los qubits 1 y 2 (3 y 4), sendos estados singletes; aśı que una vez que se realicen estas medidas,
sus estados pasan a ser los mismos que los estados de los qubits medidos. Entonces, para poder
demostrar la ecuación (7.34i), habŕıa que partir de un estado que permitiera distinguir entre dos
de los cuatro estados de Bell.

Cualquier estado propio del conjunto de operadores Z1Z2, X1X2, Z3X4, y X3Z4, podŕıa
emplearse para obtener una demostración del teorema de Bell como la que hemos visto en este
apartado. Este hecho se podŕıa enfocar para obtener nuevas demostraciones independientes del
estado del teorema de Kochen-Specker de la imposibilidad de asignar variables ocultas locales no
contextuales14 en la MC [188]. Mermin derivó demostraciones dependientes del estado a partir
versión de Peres de la demostración del teorema de Kochen-Specker [189], y de su propia sim-
plificación [190, 191] de la demostración GHZ [49, 192]. En la Ref. [182] hay una demostración
independiente del teorema de Kochen-Specker basada en la demostración AVN introducida en
este apartado y que puede transformarse en una demostración del teorema de Bell15.

Resumiendo, la demostración presentada en este apartado, es del tipo de las demostraciones
de Hardy, y puede ser reorganizada como una demostración GHZ con sólo dos observadores. Esta
demostración es válida para estados máximamente entrelazados. Permite, por un lado, derivar
una desigualdad de Bell comprobable experimentalmente, y por otro, conduce a una demostra-
ción del teorema de Kochen-Specker dependiente del estado. De este modo es posible mostrar
una perspectiva más amplia entre las relaciones de los teoremas de Kochen-Specker y Bell.

14Las variables ocultas no contextuales son aquellas que asignan valores predefinidos a observables f́ısicos,
asumiendo que tales valores no dependen de los observables f́ısicos compatibles junto con los que se midan.

15Es precisamente esta caracteŕıstica lo que la diferencia de la demostración de Mermin de la Ref. [189], pues
al contener únicamente operadores no locales, no puede transformarse en una demostración del teorema de Bell.
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Esta demostración pudo ser comprobada experimentalmente en el año 2005 [71, 72]. En la
Ref. [71] se emplean estados de pares de fotones entrelazados en polarización y momento lineal.
Las funciones de correlación de este experimento reproducen con una alta fidelidad las correla-
ciones perfectas predichas por la MC (7.34a)-(7.34i), pues sólo el 4% de los eventos detectados
admiten una interpretación realista local. Como se trata de un porcentaje tan bajo, su presencia
se puede justificar por imprecisiones experimentales. El valor de la función de correlación total es:
F = 8,5694±0,00533. El resultado de la Ref. [72] para F es del mismo orden, F = 8,114±0,001.

En la ĺınea del desarrollo de nuevas demostraciones del teorema de Bell, surge la cuestión
de si son posibles demostraciones AVN con dos observadores realizando medidas de un solo
qubit. En el próximo apartado veremos el recurso cuántico que se empleó para este tipo de
demostraciones.

7.5.3. Demostraciones AVN del teorema de Bell con dos observadores em-

pleando medidas en un solo qubit

La demostración AVN de dos observadores anterior [181, 182] posee dos desventajas frente
a la demostración GHZ [45]:

1) Es más compleja en el sentido en que requiere un mayor número de predicciones cuánticas.

2) Proporciona menos evidencia contra el realismo local.

Estas dos desventajas están relacionadas, pues en la demostración AVN de dos observadores,
8 de las 9 correlaciones perfectas (es decir, el 89% del total) pueden explicarse mediante alguna
teoŕıa realista local; mientras que en la demostración GHZ, sólo 3 de las 4 correlaciones perfectas
(es decir, el 75%) se puede explicar mediante una teoŕıa realista local. Con lo cual, la eficiencia
de detección necesaria para la demostración AVN bipartita anterior será más alta que para una
demostración GHZ de tres observadores.

En la nueva demostración AVN del teorema de Bell con dos observadores [17, 18], únicamente
son necesarias 4 correlaciones perfectas. El recurso que se emplea para obtenerla es un estado
|LC4〉 de cuatro qubits y dos fotones. Cada fotón posee dos qubits. Un estado de este tipo,
se puede obtener entrelazando dos grados de libertad, polarización y momento lineal, en cada
fotón [48]. Los estados que se obtienen codificando diferentes grados de libertad en una misma
part́ıcula se denominan estados hiperentrelazados. La ecuación correspondiente al estado |LC4〉
obtenido es (7.42).

|Ψ〉 = 1

2
(|Hu〉1|Hu〉2 + |Hd〉1|Hd〉2 + |V u〉1|V u〉2 − |V d〉1|V d〉2)

=
1

2
(|HuHu〉+ |HdHd〉+ |V uV u〉 − |V dV d〉).

(7.42)

|H〉j y |V 〉j representan la polarización horizontal y vertical respectivamente; |u〉j y |d〉j son dos
posibles caminos (i.e., dirección de los momentos lineales de las part́ıculas) ortogonales, up y
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down, para el fotón j.

De acuerdo con los grados de libertad de polarización del fotón j, los observables locales son
los siguientes

Xj = |H〉j〈V |+ |V 〉j〈H|, (7.43a)

Yj = i(|V 〉j〈H| − |H〉j〈V |), (7.43b)

Zj = |H〉j〈H| − |V 〉j〈V |. (7.43c)

Análogamente, para los tres grados de libertad del momento los observables son

xj = |u〉j〈d|+ |d〉j〈u|, (7.44a)

yj = i(|d〉j〈u| − |u〉j〈d|), (7.44b)

zj = |u〉j〈u| − |d〉j〈d|. (7.44c)

Hay un total de dos fotones, y los cuatro qubits se distribuyen como aparece en la Fig. 7.7. Cada

A B

3

41

2

Figura 7.7: Estado |LC4〉 que representa a un sistema de dos fotones entrelazados en polarización
y momento. Los qubits vienen representados por puntos, y los fotones (observadores/partes) por
óvalos. Cada fotón posee dos qubits, uno de polarización y otro de momento. Los fotones están
separados por un intervalo de género espacio.

observable puede tener sólo dos posibles valores: +1 y −1. El estado |Ψ〉 satisface las siguientes
ecuaciones

X1z1X2|Ψ〉 = |Ψ〉, (7.45a)

Y1z1Y2|Ψ〉 = |Ψ〉, (7.45b)

Z1y1y2|Ψ〉 = |Ψ〉, (7.45c)

z1z2|Ψ〉 = |Ψ〉, (7.45d)

X1X2z2|Ψ〉 = |Ψ〉, (7.45e)

Y1Y2z2|Ψ〉 = −|Ψ〉, (7.45f)

x1Z2x2|Ψ〉 = |Ψ〉, (7.45g)

X1x1Y2y2|Ψ〉 = |Ψ〉, (7.45h)

Y1x1X2y2|Ψ〉 = −|Ψ〉. (7.45i)
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Las cantidades f́ısicas que representan los observables que aqúı aparecen satisfacen el criterio
de elemento de realidad de EPR. Veamos, las ecuaciones (7.45e), (7.45f) y (7.45g), permiten
predecir los valores v(X1), v(Y1) y v(x1), que corresponden a los qubits de Alicia, a partir de las
respectivas medidas de los pares de observables X2, z2; Y2, z2; y x2, Z2, sobre los qubits de Bob.
Estas medidas no afectan a las predicciones sobre Alicia, porque Alicia y Bob están separados
por un intervalo de género espacio. En las ecuaciones (7.45a), (7.45b), (7.45c), y (7.45d) se pue-
de aplicar este mismo razonamiento para los valores v(X2), v(Y2), v(y2) y v(z2). Las medidas
de los observables compatibles de un mismo fotón son independientes, en el sentido en que la
medida de uno de ellos no cambia el valor de la del otro. Por ejemplo, si medimos z2, esto no va
a cambiar el valor de X2, porque X2 se puede predecir con certeza a partir de las medidas de
X1 y z1 (ver (7.45a)) realizadas por otro observador espacialmente separado. Luego todos los
resultados satisfacen todos los requisitos para ser considerados elementos de realidad, y como
tales, no dependen del orden elegido para realizar las medidas pues sus valores existen incluso
antes de ser medidos.

Del conjunto de ecuaciones (7.45a)-(7.45i) se puede extraer otro que encierre la contradicción
caracteŕıstica de las demostraciones tipo AVN. Esas ecuaciones son: (7.45a), (7.45b), (7.45d) y
(7.45e). Si las reescribimos en términos de los valores de las medidas

v(X1) = v(X2)v(z2), (7.46a)

v(Y1) = −v(Y2)v(z2), (7.46b)

v(X1)v(x1) = v(Y2)v(y2), (7.46c)

v(Y1)v(x1) = v(X2)v(y2). (7.46d)

Las variables sólo pueden sustituirse por +1 ó −1. Al multiplicar los términos de la derecha de
las ecuaciones (7.46a)-(7.46d) e igualarlos con el resultado del producto de los términos de la
izquierda, se obtiene la contradicción, 1 = −1, como demostración del teorema de Bell.

Las demostraciones de tipo AVN se siguen directamente de las correlaciones perfectas predi-
chas por la mecánica cuántica. Su verificación experimental en un laboratorio ideal, requeriŕıa
repetir un elevado número de veces el experimento destinado a la comprobación de cada una
de las ecuaciones (7.46a), (7.46b) y (7.46c). Para la última ecuación, se procede de la misma
manera, y, cuando se obtienen los resultados de los experimentos, se comparan con el del pro-
ducto de los resultados de los experimentos de las ecuaciones anteriores. En los laboratorios
no ideales, las correlaciones obtenidas no son perfectas, y, al igual que en la sección anterior,
es conveniente derivar una desigualdad de Bell para la comprobación de la demostración AVN.
Dicha desigualdad de Bell debe violarse con un margen lo suficientemente amplio como para que
las imperfecciones reales no puedan afectar a la validez de los resultados.

Si el operador Ô es Ô = X1X2z2−Y1−Y2z2+X1x1Y2y2+Y1x1X2y2, las predicciones por parte
de cualquier teoŕıa LHTV establecen que 〈Ô〉 ≤ 2. Mientras que las predicciones cuánticas con-
ducen a 〈Ô〉 = 4, que es el mismo ĺımite que obtuvo Mermin en la demostración GHZ [45], pero
a diferencia de éste, sólo son necesarios dos observadores, como en la desigualdad de Bell original.

El empleo del estado hiperentrelazado (7.42) ofrece una clara ventaja sobre aquel que se
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constrúıa a base de dos productos de estados de Bell [181, 182], y es que sólo se precisa de
cuatro operadores de correlación, frente a los nueve de la descripción anterior. Esto equivale a
que la realización de experimentos con estados hiperentrelazados requiere de una eficiencia de
fotodetección más baja para lograr un resultado aceptable, pues se necesita menos evidencia
para su comprobación.

Esta violación fue comprobada experimentalmente en el año 2007 [48]. El recurso utiliza-
do fue un estado de cuatro qubits y dos fotones, construido mediante una técnica de óptica
lineal que consiste en entrelazar los grados de libertad de polarización y momento lineal de dos
fotones. Primero se comprobó que los observables locales eran elementos de realidad EPR, y
posteriormente se construyó el operador Ô con un resultado para 〈Ô〉 de 3,4145 ± 0,0095.



Caṕıtulo 8

Demostraciones “all-versus-nothing”

bipartitas del teorema de Bell

usando qubits

8.1. Introducción

El teorema de Bell [41] y las posteriores versiones de su demostración, pusieron de manifiesto
que la MC no puede ser reformulada a través de una teoŕıa de variables ocultas locales. Las
implicaciones de las demostraciones del teorema de Bell derivaron en el nacimiento de nuevas
teoŕıas como la Información y Computación Cuánticas, cuyas aportaciones favorecen el desarrollo
de las nuevas tecnoloǵıas.

La demostración GHZ [44, 46] del teorema de Bell es considerada como el caso más fuerte
contra el realismo local desde el teorema de Bell. No contiene desigualdades y forma parte del
grupo de demostraciones “all-versus-nothing” (AVN) del teorema de Bell [46]. A diferencia del
teorema original de Bell, la versión GHZ requiere de tres observadores en lugar de dos, debido
a que únicamente con tres observadores se satisface el criterio EPR de elemento de realidad. Si
recuperamos este criterio y lo aplicamos al caso bipartito de una demostración AVN, entonces,
dados dos observadores, Alicia y Bob, separados espacialmente será posible predecir con certeza
los resultados de las medidas realizadas por Alicia (Bob) a partir de los resultados de las medidas
realizadas por Bob (Alicia).

En el caṕıtulo 7 hicimos un estudio de las primeras demostraciones de tipo AVN insistiendo
en las primeras demostraciones bipartitas usando qubits [181, 182] (adaptadas posteriormente
para dos fotones [193]). En su verificación experimental [71, 72] esta demostración presentaba
la dificultad de realizar medidas conjuntas de dos qubits. Posteriormente, se publicó una de-
mostración [17, 18] en la que únicamente se empleaban medidas de un solo qubit. El recurso
empleado para su verificación experimental, fue un estado hiperentrelazado de dos fotones y 4
qubits entrelazados en polarización y momento lineal [48]. Cada observador pod́ıa acceder a un
fotón y a sus dos qubits.

La posibilidad de preparar estados hiperentrelazados de n qubits y m part́ıculas, como los
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estados de 6 qubits y 2 part́ıculas [51, 52], los de 6 qubits 4 part́ıculas [28], los de 8 qubits y
4 part́ıculas [29], y los de 10 qubits 5 part́ıculas [29]; condujeron de forma natural al siguiente
problema:

Si n qubits fueran distribuidos entre dos partes, ¿cuáles son los estados puros cuánticos y las
posibles distribuciones que permiten demostraciones AVN empleando medidas de un solo qubit?

Este problema está relacionado con el de decidir qué estados de n-qubits y qué distribuciones
permiten desigualdades de Bell de tipo EPR [50, 53] , y con nuevos problemas de complejidad
de comunicación bipartitas, concretamente con nuevos esquemas de pseudotelepat́ıa cuántica.

El contenido de este caṕıtulo se distribuye como sigue: En las secciones 8.2 y 8.3 mostraremos
la condición necesaria y suficiente para la existencia de demostraciones AVN bipartitas (BAVN),
usando únicamente medidas de un solo qubit para estados hiperentrelazados de cualquier número
de qubits. En la sección 8.4 proporcionaremos expĺıcitamente todas las demostraciones BAVN
distintas empleando estados grafo de hasta n = 7 qubits.

8.2. Requisitos para una demostración BAVN. Estados grafo

Dado un estado cuántico de n qubits para obtener una demostración de tipo BAVN, las
medidas de un solo qubit deben satisfacer los siguientes requisitos:

(a) Correlaciones perfectas para definir elementos de realidad EPR bipartitos. Todo observa-
ble de un solo qubit involucrado en la demostración debe satisfacer el criterio EPR de elementos
de realidad.

(b) Correlaciones perfectas que contradigan los elementos de realidad EPR. Los observables
que satisfagan la condición EPR no pueden tener resultados predefinidos, pues debe ser impo-
sible asignarles valores que satisfagan todas las correlaciones perfectas predichas por la MC.

Las correlaciones perfectas son necesarias para establecer los elementos de realidad y probar
que son incompatibles con la MC. Por este motivo, estamos interesados en estados que sean
simultáneamente autoestados de un número suficientemente alto de operadores que se puedan
expresar como n productos tensoriales de operadores de un solo qubit. El máximo número de
operadores de un solo qubit que anticonmutan es tres. Sin pérdida de generalidad, podremos res-
tringir nuestra atención al un conjunto de operadores de un solo qubit formado por las matrices
de Pauli: X = σx, Y = σy y Z = σz. Esto nos conduce al concepto de estado estabilizador. Un
estado estabilizador (caṕıtulo 1) es un estado que es simultáneamente autoestado de un conjun-
to de n elementos independientes del grupo de Pauli Pn que conmutan entre śı y de autovalor
+1. Los n elementos independientes (los conocidos como operadores generadores estabilizado-
res), lo son en el sentido en que ninguno de ellos se puede escribir como producto de los otros,
y generan un subgrupo máximamente abeliano llamado grupo estabilizador del estado. Como
sabemos, un grupo estabilizador de estas caracteŕısticas contiene 2n operadores estabilizadores,
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que conformarán las correlaciones perfectas que necesitamos para las demostraciones.
Dado que cualquier estado estabilizador es equivalente a un estado grafo bajo transformacio-

nes locales del grupo de Clifford [5, 30, 31], podremos restringir nuestra atención en los estados
grafo [1, 2]. Actualmente, los estados grafo están omnipresentes en la teoŕıa de la información
cuántica por su papel en la corrección cuántica de errores [4, 61], en la computación cuántica
basada en medidas [6, 9], o en su uso para el estudio de la clasificación del entrelazamiento
[1, 2, 21, 22]. Los primeros estados grafo de n qubits con n > 2 fueron los estados GHZ, y
aparecieron en el contexto de las demostraciones AVN. No es entonces sorprendente que en la
obtención de demostraciones BAVN, se recurra a los estados grafo. Por otro lado, ya se vislum-
braba que este recurso cuántico podŕıa ser adecuado cuando DiVincenzo y Peres mostraron que
el requisito (b) no sólo era satisfecho por los estados GHZ sino también por cualquier código de
palabras empleado en la corrección cuántica de errores [194], aśı mismo Scarni et al. mostraron
que (b) también se satisfaćıa para estados cluster construidos a partir de estructuras clusters
de cualquier dimensión [13] (ver Fig. 3.6). Por último, el hecho de que los estados grafo cone-
xos de hasta 7 qubits hubieran sido exhaustivamente clasificados [1, 2], unido a la capacidad
experimental actual de preparación de muchos de ellos, favoreció el empleo de los estados grafo
como recurso en la obtención de demostraciones BAVN. Por lo tanto, el problema planteado
inicialmente se reduce al siguiente:

Si n qubits fueran distribuidos entre 2 partes/observadores, ¿cuáles son los estados grafo de
n qubits y las posibles distribuciones de qubits que permiten una demostración AVN bipartita
usando únicamente observables de un solo qubit?

8.3. Correlaciones perfectas que contradicen los elementos de

realidad EPR

Demostraremos que el requisito (b) del apartado 8.2 es satisfecho por cualquier estado grafo.
Lema 1. Cualquier estado grafo asociado con un grafo conexo de tres o más vértices conduce

a una contradicción algebraica con el concepto de elemento de realidad.

Este resultado fue anticipado en [2, 13, 194]. El interés de la demostración del lema 1 está en
proporcionar métodos para obtener ejemplos expĺıcitos de conjuntos de correlaciones perfectas
que satisfagan (b).

Demostración. Si el qubit i está conectado con el qubit j, y el j está conectado con el qubit
k, hay dos posibilidades. Una es que i no esté conectado a k. Entonces, no existe ninguna teoŕıa
que asigne valores predefinidos, −1 ó 1, a Yi, Zi, Xj , Yj, Yk y Zk, simultáneamente satisfaciendo
las cuatro ecuaciones

gigj |G〉 = |G〉, YiYjZk|G〉 = |G〉, (8.1a)

gj |G〉 = |G〉, ZiXjZk|G〉 = |G〉, (8.1b)

gjgk|G〉 = |G〉, ZiYjYk|G〉 = |G〉, (8.1c)

gigjgk|G〉 = |G〉, YiXjYk|G〉 = −|G〉, (8.1d)
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dado que gigj · gj · gjgk (donde con · indicamos el producto entre los operadores) no es igual
que gigjgk (como se espera en cualquier teoŕıa de valores predefinidos), sino que es igual que
−gigjgk. Hemos empleado la notación usual, gα, para representar los operadores generadores.

La otra posibilidad es que el qubit i esté también conectado al qubit k. Entonces, no existe
una teoŕıa que asigne los valores predefinidos −1 ó 1, a Xi, Zi, Xj , Zj , Xk y Zk, simultáneamente
satisfaciendo las cuatro ecuaciones.

gi|G〉 = |G〉, XiZjZk|G〉 = |G〉, (8.2a)

gj |G〉 = |G〉, ZiXjZk|G〉 = |G〉, (8.2b)

gk|G〉 = |G〉, ZiZjXk|G〉 = |G〉, (8.2c)

gigjgk|G〉 = |G〉, XiXjXk|G〉 = −|G〉, (8.2d)

dado que gigjgk es igual a −gigjgk. Cualquier conjunto de ecuaciones asociadas a operadores
estabilizadores que contengan un subconjunto que satisfaga (b) también satisfará (b). Por lo
tanto, dado un estado grafo asociado a un grafo conexo de n > 3 vértices, habrá cientos de
posibles subconjuntos distintos satisfaciendo (b). La mayor parte de ellos involucra las tres
matrices de Pauli, pero otros no. Sin embargo, en nuestras demostraciones BAVN es importante
que las tres matrices de Pauli de todos y cada uno de los qubits de Alicia (Bob) puedan ser
considerados como elementos de realidad, porque estamos interesados en nuevas demostraciones
BAVN que impliquen a las nuevas clases de estados grafo, y no en aquellas que son meras
consecuencias de los estados grafo de pocos qubits considerados anteriormente.

Por tanto, el problema que tenemos que resolver es averiguar para qué estados grafo y
distribuciones, las tres matrices de Pauli son elementos de realidad de un solo qubit en un
escenario bipartito.

8.4. Estados grafo y distribuciones de qubits que permiten de-

mostraciones BAVN

Una distribución de n qubits entre Alicia y Bob se dice que permite elementos de realidad
bipartitos cuando, para todos y cada uno de los qubits, los resultados de las medidas de dos
matrices de Pauli sobre el qubit j de Alicia (Bob) pueden ser predichos con certeza únicamente
a partir de los resultados de las medidas sobre los qubits de Bob (Alicia).

Definimos el estabilizador reducido de los qubits de Alicia (Bob) como aquel que se obtiene
eliminando las contribuciones de los qubits de Bob (Alicia). Una condición necesaria y suficiente
para la existencia de elementos de realidad bipartitos es la siguiente:

Lema 2. Una distribución de n qubits entre Alicia (a quien se le da nA qubits) y Bob (a quien
se le da nB = n− nA qubits) permite elementos de realidad bipartitos si y sólo si nA = nB, y el
estabilizador reducido de los qubits de Alicia (Bob) contiene todas las posibles variaciones con
repetición I, X, Y y Z, tomadas de nA (nB) en nA (nB), sin que se repita ninguna.

Demostración. Supongamos que dos matrices de Pauli de los qubits de Alicia, por ejemplo,
X1 e Y1, son elementos de realidad. Entonces, se deben poder predecir con certeza a partir de
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las medidas de Bob. Luego el estabilizador reducido de los qubits de Alicia debe contener

X1 ⊗ I2 ⊗ . . .⊗ InA
, (8.3a)

Y1 ⊗ I2 ⊗ . . .⊗ InA
. (8.3b)

Por lo tanto, dado que la tercera matriz de Pauli del qubit 1 de Alicia se obtiene a partir del
producto de las ecuaciones (8.3a) y (8.3b), ésta también debe ser un elemento de realidad y
pertenecer al estabilizador reducido de los qubits de Alicia

Z1 ⊗ I2 ⊗ . . .⊗ InA
. (8.4)

Lo mismo debe ocurrir con las tres matrices de Pauli del resto de qubits de Alicia, 2, . . . , nA.
Por lo tanto, el estabilizador reducido de los qubits de Alicia deben contener también

I1 ⊗X2 ⊗ I3 ⊗ . . .⊗ InA
, (8.5a)

I1 ⊗ Y2 ⊗ I3 ⊗ . . . ⊗ InA
, (8.5b)

I1 ⊗ Z2 ⊗ I3 ⊗ . . .⊗ InA
, . . . , (8.5c)

I1 ⊗ . . . ⊗ InA−1 ⊗ ZnA
. (8.5d)

Además, el estabilizador reducido de los qubits de Alicia deben contener todos los posibles
productos de las ecuaciones (8.3a), (8.3b), (8.4), (8.5a)-(8.5d); es decir, todas las variaciones con
repetición de I, X, Y , y Z, escogidos de nA en nA, lo que equivale a 4nA = 22nA (que debe
coincidir con 2n, pues a través de las variaciones con repetición hemos obtenido la cantidad
total de operadores estabilizadores que es posible obtener). Un razonamiento análogo se puede
aplicar sobre las tres matrices de Pauli de todos y cada uno de los qubits de Bob, de modo que
su estabilizador reducido contiene también todos los posibles productos de

XnA+1 ⊗ InA+2 ⊗ . . .⊗ InB
, . . . , (8.6a)

InA+1 ⊗ . . .⊗ InB−1 ⊗ ZnB
. (8.6b)

Pero el estabilizador total contiene sólo 2nA+nB = 2n términos, que tal y como acabamos de
deducir, debe ser a su vez igual a 22nA (22nB ). Luego, la única posibilidad es que nA = nB.
Obsérvese que la opción de que se generen variaciones con repetición repetidas no es viable
porque nunca interviene los mismos operadores en los distintos productos. Basándonos en este
resultado, sólo los estados grafo con un número par de qubits satisfacen el lema 2, y dado que
es una condición necesaria y suficiente, al aplicarse sobre todas las posibles distribuciones de
qubits de todos los estados grafo posibles, obtenemos una completa clasificación de todas las
posibles demostraciones BAVN.

Para nuestros propósitos, dispońıamos de los estados grafo de la clasificación de Hein et al.
[1, 2], donde figuran los representantes óptimos de cada clase de equivalencia de todos los estados
grafo con menos de 8 qubits. Los grafos pertenecientes a una misma clase de equivalencia son
aquellos equivalentes bajo complementación local.

Si un estado grafo con sus qubits distribuidos de una forma determinada satisface el lema
2, entonces todos aquellos estados grafo que pertenezcan a su misma clase de equivalencia sa-
tisfarán este mismo lema para dicha distribución, y permitirán una demostración BAVN. Esto



134 Demostraciones “all-versus-nothing” bipartitas. . .

es porque la clase de equivalencia de un estado grafo dado se obtiene aplicando operaciones de
complementación local, que como sabemos, constituyen la descripción gráfica de las operaciones
del grupo local de Clifford las cuales se caracterizan por transformar el grupo de Pauli Pn en
śı mismo bajo conjugación, manteniendo intacta la matriz identidad (caṕıtulo 5). Por lo tanto,
una distribución bipartita de los qubits de un estado grafo que permita elementos de realidad,
lo seguirá haciendo después de que se aplique cualquier operación de complementación. Por
ejemplo, tomemos la distribución de qubits representada por el esquema 4a de la Fig. 8.2. Los
elementos de realidad para los qubits de Alicia y Bob son:

Qubits de Alicia:

X1I2 = Z3X4, I1X2 = X3Z4, (8.7a)

Y1I2 = Y3X4, I1Y2 = X3Y4, (8.7b)

Z1I2 = X3I4, I1Z2 = I3X4. (8.7c)

Qubits de Bob:

X3I4 = Z1I2, I3X4 = I1Z2, (8.8a)

Y3I4 = Y1Z2, I3Y4 = Z1Y2, (8.8b)

Z3I4 = X1I2, I3Z4 = I1X2. (8.8c)

Si aplicamos una operación de complementación local sobre el vértice 1 (ver Fig. 8.1), en-
tonces las expresiones (8.7a)-(8.7c) y (8.8a)-(8.8c) se transformarán (salvo factor de fase) en

Alicia Bob

4

31

2

Figura 8.1: Estado grafo equivalente bajo complementación local sobre el qubit 1 al estado No.
4a de la Fig. 8.2. Esta distribución permite elementos de realidad bipartitos y demostraciones
BAVN.

Qubits de Alicia:

X1I2 = Z3X4, I1Y2 = Y3Z4, (8.9a)

Z1I2 = X3X4, I1X2 = Y3Y4, (8.9b)

Y1I2 = Y3I4, I1Z2 = I3X4. (8.9c)
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Qubits de Bob:

Y3I4 = Y1I2, I3X4 = I1Z2, (8.10a)

X3I4 = Z1Z2, I3Y4 = Y1X2, (8.10b)

Z3I4 = X1I2, I3Z4 = I1Y2. (8.10c)

Que siguen siendo elementos de realidad.

Hay sólo un estado grafo de 4 qubits

|ψ4a〉 =
1

2
(|00〉|00〉+ |01〉|01〉+ |10〉|10〉 − |11〉|11〉), (8.11)

donde |00〉|00〉 = |σz = 0〉1 ⊗ |σz = 0〉2 ⊗ |σx = 0〉3 ⊗ |σx = 0〉4. La distribución de los qubits
entre los observadores es tal que los qubits 1 y 2 pertenecen a Alicia, y los qubits 3 y 4 a Bob.
El estado |ψ4a〉 corresponde al grafo No. 4 de acuerdo con la clasificación de Hein et al. [1, 2], y

Alicia Bob

4

31

2

No. 4a

Alicia Bob

4

31

2

No. 4b

Alicia Bob

4

31

2

No. 4c

Figura 8.2: Distribuciones bipartitas del estado |LC4〉 (estado grafo No. 4 de la clasificación de
Hein et al. [1, 2]). La distribución 4a permite elementos de realidad bipartitos y demostraciones
BAVN. La distribución 4b es equivalente bajo LC a la 4a. La distribución 4c no es equivalente
a ninguna de ellas y no permite elementos de realidad bipartitos.

con el 4a de la Fig. 8.2. Cualquier otra distribución no equivalente de qubits, no permite una de-
mostración BAVN, como por ejemplo, la representación 4c de la Fig. 8.2. Esta demostración fue
introducida en [17] y es la única (sin tener en cuenta las posibles representaciones equivalentes)
con 4 qubits empleando medidas de un solo qubit. Entre los estados grafos No. 5 y No. 17 de la
misma clasificación, hay sólo 6 estados cuyas distribuciones conducen a demostraciones BAVN.
Todos ellos son estados grafos de 6 qubits, donde cada parte posee tres qubits. Sus correspon-
dientes grafos se muestran en la Fig. 8.3. Las expresiones expĺıcitas de cada estado grafo |G〉
pueden venir dadas por los estabilizadores S correspondientes que se pueden obtener a partir de
los grafos que los representan (caṕıtulo 1).

Recientemente se han preparado en el laboratorio estados grafo de 6 qubits [25, 54], pero
ninguno de ellos permit́ıa demostraciones BAVN.
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Las demostraciones BAVN del teorema de Bell consisten en una contradicción algebraica
donde cada observable involucrado es un elemento de realidad bipartito. Su comprobación expe-
rimental consiste en repetir muchas veces cada experimento destinado a verificar cada igualdad
que intervenga en la contradicción (caṕıtulo 7 apartado 7.5.3). Estas demostraciones se emplea-
ron para obtener desigualdades de Bell [14] tipo Mermin [184] para los estados grafo de hasta
n = 6 qubits distribuidos como en la sección 8.4. Tales distribuciones permiten los elementos de
realidad bipartitos necesarios para su obtención. Dichas desigualdades presentan la más alta vio-
lación del realismo local (i.e., el más alto grado de no localidad1) de entre aquellas desigualdades
obtenidas sólo con operadores estabilizadores.

Los avances experimentales de la última década en tecnoloǵıa cuántica, permiten preparar
estados de dos part́ıculas con correlaciones casi perfectas, lo cual da pie al desarrollo de nuevas
pruebas experimentales de desigualdades de Bell bipartitas de tipo EPR. Normalmente, para la
comprobación experimental de este tipo de desigualdades se siguen dos estrategias [50]:

1. Relajar el criterio EPR y definir a los elementos de realidad como aquellos observables
cuyos autovalores se pueden predecir con casi perfecta certeza [55]. Esta definición extendeŕıa
automáticamente la validez de las desigualdad de Bell a todos los pares preparados.

2. La segunda estrategia, es válida sólo si se preparan pares tales que, una muy alta fracción
de ellos permita una perfecta predecibilidad. Entonces, se puede asumir el criterio EPR original.
En este caso, la desigualdad EPR es leǵıtima sólo para una fracción de pares. Sin embargo, se
pueden obtener resultados experimentales concluyentes realizando pruebas para todos los pares,
y estimando cómo la fracción de pares para los cuales la desigualdad no es válida puede afectar
a los resultados experimentales.

1El grado de no-localidad es una medida de la no-localidad de un estado. De acuerdo con el resultado de
Mermin [49], la no-localidad de un sistema es mayor a medida que crece su tamaño (entendiendo por crecimiento
de un sistema tanto si en éste aumenta su número inicial de part́ıculas, como si se incrementa el número de
grados de libertad por part́ıcula como ocurre con los estados hiperentrelazados). Mermin obtuvo su resultado
empleando desigualdades de Bell n-partitas obtenidas a partir de estados GHZ de n qubits, pero su comprobación
experimental es complicada por la sensibilidad a la decoherencia que presentan estos estados y por la dificultad
que conlleva realizar medidas sobre n sistemas espacialmente separados. Una posible solución a estos problemas es
trabajar con estados hiperentrelazados. Las desigualdades de Bell de tipo EPR constituyen un medio fundamental
para estudiar el crecimiento de la no-localidad de los estados hiperentrelazados. Mientras mayor sea el grado de
no-localidad, mayor será el contraste entre el valor clásico esperado de un operador de Bell β de acuerdo con una
teoŕıa local de tipo EPR y las predicciones de la MC. El grado de no-localidad se puede emplear para el estudio
de las eficiencias de los fotodectores requeridas para para realizar experimentos libres del loophole asociado con
la posibilidad de asignar elementos de realidad locales para satisfacer alguna desigualdad de Bell (mientras mayor
sea el grado de no localidad menor será la eficiencia de detección requerida para verificar dichas desigualdades);
por otro lado, el grado de no-localidad está también relacionado con la robustez que frente a la decoherencia
presentan las violaciones de las desigualdades de Bell asociadas a ciertos estados.
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Figura 8.3: Distribuciones bipartitas de los estados grafo de 6 qubits que permiten elementos de
realidad bipartitos y demostraciones BAVN. La nomenclatura de los grafos es la de la clasificación
de Hein et al. [1, 2], pero las etiquetas de los qubits es distinta: Los qubits 1, 2 y 3 pertenecen
a Alicia (A) y los etiquetados por 4, 5 y 6 a Bob (B).





Caṕıtulo 9

Demostraciones “all-versus-nothing”

m-partitas del teorema de Bell

usando qubits

9.1. Introducción

Las demostraciones AVN [46] del teorema de Bell [41] son consideradas como la v́ıa para
poner de manifiesto de la forma más directa el conflicto entre los elementos de realidad EPR y
la Mecánica Cuántica. La primera demostración AVN fue obtenida por Heywood y Readhead
[43]. Sin embargo, la demostración AVN más famosa es la de Greenberger, Horne, y Zeilinger
(GHZ) [44, 45, 46]. La primera demostración AVN bipartita usando qubits y medidas de un solo
qubit aparece en [17, 18]. El interés de restringirnos a las medidas de un solo qubit está motivado
por la dificultad práctica que conlleva hacer medidas generales sobre N qubits (N ≥ 2) cuando
los qubits están codificados en diferentes grados de libertad dentro de la misma part́ıcula.

En los caṕıtulos 7 y 8 hemos hecho una recopilación de algunas de las aportaciones más
destacadas al desarrollo de este tipo de demostraciones. En el caṕıtulo 8 mostramos una condición
necesaria y suficiente para la existencia de demostraciones AVN bipartitas (BAVN), usando
estados grafo de cualquier número de qubits [19], y obtuvimos las distribuciones de qubits que
permiten este tipo de demostraciones para los estados grafo de la clasificación de Hein et al.
[1, 2].

Recientemente, se han preparado experimentalmente estados de n qubits y m part́ıculas
(n > m) que exhiben correlaciones perfectas. Por ejemplo, estados grafo de 6 qubits y 2 part́ıcu-
las [51, 52], de 6 qubits y 4 part́ıculas [28], de 8 qubits y 4 part́ıculas [29], y de 10 qubits y 5
part́ıculas [29]. Para estos estados surge de forma natural el siguiente problema:

Consideremos m partes distantes; la parte i puede realizar medidas de un solo qubit sobre
la part́ıcula i, y la part́ıcula i contiene ni ≥ 1 qubits (

∑m
i=1 ni = n). ¿Cuáles son los estados de

n qubits y m part́ıculas que permiten demostraciones AVN m-partitas?

Este problema se resolvió para el caso de m = 2 part́ıculas/partes [19] (caṕıtulo 8). En este
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caṕıtulo daremos la solución para un número arbitrario m de part́ıculas/partes, y lo organiza-
remos como sigue:

Una demostración AVN m-partita es espećıfica para un estado grafo de n qubits y m part́ıcu-
las cuando no hay un estado grafo con menos qubits que satisfaga las mismas correlaciones. En
la sección 9.2.1 discutiremos los requisitos para que una demostración AVN m-partita sea es-
pećıfica de un estado grafo de n qubits y m part́ıculas, y describiremos un método para decidir
si un estado grafo de n qubits y m part́ıculas permite una demostración AVN m-partita espećıfi-
ca. Aplicaremos este método para decidir si algunos estados grafo de n qubits y m part́ıculas
preparados recientemente en los laboratorios permiten demostraciones AVN m-partitas. Como
material suplementario [195], proporcionamos un programa escrito en Mathematica que se puede
emplear para saber si un estado grafo dado de n qubits y m part́ıculas permite una demostración
m-partita espećıfica.

En la sección 9.2.2 resolveremos el siguiente problema: Dado un estado grafo de n qubits,
¿cuál es el mı́nimo númerom de partes que permite una demostración AVNm-partita espećıfica?
Se puede emplear el mismo programa [195] para obtener todas las distribuciones de un estado
grafo de n qubits entre un número arbitrariom partes y todas las distribuciones entre un mı́nimo
número de partes que permiten demostraciones AVN.

Con la solución de este problema se pueden obtener todas las distribuciones no equivalentes
que permiten demostraciones AVN, pues cualquier distribución obtenida a partir de una que per-
mita una demostración AVN espećıfica, distribuyendo los qubits que originalmente pertenećıan
a una misma parte entre nuevas partes, también permitirá una demostración AVN. Como ma-
terial suplementario, proporcionamos todas las distribuciones no equivalentes entre un mı́nimo
número m de partes que permiten una demostración AVN m-partita espećıfica para todos los
estados grafo con n ≤ 8 qubits.

Los estados grafo de n qubits y m part́ıculas que emplearemos para nuestros propósitos son
los representantes óptimos de la clasificación de Hein et al. [1, 2] y los de la clasificación de
Cabello et al. [21, 22].

9.2. Demostraciones AVN m-partitas con n qubits

9.2.1. Demostraciones AVN m-partitas espećıficas

Se dice que una demostración AVN m-partita es espećıfica de un estado grafo dado de n
qubits y m part́ıculas cuando no haya ningún estado grafo con menos qubits que satisfaga las
mismas correlaciones.

Las correlaciones perfectas de cualquier estado grafo asociado a un grafo conexo de tres o más
vértices conducen a contradicciones con el concepto de elemento de realidad cuando cada qubit
se asigna a un observador (parte) distinto [14, 18, 19, 181, 194]. El problema está en averiguar
si esas contradicciones son espećıficas para una determinada distribución de un estado grafo o
de lo contrario se pueden obtener a partir de un estado grafo de menos qubits.

Por ejemplo, supongamos que tomamos la demostración AVN tetrapartita basada en las
siguientes correlaciones perfectas correspondientes a la distribución del estado grafo |FC4〉 (que
pertenece la clase de equivalencia bajo LC del estado |GHZ4〉) en la que cada qubit pertenece
a un observador distinto, tal y como se muestra en la Fig. 9.1
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Figura 9.1: Distribución del estado grafo |FC4〉 entre 4 partes distintas.

X1Z2Z3Z4 = 1, g1 = 1, (9.1a)

Z1X2Z3Z4 = 1, g2 = 1, (9.1b)

Z1Z2X3Z4 = 1, g3 = 1, (9.1c)

−X1X2X3Z4 = 1, g1g2g3 = 1. (9.1d)

Este es un ejemplo de una demostración AVN que no es espećıfica del estado |FC4〉. Si ob-
servamos las anteriores ecuaciones (donde los operadores generadores gi están igualados a sus
autovalores), es fácil percatarse de que se satisfacen independientemente del valor de Z4, es de-
cir, si prescindimos de Z4 obtendremos un sistema equivalente de ecuaciones que no se pueden
satisfacer simultáneamente:

X1Z2Z3 = Z1X2Z3 = Z1Z2X3 = −X1X2X3. (9.2)

La demostración anterior no es espećıfica del estado |FC4〉 porque no se requiere de la part́ıcula
que contiene el cuarto qubit, ni para alcanzar la contradicción ni en la definición de los elementos
de realidad involucrados en esta contradicción. Esta part́ıcula sólo se ha empleado para medir
Z4 y para transmitir el resultado. El único papel que ha desempeñado el resultado de Z4 ha sido
garantizar que X1, Z1, X2, Z2, X3 y Z3 sean elementos de realidad en un escenario tetrapartito,
luego su valor es irrelevante. Esta misma contradicción se obtiene a través de las correlaciones
perfectas del estado |FC3〉 distribuido entre tres observadores.

El siguiente ejemplo es una muestra de cómo la especificidad de una demostración AVN
puede depender de la forma en que se distribuyan los qubits entre las partes. Consideremos una
demostración AVN basada en las siguientes correlaciones perfectas del estado |LC4〉, cuyo grafo
mostramos en la Fig. 9.2:

1 2 3 4

Figura 9.2: Distribución del estado grafo |LC4〉 entre 4 partes distintas. Esta distribución no
permite una demostración AVN espećıfica para este estado.
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Y1Y2Z3 = 1, g1g2 = 1, (9.3a)

Z1X2Z3 = 1, g2 = 1, (9.3b)

Z1Y2Y3Z4 = 1, g2g3 = 1, (9.3c)

−Y1X2Y3Z4 = 1, g1g2g3 = 1. (9.3d)

Si los qubits están distribuidos de forma que a cada parte le corresponda un qubit distinto (ver
Fig. 9.2), la demostración no es espećıfica porque la parte que posee el cuarto qubit no interviene,
ni en la contradicción, ni en la definición de los elementos de realidad. Luego si eliminamos su
contribución de las ecuaciones (9.3a)-(9.3d), obtendremos un sistema de ecuaciones que no se
pueden satisfacer simultáneamente,

Y1Y2Z3 = Z1X2Z3 = Z1Y2Y3 = −Y1X2Y3. (9.4)

Esta contradicción puede obtenerse igualmente a partir de las correlaciones perfectas del estado
|LC3〉. Sin embargo, si la distribución de qubits del |LC4〉 es tal que los qubits 1 y 4 pertenecen
a Alicia, y los qubits 2 y 3 a Bob (ver Fig. 9.3), entonces la única forma de garantizar que, por
ejemplo, X2 sea un elemento de realidad es introduciendo la correlación perfecta

Z1X2X4 = 1, (9.5)

que se obtiene a partir del estabilizador S del estado |LC4〉. Obsérvese que la parte que posee el
qubit 4 debe elegir entre al menos dos medidas. Por tanto, podemos concluir que una demostra-

4

12

3

Figura 9.3: Distribución del estado grafo |LC4〉 entre 2 partes distintas. Esta distribución permite
una demostración AVN espećıfica para este estado.

ción AVN es espećıfica para una distribución de un estado grafo dado de n qubits y m part́ıculas
si en ella aparecen al menos dos observables de cada qubit.

Dado que las correlaciones necesarias para definir los elementos de realidad pueden (junto
con aquellas que ya se emplearon para la contradicción) conllevar contradicciones adicionales, es
apropiado que los observables necesarios para garantizar que otros observables sean elementos
de realidad (como X4 y Z4 en el ejemplo anterior), sean a su vez elementos de realidad. Por
tanto, de ahora en adelante nos centraremos en las demostraciones AVN en las que al menos dos
observables de cada qubit sean elementos de realidad. Si se trata de dos observables de Pauli, por
ejemplo, Xi e Yi, entonces el tercer observable de Pauli Zi es también un elemento de realidad.
En consecuencia nos centraremos sólo en aquellas distribuciones de estados grafo en las que los
tres observables de Pauli de todos y cada uno de los qubits sean elementos de realidad.
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9.2.2. ¿Cuándo una distribución permite una demostración AVN espećıfica?

El siguiente problema es: Dada una distribución de un estado grafo de n qubits entre m
partes, cómo decidir si es una de aquellas en las que todos los observables de Pauli de un solo
qubit son elementos de realidad. Para dar una respuesta a esta cuestión, clasificaremos los 2n

elementos del estabilizador de un estado grafo de n qubits cualquiera en cuatro clases:

1. Hay 2n−2 operadores estabilizadores (esto es un cuarto de los elementos del estabilizador
S) que permiten predecir Xi a partir de los resultados de las medidas sobre otros qubits: aquellos
que son producto del generador estabilizador gi, un número par (desde ahora en adelante, el
término “par” incluirá también el cero) de gj con j ∈ N(i), y un número arbitrario (en “número
arbitrario” incluiremos también el cero) de gk, con k 6= i y k 6∈ N(i).

2. Hay un total de 2n−2 operadores estabilizadores que permiten predecir Yi a partir de los
resultados de las medidas de otros qubits: aquellos que son producto de gi, un número impar de
gj con j ∈ N(i) y un número arbitrario de gk, con k 6= i y k 6∈ N(i).

3. Hay un total de 2n−2 operadores estabilizadores que permiten predecir Zi a partir de los
resultados de las medidas de otros qubits: aquellos que son producto de un número impar de gj
con j ∈ N(i) y un número arbitrario de gk, con k 6= i y k 6∈ N(i).

4. Hay un total de 2n−2 operadores estabilizadores que contienen Ii: aquellos que son pro-
ducto de un número par de gj con j ∈ N(i) y un número arbitrario de gk, con k 6= i y k 6∈ N(i).

Cada part́ıcula puede incluir más de un qubit, por lo que es conveniente denotar como P (i) al
conjunto de qubits que están en la misma part́ıcula que el qubit i. La clasificación de operadores
estabilizadores que acabamos de introducir resulta de utilidad para lo siguiente:

Dada una distribución de un estado grafo de n qubits entre m partes, Xi es un elemento
de realidad si y sólo si existe un operador estabilizador del estado grafo que satisface los dos
requisitos siguientes:

(1) No contiene gj para todo j ∈ P (i) pero contiene un número par de gk con k ∈ N(j).

(2) Contiene gi y un número par de gl con l ∈ N(i).

Por ejemplo, consideremos el estado |LC4〉 distribuido de tal forma que Alicia posee los qu-
bits 1 y 4, y Bob los qubits 2 y 3 (ver Fig. 9.3). Preguntemos entonces: ¿Es X1 un elemento
de realidad? Esta pregunta es equivalente a ésta otra: ¿Hay un operador estabilizador tal que
no contenga g4 [dado que P (1) = {4}], pero contenga un número par (en este caso ha de ser
necesariamente cero) de g3 [dado que N(4) = {3}], contenga también a g1, y a un número par
(necesariamente cero) de g2 [dado que N(1) = {2}]? La respuesta es śı; el único operador esta-
bilizador con estas propiedades es g1 = X1Z2.
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Del mismo modo, Yi será un elemento de realidad si y sólo si hay al menos un operador
estabilizador que satisfaga (1) y la siguiente condición:

(3) Contiene gi y un número impar de gl con l ∈ N(i).

Por último Zi es un elemento de realidad si y sólo si hay un operador estabilizador que
satisfaga (1) y la siguiente condición:

(4) No contiene gi pero contiene un número impar de gl con l ∈ N(i).

Conociendo estas reglas, el procedimiento a seguir para decidir si una distribución concreta
permite una demostración AVN espećıfica consiste en lo siguiente: Primero comprobamos para
el qubit i si Xi e Yi son elementos de realidad. Si alguno de ellos no lo es, entonces la distribu-
ción no permite una demostración AVN espećıfica. Si, por el contrario, ambos son elementos de
realidad entonces pasamos al qubit j, y comprobamos si Xj e Yj son elementos de realidad, y
aśı con todos los qubits. Si todos los Xi e Yi son elementos de realidad, entonces la distribución
permite una demostración AVN espećıfica.

Hay casos simples en los que es fácil ver que una distribución no permite una demostración
AVN. Por ejemplo, si alguna part́ıcula engloba más de n/2 qubits, entonces o bien (1) es incom-
patible con (2), o bien (1) es incompatible con (3) y (4). En la siguiente sección aportaremos una
demostración alternativa. Si en una distribución el qubit i está conectado únicamente con qubits
que pertenecen a la misma part́ıcula, el requisito (1) es incompatible con el (3) y el (4). Como
material suplementario, proporcionamos un programa en Mathematica [195] para decidir si un
estado grafo de n qubits y m part́ıculas permite una demostración AVN m-partita espećıfica.

9.2.3. Ejemplos prácticos

Como ejemplo de aplicación de estas reglas, seŕıa interesante discutir si algunos de los estados
preparados en experimentos recientes permiten o no una distribución AVN espećıfica asumiendo
el escenario natural en que cada parte tiene una part́ıcula (cada observador puede realizar
medidas sobre los qubits de la part́ıcula que le pertenece).

Precisamente se han preparado recientemente posibles distribuciones de estados de seis qu-
bits y dos/cuatro part́ıculas [52, 28]. En la Fig. 9.4 aparecen varias distribuciones del estado
|LC6〉, cada una de las cuales representa una forma diferente de preparación experimental del
mismo estado. La Fig. 9.4(a) representa al estado |LC6〉 de 4 fotones preparados en la Ref. [28].
Esta distribución no permite una demostración AVN espećıfica dado que el qubit 1 está co-
nectado únicamente al qubit 2, siendo este su único vecino que además está englobado en la
misma part́ıcula; el qubit 6 se encuentra en una situación similar a la del qubit 1. La Fig. 9.4(b)
representa al estado |LC6〉 de dos fotones preparado en la Ref. [52]. Esta distribución satisface
todos los requisitos para permitir una demostración AVN espećıfica. Además, es la única dis-
tribución bipartita de este estado que permite una demostración AVN espećıfica [19]. Algunas
distribuciones del estado |LC6〉 de 4 part́ıculas que permiten demostraciones AVN se pueden
obtener trivialmente a partir de la distribución de la Fig. 9.4(b) con solo separar qubits que
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Figura 9.4: Diferentes distribuciones del estado grafo |LC6〉 entre dos y cuatro part́ıculas. Cada
recinto cuadrado representa a una part́ıcula. (a) corresponde a un estado de 4 fotones preparado
en la Ref. [28]. (b) corresponde a un estado de dos fotones preparado en la Ref. [52]. En (a) no
todos los observables de Pauli de un solo qubit son elementos de realidad EPR, y por lo tanto la
distribución no da lugar a una demostración AVN. Las distribuciones (b), (c) y (d) śı permiten
demostraciones AVN.

pertenecen a la misma part́ıcula en varias part́ıculas. Por ejemplo, en la Fig. 9.4(c) se observa
una distribución que permite una demostración AVN espećıfica. No hay ninguna distribución
en 4 part́ıculas que permita una demostración AVN espećıfica que no se pueda obtener de la
distribución de la Fig. 9.4(b). Este estado fue construido con objeto de estudiar el grado de
no-localidad1,2,3. Sólo aquellas distribuciones que permiten demostraciones AVN garantizan la
existencia de elementos de realidad EPR para todos los observables de Pauli de un solo qubit de
cualquier teoŕıa local. Para estas distribuciones es posible construir demostraciones de tipo AVN

1,Ver nota 1 del caṕıtulo 8.
2,El estado de la Fig. 9.4(b) posee la única distribución de seis qubits entre dos part́ıculas cuyas correlaciones

perfectas exhiben el mismo grado de no-localidad que el estado |GHZ6〉 [14], pero es más robusto contra la
decoherencia. Este resultado muestra que las desigualdades de Bell para estados grafo podŕıan ser muy ventajosas
a la hora de observar violaciones macroscópicas de las desigualdades de Bell. Además en lugar de requerir seis
observadores separados, sólo se necesitan dos [19], y su grado de no-localidad es D = 1,7545±0,00700. La violación
de su desigualdad de Bell representa el primer test experimental de no-localidad de un estado grafo de seis qubits.
Por otro lado, al ser su grado de no-localidad más elevado que el de otros sistemas más simples, se pone de
manifiesto que la no-localidad se incrementa con la complejidad de los sistemas.

3Sea ̺ el estado del sistema que no está afectado por ruido, y sea ̺′ = p̺+(1−p)I/2 el mismo estado afectado
por ruido. Si el ruido actúa sobre cada qubit por separado, entonces el valor de la desigualdad de Mermin decrece
como p6 dado que está basada en correlaciones perfectas. En las nuevas desigualdades de Bell la mitad de los
términos posee la identidad como operador de un solo qubit, lo que contribuye a un decaimiento dado por p5, y
el total de la violación decrece como (p6 − p5)/2.
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y desigualdades óptimas de Bell [14] tipo Mermin [46]. El grado de no-localidad que exhibe este
tipo de desigualdades es el más alto, pues dichas desigualdades presentan la más alta violación
del realismo local de entre aquellas desigualdades obtenidas sólo con operadores estabilizadores.

Para la distribución de la Fig. 9.4(a) no tiene sentido obtener desigualdades de Bell tipo
Mermin, porque no todos los observables locales son elementos de realidad.

La Fig. 9.5 contiene posibles distribuciones del estado grafo |Y6〉. La Fig. 9.5(a) representa el
estado de cuatro fotones preparado en la Ref. [28]: esta distribución no permite demostraciones
AVN espećıficas dado que el qubit 1 está sólo conectado al qubit 2, y el qubit 5 está conectado sólo
al qubit 4. Las Figs. 9.5(b)-(d) representan distribuciones del estado |Y6〉 entre cuatro part́ıculas,
y permiten demostraciones espećıficas AVN.
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Figura 9.5: Diferentes distribuciones del estado grafo |Y6〉 entre cuatro part́ıculas. (a) corresponde
a un estado de cuatro fotones preparado en la Ref. [28] y no permite una demostración AVN
espećıfica. (b)-(d) permiten demostraciones AVN espećıficas.

Por tanto la aplicación de las reglas anteriores sobre los estados grafo nos permite determinar
si una distribución admite o no demostraciones de tipo AVN. Además son determinantes para
la construcción de aquellos estados grafo con los que obtener desigualdades de Bell óptimas tipo
Mermin, con las que es posible avanzar en el estudio de la relación entre el crecimiento de la
violación del realismo local y la decoherencia.

9.3. Demostraciones AVN con un mı́nimo número m de partes

En la sección anterior, acabamos de ver que el estado |Y6〉 admite demostraciones AVN
espećıficas cuando sus qubits se distribuyen adecuadamente entre cuatro part́ıculas. Ahora la
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cuestión es si |Y6〉 admite demostraciones AVN espećıficas cuando se distribuyen entre tres o
menos part́ıculas, o formulado de manera más general: Dado un estado grafo de n qubits, ¿cuál
es el mı́nimo número de partes m que permite una demostración AVN m-partita espećıfica para
este estado?

9.3.1. Posibles distribuciones entre un mı́nimo número m de partes

Introduciremos una condición necesaria para la existencia de elementos de realidad m-
partitos.

La siguiente definición será útil para su demostración. Definimos el estabilizador reducido de
los qubits de la part́ıcula A como aquel obtenido a partir del estabilizador del estado original
reemplazando los observables de los qubits de las otras part́ıculas con matrices identidad.

Lema. Una distribución de n = nmax + nB + · · · + nm qubits entre m partes tal que
nmax ≥ nB ≥ . . . ≥ nm permite elementos de realidad m-partitos si y sólo si nmax ≤ nB+ · · ·nm.

Demostración. Supongamos que la part́ıcula mi engloba los qubits 1, . . . , nmax, donde nmax
es el máximo número de qubits correspondientes a cualquier part́ıcula, y que la part́ıcula mj

incluye los qubits nmax+1, . . . , nmax+nj . Si X1, Y1, Z1, X2,. . .,Znmax son elementos de realidad,
entonces el estabilizador reducido de los qubits de mi debe contener los elementos de realidad

X1 ⊗ I2 ⊗ · · · ⊗ Inmax , (9.6a)

Y1 ⊗ I2 ⊗ · · · ⊗ Inmax , (9.6b)

Z1 ⊗ I2 ⊗ · · · ⊗ Inmax , (9.6c)

I1 ⊗X2 ⊗ · · · ⊗ Inmax , . . . , (9.6d)

I1 ⊗ I2 ⊗ · · · ⊗ Znmax . (9.6e)

Además, el estabilizador reducido de los qubits demi debe contener todos los posibles productos
de las ecuaciones (9.6a)-(9.6e), esto es, todas las posibles variaciones con repetición de I, X, Y
y Z escogidos de ni en ni, que hacen un total de 4nmax = 22nmax . Aplicamos un razonamiento
similar sobre las tres matrices de Pauli de todos y cada uno de los qubits de mj . Por lo tanto, el
estabilizador reducido de los qubits de mj debe contener también todos los posibles productos
de

Xnmax+1 ⊗ Inmax+2 ⊗ · · · ⊗ Inmax+nj
, . . . , (9.7a)

Inmax+1 ⊗ Inmax+2 ⊗ · · · ⊗ Znmax+nj
, (9.7b)

que hacen un total de 4nj = 22nj . Sin embargo, el estabilizador reducido de la suma de las partes
mi y mj tiene sólo 2nmax+nj términos. Por lo tanto, la única posibilidad es que nmax = nj, lo
que prueba el lema.

Dado un estado grafo de n qubits, nmax restringe el mı́nimo número posible de part́ıculas y
los posibles números de qubits por part́ıcula. Dado n, la tabla 9.1 muestra los posibles mı́nimos
números de part́ıculas y las correspondientes distribuciones posibles de los n qubits. En la tabla
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9.1 también se incluyen otras posibles distribuciones, pero se corresponden con aquellos casos
donde el número de part́ıculas no es mı́nimo.

Tabla 9.1: Posibles tipos de distribuciones de un estado grafo de n qubits entre un mı́nimo
númerom de part́ıculas. Por ejemplo, (2,2,1) denota la distribución de n = 5 qubits entre m = 3
part́ıculas, tales que las part́ıculas 1 y 2 engloban dos qubits cada una, y la 3 un solo qubit.

n m Distribuciones

2 2 (1,1)
3 3 (1,1,1)
4 2 (2,2)

4 (1,1,1,1)
5 3 (2,2,1)

5 (1,1,1,1,1)
6 2 (3,3)

3 (2,2,2)
4 (2,2,1,1)
6 (1,1,1,1,1,1)

7 3 (3,3,1), (3,2,2)
4 (2,2,2,1)
5 (2,2,1,1,1)
7 (1,1,1,1,1,1,1)

8 2 (4,4)
3 (3,3,2)
4 (3,3,1,1), (3,2,2,1), (2,2,2,2)
5 (2,2,2,1,1)
6 (2,2,1,1,1,1)
8 (1,1,1,1,1,1,1,1)

Un corolario del lema que acabamos de demostrar es que no hay distribuciones que permitan
demostraciones AVN espećıficas en las cuales una part́ıcula involucre más de n/2 qubits. Este
resultado ya se empleó en la sección anterior.

Esta demostración nos indica, además, que para poder predecir con certeza los elementos
de realidad de los qubits pertenecientes a una parte mi se necesita de un número de qubits
que coincida con el cardinal de mi, qubits que pueden pertenecer o bien a una única parte
mj, o bien estar distribuidos entre varias. Si pertenecen a una única parte y m es el mı́nimo
número de partes que permite una demostración AVN, entonces los cardinales de mi y mj serán
coincidentes. Una distribución AVN m-partita donde m sea mı́nimo posee al menos dos partes
que satisfacen esta caracteŕıstica. A modo de ejemplo, véanse las distribuciones de la tabla 9.1.



150 Demostraciones “all-versus-nothing” m-partitas. . .

9.3.2. Demostraciones AVN con un mı́nimo número de partes para cualquier

estado grafo

Contamos con todas las herramientas necesarias para obtener todas las posibles distribu-
ciones con un mı́nimo número de part́ıculas que permiten demostraciones AVN espećıficas para
cualquier estado grafo. Para este propósito hemos usado la clasificación de estados grafo de hasta
n = 7 qubits de la Ref. [1, 2], y la clasificación de los estados grafo de ocho qubits de la Refs.
[21, 22]. Dado un estado grafo de n qubits, para obtener todas las posibles distribuciones entre
un mı́nimo número m de partes que permiten demostraciones espećıficas AVN usaremos la tabla
9.1 de la siguiente manera: Supongamos que n = 6. Entonces debemos probar primero si es
posible obtener demostraciones AVN para las distribuciones con un número mı́nimo de partes,
que en este caso es m = 2, con tres qubits en cada parte, (3,3). Si no fuera posible, pasamos
al siguiente tipo de distribución, que es para m = 3 con dos qubits en cada parte, (2,2,2). Si
ninguna de las distribuciones de los n qubits del estado grafo elegido permite una demostración
AVN tripartita del tipo (2,2,2), volvemos a hacer uso de la tabla y probamos con la siguiente
distribución, la (2,2,1,1), y aśı sucesivamente. Sólo hay un tipo de estado grafo para el cual la
única distribución que permite una demostración AVN m-partita espećıfica es aquella en la que
a cada parte le corresponde un único qubit, y es el estado GHZ de un número n arbitrario de
qubits.

Aplicando este método, hemos obtenido todas las distribuciones no equivalentes entre un
mı́nimo número m de partes para todos los estados grafo de hasta n = 8 qubits. A continuación,
mostramos todas las posibles distribuciones entre un mı́nimo número de part́ıculas para las 19
clases LC de estados grafo de 6 qubits (ver Fig. 9.6 y tabla 9.2), las 26 clases LC de estados grafo
de 7 qubits (ver Fig. 9.7, y tablas 9.3 y 9.4), y las 101 clases LC de estados grafo de 8 qubits
(ver Fig. 5.3, y tablas 9.5, 9.6 y 9.7). Además, proporcionamos como material suplementario un
programa para obtener, dado un estado grafo de n qubits, todas las posibles distribuciones entre
un número arbitrario de partes y todas las posibles distribuciones entre un mı́nimo número de
partes que permiten demostraciones AVN.
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Figura 9.6: Grafos asociados a las 19 clases de estados grafo de hasta 6 qubits no equivalentes
bajo complementación local e isomorfismo de grafos. Figura tomada de la Refs. [1, 2] con permiso
de los autores.



152 Demostraciones “all-versus-nothing” m-partitas. . .

12

3

4
5

7

6

No. 20

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

12

3

4
5

7

6

No. 21 No. 22 No. 23

No. 24 No. 25 No. 26 No. 27

No. 28 No. 29 No. 30 No. 31

No. 32 No. 33 No. 34 No. 35

No. 36 No. 37 No. 38 No. 39

No. 40 No. 41 No. 42 No. 43

No. 44 No. 45

Figura 9.7: Grafos asociados a las 26 clases de estados grafo de 7 qubits no equivalentes bajo
complementación local e isomorfismo de grafos. Figura tomada de la Refs. [1, 2] con permiso de
los autores.
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Tabla 9.2: Distribuciones de qubits de un estado grafo (numerado como en la Fig. 9.6) entre
un mı́nimo número m de part́ıculas A,B, . . . , F , que permiten demostraciones AVN espećıficas.
La tabla contiene todas las distribuciones no equivalentes de todos los estados grafo de hasta 6
qubits.

Estado grafo No. m A B C D E F

1 2 1 2
2 (GHZ3) 3 1 2 3
3 (GHZ4) 4 1 2 3 4
4 (LC4) 2 1, 4 2, 3
5 (GHZ5) 5 1 2 3 4 5

6 3 1 2, 4 3, 5
7 (LC5) 3 1, 5 2, 4 3
8 (RC5) 3 1 2, 5 3, 4
9 (GHZ6) 6 1 2 3 4 5 6

10 4 1 2, 4 5, 6 3
11 3 1, 5 2, 3 4, 6
12 3 1, 5 2, 4 3, 6
13 2 1, 5, 6 2, 3, 4

14 (LC6) 2 1, 4, 5 2, 3, 6
15 3 1, 4 2, 6 3, 5
16 2 2, 3, 4 1, 5, 6
17 2 1, 2, 5 3, 4, 6

18 (RC6) 2 1, 2, 4 3, 5, 6
19 2 1, 2, 3 4, 5, 6
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Tabla 9.3: Distribuciones de qubits de un estado grafo (numerado como en la Fig. 9.7) entre un
mı́nimo número m de part́ıculas A,B, . . . , G, que permiten demostraciones AVN espećıficas. La
tabla contiene todas las distribuciones no equivalentes de todos los estados grafo de 7 qubits
correspondientes al intervalo de clases de equivalencia LC 20-42.

Estado grafo No. m A B C D E F G

20 (GHZ7) 7 1 2 3 4 5 6 7
21 5 1, 6 5, 7 2 3 4
22 4 1, 4 6, 7 2, 5 3
23 4 1, 4 6, 7 2, 5 3
24 4 1, 4 5, 7 3, 6 2
25 3 1, 4, 6 2, 5, 7 3

3 1, 4, 6 5, 7 2, 3
26 3 1, 4, 6 5, 7 2, 3

3 1, 3, 5 4, 6, 7 2
27 3 1, 4, 5 2, 3, 6 7

3 1, 4, 5 2, 3 6, 7
28 3 1, 3, 6 2, 5, 7 4

3 1, 3, 7 2, 4 5, 6
29 3 1, 3, 4 2, 6, 5 7

3 1, 3, 4 2, 6 5, 7
30 (LC7) 3 1, 5, 7 2, 6 3, 4

3 1, 3, 5 2, 4, 6 7
31 4 1, 4 2, 6 3, 5 7
32 3 1, 6, 5 2, 3, 4 7

3 1, 5, 6 2, 3 4, 7
33 3 1, 4, 7 2, 5, 6 3

3 1, 5, 6 3, 4 2, 7
34 3 1, 2, 5 3, 4, 6 7

3 1, 2, 6 3, 4 5, 7
35 3 1, 3, 4 5, 6, 7 2

3 1, 5, 7 2, 6 3, 4
36 3 1, 6, 7 3, 4, 5 2

3 1, 6, 7 2, 5 3, 4
37 3 1, 4, 5 3, 6, 7 2

3 1, 3, 6 2, 7 4, 5
38 3 1, 2, 4 3, 5, 6 7

3 1, 2, 4 3, 6 5, 7
39 3 1, 4, 5 2, 3, 6 7

3 1, 4, 5 2, 7 3, 6
40(RC7) 3 1, 4, 7 2, 3, 6 5

3 1, 4, 7 2, 6 3, 5
41 3 1, 4, 6 2, 3, 5 7

3 1, 4, 6 2, 7 3, 5
42 3 1, 5, 7 3, 4, 6 2

3 1, 5, 7 3, 6 2, 4
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Tabla 9.4: Distribuciones de qubits de un estado grafo (numerado como en la Fig. 9.7) entre un
mı́nimo número m de part́ıculas A,B, . . . , G, que permiten demostraciones AVN espećıficas. La
tabla contiene todas las distribuciones no equivalentes de todos los estados grafo de 7 qubits
para las clases LC números 43, 44 y 45.

Estado grafo No. m A B C D E F G

43 3 1, 2, 7 3, 4, 5 6
3 1, 2, 7 3, 4 5, 6

44 3 1, 3, 7 4, 5, 6 2
3 1, 3, 7 5, 6 2, 4

45 3 1, 6, 7 2, 3, 4 5
3 1, 6, 7 2, 5 3, 4
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Tabla 9.5: Distribuciones de qubits de un estado grafo (numerado como en la Fig. 5.3) entre
un mı́nimo número m de part́ıculas A,B, . . . ,H, que permiten demostraciones AVN espećıfi-
cas. La tabla contiene todas las distribuciones no equivalentes de los estados grafo de 8 qubits
correspondientes al intervalo de clases de equivalencia LC 46-74.

Estado grafo No. m A B C D E F G H

46 (GHZ8) 8 1 2 3 4 5 6 7 8
47 6 1, 6 2, 7 3 4 5 8
48 5 1, 5 2, 6 3, 7 4 8
49 5 1, 7 3, 5 4, 6 2 8
50 4 1, 6 2, 7 3, 5 4, 8
51 4 1, 7 2, 5 3, 4 6, 8
52 4 1, 5 2, 4 3, 6 7, 8

4 1, 5, 6 3, 4, 7 2 8
4 1, 5, 7 3, 6 4, 8 2

53 4 1, 5 2, 6 3, 4 7, 8
4 1, 4, 6 2, 5 3, 7 8
4 1, 4, 6 5, 7, 8 2 3

54 4 1, 7 2, 6 3, 5 4, 8
4 1, 4, 7 2, 6 3, 5 8
4 1, 5, 6 4, 7, 8 2 3

55 3 1, 4, 6 2, 3, 5 7, 8
56 3 1, 4, 6 2, 3, 7 5, 8
57 3 1, 3, 4 2, 5, 7 6, 8
58 3 1, 3, 6 2, 4, 7 5, 8
59 3 1, 3, 6 4, 7, 8 2, 5
60 3 1, 5, 7 2, 3, 6 4, 8
61 3 1, 6, 4 2, 3, 5 7, 8
62 3 1, 5, 7 2, 3, 6 8, 4
63 3 1, 2, 5 3, 6, 8 4, 7
64 2 1, 2, 4, 7 3, 5, 6, 8
65 2 1, 2, 4, 7 3, 5, 6, 8
66 2 1, 2, 4, 7 3, 5, 6, 8
67 2 1, 3, 5, 7 2, 4, 6, 8

68 (LC8) 2 1, 4, 5, 8 2, 3, 6, 7
69 4 1, 5 2, 6 3, 7 4, 8
70 4 1, 4 2, 7 3, 6 5, 8
71 4 1, 5, 6 2, 4 8, 7 3

4 1, 5, 6 4, 7, 8 3 2
4 1, 5 2, 4 3, 6 7, 8

72 4 1, 5, 7 2, 6 4, 8 3
4 1, 4, 6 5, 7, 8 2 3
4 1, 5 2, 6 3, 7 4, 8

73 3 1, 4, 5 2, 3, 6 7, 8
74 3 1, 5, 7 3, 6, 8 2, 4
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Tabla 9.6: Distribuciones de qubits de un estado grafo (numerado como en la Fig. 5.3) entre
un mı́nimo número m de part́ıculas A,B, . . . ,H, que permiten demostraciones AVN espećıfi-
cas. La tabla contiene todas las distribuciones no equivalentes de los estados grafo de 8 qubits
correspondientes al intervalo de clases de equivalencia LC 75-108.

Estado grafo No. m A B C D E F G H

75 3 1, 5, 7 2, 4, 6 3, 8
76 3 1, 2, 4 3, 6, 8 5, 7
77 3 1, 4, 6 2, 3, 5 7, 8
78 3 1, 6, 7 2, 5, 4 3, 8
79 3 1, 3, 6 2, 4, 7 5, 8
80 3 1, 3, 6 2, 5, 7 4, 8
81 3 1, 4, 5 2, 3, 6 7, 8
82 3 1, 3, 7 2, 5, 8 4, 6
83 3 1, 4, 6 2, 5, 7 3, 8
84 3 1, 3, 5 4, 6, 8 2, 7
85 3 1, 5, 7 3, 4, 8 2, 6
86 2 1, 3, 6, 7 2, 4, 5, 8
87 2 1, 4, 6, 7 2, 3, 5, 8
88 2 1, 2, 4, 7 3, 5, 6, 8
89 2 1, 3, 6, 8 2, 4, 5, 7
90 2 1, 4, 6, 8 2, 3, 5, 7
91 2 1, 3, 6, 7 2, 4, 5, 8
92 2 1, 3, 5, 7 2, 4, 6, 8
93 2 1, 2, 4, 6 3, 5, 7, 8
94 2 1, 3, 5, 8 2, 4, 6, 7
95 2 1, 3, 4, 7 2, 5, 6, 8
96 2 1, 3, 5, 7 2, 4, 6, 8
97 2 1, 3, 5, 7 2, 4, 6, 8
98 2 1, 3, 5, 6 2, 4, 7, 8
99 2 1, 4, 5, 8 2, 3, 6, 7

100 (RC8) 2 1, 3, 6, 8 2, 4, 5, 7
101 3 1, 6, 8 2, 3, 5 4, 7
102 3 1, 3, 7 2, 4, 5 6, 8
103 3 1, 7, 8 2, 3, 5 4, 6
104 3 1, 3, 7 5, 6, 8 2, 4
105 3 1, 3, 6 2, 4, 5 7, 8
106 2 1, 3, 4, 6 2, 5, 7, 8
107 2 1, 4, 6, 7 2, 3, 5, 8
108 2 1, 4, 6, 8 2, 3, 5, 7
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Tabla 9.7: Distribuciones de qubits de un estado grafo (numerado como en la Fig. 5.3) entre
un mı́nimo número m de part́ıculas A,B, . . . ,H, que permiten demostraciones AVN espećıfi-
cas. La tabla contiene todas las distribuciones no equivalentes de los estados grafo de 8 qubits
correspondientes al intervalo de clases de equivalencia LC 109-146.

Estado grafo No. m A B C D E F G H

109 2 1, 2, 3, 6 4, 5, 7, 8
110 2 1, 2, 5, 6 3, 4, 7, 8
111 2 1, 2, 5, 7 3, 4, 6, 8
112 2 1, 3, 4, 6 2, 5, 7, 8
113 2 1, 4, 5, 6 2, 3, 7, 8
114 2 1, 3, 5, 6 2, 4, 7, 8
115 2 1, 3, 4, 6 2, 5, 7, 8
116 2 1, 2, 3, 5 4, 6, 7, 8
117 2 1, 4, 5, 7 2, 3, 6, 8
118 2 1, 5, 8, 6 2, 3, 4, 7
119 2 1, 3, 6, 8 2, 4, 5, 7
120 2 1, 2, 4, 8 3, 5, 6, 7
121 3 1, 4, 5 2, 7, 8 3, 6
122 3 1, 5, 7 2, 7, 8 3, 4
123 2 1, 3, 5, 6 2, 4, 7, 8
124 2 1, 4, 6, 7 2, 3, 5, 8
125 2 1, 4, 5, 7 2, 3, 6, 8
126 2 1, 2, 4, 6 3, 5, 7, 8
127 2 1, 3, 4, 6 2, 5, 7, 8
128 2 1, 3, 6, 7 2, 4, 5, 8
129 2 1, 3, 5, 6 2, 4, 7, 8
130 2 1, 2, 5, 8 3, 4, 6, 8
131 2 1, 3, 6, 7 2, 4, 5, 8
132 2 1, 4, 5, 6 2, 3, 7, 8
133 2 1, 6, 7, 8 2, 3, 4, 5
134 3 1, 4, 6 3, 7, 8 2, 5
135 2 1, 3, 4, 7 2, 5, 6, 8
136 2 1, 3, 4, 5 2, 6, 7, 8
137 2 1, 2, 3, 4 5, 6, 7, 8
138 2 1, 3, 4, 6 2, 5, 7, 8
139 2 1, 6, 7, 8 2, 3, 4, 5
140 2 1, 4, 5, 6 2, 3, 7, 8
141 2 1, 6, 7, 8 2, 3, 4, 5
142 2 1, 3, 7, 8 2, 4, 5, 6
143 2 1, 3, 4, 7 2, 5, 6, 8
144 2 1, 2, 5, 6 3, 5, 7, 8
145 2 1, 4, 5, 8 2, 3, 6, 7
146 2 1, 2, 4, 5 3, 6, 7, 8
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Caṕıtulo 5

En resumen, hemos extendido la clasificación del entrelazamiento en estados grafo propuesta
en [1, 2] hasta n = 8 qubits, donde hay un total de 101 clases de equivalencia u órbitas. Para cada
una de estas clases hemos obtenido un representante que se caracteriza por precisar un mı́nimo
número de puertas controlled-Z para su preparación (ver Fig. 5.3), y calculamos la medida de
Schmidt para los distribuciones octopartitas (los cuales miden el genuino entrelazamiento oc-
topartitos de las clases), y los rangos de Schmidt para todas las distribuciones bipartitas (ver
tablas 5.1, 5.2 y 5.3).

Esta nueva clasificación nos ayudará a obtener nuevas demostraciones “all-versus-nothing”
del teorema de Bell [19, 20] (caṕıtulos 8 y 9) y nuevas desigualdades de Bell [14, 196]. Más gene-
ralmente, nos ayudará a investigar la no-localidad (i.e., la no simulabilidad de las predicciones
de la mecánica cuántica mediante un modelos de variables ocultas locales) de los estados grafo
[14].

La extensión de la clasificación en HEB, nos ha conducido a conocer algunas de las limitacio-
nes de este método de clasificación. De hecho, ya para algunas de las clases de equivalencia de los
estados grafo de n = 7 qubits no era capaz de arrojar información suficiente para distinguirlas
entre śı. Por ejemplo, como podemos ver en la tabla 9.8, los representantes de las clases No. 40,
No. 42 y No. 43 en [1, 2] poseen el mismo número de qubits, requieren el mismo número de CZ
para su preparación, tienen la misma medida de Schmidt e ı́ndices de rango. Como se muestra

Tabla 9.8: Estados grafo de siete qubits de la clasificación de HEB [1, 2] que no son distinguibles.
No. |LC| |V | |E| RSmax PP IR3 IR2 bicoloreable

40 92 7 7 3 4 (28,7,0) (21,0) no
42 33 7 8 3 4 (28,7,0) (21,0) no
43 9 7 9 3 3 (28,7,0) (21,0) yes

en la tabla 9.9, este mismo problema se repite entre las clases No. 110 y No. 111, entre las No.
113 y No. 114, y entre las clases No. 116 y No. 117 de nuestra clasificación. Basándonos en [1, 2],
hemos situado aquellos estados con |LC| más bajo en primer lugar. Sin embargo, esta solución no
es satisfactoria porque el número de elementos que pertenecen a una misma clase de equivalencia
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Tabla 9.9: Estados grafo de ocho qubits de la clasificación de HEB [1, 2] que no son distinguibles.

No. |LC| |E| |ES | IR4 IR3 IR2 bicoloreable

110 114 9 4 (8,22,5,0) (40, 16,0) (26,2) no
111 372 9 4 (8,22,5,0) (40, 16,0) (26,2) no
113 264 9 4 (8,24,3,0) (44, 12,0) (27,1) no
114 542 9 4 (8,24,3,0) (44, 12,0) (27,1) no
116 174 9 4 (12,20,3,0) (46, 10,0) (27,1) no
117 542 9 4 (12,20,3,0) (46, 10,0) (27,1) no

no está relacionado con las propiedades del entrelazamiento que caracteriza a un determinada
clase. Por otro lado, Van den Nest, Dehaene, and De Moor propusieron un conjunto finito de
invariantes que caracterizaban todas las clases [166], sin embargo, este conjunto de invariantes
posee más de 2 × 1036 elementos para n = 7. El problema de obtener un mı́nimo conjunto de
invariantes capaz de distinguir todas las clases con n ≤ 8 qubits está en la Ref. [22] y será el
contenido que desarrollaremos en el siguiente caṕıtulo.

Otro punto débil de este método es que el valor preciso de |ES | es todav́ıa desconocido en
algunas clases. Este problema se podŕıa haber resuelto para la mayoŕıa de ellos, si conociéramos
el valor exacto de éste parámetro para el estado ring cluster de 5 qubits, pero precisamente
este es el primer caso de la clasificación de HEB en que no se tiene un valor preciso de ES , y,
desafortunadamente, nosotros tampoco hemos hecho ningún progreso al respecto.

Las tablas 5.1, 5.2 y 5.3 muestran que no hay estados grafo de ocho qubits con todos sus
ı́ndices de rango IRp = [νpj ]

1
j=p, donde ν

p
j 6= 0 si j = p y νpj = 0 si j < p, es decir, no hay

estados grafos de ocho qubits que exhiban un rango maximal con respecto a todas las posibles
biparticiones, ni tampoco donde el entrelazamiento esté simétricamente distribuido entre todas
las partes. Estos estados se caracterizan por ser más robustos contra el desentralazamiento
cuando se realizan sobre ellos un reducido número de medidas. Tampoco se dan estos casos
para los estados grafo de 7 qubits, no obstante, hemos localizados dos casos para estados grafos
de menos 6 qubits, y son el ring cluster de 5 qubits y el No. 19 que es un estado de grafo de
6 qubits. En la Ref. [197] encontramos la información necesaria para trabajar con los grafos.
Los grafos vienen especificados mediante un código conocido como código nauty. Dado un grafo
conexo, hay asociado un código que lo identifica y a través de él se puede obtener su matriz de
adyacencia.

Caṕıtulo 6

Hemos mostrados que para distinguir entre las clases de equivalencia de los estados grafo de
hasta n = 8 qubits, son suficientes sólo cuatro cantidades, las cuales son invariantes bajo LC.
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Figura 9.8: En esta figura hemos reunido a dos grafos, el RC5 y el No. 19, que representan a los
únicos los estados grafos con menos de 8 qubits, tales que poseen rango de Schmidt maximal
para todas las posibles biparticiones, y donde el entrelazamiento está simétricamente distribuido
entre toda las partes. Los datos que corroboran estas conclusiones son: IR2(|RC5〉) = (10, 0),
IR3(|G(19)〉) = (10, 0, 0), IR2(|G(19)〉) = (15, 0).

Este resultado resuelve el problema de la clasificación de los estado de hasta n = 8 qubits
desarrollados en las Refs. [1, 2, 21].

También hemos mostrado que la conjetura [198] de que la lista de invariantes LC dada por
la ecuación (6.8) es suficiente para caracterizar las clases LC equivalentes de todos los estados
estabilizadores, la cual no es cierta en general, śı lo es para los estados grafo de hasta n = 8
qubits. Hemos mostrado además que la lista de invariantes LC dada por la ecuación (6.3) es
suficiente para distinguir entre clases las de equivalencia. Esto resuelve el problema sugerido en
[166], de considerar la posibilidad de caracterizar una subclase especial de estados estabilizadores
a través de familias de invariantes.

Caṕıtulo 8

En este caṕıtulo, hemos aportado una condición necesaria y suficiente para la existencia de
demostraciones BAVN, usando qubits para estados grafo de cualquier número de qubits.

Los requerimientos para obtener una demostración AVN son: a) Correlaciones perfectas ne-
cesarias para definir los elementos de realidad EPR bipartitos. Hemos empleado los estados
grafo representantes óptimos de la clasificación de Hein et al. [1, 2] en estas demostraciones.
b) Correlaciones perfectas que contradigan los elementos de realidad EPR. A través del lema
1, hemos comprobado que todos estados grafo conexos de más de tres qubits conducen a una
contradicción algebraica con el concepto de elemento de realidad.

La mayoŕıa de los estados grafo no se pueden emplear en una demostración BAVN. Sólo
unos pocos estados grafo satisfacen al mismo tiempo el lema y los requisitos a) y b). Además,
dado que el lema 2 es una condición necesaria y suficiente, cuando se aplican a todas las posibles
distribuciones de qubits y a todos los posibles estados grafo se obtiene una clasificación completa
de todas las posibles demostraciones BAVN. Las distribuciones de qubits de cada representante
óptimo que satisfagan el lema 2, serán válidas para todos los estados grafo que pertenezcan a la
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misma clase de equivalencia.

Los únicos estados de menos de 8 qubits y distribuciones de qubits que, salvo transforma-
ción unitaria, permiten demostraciones BAVN son el estado |ψ4a〉 corresponde al grafo No. 4 de
acuerdo con la clasificación de Hein et al. [1, 2], y con el 4a de la Fig. 8.2 [17] y es la única (sin
tener en cuenta las posibles representaciones equivalentes) con 4 qubits empleando medidas de
un sólo qubit. Entre los estados grafos No. 5 y 7 de la misma clasificación, hay sólo 6 estados
cuyas distribuciones conducen a demostraciones BAVN. Todas ellos son estados grafos de 6 qu-
bits, donde cada parte posee tres qubits. Sus correspondientes grafos se muestran en la Fig. 8.3.
Las expresiones expĺıcitas de cada estado se pueden obtener a partir de sus grafos usando su
estabilizador.

Dos estados grafo de 6 qubits se han preparado recientemente en el laboratorio [25, 54] pero
ninguno de ellos permite demostraciones BAVN.

Caṕıtulo 9

Hemos desarrollado las herramientas para decidir si una distribución de n qubits entre m
partes permite una demostración AVN espećıfica m-partita. Como resultado hemos obtenido
todas las demostraciones AVN m partitas usando estados cuánticos de n qubits y m part́ıculas,
para n < 9 qubits y un mı́nimo número m de partes. Esto nos permite obtener todas las
demostraciones AVN m-partitas, usando estados cuánticos de n qubits y m part́ıculas, con un
número arbitrario de partes.

La motivación de este trabajo, fue responder a algunas preguntas que surgieron tras el desa-
rrollo de avances experimentales que permitieron la preparación en el laboratorio de estados
grafo de varias part́ıculas conteniendo varios qubits. Los resultados presentados en este art́ıculo,
proporcionan a los experimentalistas las herramientas necesarias para diseñar nuevas demostra-
ciones AVN y nuevas desigualdades de Bell basadas en ellas [14, 17, 46], similares a aquellas de
las Refs. [48, 52] para estados espećıficos, pero explotando la posibilidad de preparar experimen-
talmente nuevas clases de estados grafo.



Conclusions

Conclusions are drawn for those chapters which correspond to the innovate results of our
work.

Chapter 5

The classification of the entanglement of graph state proposed in [1] for n < 8 qubits has
now been extended to 8 qubits. Notice that for n = 8 there are 101 classes, while for n < 8
there are only 45 classes. For each of these classes a representative is obtained which requires the
minimum number controlled-Z gates for its preparation (see Fig. 5.3), and the Schmidt measure
is calculated for the 8-partite splits (which measure the genuine 8-partite entanglement of the
class), and the Schmidt ranks are computed for all bipartite splits (see Tables 5.1, 5.2, and
5.3). This classification will help us to obtain new “all-versus-nothing” proofs of Bell’s theorem
[19, 20] (see Chapters 8 and 9) and new Bell inequalities. More generally, it will help towards
research into the non-locality (i.e., the non-simulability of the predictions of quantum mechanics
by means of non-local hidden variable models) of graph states [14].

Extending the HEB classification a further step sheds some light on the limitations of this
method of classification. Indeed, this method fails to distinguish all classes in n = 7. For ins-
tance, classes No. 40, No. 42, and No. 43 in [1, 2] have the same number of qubits, require the
same minimum number of controlled-Z gates for the preparation, and have the same Schmidt
measure and rank indexes (see Table 9.10). The same problem occurs between classes No. 110

Tabla 9.10: Indistinguishable 7 qubits graph states of the HEB classification [1, 2].

No. |LC| |V | |E| SRmax PP RI3 RI2 2-col

40 92 7 7 3 4 (28,7,0) (21,0) no
42 33 7 8 3 4 (28,7,0) (21,0) no
43 9 7 9 3 3 (28,7,0) (21,0) yes

and No. 111, between classes No. 113 and No. 114, and between classes No. 116 and No. 117
in our classification (see Table 9.11). Following [1, 2], we have placed those classes with lowest
|LC| in the first place. However, this solution is not satisfactory, since |LC| is not related to
the entanglement properties of the class. On the other hand, Van den Nest, Dehaene, and De
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Tabla 9.11: Indistinguishable 8-qubits graph states of the HEB classification [1, 2].

No. |LC| |E| ES IR4 IR3 IR2 2-col

110 114 9 4 (8,22,5,0) (40, 16,0) (26,2) no
111 372 9 4 (8,22,5,0) (40, 16,0) (26,2) no
113 264 9 4 (8,24,3,0) (44, 12,0) (27,1) no
114 542 9 4 (8,24,3,0) (44, 12,0) (27,1) no
116 174 9 4 (12,20,3,0) (46, 10,0) (27,1) no
117 542 9 4 (12,20,3,0) (46, 10,0) (27,1) no

Moor proposed a finite set of invariants that characterize all classes [166]. However, this set has
more than 2× 1036 invariants for n = 7. The problem of obtaining a minimum set of invariants
capable of distinguishing all classes with n ≤ 8 qubits will be addressed elsewhere [22], and is
developed in the following chapter.

Another weak point in the method is that the precise value of |ES | is still unknown for some
classes. This problem could have been solved, for most of these classes if the value for the 5-qubit
ring cluster state were known, but it is precisely this first graph state in the HEB classification
for which the value of ES remains unknown. Unfortunately, no progress in calculating ES for
the 5-qubit ring cluster state has yet been made.

Tables 5.1, 5.2, and 5.3 show that there are no 8-qubit graph states whose rank indexes are
RIp = [νpj ]

1
j=p with νpj 6= 0 if j = p, and νpj = 0 if j < p, i.e., there are no 8-qubit graph states

which exhibit maximal rank with respect to all possible bipartite splits, nor where entanglement
is symmetrically distributed between all parties. These states are robust against disentanglement
when only a few measurements are carried out. Neither are there 7-qubit graph states with this
property. However, we have encountered two cases with this property (see Fig. 9.9): a single
5-qubit graph state (class No. 8 in [1, 2]) and a single 6-qubit graph state (class No. 19 in [1, 2]).

Reference [197] provides the information necessary in order to work with graphs. The graphs
are specified by means of a code known as the Nauty code. Given a related graph, there is an
associated code that identifies it, and through this code its adjacency matrix can be obtained.

Chapter 6

We have shown that, in order to distinguish between the equivalence classes of the graph
states of up to n = 8 qubits, it is sufficient to calculate four quantities. These four LC invariants
characterize any LC class of n = 8 qubits.

This result solves the problem raised in the classification of graph states of n = 8 qubits
developed in Refs. [1, 2, 21].
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Figura 9.9: This figure shows two graphs, RC5 and No. 19, which represent the only two graph-
states with fewer than 8 qubits, in such a way that they posses a maximal Schmidt rank for
all possible bipartitions and where the entanglement is distributed symmetrically between all
parties. The date which justifies these conclusions are: RI2(|RC5〉) = (10, 0), RI3(|G(19)〉) =
(10, 0, 0), RI2(|G(19)〉) = (15, 0).

The conjecture [198] that the list of LC invariants given in Eq. (6.8) is sufficient to charac-
terize the LC equivalence classes of all stabilizer states, is not true in general [2], but we have
shown that it is indeed true for graph states of up to n = 8 qubits. Moreover, we have shown
that, for graph states of n = 8 qubits, the list of LC invariants given in Eq. (6.3), is sufficient
in order to distinguish between all inequivalent classes of graph states. This solves a problem
suggested in [166], regarding the possibility of characterizing special subclass of stabilizer states
through the use of families of invariants.

Chapter 8

In this chapter we show a necessary and sufficient condition for the existence of bipartite
AVN proofs using only single-qubit measurements (BAVN) for graph states of any number of
qubits. We then proceed to explicitly provide all physically distinct BAVN proofs with up to 7
qubits.

The single-qubit measurements necessary in a BAVN proof must satisfy two requirements: (a)
Perfect correlations to define bipartite EPR’s elements of reality. Every observable single-qubit
involved in the proof must satisfy EPR’s criterion of elements of reality. (b) Perfect correlations
that contradict EPR’s elements of reality. The observables that satisfy EPR’s condition cannot
have predefined results, since it must be impossible to assign them values that satisfy all the
perfect correlations predicted by quantum mechanics. Lemma 1 shows any graph state associa-
ted to a connected graph of three or more vertices leads to algebraic contradictions with the
concept of elements of reality (when each qubit is distributed to a different party).

The majority of graph states cannot be used in BAVN proofs. The remarkable point is that
there are a few graph states and distributions of qubits that satisfy the requirements of Lemma
2, and therefore simultaneously fulfill (a) and (b). Moreover, since Lemma 2 is a necessary and
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sufficient condition, when it is applied to every possible distribution of qubits of all possible
graph states then a complete classification of all possible BAVN proofs is obtained.

The distributions of qubits of each optimum representative that satisfy Lemma 2 are valid
for all those graph states which belong to the same equivalence class.

The only states, and distributions of qubits that, with the exception of unitary transforma-
tions, allow BAVN proofs are the following: the 4-qubit graph state |ψ4a〉 corresponding to the
graph state No. 4 according to [1, 2] and graph 4a in the Fig. 8.2 [17]. This is the only distribu-
tion of a 4-qubits graph state with single qubit measurements which allows a BAVN. Between
5 and 7 qubits, there are only 6 possible states and distributions leading to BAVN proofs. All
of these are 6-qubit states in which each party has 3 qubits. Their corresponding graphs are
summarized in Fig. 8.3. The explicit expressions of each state can be obtained from its graph
by means of the corresponding stabilizer. Two 6-qubit graph states have recently been prepared
in the laboratory [25, 54], although neither allows BAVN proofs.

Chapter 9

We have developed tools with which to decide whether a distribution of n qubits between m
parties allows an m-partite AVN proof specific to this distribution (i.e., a proof which cannot
be obtained using a state with fewer qubits). As a result, we have obtained all inequivalent m-
partite AVN proofs using n-qubit m-particle quantum states with n < 9 qubits and a minimum
number m of parties. This enables us to obtain all inequivalent m-partite AVN proofs using
n-qubit m-particle quantum states with n < 9 qubits with an arbitrary number of parties.

The motivation of this work was to answer several natural questions raised by recent experi-
mental developments which enabled laboratory preparation of graph states of several particles,
each of which carries several qubits. The results presented in this article provide tools to help
experimentalists to design new AVN proofs and to determine new Bell inequalities based on
these AVN proofs [14, 17, 46], similar to those given in Refs. [48, 52] for specific states, but
exploiting the possibility of experimentally preparing new classes of graph states.
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Apéndice del caṕıtulo 1

Definiciones de teoŕıa de grafos

La teoŕıa de grafos es una disciplina matemática que trata del estudio de las propiedades y
aplicaciones matemático-interdisciplinares de los grafos.

Grafo. Un grafo [199] es un conjunto de n vértices, donde V = {1, . . . , n}, y un conjunto de
aristas E que conectan pares de vértices tales que E ⊂ V × V .

Matriz de adyacencia de un grafo. Cualquier grafo G puede ser descrito por su matriz de
adyacencia Γ(G); que es una matriz cuadrada y simétrica, de dimensión V ×V , y sus elementos
toman los valores Γij = 1 cuando el vértice i está conectado al vértice j, y Γij = 0 en caso
contrario.
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Figura 9.10: Grafo y la matriz de adyacencia correspondiente.

Grado de un vértice. Es el número de aristas que inciden en él.

Grado de un grafo. Es el máximo grado de todos sus vértices.

Vecindad del vértice i, denotada como N(i) ó Ni. Es el conjunto de vértices adyacentes al
vértice i.
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Figura 9.11: En azul hemos indicado la vecindad del vértice 8 del grafo de la izquierda y la del
vértice 1 del de la derecha.

Complementación de un vértice o complementación local. La complementación local sobre
un vértice a perteneciente a un grafo G(V,E), se denota como τa(G), y se obtiene eliminando
las aristas que existan entre los vértices de su vecindad N(a) y completando las aristas faltantes
entre ellos. Las adyacencias del resto de vértices del grafo permanecen intactas.
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Figura 9.12: Secuencia de complementaciones locales sobre los vértices destacados en color rojo.
Los vértices azules representan las respectivas vecindades de aquellos. Las operaciones de com-
plementación local, que se han indicado como LCi siendo i los vértices de los grafos sobre los
que actúan, se han ido aplicando hasta obtener el grafo con menos aristas.

Grupo de Pauli

El grupo de Pauli, constituye la base en la que se fundamenta y desarrolla el formalismo
estabilizador. En esta sección, aportaremos su definición, describiremos cómo se generan sus
elementos y cuáles son sus propiedades.

El grupo de Pauli Pn es un grupo multiplicativo constituido por un total de 4×4n operadores
unitarios que son el resultado del producto tensorial entre n matrices pertenecientes al conjunto
{σ0, σx, σy, σz}, donde cada una de ellas va acompañada de uno de los factores de fase del
conjunto {±1,±i}. En particular, para n = 1 el grupo de Pauli posee 16 elementos representados
en forma compacta por P = ({±1,±i} · {σ0, σx, σy, σz}). Estas matrices son la identidad y el
conjunto de las matrices de Pauli; se caracterizan por ser hermı́ticas, unitarias, y, exceptuando
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la matriz identidad, son de traza nula.

σ0 =

(
1 0
0 1

)
, σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
. (9.8)

Los elementos del grupo de Pn se pueden expresar de forma general como: g = α1σ1 ⊗ α2σ2 ⊗
α3σ3 ⊗ · · · ⊗ αmσm, donde los sub́ındices indican los qubits sobre los que actúan los operadores
locales de Pauli, y los αi los factores de fase que se podrán multiplicar entre śı para dar lugar a
un factor de fase global en cada operador.

De entre las propiedades que satisface el grupo de Pauli destacaremos las siguientes:

1. El grupo de Pauli de orden n posee al menos un subconjunto de operadores conocidos co-
mo operadores generadores, g1, g2,. . . gn, que generan el grupo, es decir, cualquier otro operador
del grupo se puede escribir como producto de ellos. Los operadores generadores son operadores
independientes, en el sentido en que ninguno de ellos se puede expresar como producto de otros
elementos del grupo. Al conjunto de estos operadores se le conoce como generador.

2. Si A y B ∈ Pn, entonces conmutan o anticonmutan [200]. Especificaremos bajo qué con-
diciones los elementos de Pn satisfacen esta propiedad. Denotaremos mediante Ai y Bi a los
operadores de P1 tales que bajo producto tensorial dan lugar a los elementos A y B de Pn.

Para expresar de una forma más sencilla el producto escalar entre A y B, consideraremos
previamente la función f(i) dada por la expresión

f(i) =

{
0, si Ai y Bi conmutan;
1, si Ai y Bi anticonmutan,

(9.9)

tal que AiBi = (−1)f(i)BiAi conserva el orden de los factores en la multiplicación. A continua-
ción, realizamos las operaciones que nos conducirán a comprobar esta propiedad:

[A,B] = AB −BA = BA((−1)
∑n

i=1 f(i) − 1), (9.10a)

{A,B} = AB +BA = BA((−1)
∑n

i=1 f(i) + 1). (9.10b)

Analizando estos resultados se tiene que dos operadores distintos, A y B, conmutarán (anticon-
mutarán) si y solo si

∑n
i=1 f(i) es par (impar), incluyendo el cero. Luego los operadores de P (n)

conmutarán (anticonmutarán) si contienen un número par (impar) de elementos de P (1) que
anticonmutan.

Con objeto de entender más claramente esta propiedad proponemos los siguientes ejemplos:

a) n = 1. Es el caso trivial pues los operadores A y B ∈ {σ0, σx, σy, σz}. Luego conmutarán
si y sólo si A = B o si algunos de ellos es la identidad. Basándonos en esta propiedad del grupo
de Pauli, una lectura paralela y equivalente para este caso particular es que los operadores de
P1 sólo conmutarán cuando haya una cantidad par, en este caso nula, de operadores que anti-
conmuten.
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b) n ≥ 2. Este caso da lugar a tres posibilidades distintas que expondremos a modo de ejem-
plos sólo para n = 2, pues se trata de un prototipo que ilustra de forma sencilla el contenido de
la propiedad:

b.1) Hay un número par de operadores que anticonmutan:

g1 = X1 ⊗ Y2, (9.11a)

g2 = Y1 ⊗X2, (9.11b)

[g1, g2] = g1g2 − g2g1 = Z1 ⊗ Z2 − Z1 ⊗ Z2 = 0. (9.11c)

Si se hace un recuento de los conjuntos de operadores de P1 que anticonmutan, hay un total de
dos, y son: X1 e Y1 y X2 e Y2. Al tratarse de un número par, g1 y g2 conmutarán como se indica
en (9.11c).

b.2) En el siguiente ejemplo, siguiendo el razonamiento anterior, tras el recuento hay
una cantidad nula de operadores que anticonmutan

g1 = I1 ⊗ Y2, (9.12a)

g2 = Y1 ⊗ Y2, (9.12b)

[g1, g2] = g1g2 − g2g1 = Y1 ⊗ I2 − Y1 ⊗ I2 = 0. (9.12c)

Por tanto, g1 y g2 serán compatibles como se indica en (9.12c).

c) Finalmente, si el número de operadores que anticonmuta es impar:

g1 = X1 ⊗ Y2, (9.13a)

g2 = X1 ⊗X2, (9.13b)

[g1, g2] = g1g2 − g2g1 = I1 ⊗ iZ2 + I1 ⊗ iZ2 = −2iI ⊗ Z2 6= 0. (9.13c)

Hay un solo conjunto de operadores que anticonmutan: Y2 y X2. Luego, g1 y g2 anticonmutarán
como se indica en (9.13c).
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Española de F́ısica, Real Sociedad Española de F́ısica, Madrid, 2009), p. 540-541.
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If n qubits were distributed between 2 parties, which quantum pure states and distributions of qubits
would allow all-versus-nothing (or Greenberger-Horne-Zeilinger-like) proofs of Bell’s theorem using only
single-qubit measurements? We show a necessary and sufficient condition for the existence of these proofs
for any number of qubits, and provide all distinct proofs up to n � 7 qubits. Remarkably, there is only one
distribution of a state of n � 4 qubits, and six distributions, each for a different state of n � 6 qubits,
which allow these proofs.
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The Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) proof [1,2] of
Bell’s theorem [3] not only ‘‘opened a new chapter on the
hidden variables problem’’ [4] and made ‘‘the strongest
case against local realism since Bell’s work’’ [5], it also
inspired the quantum protocols for reducing communica-
tion complexity [6] and for secret sharing [7], and moti-
vated the study of multipartite entanglement [8]. The GHZ
proof provides a direct contradiction, using qubits and
without requiring inequalities, between the Einstein-
Podolsky-Rosen (EPR) criterion of elements of reality
[9] and perfect correlations predicted by quantum mechan-
ics. Mermin coined the name ‘‘all-versus-nothing’’ (AVN)
for proofs like GHZ’s, based onm perfect correlations such
that, if we assume elements of reality, m� 1 of them lead
us to the conclusion that it is the opposite of the one given
by the mth correlation [10].

However, while the original proof of Bell’s theorem
required only 2 separated parties, the GHZ proof required
3 because, when the qubits are distributed between 2
parties, there is no physical reason supporting the assump-
tion that all single-qubit observables appearing in the proof
have predefined results, since some of them do not satisfy
EPR’s criterion of elements of reality. EPR’s criterion
states that: ‘‘if, without in any way disturbing a system,
we can predict with certainty (i.e., with probability equal to
unity) the value of a physical quantity, then there exists an
element of physical reality corresponding to this physical
quantity’’ [9]. Applied to the bipartite case, this means that
it must be possible to predict with certainty the results of
measuring all observables appearing in the proof on Alice’s
(Bob’s) side from the results of spacelike separated mea-
surements on Bob’s (Alice’s) side.

The first 2-party AVN proof with qubits was introduced
in [11,12], then adapted for 2 photons [13], and finally
tested in the laboratory [14,15]. One of the difficulties of
experimentally implementing this 2-party AVN proof was
that it required 2-qubit local measurements [16]. The first
2-party AVN proof requiring only single-qubit measure-
ments was introduced in [17,18] and has been recently
demonstrated in the laboratory [19]. These bipartite AVN

proofs required 4-qubit states with 2 qubits each on Alice’s
and Bob’s sides.

The possibilities brought forth by recent developments
like 2-photon hyperentangled states (i.e., entangled in sev-
eral degrees of freedom) encoding 3 or more qubits in each
photon [20], and 6-photon 6-qubit states [21,22], naturally
lead to the following problem: If n qubits were distributed
between 2 parties, which are the quantum pure states and
possible distributions of qubits that allow a 2-party AVN
proof using only single-qubit measurements?

This problem is also related to the one of finding genu-
inely new bipartite communication complexity problems
with a quantum advantage (specifically, new schemes of
quantum pseudotelepathy [23]), and to the problem of
deciding which n-qubit states and distributions of qubits
allow bipartite EPR-Bell inequalities [24,25].

In this Letter we show a necessary and sufficient condi-
tion for the existence of bipartite AVN proofs using only
single-qubit measurements (BAVN hereafter) for any num-
ber of qubits. We then proceed to explicitly provide all
physically distinct BAVN proofs with up to 7 qubits.

A BAVN proof consists of an n-qubit quantum state and
a set of single-qubit measurements that satisfy two require-
ments: (a) Perfect correlations to define bipartite EPR’s
elements of reality. Every single-qubit observable involved
in the proof must satisfy EPR’s criterion of elements of
reality. (b) Perfect correlations that contradict EPR’s ele-
ments of reality. The observables that satisfy EPR’s condi-
tion cannot have predefined results, because it must be
impossible to assign them values that satisfy all the perfect
correlations predicted by quantum mechanics.

Perfect correlations are necessary to establish elements
of reality and to prove that they are incompatible with
quantum mechanics. Therefore, the states we are interested
in must be simultaneous eigenstates of a sufficient number
of commuting n-fold tensor products of single-qubit op-
erators. Suppose that A and B are single-qubit operators on
the same qubit. If they are different, they cannot be com-
muting operators. The only way to make the n-fold tensor
products be commuting operators is to choose A and B to
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be anticommuting operators. Therefore, in an AVN proof,
all the local operators corresponding to the same qubit
must be anticommuting operators. The maximum number
of anticommuting single-qubit operators is 3. Therefore,
without loss of generality, we can restrict our attention to a
specific set of 3 single-qubit anticommuting operators on
each qubit, e.g., the Pauli matrices X � �x, Y � �y, and
Z � �z. This leads us to the notion of stabilizer states. An
n-qubit stabilizer state is defined as the simultaneous
eigenstate with eigenvalue 1 of a set of n independent (in
the sense that none of them can be written as a product of
the others) commuting elements of the Pauli group, defined
as the group, under matrix multiplication, of all n-fold
tensor products of X, Y, Z, and the identity 1. The n
independent elements are called stabilizer generators and
generate a maximally Abelian subgroup called the stabil-
izer group of the state [26]. The 2n elements of the stabil-
izer group are called stabilizing operators and provide all
the perfect correlations of the stabilizer state.

Moreover, since any stabilizer state is local Clifford
equivalent (i.e., equivalent under the local unitary opera-
tions that map the Pauli group to itself under conjugation)
to a graph state [27], then we can restrict our attention to
graph states. A graph state [28] is a stabilizer state whose
generators can be written with the help of a graph. jGi is
the n-qubit state associated with the graphG, which gives a
recipe both for preparing jGi and for obtaining n stabilizer
generators that uniquely determine jGi. On one hand, G is
a set of n vertices (each of them representing a qubit)
connected by edges (each of them representing an Ising
interaction between the connected qubits). On the other
hand, the stabilizer generator gi is obtained by looking at
the vertex i of G and the set N�i� of vertices that are
connected to i, and is defined by

 gi � Xi
O

j2N�i�

Zj; (1)

where Xi, Yi, and Zi denote the Pauli matrices acting on the
ith qubit. jGi is the unique n-qubit state that fulfills

 gijGi � jGi; for i � 1; . . . ; n: (2)

Therefore, the stabilizer group is

 S�jGi� � fsj; j � 1; . . . ; 2ng; sj �
Y

i2Ij�G�

gi; (3)

where Ij�G� denotes a subset of fgigNi�1. The stabilizing
operators of jGi satisfy

 sjjGi � jGi: (4)

Equations like (4) are the ones that can be used to establish
elements of reality and prove their incompatibility with
quantum mechanics.

Although graph states are now ubiquitous in quantum
information theory due to their role as code words of
quantum error correcting codes [26], or in measurement-

based quantum computation [29], or due to their use in the
classification of entanglement [30], the first n > 2-qubit
graph states were the GHZ states and appeared in the
context of AVN proofs. It is then not that surprising that,
when we want to obtain BAVN proofs, we go back to graph
states. Indeed, DiVincenzo and Peres already showed that
the requirement (b) does not only occur for GHZ states, but
is also inherent to all standard code words of quantum error
correcting codes [31]. More recently, Scarani et al. have
shown that (b) holds for cluster states constructed on
square lattices of any dimension [32]. Furthermore, a
positive by-product of focusing on graph states is that
graph states associated with connected graphs have been
exhaustively classified. There is only one 2-qubit graph
state (equivalent to a Bell state), only one 3-qubit graph
state (the GHZ state), two 4-qubit graph states (the GHZ
and the cluster state), four 5-qubit graph states, eleven 6-
qubit graph states, and twenty-six 7-qubit graph states [28].

Therefore, our problem reduces to the following: If n
qubits were distributed between 2 parties, which n-qubit
graph states and possible distributions of qubits allow a
bipartite AVN proof using only single-qubit observables?

Note that, even considering only up to 7 qubits, there are
hundreds of states and possible distributions that could
potentially lead to a BAVN proof. Remarkably, this is not
the case.

Our starting point is the observation that requirement (b)
is satisfied by any graph state.

Lemma 1.—Any graph state associated with a connected
graph of 3 or more vertices leads to algebraic contradic-
tions with the concept of elements of reality (when each
qubit is distributed to a different party).

This result was anticipated in [30–32]. The interest of
the following proof is that it provides methods for obtain-
ing explicit examples of sets of perfect correlations satisfy-
ing (b).

Proof.—If qubit i is connected to qubit j, and j is
connected to k, there are two possibilities. One is that i is
not connected to k. Then, no theory exists that assigns
predefined values �1 or 1 to Yi, Zi, Xj, Yj, Yk, and Zk,
simultaneously satisfying the four equations

 

gigjjGi � jGi; (5a)

gjjGi � jGi; (5b)

gjgkjGi � jGi; (5c)

gigjgkjGi � jGi; (5d)

since gigj � gj � gjgk (where ‘‘�’’ means matrix multiplica-
tion) is equal, not to gigjgk (as expected in any theory with
predefined values), but to �gigjgk.

The other possibility is that qubit i is also connected to k.
Then, no theory exists that assigns predefined values�1 or
1 to Xi, Zi, Xj, Zj,Xk, and Zk, simultaneously satisfying the
four equations
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gijGi � jGi; (6a)

gjjGi � jGi; (6b)

gkjGi � jGi; (6c)

gigjgkjGi � jGi; (6d)

since gigjgk is equal to �gigjgk. �

Any set of equations associated with the stabilizing
operators containing a subset satisfying (b) also satisfies
(b). Therefore, given a graph state associated with a con-
nected graph of n > 3 vertices, there are thousands of
possible different subsets of equations satisfying (b).
Most of them involve the three Pauli matrices of all the
qubits, but some of them do not. However, in our BAVN
proofs it is relevant that the three Pauli matrices of each
and every one of Alice’s (Bob’s) qubits can be regarded as
EPR elements of reality, because we are interested in new
BAVN proofs involving new classes of graph states, not
those which are mere consequences of previously consid-
ered graph states of fewer qubits.

Therefore, the problem we have to solve is that of
finding out for which graph states and distributions are
all the three Pauli matrices for all the single-qubit elements
of reality in a bipartite scenario. A distribution of n qubits
between Alice and Bob is said to permit bipartite elements
of reality when, for each and every qubit, the results of
measuring two Pauli matrices on Alice’s (Bob’s) qubit j
can be predicted with certainty from the results of mea-
surements on Bob’s (Alices’s) qubits only.

Let us define the reduced stabilizer of Alice’s (Bob’s)
qubits as the one obtained by tracing out Bob’s (Alice’s)
qubits. A necessary and sufficient condition for bipartite
elements of reality is the following.

Lemma 2.—A distribution of n qubits between Alice
(who is given nA qubits) and Bob (who is given nB � n�
nA qubits) permits bipartite elements of reality if and only
if nA � nB, and the reduced stabilizer of Alice’s (Bob’s)
qubits contains all possible variations with repetition of the
four elements, 1, X, Y, and Z, which choose nA (nB),
without repeating any of them.

Proof.—Suppose that two Pauli matrices of Alice’s qubit
1, e.g., X1 and Y1, are elements of reality. Then each of
them must be predicted with certainty from Bob’s mea-
surements. That is, the reduced stabilizer of Alice’s qubits

must contain
 

X1 � 12 � . . . � 1nA ; (7a)

Y1 � 12 � . . . � 1nA : (7b)

Therefore, the third Pauli matrix of Alice’s qubit 1 must
also be an element of reality, since the product of (7a) and
(7b), which must belong to the reduced stabilizer of Alice’s
qubits, is

 Z1 � 12 � . . . � 1nA : (8)

The same must happen with the three Pauli matrices of
Alice’s qubits 2; . . . ; nA. Therefore, the reduced stabilizer
of Alice’s qubits must also contain
 

11 � X2 � 13 � . . . � 1nA ; (9a)

11 � Y2 � 13 � . . . � 1nA ; (9b)

11 � Z2 � 13 � . . . � 1nA ; . . . ; (9c)

11 � . . . � 1nA�1 � ZnA: (9d)

Moreover, the reduced stabilizer of Alice’s qubits must
contain all the possible products of Eqs. (7a), (7b), (8),
and (9a)–(9d); that is, all possible variations with repetition
of the four elements, 1, X, Y, and Z, choose nA, which are
4nA � 22nA . Furthermore, a similar reasoning applies to the
three Pauli matrices of each and every one of Bob’s qubits.
Therefore, the reduced stabilizer of Bob’s qubits must also
contain all the possible products of
 

XnA�1 � 1nA�2 � . . . � 1nB ; . . . ; (10a)

1nA�1 � . . . � 1nB�1 � ZnB: (10b)

But the total stabilizer has only 2nA�nB terms; therefore the
only possibility is that nA � nB. In addition, note that there
is no space for any of the variations with repetition to be
repeated. �

Most of the graph states cannot be used in BAVN proofs.
The remarkable point is that there are a few graph states
and distributions of qubits that satisfy the requirements of
Lemma 2, and therefore simultaneously fulfill (a) and (b).
Moreover, since Lemma 2 is a necessary and sufficient
condition, when we apply it to every possible distribution
of qubits of all possible graph states, we obtain a complete
classification of all possible BAVN proofs.

3
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FIG. 1. Bipartite distributions of the 4-qubit cluster state (graph state no. 4 according to Hein et al. [28]). Distribution 4a permits
bipartite elements of reality and BAVN proofs. Distribution 4b is physically equivalent (it is just relabeling the basis). Distribution 4c is
not equivalent to the other two, and does not permit bipartite elements of reality.

PRL 99, 220402 (2007) P H Y S I C A L R E V I E W L E T T E R S week ending
30 NOVEMBER 2007

220402-3



With n < 8 qubits, and modulo single-qubit unitary
transformations, the only states and distributions of qubits
that allow BAVN proofs are the following. There is only
one graph state with 4 qubits:

 j 4ai �
1
2�j00ij�0 �0i � j01ij�0 �1i � j10ij�1 �0i � j11ij�1 �1i�;

(11)

where j00ij�0 �0i � j�z � 0i1 � j�z � 0i2 � j�x � 0i3 �
j�x � 0i4, with qubits 1 and 2 in Alice’s side, and qubits
3 and 4 in Bob’s. The state j 4ai corresponds to the graph
state no. 4 according to Hein et al. [28], with its qubits
distributed as in Fig. 1, distribution 4a. Note that any other
nonequivalent distribution of qubits does not allow BAVN
proofs (see Fig. 1). This BAVN proof is precisely the one
introduced in [17]. The new result is that the proof in [17] is
the only one with 4 qubits and single-qubit measurements.

Between 5 and 7 qubits, there are only 6 possible states
and distributions leading to BAVN proofs. All of them are
6-qubit states in which each party has 3 qubits. Their
corresponding graphs are summarized in Fig. 2. The ex-
plicit expressions of each state can be obtained from its
graph using (1) and (2). Two 6-qubit graph states have been
recently prepared in the laboratory [21,22], but none of

them allows BAVN proofs. A 6-qubit BAVN proof con-
stitutes an interesting experimental challenge for the near
future.
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FIG. 2. Bipartite distributions of the 6-qubit graph states that
permit bipartite elements of reality and BAVN proofs. The
graphs’ nomenclature follows Hein et al. [28], but the labeling
of the qubits is different: Qubits 1, 2, and 3 belong to Alice, and
qubits 4, 5, and 6 belong to Bob.
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1. “ALL-VERSUS-NOTHING” PROOFS 
OF BELL’S THEOREM

The Greenberger–Horne–Zeilinger (GHZ) proof [1,
2] of Bell’s theorem [3] not only “opened a new chapter
on the hidden-variables problem” [4] and made “the
strongest case against local realism since Bell’s work”
[5], it also inspired the quantum protocols for reducing
communication complexity [6] and for secret sharing
[7], and motivated the study of multipartite entangle-
ment [8]. The GHZ proof provides a direct contradic-
tion, using qubits and without requiring inequalities,
between Einstein, Podolsky, and Rosen’s (EPR’s) crite-
rion of elements of reality [9] and perfect correlations
predicted by quantum mechanics. Mermin coined the
name “all-versus-nothing” (AVN) for proofs like
GHZ’s, based on 

 

m

 

 perfect correlations such that, if we
assume elements of reality, 

 

m

 

 – 1 of them lead us to the
conclusion that it is the 

 

opposite

 

 of the one given by the

 

m

 

th correlation [10].
However, while the original proof of Bell’s theorem

required only two separated parties, the GHZ proof
required three, because, when the qubits are distributed
between two parties, there is no physical reason sup-
porting the assumption that all single-qubit observables
appearing in the proof have predefined results, since
some of them do 

 

not

 

 satisfy EPR’s criterion of elements
of reality. EPR’s criterion states that: “If, without in any
way disturbing a system, we can predict with certainty
(i.e., with probability equal to unity) the value of a
physical quantity, then there exists an element of phys-
ical reality corresponding to this physical quantity” [9].

Applied to the bipartite case, this means that it must be
possible to predict with certainty the results of measur-
ing all observables appearing in the proof on Alice’s
(Bob’s) side from the results of space-like separated
measurements on Bob’s (Alice’s) side.

The first two-party AVN proof with qubits was
introduced in [11, 12], then adapted for two photons
[13], and finally tested in the laboratory [14, 15]. One
of the difficulties of experimentally implementing this
two-party AVN proof was that it required two-qubit
local measurements [16]. The first two-party AVN
proof requiring only single-qubit measurements was
introduced in [17, 18] and has been recently demon-
strated in the laboratory [19]. These bipartite AVN
proofs required four-qubit states with two qubits each
on Alice’s and Bob’s sides.

The possibilities brought forth by recent develop-
ments like two-photon hyper-entangled states (i.e.,
entangled in several degrees of freedom) encoding
three or more qubits in each photon [20], and six-pho-
ton six-qubit states [21, 22], naturally lead to the fol-
lowing problem: If 

 

n

 

 qubits were distributed between
two parties, which are the quantum pure states and pos-
sible distributions of qubits that allow a two-party AVN
proof using only single-qubit measurements?

This problem is also related to the one of finding
genuinely new bipartite communication complexity
problems with a quantum advantage (specifically, new
schemes of quantum pseudotelepathy [23]), and to the
problem of deciding which 

 

n

 

-qubit states and distribu-
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—The possibility of preparing two-photon entangled states encoding three or more qubits in each pho-
ton leads to the following problem: If 

 

n

 

 qubits were distributed between two parties, which quantum pure states
and qubit distributions would allow all-versus-nothing (or Greenberger–Horne–Zeilinger-like) proofs of Bell’s
theorem using only single-qubit measurements? We show a necessary and sufficient condition for the existence
of these proofs and provide all existing proofs up to 

 

n

 

 = 7 qubits. On the other hand, the possibility of preparing

 

n

 

-photon 

 

n

 

-qubit graph states leads to the following problem: If 

 

n

 

 qubits were distributed between 

 

n

 

 parties,
which would be the optimal Bell inequalities? We show all optimal 

 

n

 

-party Bell inequalities for the perfect cor-
relations of any graph state of 

 

n

 

 < 6 qubits. Optimal means that the ratio between the quantum violation and the
bound for local hidden-variable theories is the maximum over all possible combinations of perfect correlations.
This implies that the required detection efficiencies for loophole-free Bell tests are minimal.
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tions of qubits allow bipartite EPR–Bell inequalities
[24, 25].

In Section 3, we show a necessary and sufficient
condition for the existence of bipartite AVN proofs
using only single-qubit measurements (BAVN hereaf-
ter) for 

 

any

 

 number of qubits. We, then, proceed to
explicitly provide 

 

all

 

 physically distinct BAVN proofs
with up to seven qubits.

2. BELL INEQUALITIES FOR PERFECT 
CORRELATIONS AND EXPONENTIALLY 
GROWING-WITH-SIZE NONLOCALITY

Einstein–Podolsky–Rosen’s (EPR’s) argument of
the incompleteness of quantum mechanics is based on
the perfect correlations of a specific state [9]. Con-
versely, the violation of the original Bell inequality,
which shows that quantum mechanics predicts values
beyond those of EPR’s local realism, makes use of non-
perfect correlations [3]. Greenberger, Horne, and
Zeilinger showed that, for some 

 

n

 

-qubit states (hence-
forth called GHZ states), Bell’s theorem can be proved
in quite an elegant way by invoking only perfect corre-
lations [1]. Finally, Mermin [2] realized that the perfect
correlations of GHZ states lead to genuinely new 

 

n

 

-
party Bell inequalities, where the degree of nonlocality,
defined as the ratio 

 

�

 

 between the quantum violation
and the bound for local hidden-variable theories
(LHVTs), increases 

 

exponentially

 

 with 

 

n

 

.
This discovery is important for two reasons: On the

one hand, it suggests that nonlocality is not a purely
microscopic effect, but may instead increase with the
size of the system. On the other hand, it is potentially
useful for the design of a loophole-free Bell experi-
ment, since the minimum detection efficiency 

 

η

 

required for a 

 

n

 

-party Bell experiment without the
detection loophole [26] satisfies

(1)

showing that the required 

 

η

 

 decreases significantly if 

 

�

 

increases [24].
Unfortunately, it is difficult to perform an exponen-

tially growing-with-

 

n

 

 nonlocality experiment or a loop-
hole-free Bell experiment using GHZ states. This is
because the GHZ state’s sensitivity to decoherence also
increases with 

 

n

 

 [27], so that the advantage of a higher

 

�

 

 or a lower 

 

η

 

 vanishes. Indeed, actual experiments
with 

 

n

 

 

 

≥

 

 4 GHZ states have low visibilities [28]. A fun-
damental limitation seemingly exists to observe macro-
scopic 

 

n

 

-party nonlocality with GHZ correlations. At
this point, a natural question arises: Does this limitation
also hold for other types of 

 

n

 

-qubit states? Specifically,
does it hold for 

 

n

 

-qubit 

 

graph

 

 states? Graph states [29,
30] are particularly interesting for several reasons.
Firstly, graph states are a natural extension of GHZ
states, in the sense that they are a larger class of states
with perfect correlations. Secondly, the effect of deco-
herence in various graph states has already been studied

� 1 1 η–( )n
–[ ]η n–

,=

 

and it has been shown that, for a fixed 

 

n

 

, some graph
states are much more robust against decoherence than
GHZ states [27]. Finally, graph states play an eminent
role in many applications of quantum information like
quantum error-correction [31] and measurement-based
quantum computation [32].

The nonlocal properties of graph states have been
studied recently from several perspectives [17, 33–37].
In [34, 35], it has been shown that for all graph states
there is a Bell inequality involving only perfect correla-
tions. These inequalities show that nonlocality
increases exponentially with 

 

n

 

 for some specific classes
of graph states like GHZ states [2], linear cluster states,
and other regular graph states [34, 35]. However, these
inequalities are 

 

not

 

 optimal: there are Bell inequalities
with higher 

 

�

 

 and requiring a lower 

 

η

 

. This means that
the scaling of 

 

�

 

 with 

 

n

 

 for graph states is unknown; we
have only lower bounds.

In Section 4, we provide 

 

all

 

 optimal Bell inequali-
ties for the perfect correlations of 

 

all

 

 graph states up to

 

n

 

 = 5 qubits. With this aim, for a given graph state, we
consider all possible Bell operators 

 

β

 

, which are sums
of the stabilizing operators. For each 

 

β

 

, we compute the
maximum attainable value for LHVTs, which can be
accomplished by considering the finite set of determin-
istic LHVTs [34]. Then, we compute the corresponding

 

�

 

 and determine the 

 

β

 

 which leads to the highest vio-
lation. The exhaustive study for 

 

n

 

 

 

≥

 

 6 becomes compu-
tationally difficult since the number of possible Bell

operators to explore is , and the number of inequiv-
alent graph states increases rapidly with 

 

n

 

.

3. BIPARTITE ALL-VERSUS-NOTHING PROOFS 
OF BELL’S THEOREM WITH SINGLE-QUBIT 

MEASUREMENTS

 

3.1. Requirements for an AVN Proof

 

A BAVN proof consists of a 

 

n

 

-qubit quantum state
and a set of single-qubit measurements which satisfy
two requirements:

(a) 

 

Perfect correlations to define bipartite EPR’s
elements of reality.

 

 Every single-qubit observable
involved in the proof must satisfy EPR’s criterion of
elements of reality.

(b) 

 

Perfect correlations that contradict EPR’s ele-
ments of reality.

 

 The observables which satisfy EPR’s
condition cannot have predefined results, because it
must be impossible to assign them values which satisfy
all of the perfect correlations predicted by quantum
mechanics.

Perfect correlations are necessary to establish ele-
ments of reality and to prove that they are incompatible
with quantum mechanics. Therefore, the states we are
interested in must be simultaneous eigenstates of a suf-
ficient number of commuting 

 

n

 

-fold tensor products of
single-qubit operators. Suppose that 

 

A

 

 and 

 

B

 

 are single-
qubit operators on the same qubit. If they are different,

2
2

n
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they cannot be commuting operators. The only way to
make the 

 

n

 

-fold tensor products be commuting opera-
tors is to choose 

 

A

 

 and 

 

B

 

 to be 

 

anticommuting

 

 opera-
tors. Therefore, in an AVN proof, all of the local opera-
tors corresponding to the same qubit must be anticom-
muting operators. The maximum number of
anticommuting single-qubit operators is three. There-
fore, without a loss of generality, we can restrict our
attention to a specific set of three single-qubit anticom-
muting operators on each qubit, e.g., the Pauli matrices

 

X

 

 = 

 

σ

 

x

 

, 

 

Y

 

 = 

 

σ

 

y

 

, and 

 

Z

 

 = 

 

σ

 

z

 

. This leads us to the notion of
stabilizer states.

 

3.2. Stabilizer States and Stabilizing Operators

 

A 

 

n

 

-qubit 

 

stabilizer state

 

 is defined as the simulta-
neous eigenstate with eigenvalue 1 of a set of 

 

n

 

 inde-
pendent (in the sense that none of them can be written
as a product of the others) commuting elements of the
Pauli group, defined as the group, under matrix multi-
plication, of all 

 

n

 

-fold tensor products of 

 

X

 

, 

 

Y

 

, and 

 

Z

 

,
and the identity 

 

1. The n independent elements are
called stabilizer generators and generate a maximally
abelian subgroup called the stabilizer group of the state
[31]. The 2n elements of the stabilizer group are called
stabilizing operators, and provide all of the prefect cor-
relations of the stabilizer state.

Moreover, since any stabilizer state is a local Clif-
ford equivalent (i.e., equivalent under the local unitary
operations that map the Pauli group to itself under con-
jugation) to a graph state [38], then we can restrict our
attention to graph states.

3.3. Graph States

A graph state [29, 30] is a stabilizer state whose
generators can be written with the help of a graph. |G〉
is the n-qubit state associated with the graph G, which
gives both a recipe for preparing |G〉 and for obtaining
n stabilizer generators which uniquely determine |G〉.
On one hand, G is a set of n vertices (each of them rep-
resenting a qubit) connected by edges (each of them
representing an Ising interaction between the connected
qubits). On the other hand, the stabilizer generator gi is
obtained by looking at the vertex i of G and the set N(i)
of vertices which are connected to i, and is defined by

(2)

where Xi, Yi, and Zi denote the Pauli matrices acting on
the ith qubit. |G〉 is the unique n-qubit state which fulfils

(3)

gi Xi Z j,
j N i( )∈
⊗=

gi G| 〉 G| 〉, for i 1 … n., ,= =

Therefore, the stabilizer group is

(4)

where Ij(G) denotes a subset of . The stabiliz-
ing operators of |G〉 satisfy

(5)

Equations like (5) are the ones that can be used to estab-
lish the elements of reality and prove their incompati-
bility with quantum mechanics.

Although graph states are now ubiquitous in quan-
tum information theory due to their role as code words
for quantum error-correcting codes [31], or in measure-
ment-based quantum computation [32], or due to their
use in the classification of entanglement [29, 30], the
first n > 2-qubit graph states were the GHZ states and
appeared in the context of AVN proofs. It is, then, not
that surprising that, when we want to obtain BAVN
proofs, we go back to the graph states. Indeed, DiVin-
cenzo and Peres already showed that the requirement
(b) does not only occur for GHZ states, but is also
inherent to all standard code words for quantum error-
correcting codes [36]. More recently, Scarani et al. have
shown that (b) holds for cluster states constructed on
square lattices of any dimension [37]. Furthermore, a
positive byproduct of focusing on graph states is that
graph states associated with connected graphs have
been exhaustively classified. There are only one two-
qubit graph state (equivalent to a Bell state), only one
three-qubit graph state (the GHZ state), two four-qubit
graph states (the GHZ and the cluster state), four five-
qubit graph states, 11 six-qubit graph states, and
26 seven-qubit graph states [29, 30].

3.4. Bipartite AVN Proofs with Single-Qubit 
Measurements for Graph States

Therefore, our problem reduces to the following: If
n qubits were distributed between two parties, which n-
qubit graph states and possible distributions of qubits
allow a bipartite AVN proof using only single-qubit
observables?

Note that, even considering only up to seven qubits,
there are hundreds of states and possible distributions
which could potentially lead to a BAVN proof.
Remarkably, this is not the case.

Our starting point is the observation that require-
ment (b) is satisfied by any graph state.

3.4.1. Necessary and sufficient conditions.
Lemma 1: Any graph state associated with a connected
graph of three or more vertices leads to algebraic con-
tradictions with the concept of elements of reality
(when each qubit is distributed to a different party).

This result was anticipated in [30, 36, 37]. The inter-
est of the following proof is that it provides methods for

S G| 〉( ) s j j = 1 … 2
n, , ,{ }; s j gi,

i I j G( )∈
∏= =

gi{ }i 1=
N

s j G| 〉 G| 〉.=
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obtaining explicit examples of sets of perfect correla-
tions satisfying (b).

Proof: If qubit i is connected to qubit j, and j is con-
nected to k, there are two possibilities. One is that i is
not connected to k. Then, no theory exists which
assigns predefined values –1 or 1 to Yi, Zi, Xj, Yj, Yk, and
Zk simultaneously satisfying the four equations

(6a)

(6b)

(6c)

(6d)

since gigj · gj · gjgk (where “·” means matrix multiplica-
tion) is equal, not to gigjgk (as expected in any theory
with predefined values), but to –gigjgk.

The other possibility is that qubit i is also connected
to k. Then, no theory exists which assigns predefined
values –1 or 1 to Xi, Zi, Xj, Zj, Xk, and Zk simultaneously
satisfying the four equations

(7a)

(7b)

(7c)

(7d)

since gi · gj · gk is equal to –gigjgk.
Any set of equations associated with the stabilizing

operators containing a subset satisfying (b) also satis-
fies (b). Therefore, given a graph state associated with
a connected graph of n > 3 vertices, there are thousands
of possible different subsets of equations satisfying (b).
Most of them involve the three Pauli matrices of all the
qubits, but some of them do not. However, in our BAVN
proofs, it is relevant that the three Pauli matrices of
each and every one of Alice’s (Bob’s) qubits can be
regarded as EPR elements of reality. One reason to con-
sider all the qubits is that we are interested in new
BAVN proofs involving new kinds of graph states and
not mere consequences of previously considered graph
states with fewer qubits.

Therefore, the problem we have to solve is that of
finding out for which graph states and distributions are
all three Pauli matrices for all single-qubits elements of
reality in a bipartite scenario. A distribution of n qubits
between Alice and Bob is said to permit bipartite ele-
ments of reality when, for each and every qubit, the
results of measuring two Pauli matrices on Alice’s
(Bob’s) qubit j can be predicted with certainty from the
results of measurements on Bob’s (Alices’s) qubits
only. Note that when two Pauli matrices can be pre-
dicted, the third one can also be predicted.

Let us define the reduced stabilizer of Alice’s
(Bob’s) qubits as the one obtained by tracing out Bob’s

gig j G| 〉 G| 〉,=

g j G| 〉 G| 〉,=

g jgk G| 〉 G| 〉,=

gig jgk G| 〉 G| 〉,=

gi G| 〉 G| 〉,=

g j G| 〉 G| 〉,=

gk G| 〉 G| 〉,=

gig jgk G| 〉 G| 〉,=

(Alice’s) qubits. A necessary and sufficient condition
for bipartite elements of reality is the following.

Lemma 2: A distribution of n qubits between Alice
(who is given nA qubits) and Bob (who is given nB = n –
nA qubits) permits bipartite elements of reality if and
only if nA = nB, and the reduced stabilizer of Alice’s
(Bob’s) qubits contains all possible variations with rep-
etition of the four elements, 1, X, Y, and Z, choose nA

(nB), without repeating any of them.

Proof: Suppose that two Pauli matrices of Alice’s
qubit 1, e.g., X1 and Y1, are elements of reality. Then,
each of them must be predicted with certainty from
Bob’s measurements. That is, the reduced stabilizer of
Alice’s qubits must contain

(8a)

(8b)

Therefore, the third Pauli matrix of Alice’s qubit 1 must
also be an element of reality, since the product of (8a)
and (8b), which must belong to the reduced stabilizer of
Alice’s qubits, is

(9)

The same must happen with the three Pauli matrices of
Alice’s qubits 2, …, nA. Therefore, the reduced stabi-
lizer of Alice’s qubits must also contain

(10a)

(10b)

(10c)

…,

(10d)

Moreover, the reduced stabilizer of Alice’s qubits must
contain all possible products of the Eqs. (8a)–(10d);
that is, all possible variations with repetition of the four

elements, 1, X, Y, and Z, choose nA, which are  =

. Furthermore, a similar reasoning applies to the
three Pauli matrices of each and every one of Bob’s
qubits. Therefore, the reduced stabilizer of Bob’s qubits
must also contain all possible products of

(11a)

…,

(11b)

But, the total stabilizer only has  terms; there-
fore, the only possibility is that nA = nB. In addition,
note that there is no space for any of the variations with
repetition to be repeated.

X1 12 … 1 nA
,⊗ ⊗ ⊗

Y1 12 … 1 nA
.⊗ ⊗ ⊗

Z1 12 … 1 nA
.⊗ ⊗ ⊗

11 X2 13 … 1 nA
,⊗ ⊗ ⊗ ⊗

11 Y2 13 … 1 nA
,⊗ ⊗ ⊗ ⊗

11 Z2 13 … 1 nA
,⊗ ⊗ ⊗ ⊗

11 … 1 nA 1– ZnA
.⊗ ⊗ ⊗

4
nA

2
2nA

XnA 1+ 1 nA 2+ … 1 nB
,⊗ ⊗ ⊗

1 nA 1+ … 1 nB 1– ZnB
.⊗ ⊗ ⊗

2
nA nB+
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3.4.2. Classification. Most of the graph states can-
not be used in BAVN proofs. The remarkable point is
that there are a few graph states and distributions of
qubits which satisfy the requirements of Lemma 2, and,
therefore, simultaneously fulfill (a) and (b). Moreover,
since Lemma 2 is a necessary and sufficient condition,
when we apply it to every possible distribution of qubits
of all possible graph states, we obtain a complete clas-
sification of all possible BAVN proofs.

With n < 8 qubits, and modulo single-qubit unitary
transformations, the only states and distributions of
qubits which allow BAVN proofs are the following.
There is only one graph state with four qubits:

(12)

where |00〉| 〉 = |σz = 0〉1 ⊗ |σz = 0〉2 ⊗ |σx = 0〉3 ⊗ |σx =
0〉4, with qubits 1 and 2 in Alice’s side, and qubits 3 and
4 in Bob’s. The state |ψ4a〉 corresponds to graph state
no. 4 according to Hein et al. [29, 30], with its qubits
distributed as in Fig. 2, distribution 4a. Note that any
other inequivalent distribution of qubits does not allow
BAVN proofs (see Fig. 2). This BAVN proof is pre-
cisely the one introduced in [17]. The new result is that
the proof in [17] is the only one with four qubits and
single-qubit measurements.

Between five and seven qubits, there are only six
possible states and distributions leading to BAVN
proofs. All of them are six-qubit states in which each
party has three qubits. Their corresponding graphs are
summarized in Fig. 3. The explicit expressions of each
state can be obtained from its graph using (2) and (3).
Two six-qubit graph states have been recently prepared
in the laboratory [21, 22], but none of them allows
BAVN proofs. A six-qubit BAVN proof constitutes an
interesting experimental challenge for the near future.

4. OPTIMAL BELL INEQUALITIES 
FOR THE PERFECT CORRELATIONS

OF ALL GRAPH STATES UP TO FIVE QUBITS

4.1. Graph State No. 1 or Bell State

The only two-qubit graph state is, up to local unitar-
ies, the two-qubit singlet state. The perfect correlations
of this state do not permit a proof of nonlocality (of any
hidden-variable theory trying to reproduce quantum
mechanics), only a proof of contextuality [2, 39]. The
perfect correlations of all other graph states, however,
lead to Bell inequalities.

4.2. Graph State No. 2, Three-Qubit GHZ, Star Graph, 
or Fully Connected Graph State

For three qubits, there is also only one graph state,
coming from the star graph no. 2 (see Fig. 1). This state
is, up to local unitaries, the three-qubit GHZ state. Fol-

ψ4a| 〉

=  
1
2
--- 00| 〉 00| 〉 01| 〉 01| 〉 10| 〉 10| 〉 11| 〉 11| 〉–+ +( ),

00

11
1

1 2 2 3

2 4

3

2

3

4

4

1 2

3

4

5

1 2

3 5 3 5 3

44

5

1 12 2

no. 1 no. 2 no. 3 no. 4

No. 5 No. 6 No. 7 No. 8

Fig. 1. Graphs associated with all graph states of up to five
qubits which are inequivalent under local transformations
and graph isomorphism. The classification and notation
stems from [29, 30].

1

2

3

4

3

4

3

4

1

2

1

2

No. 4a No. 4b No. 4c

Fig. 2. Bipartite distributions of the four-qubit cluster state
(graph state no. 4 according to Hein et al. [29, 30]). Distri-
bution 4a permits bipartite elements of reality and BAVN
proofs. Distribution 4b is physically equivalent (it is just
relabeling the basis). Distribution 4c is not equivalent to the
other two, and does not permit bipartite elements of reality.

No. 13a

4

6

52

1

3

No. 14a

4

6

52

1

3

No. 16a

4

6

52

1

3

No. 17a

4

6

52

1

3

No. 18a

4

6

52

1

3

No. 19a

4

6

52

1

3

Fig. 3. Bipartite distributions of the six-qubit graph states
that permit bipartite elements of reality and BAVN proofs.
The graph’s nomenclature follows Hein et al. [29, 30], but
the labeling of the qubits is different: Qubits 1, 2, and 3
belong to Alice, and qubits 4, 5, and 6 belong to Bob.
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lowing the method described above, we obtain that the
optimal Bell inequality for the perfect correlations of
graph state no. 2 is

(13)

where 〈…〉LHV denotes the expectation value for
LHVTs, and β2 turns out to be unique and completely
symmetric,

(14)

where gi is the ith generator of graph state no. 2 using
the labeling from Fig. 1. The quantum expected value
of β2 is four. Clearly, it is equal to the number of terms
in β2. Therefore, the degree of nonlocality is �(β2) = 2.

Bell inequality (13) is the Mermin inequality for the
three-qubit GHZ state [2]. Taking into account the def-
inition of the generators described above, it can be writ-
ten as

(15)

In the following, however, we will write the Bell oper-
ators only in terms of the generators gi of the corre-
sponding state. This reveals their algebraic structure
and leads to a compact notation.

4.3. Graph State No. 3, Four-Qubit GHZ, Star Graph, 
or Fully Connected Graph State

For the case of four qubits, there are two inequiva-
lent graph states. The first is the four-qubit GHZ state,
corresponding to the star graph no. 3, and the second is
the cluster state, corresponding to the linear cluster
graph no. 4 (see Fig. 1). Both states have been prepared
in various experiments [40, 41].

The optimal Bell inequality for the four-qubit GHZ
state is

(16)

where there are eight different Bell operators  giv-
ing the maximum degree of nonlocality. Two of them
are completely symmetric,

(17a)

(17b)

where qubit 1 is the one connected to the other three
(see Fig. 1). The other six are

(18a)

(18b)

where i, j, k ∈ {2, 3, 4} are pairwise different. For graph

state no. 3, the quantum expected value of any  is

four, so the degree of nonlocality is �( ) = 2.

2– β2〈 〉LHV 2,≤ ≤

β2 g1 1 g2+( ) 1 g3+( ),=

β2 X1Z2Z3 Y1Y2Z3 Y1Z2Y3 X1Y2Y3.–+ +=

2– β3
i( )〈 〉LHV 2,≤ ≤

β3
i( )

β3
1( )

g1 1 g2g3 g2g4 g3g4+ + +( ),=

β3
2( )

g1 g2 g3 g4 g2g3g4+ + +( ),=

β3
3 5–( )

g1 1 gi+( ) 1 g j+( ),=

β3
6 8–( )

g1gi 1 g j+( ) 1 gk+( ),=

β3
i( )

β3
i( )

Interestingly, the Bell operator of the original Mer-
min inequality [2] is not among these Bell operators. It
is, in fact, a sum of two optimal Bell operators; in our

notation, it reads 〈  + 〉LHV ≤ 4. On the other
hand, there are Bell inequalities which give a degree of

nonlocality of  for the four-qubit GHZ state, but
they require eight terms and involve nonperfect correla-
tions [42].

4.4. Graph State No. 4 or Four-Qubit Cluster State

Concerning the four-qubit cluster state, the optimal
Bell inequality is

(19)

where there are eight different Bell operators  giv-
ing the maximum degree of nonlocality,

(20a)

(20b)

(20c)

(20d)

and the other four Bell operators are obtained from the
previous ones by making the permutations 1  4 and
2  3 of the qubits. For the cluster state, the quantum

expected value of any  is four, so the degree of non-

locality is �( ) = 2. Note that these inequalities con-
tain those introduced in [17, 37] and have been recently

tested in the laboratory [41]. The  are 2-2-2-1-set-
ting Bell operators (i.e., one qubit does not require
alternative measurements). Therefore, none of them is
completely symmetric.

4.5. Graph State No. 5, Five-Qubit GHZ, Star Graph, 
or Fully Connected Graph State

For the case of five qubits, there are four different
graph states. First, we have the five-qubit GHZ state,
corresponding to the five-qubit star graph (graph no. 5
in Fig. 1), and the five-qubit Y state (graph no. 6). Then,
we have the five-qubit linear cluster state (graph no. 7)
and finally, the five-qubit ring cluster state (graph
no. 8), a state important for quantum error-correction
codes [31].

The optimal Bell inequality for the five-qubit GHZ
state is given by

(21)

where β5 is unique and completely symmetric,

(22)

β3
1( ) β3

2( )

2 2

2– β4
i( )〈 〉LHV 2,≤ ≤

β4
i( )

β4
1( )

1 g1+( )g2 1 g3+( ),=

β4
2( ) β4

1( )
g4,=

β4
3( )

1 g1+( )g2 1 g3g4+( ),=

β4
4( ) β4

3( )
g4,=

β4
i( )

β4
i( )

β4
i( )

4– β5〈 〉LHV 4,≤ ≤

β5 g1 1 g2+( ) 1 g3+( ) 1 g4+( ) 1 g5+( ).=
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For graph state no. 5, the quantum expected value of β5

is 16, so the degree of nonlocality is �(β5) = 4. This is
the Mermin inequality for the five-qubit GHZ state [2].

4.6. Graph State No. 6 or Five-Qubit Y State

Let us now consider the five-qubit Y state (graph no.
6). For this state, we have a larger set of optimal ine-
qualities. All take the form

(23)

where there are 36 possible optimal Bell operators .

Half of them are related to the other half by  =

, where i = 1, …, 18. Out of the first 18, only two
of them are completely symmetric (i.e., invariant after
permuting g1 and g5; see Fig. 1). They are

(24a)

(24b)

where

(25)

The other 16 are

(26a)

(26b)

(26c)

(26d)

(26e)

(26f)

(26g)

(26h)

where

(27)

and  with j = 11, …, 18 are obtained, respectively,

from  with j = 3, …, 10 by permuting g1 and g5.

 is a 3-3-3-3-2-setting Bell operator (Z2 is miss-

ing), also  (X5 is missing),  (Z2 is missing), 

(X5 is missing), and  (X1 is missing). , ,

7– β6
i( )〈 〉LHV 7,≤ ≤

β6
i( )

β6
i 18+( )

g4β6
i( )

β6
1( )

g1 g5+( )g3 1 g4+( ) A,+=

β6
2( )

1 g1g5+( )g3 1 g4+( ) A,+=

A g2 1 g1 g5+ +( ) 1 g3 g3g4+ +( )[=

+ 1 g1g5+( )g4 ].

β6
3( )

1 g1+( )g3 1 g4+( ) A,+=

β6
4( )

1 g1+( )g3 1 g4+( )g5 A,+=

β6
5( )

g1 g5+( )g3 1 g4+( ) B,+=

β6
6( )

1 g1g5+( )g3 1 g4+( ) B,+=

β6
7( )

1 g1+( )g3 1 g4+( ) B,+=

β6
8( )

1 g1+( )g3 1 g4+( )g5 B,+=

β6
9( )

g3 1 g4+( ) 1 g5+( ) B,+=

β6
10( )

g1g3 1 g4+( ) 1 g5+( ) B,+=

B g2 1 g1 g5+ +( ) g1 g3 g3g4+ +( )[=

+ g4 1 g5+( ) ],

β6
j( )

β6
k( )

β6
1( )

β6
3( ) β6

5( ) β6
7( )

β6
9( ) β6

2( ) β6
4( )

, , and  are 3-3-3-3-3-setting Bell opera-

tors. Therefore,  are 3-3-3-3-2-setting Bell opera-
tors if i is odd, and 3-3-3-3-3-setting Bell operators if i
is even. For graph state no. 6, the quantum expected

value of any  is 15. Therefore, the degree of nonlo-

cality is �( ) = 15/7 ≈ 2.14.

4.7. Graph State No. 7 or Five-Qubit Linear-Cluster 
State

For the five-qubit linear-cluster state (graph no. 7),
the optimal Bell inequality is given by

(28)

where the Bell operator is unique and completely sym-
metric,

(29)

For graph state no. 7, the quantum expected value of β7

is 20. Therefore, the degree of nonlocality is �(β7) =
5/2 = 2.5.

4.8. Graph State No. 8 or Five-Qubit Ring-Cluster 
State

Let us finally deal with the five-qubit ring-cluster
state (graph state no. 8). There are 111 optimal Bell ine-
qualities: six of them are of the type

(30)

where there are six possible Bell operators. One of
them is completely symmetric,

(31)

where the summation indices are taken modulo 5, and

(32)

is the sum of all stabilizing operators which are prod-
ucts of an odd number of generators. The other five Bell
operators are

(33)

where j = 1, …, 5. In addition, there are 105 optimal

Bell inequalities of the type –11 ≤ 〈 〉LHV ≤ 9, where
the Bell operators also have 21 terms. For graph state

no. 8, the quantum expected value of any  is 21.

β6
6( ) β6

8( ) β6
10( )

β6
i( )

β6
i( )

β6
i( )

8– β7〈 〉LHV 8,≤ ≤

β7 = 1 g1+( ) 1 g2+( )g3 1 g4+( ) g2g4+[ ] 1 g5+( ).

7– β8
i( )〈 〉LHV 9,≤ ≤

β8
1( ) γ gigi 1+ ,

i 1=

5

∑+=

γ 1
2
--- 1 gi+( )

i 1=

5

∏ 1 gi–( )
i 1=

5

∏–=

β8
j 1+( ) γ g jg j 1+ g jg j 2+ g j 1– g j 1++ + +=

+ g j 2– g jg j 1+ g j 2+ g j 2– g j 1– g jg j 1+ ,+

β8
i( )

β8
i( )
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Therefore, the degree of nonlocality is �( ) =
21/9 ≈ 2.33.

5. CONCLUSIONS

In Section 3, we have presented a necessary and suf-
ficient condition for the existence of bipartite all-ver-
sus-nothing proofs of Bell’s theorem with single-qubit
measurements, and provided all states, up to n = 7
qubits, and distributions of qubits which allow these
proofs. Remarkably, there is only one distribution of a
state of n = 4 qubits, and six distributions, each for a dif-
ferent state of n = 6 qubits, which allow these proofs.

In Section 4, we have obtained the optimal Bell ine-
qualities for the perfect correlations of all graph states
of less than six qubits. The results are summarized in
the table. Our Bell inequalities are useful tools for:
(a) the experimental analysis of states which are partic-
ularly relevant in many applications of quantum infor-
mation like quantum error-correction and measure-
ment-based quantum computation, (b) all-versus-noth-
ing refutations of local realism, (c) designing loophole-
free Bell experiments, and (d) measuring the degree of
nonlocality of different graph states, and, therefore,
addressing problems like how nonlocality scales with n
within a family of graph states, or which graph states
have more interesting nonlocality vs. decoherence
bounds.
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1. Introduction

Graph states [1,2] are a type of n-qubit pure states that play
several fundamental roles in quantum information theory. In quan-
tum error-correction, the stabilizer codes which protect quantum
systems from errors [3] can be realized as graph codes [4,5]. In
measurement-based (or one-way) quantum computation [6], graph
states are the initial resources consumed during the computation.
Moreover, some graph states are universal resources for quantum
computation [7]. In quantum simulation, graph states allow us to
demonstrate fractional braiding statistics of anyons in an exactly
solvable spin model [8]. Graph states have been used in multi-
partite purification schemes [9]. The Clifford group has been used
for entanglement distillation protocols [10]. Graph states naturally
lead to Greenberger–Horne–Zeilinger (GHZ) or all-versus-nothing
proofs of Bell’s theorem [11–16], which can be converted into Bell
inequalities which are maximally violated by graph states [17–22].
Some specific graph states are essential for several quantum com-
munication protocols, including entanglement-based quantum key
distribution [23], teleportation [24], reduction of communication
complexity [25], and secret sharing [26,27].

In addition to all these applications, graph states also play a
fundamental role in the theory of entanglement. For n � 4 qubits,
there is an infinite amount of different, inequivalent classes of
n-qubit pure entangled states. The graph state formalism is a use-

* Corresponding author.
E-mail address: adan@us.es (A. Cabello).

ful abstraction which permits a detailed (although not exhaustive)
classification of n-qubit entanglement of n � 4 qubits.

For all these reasons, a significant experimental effort is de-
voted to the creation and testing of graph states of an increasing
number of qubits. On one hand, there are experiments of n-qubit
n-photon graph states up to n = 6 [28–32]. On the other hand, the
combination of two techniques, hyper-entanglement (i.e., entangle-
ment in several degrees of freedom, like polarization and linear
momentum) [33–39] and the sources of 4, 5, and 6-photon entan-
glement using parametric down-conversion [29,40–45] allows us
to create 6-qubit 4-photon graph states [46,47], 8-qubit 4-photon
graph states [46], and even 10-qubit 5-photon graph states [46].
The use of 4-photon sources for preparing 8-qubit graph states
is particularly suitable due to the high visibility of the resulting
states.

The classification and study of the entanglement properties of
graph states have been achieved, up to 7 qubits, by Hein, Eisert,
and Briegel (HEB) in [1] (see also [2]). This classification has been
useful to identify new two-observer all-versus-nothing proofs [16],
new Bell inequalities [21,22], and has stimulated the preparation
of several graph states [46]. The main purpose of this Letter is to
extend the classification in [1,2] to 8-qubit graph states.

Up to 7 qubits, there are 45 classes of graph states that are not
equivalent under one-qubit unitary transformations. With 8 qubits,
there are 101 new classes. All these classes have been obtained by
various researchers (see, e.g., [48]). The purpose here is to classify
them according to several relevant physical properties for quantum
information theory.

The Letter is organized as follows. In Section 2 we define qubit
graph states and local complementation, which is the main clas-

0375-9601/$ – see front matter © 2009 Elsevier B.V. All rights reserved.
doi:10.1016/j.physleta.2009.04.055
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sifying tool. To establish an order between the equivalence classes
we will use the criteria proposed in [1,2]. These criteria are intro-
duced in Section 3. In Section 4 we present our results. In Section 5
we present the conclusions and point out some pending problems.

2. Basic concepts

2.1. Graph state

A n-qubit graph state |G〉 is a pure state associated to a graph
G = (V , E) consisting of a set V of n vertices and a set E of edges
connecting some of the vertices. Each vertex represents a qubit.
The graph G provides both a recipe for preparing |G〉 and a math-
ematical characterization of |G〉.

The recipe for preparing the state is the following. First, pre-
pare each qubit in the state |+〉 = (|0〉 + |1〉)/√2. Then, for each
edge connecting two qubits, i and j, apply the controlled-Z gate
between qubits i and j, i.e., the unitary transformation C Z =
|00〉〈00| + |01〉〈01| + |10〉〈10| − |11〉〈11|.

The mathematical characterization of |G〉 is the following. The
graph state |G〉 associated to the graph G is the only n-qubit state
which fulfills

gi |G〉 = |G〉, for i = 1, . . . ,n, (1)

where gi are the generators of the stabilizer group of the state,
defined as the set {s j}2n

j=1 of all products of the generators. Specif-
ically, gi is the generator operator associated to the vertex i, de-
fined by

gi := X (i)
⊗

j∈N (i)

Z ( j), (2)

where N (i) is the neighborhood of the vertex i, i.e., those vertices
which are connected to i, and X (i) (Z (i)) denotes the Pauli matrix
σx (σz) acting on the ith qubit.

2.2. Local complementation

For our purposes, the key point is that local complementation
(LC) is a simple transformation which leaves the entanglement
properties invariant.

Two n-qubit states, |φ〉 and |ψ〉 have the same n-partite entan-
glement if and only if there are n one-qubit unitary transforma-
tions Ui , such that |φ〉 = ⊗n

i=1 Ui |ψ〉. If these one-qubit unitary
transformations belong to the Clifford group, then both states are
said to be local Clifford equivalent. The one-qubit Clifford group
is generated by the Hadamard gate H = (|0〉〈0| + |0〉〈1| + |1〉〈0| −
|1〉〈1|)/√2 and the phase gate P = |0〉〈0| + i|1〉〈1|.

Van den Nest, Dehaene, and De Moor found that the succes-
sive application of a transformation with a simple graphical de-
scription is sufficient to generate the complete equivalence class
of graph states under local unitary operations within the Clifford
group (hereafter simply referred as class or orbit) [49]. This simple
transformation is LC.

On the stabilizer, LC on the qubit i induces the map Y (i) �→
Z (i) , Z (i) �→ −Y (i) on the qubit i, and the map X ( j) �→ −Y ( j) ,
Y ( j) �→ X ( j) on the qubits j ∈ N (i) [2]. On the generators, LC on
the qubit i maps the generators gold

j with j ∈ N (i) to gnew
j gnew

i .
Graphically, LC on the qubit i acts as follows: One picks out

the vertex i and inverts the neighborhood N (i) of i; i.e., vertices
in the neighborhood which were connected become disconnected
and vice versa.

It has been shown by Van den Nest, Dehaene, and De Moor that
for a particular class of qubit graph states local unitary equivalence
implies local Clifford equivalence [50]. Moreover, numerical re-
sults show that local Clifford equivalence coincides with local uni-
tary equivalence for qubit graph states associated with connected

graphs up to n = 7 vertices [1,2]. It should be noted, however, that
not all local unitary transformations between graph states can be
represented as successive LCs. A counterexample with n = 27 is de-
scribed in [51].

Using LC, one can generate the orbits of all LC-inequivalent n-
qubit graph states. For a small n, the number of orbits has been
well known for a long time (see, e.g., [48]). Specifically, for n = 8,
there are 101 LC-inequivalent classes.

3. Criteria for the classification

Following HEB, the criteria for ordering the classes are:
(a) number of qubits, (b) minimum number of controlled-Z gates
needed for the preparation, (c) the Schmidt measure, and (d) the
rank indexes. For instance, class No. 1 is the only one contain-
ing two-qubit graph states, class No. 2 is the only one containing
three-qubit graph states [1,2]. Classes No. 3 and No. 4 both have
n = 4 qubits and require a minimum of |E| = 3 controlled-Z gates.
However, class No. 3 has Schmidt measure E S = 1, while class
No. 4 has E S = 2.

3.1. Minimum number of controlled-Z gates for the preparation

Different members of the same LC class require a different
number of controlled-Z gates for their preparation starting from
the state |+〉 = (|0〉 + |1〉)/√2 for each qubit. The first criterion for
our classification is the minimum number of controlled-Z gates
required for preparing one graph state within the LC class. This cor-
responds to the number of edges of the graph with the minimum
number of edges within the LC class, |E|. We will provide a repre-
sentative with the minimum number of edges for each LC class.

3.2. Schmidt measure

The Schmidt measure was introduced by Eisert and Briegel as
a tool for quantifying the genuine multipartite entanglement of
quantum systems [52] (see also [53]). Any state vector |ψ〉 ∈
H(1) ⊗ · · · ⊗ H(N) of a composite quantum system with N com-
ponents can be represented as

|ψ〉 =
R∑

i=1

ξi
∣∣ψ(1)

i

〉 ⊗ · · · ⊗ ∣∣ψ(N)
i

〉
, (3)

where ξi ∈ C for i = 1, . . . , R , and |ψ( j)
i 〉 ∈ H( j) , for j = 1, . . . , N .

The Schmidt measure associated with a state vector |ψ〉 is then
defined as

E S
(|ψ〉) = log2(r), (4)

where r is the minimal number R of terms in the sum of Eq. (3)
over all linear decompositions into product states. In case of a two-
component system (N = 2), the minimal number of product terms
r is given by the Schmidt rank of the state |ψ〉. Hence, the Schmidt
measure could be considered a generalization of the Schmidt rank
to multipartite quantum systems [see Eq. (9) below]. The Schmidt
measure can be extended to mixed states by means of a convex
roof extension. In this Letter, however, we will deal only with pure
states.

Given a graph G = (V , E), a partition of V is any tuple
(A1, . . . , AM) of disjoint subsets Ai ⊂ V , with

⋃M
i=1 Ai = V . In case

M = 2, we refer to the partition as a bipartition, and denote it
(A, B). We will write

(A1, . . . , AN) � (B1, . . . , BM), (5)

if (A1, . . . , AN ) is a finer partition than (B1, . . . , BM), which means
that every Ai is contained in some B j . The latter is then a coarser
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partition than the former. For any graph G = (V , E), the par-
titioning where (A1, . . . , AM) = V such that |Ai | = 1, for every
i = 1, . . . , M , is referred to as the finest partition.

We must point out that E S is nonincreasing under a coarse
graining of the partitioning: If two components are merged in or-
der to form a new component, then the Schmidt measure can
only decrease. If we denote the Schmidt measure of a state vec-
tor |ψ〉 evaluated with respect to a partitioning (A1, . . . , AN) as
E(A1,...,AN )

S (|ψ〉), meaning that the respective Hilbert spaces are
those of the grains of the partitioning, then the nonincreasing
property of E S can be expressed as

E(A1,...,AN )
S

(|ψ〉) � E(B1,...,BM )
S

(|ψ〉), (6)

if (A1, . . . , AN) � (B1, . . . , BM).
Let (A, B) be a bipartition (i.e., A ∪ B = V ; A ∩ B = ∅) of a graph

G = (V , E), with V = {1, . . . , N}, and let us denote the adjacency
matrix of the graph by Γ , i.e., the symmetric matrix with elements

Γi j =
{

1, if (i, j) ∈ E,

0, otherwise.
(7)

When we are dealing with a bipartition, it is useful to label the
vertices of the graph so that A = {1, . . . , p}, B = {p + 1, . . . , N}.
Then, we can decompose the adjacency matrix Γ into submatri-
ces ΓA , ΓB (that represent edges within A and edges within B),
and ΓAB (the |A| × |B| off-diagonal submatrix of the adjacency
matrix Γ that represents those edges between A and B),(

ΓA ΓAB

Γ T
AB ΓB

)
= Γ. (8)

The Schmidt rank SRA(G) of a graph state |G〉 represented by the
graph G = (V , E), with respect to the bipartition (A, B), is given by
the binary rank [i.e., the rank over GF(2)] of the submatrix ΓAB ,

SRA(G) = rankF2 (ΓAB). (9)

It follows straightforwardly from the definition that SRA(G) =
SRB(G), because the different bipartitions are fixed by choosing the
smaller part, say A, of the bipartition (A, B), which gives 2N−1 bi-
partitions.

3.3. Rank indexes

While calculating the Schmidt rank with respect to all possible
bipartitions of a given graph, let us count how many times a cer-
tain rank occurs in all the bipartite splits, and then classify this
information according to the number of vertices in A, the smaller
part of the split under consideration. There is a compact way to
express this information, the so-called rank indexes [1,2]. The rank
index for all the bipartite splits with p vertices in the smaller part
A is given by the p-tuple

RIp = (
ν

p
p , . . . , ν

p
1

) = [
ν

p
j

]1
j=p, (10)

where ν
p
j is the number of times in which SRA(G) = j, with

|A| = p, occurs.

4. Procedures and results

The main results of the Letter are summarized in Fig. 2 and
Table 1. In the following, we provide details on the calculations
leading to these results.

4.1. Orbits under local complementation

We have generated all LC orbits for n = 8 and calculated
the number of non-isomorphic graphs in each LC orbit, denoted
by |LC |. These numbers are counted up to isomorphism.

Fig. 1. The set of vertices 4, 6, and 8 is the minimal vertex cover of the graph (left).
The set of vertices 3, 5, 7, and 8, is a vertex cover of the graph, but is not minimal,
it has size 4 (right).

In addition, for each orbit, we have calculated a representa-
tive with the minimum number of edges |E|. As representative, we
have chosen the one (or one of those) with the minimum number
of edges and the minimum maximum degree (i.e., number of edges
incident with a vertex). This means that the graph state associ-
ated to this graph requires the minimum number of controlled-Z
gates for its preparation, and the minimum preparation depth (i.e.,
its preparation requires a minimum number of steps) [54]. All the
representatives of each of the 101 orbits are illustrated in Fig. 2.
|LC| and |E| are in Table 1.

4.2. Bounds to the Schmidt measure

It is a well-known fact that for any measure of multiparticle
entanglement proposed so far, including the Schmidt measure E S ,
the computation is exceedingly difficult for general states. In order
to determine E S , one has to show that a given decomposition in
Eq. (3) with R terms is minimal. For a general state, the minimiza-
tion problem involved can be a very difficult problem of numerical
analysis, which scales exponentially in the number of parties N as
well as in the degree of entanglement of the state itself. Neverthe-
less, this task becomes feasible if we restrict our attention to graph
states. HEB established several upper and lower bounds for the
Schmidt measure in graph theoretical terms [1,2]. These bounds
make possible to determine the Schmidt measure for a large num-
ber of graphs of practical importance, because in many cases the
bounds proposed are easily computable and, remarkably, the upper
and lower bounds frequently coincide.

4.2.1. Pauli persistency and size of the minimal vertex cover
For any graph state |G〉, upper bounds for its Schmidt measure

E S (|G〉) are the Pauli persistency PP(G) and the size of the minimal
vertex cover VC(G),

E S
(|G〉) � PP(G) � VC(G). (11)

The Pauli persistency is the minimal number of local Pauli mea-
surements necessary to disentangle a graph state. Concerning this
question, HEB described graphical transformation rules when local
Pauli measurements are applied [1,2].

A vertex cover is a concept from graph theory: It is any subset
V ′ ⊆ V of vertices in a graph G to which any edge of G is inci-
dent (see Fig. 1). Therefore, the minimal vertex cover of a graph is
the smallest one, whose size is denoted by VC(G). According to the
graphical rules for the Pauli measurements, since each σz measure-
ment simply deletes all edges incident to a vertex, the size of the
minimal vertex cover would equal the Pauli persistency, provided
that we restrict the Pauli measurements to σz measurements. Nev-
ertheless, in graphs with many edges, i.e., very connected, a proper
combination of σx , σy , and σz measurements could provide a
more efficient disentangling sequence, giving a better upper bound
PP(G) for the Schmidt measure. See [1,2] for details.

4.2.2. Maximal Schmidt rank
For any graph state |G〉, a lower bound for the Schmidt measure

E S (|G〉) is the maximal Schmidt rank,

SRmax(G) � E S
(|G〉). (12)
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While calculating the Schmidt rank with respect to all possible
bipartitions of a given graph G = (V , E), if one maximizes the
Schmidt rank over all bipartitions (A, B) of the graph, and takes
into account the nonincreasing property of E S |(G)〉 [see Eq. (6)],
then one obtains a lower bound for the Schmidt measure with re-
spect to the finest partitioning. This lower bound is the maximal
Schmidt rank,

SRmax(G) := max
A⊆V

SRA(G). (13)

According to the definition of Schmidt rank, the maximal Schmidt
rank for any state is, at most, � N

2 �, i.e., the largest integer less than
or equal to N

2 .

4.2.3. Addition and deletion of edges and vertices
As we mentioned in Section 2.2, applying the LC-rule does not

change the Schmidt measure E S . It is interesting to remark that
other local changes to the graph, such as the deletion of edges or
vertices, have only a limited effect on E S . This fact is established
by HEB [1] in what they call the edge/vertex rule: On one hand, by
deleting (or adding) an edge e between two vertices of a graph
G the Schmidt measure of the resulting graph G ′ = G ± e can at
most decrease (or increase) by 1. On the other hand, if a vertex v
(including all its incident edges) is deleted, the Schmidt measure
of the resulting graph G ′ = G − v cannot increase, and will at most
decrease by one. If E S (|G +e〉) denotes the Schmidt measure of the
graph state corresponding to the graph G + e, then the previous
rules can be summarized as

E S
(|G + e〉) � E S

(|G〉) + 1, (14a)

E S
(|G − e〉) � E S

(|G〉) − 1, (14b)

E S
(|G − v〉) � E S

(|G〉) − 1. (14c)

We have used these rules in two ways: Firstly, as an internal test
to check our calculations, comparing pairs of graphs connected by
a sequence of addition or deletion of edges/vertices; and secondly,
as a useful tool that, in some graphs, has enabled us to go from
a bounded to a determined value for the Schmidt measure, once
again by comparison between a problematic graph G and a re-
sulting graph G ′ (typically obtained by edge or vertex deletion) of
a known Schmidt measure.

4.2.4. Schmidt measure in some special types of graphs
There are some special types of graph states in which lower

and upper bounds for the Schmidt measure coincide (see [1]), giv-
ing directly a determined value for E S . Since the maximal Schmidt
rank for any state can be at most � N

2 �, and restricting ourselves
to states with coincident upper and lower bounds to E S , it is true
that SRmax(G) = E S (|G〉) = PP(G) = VC(G) � � N

2 �. This is the case
for GHZ states, and states represented by trees, rings with an even
number of vertices, and clusters. In our work we have used the
following results concerning GHZ states and trees:

(a) The Schmidt measure for any multipartite GHZ state is 1.
(b) A tree T is a graph that has no cycles. The Schmidt measure

of the corresponding graph state |T 〉 is the size of its minimal
vertex cover: E S (|T 〉) = VC(T ).

There is another interesting kind of graphs for our purposes, the
so-called 2-colorable graphs. A graph is said to be 2-colorable when
it is possible to perform a proper 2-coloring on it: This is a labeling
V → {1,2}, such that all connected vertices are associated with
a different element from {1,2}, which can be identified with two
colors. It is a well-known fact in graph theory that a necessary and
sufficient criterion for a graph to be 2-colorable is that it does not
contain any cycles of odd length. Mathematicians call these graphs

bipartite graphs due to the fact that the whole set of vertices can
be distributed into two disjoint subsets A and B , such that no two
vertices within the same subset are connected, and therefore every
edge connects a vertex in A with a vertex in B .

HEB [1] provided lower and upper bounds for the Schmidt
measure that could be applied to graph states represented by 2-
colorable graphs:

1

2
rankF2 (Γ ) � E S

(|G〉) �
⌊ |V |

2

⌋
, (15)

where Γ is the adjacency matrix of the 2-colorable graph. If Γ is
invertible, then

E S
(|G〉) =

⌊ |V |
2

⌋
. (16)

Besides, HEB pointed out that any graph G which is not 2-co-
lorable can be turned into a 2-colorable one G ′ by simply deleting
the appropriate vertices on cycles with odd length present in G .
The identification of this graphical action with the effect of a σz

measurement on qubits corresponding to such vertices yields new
upper bounds for E S (|G〉):

E S
(|G〉) � E S

(|G ′〉) + M �
⌊ |V − M|

2

⌋
+ M �

⌊ |V | + M

2

⌋
, (17)

where M is the number of removed vertices. We have used these
new bounds in some graphs as a tool to check our calculations.

5. Conclusions, open problems, and future developments

To sum it all up, we have extended to 8 qubits the classifica-
tion of the entanglement of graph states proposed in [1] for n < 8
qubits. Notice that for n = 8 we have 101 classes, while for n < 8
there are only 45 classes. For each of these classes we obtain a
representative which requires the minimum controlled-Z gates for
its preparation (see Fig. 2), and calculate the Schmidt measure for
the 8-partite split (which measures the genuine 8-party entangle-
ment of the class), and the Schmidt ranks for all bipartite splits
(see Table 1).

This classification will help us to obtain new all-versus-nothing
proofs of Bell’s theorem [16] and new Bell inequalities. Specifically,
any 8-qubit graph state belonging to a class with a representative
with 7 edges (i.e., a tree) has a specific type of Bell inequality [22].
More generally, it will help us to investigate the nonlocality (i.e.,
the non-simulability of the predictions of quantum mechanics by
means of non-local hidden variable models) of graph states [21].

Extending the classification in [1] a further step sheds some
light on the limitations of the method of classification. The crite-
ria used in [1] to order the classes (see Section 3) already failed
to distinguish all classes in n = 7. For instance, classes No. 40,
No. 42, and No. 43 in [1,2] have the same number of qubits, require
the same minimum number of controlled-Z gates for the prepara-
tion, and have the same Schmidt measure and rank indexes. The
same problem occurs between classes No. 110 and No. 111, be-
tween classes No. 113 and No. 114, and between classes No. 116
and No. 117 in our classification (see Table 1). Following [1,2], we
have placed the class with lower |LC| in the first place. However,
this solution is not satisfactory, since |LC| is not related to the en-
tanglement properties of the class. On the other hand, Van den
Nest, Dehaene, and De Moor have proposed a finite set of in-
variants that characterizes all classes [55]. However, this set has
more than 2 × 1036 invariants already for n = 7. The problem of
obtaining a minimum set of invariants capable of distinguishing all
classes with n � 8 qubits will be addressed elsewhere [56].

Another weak point in the method is that the precise value of
E S is still unknown for some classes. The good news is that, for
most of these classes, the value might be fixed if we knew the
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Fig. 2. Graphs associated to the 101 classes on 8-qubit graph states inequivalent under local complementation and graph isomorphism. We have chosen as representative
of the class the one (or one of those) with minimum number of edges and minimum maximum degree (i.e., number of edges incident with a vertex), which means that it
requires the minimum number of controlled-Z gates in the preparation and minimum preparation depth.
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Table 1
Entanglement of the 101 classes of 8-qubit graph states. No. is the number of the class; it is assigned attending to |E|, E S , and RI j ; the numbering starts at the point in
which the one in Refs. [1,2] ends. |LC| is the number of nonisomorphic elements of the class. |E| is the number of edges of those representatives with the minimum number
of edges. E S is the Schmidt measure (or its lower and upper bounds). RI j is the rank index with j qubits in the smaller bipartition (i.e., the number of bipartite splits in
which a certain rank occurs; ranks appear in decreasing order from left to right). 2-col indicates whether or not a 2-colorable representative exists.

No. |LC| |E| E S RI4 RI3 RI2 2-col No. |LC| |E| E S RI4 RI3 RI2 2-col

46 2 7 1 (0,0,0,35) (0,0,56) (0,28) yes 97 154 8 4 (8,22,4,1) (42,13,1) (27,1) no
47 6 7 2 (0,0,20,15) (0,30,26) (12,16) yes 98 542 8 4 (8,22,5,0) (42,14,0) (27,1) no
48 6 7 2 (0,0,30,5) (0,45,11) (15,13) yes 99 300 8 4 (12,16,7,0) (44,11,1) (27,1) yes
49 16 7 2 (0,0,30,5) (0,45,11) (17,11) yes 100 214 8 4 (14,17,4,0) (48,8,0) (28,0) yes
50 4 7 2 (0,0,34,1) (0,48,8) (16,12) yes 101 14 9 3 (0,20,15,0) (24,32,0) (25,3) no
51 16 7 2 (0,0,34,1) (0,51,5) (19,9) yes 102 66 9 3 (0,28,7,0) (32,24,0) (25,3) no
52 10 7 3 (0,12,16,7) (16,28,12) (20,8) yes 103 66 9 3 (0,30,5,0) (36,20,0) (26,2) yes
53 16 7 3 (0,12,22,1) (16,34,6) (20,8) yes 104 6 9 3 (0,32,0,3) (32,24,0) (24,4) yes
54 44 7 3 (0,12,22,1) (16,35,5) (21,7) yes 105 57 9 3 < 4 (0,30,5,0) (36,19,1) (25,3) no
55 16 7 3 (0,18,14,3) (18,33,5) (21,7) yes 106 28 9 4 (8,18,9,0) (38,18,0) (25,3) no
56 44 7 3 (0,18,14,3) (22,29,5) (23,5) yes 107 17 9 4 (8,20,6,1) (32,24,0) (24,4) no
57 10 7 3 (0,18,15,2) (18,36,2) (21,7) yes 108 72 9 4 (8,20,7,0) (36,20,0) (25,3) no
58 25 7 3 (0,18,16,1) (18,36,2) (22,6) yes 109 87 9 4 (8,20,7,0) (40,16,0) (27,1) no
59 44 7 3 (0,18,16,1) (22,31,3) (23,5) yes 110 114 9 4 (8,22,5,0) (40,16,0) (26,2) no
60 44 7 3 (0,24,9,2) (24,30,2) (23,5) yes 111 372 9 4 (8,22,5,0) (40,16,0) (26,2) no
61 26 7 3 (0,24,10,1) (28,25,3) (23,5) yes 112 70 9 4 (8,24,2,1) (40,16,0) (26,2) no
62 120 7 3 (0,24,10,1) (28,26,2) (24,4) yes 113 264 9 4 (8,24,3,0) (44,12,0) (27,1) no
63 66 7 3 (0,26,7,2) (30,24,2) (25,3) yes 114 542 9 4 (8,24,3,0) (44,12,0) (27,1) no
64 14 7 4 (8,12,12,3) (32,18,6) (24,4) yes 115 156 9 4 (12,18,5,0) (46,9,1) (27,1) no
65 25 7 4 (8,12,14,1) (32,20,4) (24,4) yes 116 174 9 4 (12,20,3,0) (46,10,0) (27,1) no
66 120 7 4 (8,14,12,1) (34,19,3) (25,3) yes 117 542 9 4 (12,20,3,0) (46,10,0) (27,1) no
67 72 7 4 (8,16,10,1) (36,17,3) (25,3) yes 118 262 9 4 (12,20,3,0) (48,8,0) (28,0) no
68 172 7 4 (8,18,8,1) (38,16,2) (26,2) yes 119 802 9 4 (14,19,2,0) (50,6,0) (28,0) no
69 10 8 2 (0,0,34,1) (0,52,4) (20,8) yes 120 117 9 4 (16,16,3,0) (50,6,0) (28,0) yes
70 10 8 2 (0,0,35,0) (0,54,2) (21,7) yes 121 10 10 3 (0,32,2,1) (32,24,0) (24,4) no
71 10 8 3 (0,12,22,1) (16,36,4) (20,8) no 122 37 10 3 (0,32,3,0) (40,16,0) (27,1) yes
72 21 8 3 (0,12,22,1) (16,36,4) (22,6) no 123 36 10 4 (8,22,5,0) (44,12,0) (26,2) no
73 10 8 3 (0,18,17,0) (18,36,2) (21,7) no 124 7 10 4 (8,24,0,3) (32,24,0) (24,4) no
74 44 8 3 (0,18,17,0) (22,32,2) (23,5) yes 125 103 10 4 (8,24,3,0) (42,14,0) (26,2) no
75 66 8 3 (0,18,17,0) (22,33,1) (24,4) no 126 46 10 4 (8,24,3,0) (44,12,0) (27,1) no
76 26 8 3 (0,20,14,1) (24,30,2) (24,4) yes 127 170 10 4 (8,26,1,0) (46,10,0) (27,1) no
77 26 8 3 (0,24,10,1) (24,31,1) (23,5) yes 128 74 10 4 (12,20,3,0) (46,10,0) (27,1) yes
78 28 8 3 (0,24,10,1) (28,27,1) (23,5) no 129 340 10 4 (12,22,1,0) (48,8,0) (27,1) no
79 44 8 3 (0,24,11,0) (28,26,2) (23,5) no 130 254 10 4 (12,22,1,0) (50,6,0) (28,0) no
80 132 8 3 (0,24,11,0) (28,27,1) (24,4) no 131 433 10 4 (14,21,0,0) (52,4,0) (28,0) no
81 114 8 3 (0,24,11,0) (30,25,1) (25,3) yes 132 476 10 4 (16,18,1,0) (52,4,0) (28,0) no
82 72 8 3 (0,26,9,0) (30,26,0) (25,3) no 133 28 10 4 < 5 (12,22,0,1) (48,8,0) (28,0) no
83 72 8 3 (0,28,6,1) (32,23,1) (25,3) yes 134 9 11 3 < 4 (0,30,5,0) (40,15,1) (25,3) no
84 198 8 3 (0,28,7,0) (34,22,0) (26,2) yes 135 39 11 4 (8,26,1,0) (44,12,0) (26,2) no
85 56 8 3 < 4 (0,30,4,1) (34,21,1) (25,3) no 136 46 11 4 (12,20,3,0) (50,6,0) (27,1) no
86 28 8 4 (8,16,10,1) (32,22,2) (24,4) no 137 208 11 4 < 5 (16,18,1,0) (52,4,0) (28,0) no
87 10 8 4 (8,16,10,1) (32,24,0) (24,4) yes 138 298 11 4 < 5 (18,17,0,0) (54,2,0) (28,0) no
88 56 8 4 (8,16,10,1) (36,18,2) (26,2) no 139 24 11 4 < 5 (20,10,5,0) (50,5,1) (27,1) no
89 66 8 4 (8,16,11,0) (36,18,2) (25,3) yes 140 267 11 4 < 5 (20,14,1,0) (54,2,0) (28,0) no
90 72 8 4 (8,18,9,0) (34,22,0) (25,3) no 141 4 12 4 (28,0,7,0) (56,0,0) (28,0) no
91 63 8 4 (8,18,9,0) (36,20,0) (26,2) yes 142 22 12 4 < 5 (14,21,0,0) (56,0,0) (28,0) no
92 66 8 4 (8,18,9,0) (38,16,2) (25,3) no 143 46 12 4 (20,12,3,0) (50,6,0) (27,1) yes
93 176 8 4 (8,18,9,0) (38,17,1) (26,2) no 144 28 13 4 (28,4,3,0) (56,0,0) (28,0) no
94 76 8 4 (8,20,6,1) (36,19,1) (25,3) no 145 7 13 4 < 5 (16,18,1,0) (56,0,0) (28,0) no
95 194 8 4 (8,20,7,0) (38,18,0) (26,2) yes 146 51 13 4 < 5 (24,10,1,0) (56,0,0) (28,0) no
96 352 8 4 (8,20,7,0) (40,15,1) (26,2) no

value for the 5-qubit ring cluster state, which is the first graph
state in the classification for which the value of E S is unknown
[1,2]. Unfortunately, we have not made any progress in calculating
E S for the 5-qubit ring cluster state.

Table 1 shows that there are no 8-qubit graph states with rank
indexes RIp = [ν p

j ]1
j=p with ν

p
j �= 0 if j = p, and ν

p
j = 0 if j < p,

i.e., with maximal rank with respect to all bipartite splits, i.e., such
that entanglement is symmetrically distributed between all parties.
These states are robust against disentanglement by a few measure-
ments. Neither there are 7-qubit graph states with this property
[1,2]. This makes more interesting the fact that there is a single
5-qubit and a single 6-qubit graph state with this property [1,2].
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Four out of the 101 graphs in Fig. 2 in [1] are incorrect. The correct ones are in Fig. 1.

Fig. 1. Corrected graphs.

In addition, in Table 1 in [1], the value of E S for the state No. 143 is incorrect. The correct one is 4 < 5. We thank L.E. Danielsen for
bringing this error to our attention.
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The set of entanglement measures proposed by Hein, Eisert, and Briegel for n-qubit graph states
�Phys. Rev. A 69, 062311 �2004�� fails to distinguish between inequivalent classes under local Clifford
operations if n�7. On the other hand, the set of invariants proposed by van den Nest, Dehaene, and De Moor
�VDD� �Phys. Rev. A 72, 014307 �2005�� distinguishes between inequivalent classes, but contains too many
invariants �more than 2�1036 for n=7� to be practical. Here we solve the problem of deciding which en-
tanglement class a graph state of n�8 qubits belongs to by calculating some of the state’s intrinsic properties.
We show that four invariants related to those proposed by VDD are enough for distinguishing between all
inequivalent classes with n�8 qubits.

DOI: 10.1103/PhysRevA.80.012102 PACS number�s�: 03.65.Ud, 03.65.Ta, 03.67.Mn, 42.50.Xa

I. INTRODUCTION

Graph states �1,2� are fundamental in quantum informa-
tion, especially in quantum error correction �3–5� and
measurement-based quantum computation �6�. Graph states
also play a fundamental role in the study of entanglement.
Two quantum states have the same entanglement if they are
equivalent under stochastic local operations and classical
communication �SLOCC�. For n=3, there are six classes un-
der SLOCC �7�. For n�4 the number of classes under
SLOCC is infinite and is specified by an exponentially in-
creasing number of parameters. However, if we focus on
graph states of n�27 qubits, then the discussion becomes
simpler. On one hand, every two graph states which are
SLOCC equivalent are also equivalent under local unitary
�LU� operations �8�. On the other hand, previous results sug-
gest that, for graph states of n�27 qubits, the notion of LU
equivalence and local Clifford equivalence �LC equivalence�
coincide. The “LU⇔LC conjecture” states that “every two
LU-equivalent stabilizer states must also be LC equivalent.”
Ji et al. proved that the LU⇔LC conjecture is false �9�.
However, the LU⇔LC is true for several classes of n qubit
graph states �10,11� and the simplest counterexamples to the
conjecture are graph states of n=27 qubits �9�. Indeed,
Ji et al. “believe that 27 is the smallest possible size of coun-
terexamples of LU⇔LC.” In this paper we assume that de-
ciding whether or not two graph states of n�27 qubits have
the same entanglement is equivalent to deciding whether or
not they are LC equivalent.

The aim of this paper is to solve the following problem.
Given an n-qubit graph state with n�9 qubits, decide which
entanglement class it belongs to just by examining some of
the state’s intrinsic properties �i.e., without generating the
whole LC class�. The solution to this problem is of practical
importance. If one needs to prepare a graph state �G� and
knows that it belongs to one specific class, then one can
prepare �G� by preparing the LC-equivalent state �G�� requir-
ing the minimum number of entangling gates and the mini-

mum preparation depth of that class �see �1,2,12�� and then
transform �G�� into �G� by means of simple one-qubit unitary
operations. The problem is that, so far, we do not know a
simple set of invariants which distinguishes between all
classes of entanglement, even for graph states with n�7
qubits.

The classification of graph states’ entanglement has been
achieved, up to n=7 qubits, by Hein, Eisert, and Briegel
�HEB� �1� �see also �2�� and has recently been extended to
n=8 qubits �12�. The criteria for ordering the classes in
�1,2,12� are based on several entanglement measures: the
minimum number of two-qubit gates required for the prepa-
ration of a member of the class, the Schmidt measure for the
n-partite split �which measures the genuine n-party entangle-
ment of the class �13��, and the Schmidt ranks for all bipar-
tite splits �or rank indexes �1,2��. The problem is that this set
of entanglement measures fails to distinguish between in-
equivalent classes �i.e., between different types of entangle-
ment�. There is already an example of this problem in n=7:
none of these entanglement measures allows us to distin-
guish between the classes 40, 42, and 43 in �1,2�. A similar
problem occurs in n=8: none of these entanglement mea-
sures allows us to distinguish between classes 110 and 111,
between classes 113 and 114, and between classes 116 and
117 in �12�. Therefore, we cannot use these invariants for
deciding which entanglement class a given state belongs to.
Reciprocally, if we have such a set of invariants, then we can
use it to unambiguously label each of the classes.

Van den Nest, Dehaene, and De Moor �VDD� proposed a
finite set of invariants that characterizes all classes �14�.
However, already for n=7, this set has more than 2�1036

invariants which are not explicitly calculated anywhere, so
this set is not useful for classifying a given graph state. In-
deed, VDD “believe that �their set of invariants� can be
improved—if not for all stabilizer states then at least for
some interesting subclasses of states” �14�. Moreover, they
state that “it is likely that only �some� invariants need to be
considered in order to recognize LC equivalence” �14� and
that “it is not unlikely that there exist smaller complete lists
of invariants which exhibit less redundancies” �14�. In this
paper we show that, if n�8, then four invariants are enough
to recognize the type of entanglement.*adan@us.es
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The paper is organized as follows. In Sec. II we introduce
some basic concepts of the graph state formalism and review
some of the results about the invariants proposed by VDD
that will be useful in our discussion. In Sec. III we present
our results and in Sec. IV our conclusions.

II. BASIC CONCEPTS

A. Stabilizer

The Pauli group Gn on n qubits consists of all 4�4nn-fold
tensor products of the form M =�MM1 � ¯ � Mn, where
�M � ��1, � ı� is an overall phase factor and Mi is either the
2�2 identity matrix �0=1 or one of the Pauli matrices
X=�x, Y =�y, and Z=�z.

An n-qubit stabilizer S in the Pauli group is defined as an
Abelian subgroup of Gn which does not contain the operator
−1 �15�. A stabilizer consists of 2k Hermitian �therefore, they
must have real overall phase factors �1� n-qubit Pauli
operators si=�iM1

�i�
� ¯ � Mn

�i��Gn , i=1, . . . ,2k for some
k�n. We will call the operators si stabilizing operators.

In group theory, a set of elements �g1 , . . . ,gl� in a group G
is said to generate the group G if every element of G can be
written as a product of elements from �g1 , . . . ,gl�. The nota-
tion G= 	g1 , . . . ,gl� is commonly used to describe this fact,
and the set �g1 , . . . ,gl� is called the generator of G. The gen-
erator of an n-qubit stabilizer S is a subset �not necessarily
unique� �S= �g1 , . . . ,gk�, consisting of k�n independent sta-
bilizing operators, such that S= 	�S�. In this context, inde-
pendent means that no product of the form g1

a1
¯gk

ak, where
ai� �0,1� yields the identity except when all ai=0. As a
consequence, removing any operator gi from the generator
makes the generated group smaller.

By definition, given a stabilizer S, the stabilizing opera-
tors si commute, so that they can be diagonalized simulta-

neously and, therefore, share a common set of eigenvectors
that constitute a basis of the so-called vector space VS stabi-
lized by S. The vector space VS is of dimension 2q when
��S�=n−q. Remarkably, if �S�=2n, then there exists a unique
common eigenstate �	� on n qubits with eigenvalue 1, such
that si�	�= �	� for every stabilizing operator si�S. Such a
state �	� is called a stabilizer state because it is the only state
that is fixed �stabilized� by every operator of the stabilizer S.

Graph states are a special kind of stabilizer states �with
k=n� associated with graphs. It has been demonstrated that
every stabilizer state is equivalent under local complementa-
tion �defined below� to some �generally non unique� graph
state �5�.

B. Graph state

A n-qubit graph state �G� is a pure state associated to a
graph G�V ,E� consisting of a set of n vertices V= �1, . . . ,n�
and a set of edges E connecting pairs of vertices, E�V�V.
Each vertex represents a qubit. The graph G provides a math-
ematical characterization of �G�. The graph state �G� associ-
ated to the graph G is the unique n-qubit state fulfilling

gi�G� = �G�, for i = 1, . . . ,n , �1�

where gi are the generators of the state’s stabilizer group,

defined as the set �sj� j=1
2n

of all products of the generators. gi
is the generator operator associated to the vertex i, defined by

gi ª X�i�
� �i,j��EZ�j�, �2�

where the product is extended to those vertices j which are
connected with i and X�i��Z�i�� denotes the Pauli matrix
�x��z� acting on the ith qubit.

TABLE I. Stabilizer and supports for the �LC3�.

Stabilizing operators Support Weight

XZ1 s1=g1 �1,2� 2

ZXZ s2=g2 �1,2,3� 3

1ZX s3=g3 �2,3� 2

111 s4=g1g1 �0”� 0

YYZ s5=g1g2 �1,2,3� 3

X1X s6=g1g3 �1,3� 2

ZYY s7=g2g3 �1,2,3� 3

−YXY s8=g1g2g3 �1,2,3� 3

TABLE II. Weight distribution for graph states up to six
qubits.

Graph state A0 A1 A2 A3 A4 A5 A6

1 1 0 3

2 1 0 3 4

3 1 0 6 0 9

4 1 0 2 8 5

5 1 0 10 0 5 16

6 1 0 4 6 11 10

7 1 0 2 8 13 8

8 1 0 0 10 15 6

9 1 0 15 0 15 0 33

10 1 0 7 8 7 24 17

11 1 0 6 0 33 0 24

12 1 0 4 8 13 24 14

13 1 0 3 8 15 24 13

14 1 0 2 8 17 24 12

15 1 0 3 8 15 24 13

16 1 0 3 0 39 0 21

17 1 0 1 8 19 24 11

18 1 0 0 8 21 24 10

19 1 0 0 0 45 0 18

ii

FIG. 1. Graphical effect of local complementation on qubit i.
Local complementation on qubit i on the graph on the left �right�
leads to the graph on the right �left�.
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C. Local complementation

Two n-qubit states, �
� and �	�, have the same n-partite
entanglement if and only if there are n one-qubit unitary
transformations Ui, such that �
�= � i=1

n Ui�	�. If these one-
qubit unitary transformations belong to the Clifford group,
then the two states are said to be LC equivalent. VDD found
that the successive application of a transformation with a
simple graphical description is enough to generate the com-
plete equivalence class of graph states under local unitary
operations within the Clifford group �hereafter simply re-
ferred to as class or orbit� �16�. This simple transformation is
local complementation.

On the stabilizer, local complementation on the qubit i
induces the map Y�i��Z�i� ,Z�i��−Y�i� on the qubit i and the
map X�j��−Y�j� ,Y�j��X�j� on the qubits j connected with i
�2�. On the generators, local complementation on the qubit i
maps the generators gj

old, with j connected with i, to gj
newgi

new.
Graphically, local complementation on qubit i acts as fol-

lows. Those vertices connected with i which were connected
from each other become disconnected from each other and
vice versa. An example is in Fig. 1.

Using local complementation, one can generate the orbits
of all LC-inequivalent n-qubit graph states. There are 45 or-
bits for n�7 �1,2� and 101 orbits for n=8 �12�.

D. Supports and LC invariants related to supports

Let �	� be a stabilizer state and S��	�� the corresponding
stabilizer. Given a stabilizing operator si=�iM1

�i�
� ¯ � Mn

�i�,
its support supp�si� is the set of all j� �1, . . . ,n� such that

Mj
�i� differs from the identity. Therefore, the support of si is

the set of the labels of the qubits on which the action of the
Pauli matrices is nontrivial �i.e., there is a X, Y, or Z Pauli
matrix acting on the qubit�. Notice that the support is pre-
served under the maps induced on the stabilizer by local
complementation �see Sec. II C�.

Let �� �1, . . . ,n� be the support of a stabilizing operator
si, supp�si�=�. The weight of the operator si is the cardinal-
ity of its support, ���. The identity operator 1 � ¯ � 1, which
is always present in a stabilizer due to the underlying group
structure, fulfills �= �0”� and, therefore, is of weight zero.

The set of operators �si�i=1
2k

of a stabilizer S can be classi-
fied into equivalence classes according to their supports, de-
fining a partition in the stabilizer. We will say that two sta-
bilizing operators si and sj of S belong to the same
equivalence class ��� if they have the same support �, i.e.,
supp�si�=supp�sj�=�. We denote by A���	�� the number of
elements �stabilizing operators� si�S��	�� with supp�si�=�.
In other words, A���	�� is the cardinality of the equivalence
class ���. Since any graph state �G� is a special type of
stabilizer state, these definitions can also be applied to them.

TABLE III. Invariants for the n-qubit graph states with 3�n
�6. Notation: valuemultiplicity. The numeration of the classes is the
one in �1,2�.

No. Invariants

1 02, 11, 31

2 03, 14, 41

3 08, 17, 91

4 08, 13, 24, 51

5 015, 116, 161

6 018, 18, 23, 42, 101

7 017, 17, 26, 51, 81

8 015, 111, 35, 61

9 032, 131, 331

10 038, 115, 28, 82, 171

11 041, 116, 46, 241

12 038, 114, 27, 41, 52, 81, 141

13 042, 16, 28, 46, 51, 131

14 037, 112, 28, 34, 62, 121

15 042, 112, 46, 53, 131

16 044, 14, 212, 53, 211

17 034, 118, 26, 31, 54, 111

18 033, 121, 33, 46, 101

19 047, 11, 315, 181

TABLE IV. Invariants for the seven-qubit graph states. Notation:
valuemultiplicity. The numeration of the classes is the one in �1,2�.

No. Invariants

20 063, 164, 641

21 078, 132, 215, 162, 341

22 084, 132, 48, 83, 401

23 077, 131, 215, 83, 171, 261

24 087, 125, 48, 56, 161, 251

25 092, 112, 28, 47, 54, 84, 201

26 087, 116, 214, 47, 81, 102, 281

27 080, 125, 211, 33, 43, 53, 81, 141, 231

28 085, 115, 216, 43, 67, 91, 181

29 087, 112, 215, 49, 53, 131, 221

30 080, 121, 212, 36, 41, 54, 83, 171

31 086, 128, 43, 54, 86, 201

32 089, 112, 216, 44, 54, 82, 321

33 072, 140, 23, 34, 44, 94, 181

34 085, 114, 217, 47, 51, 62, 131, 221

35 079, 125, 212, 42, 56, 83, 171

36 086, 114, 217, 44, 52, 62, 82, 261

37 080, 121, 212, 38, 41, 52, 62, 121, 211

38 074, 132, 28, 33, 45, 75, 161

39 077, 122, 216, 35, 42, 75, 161

40 070, 136, 27, 37, 67, 151

41 078, 122, 214, 35, 43, 54, 111, 201

42 074, 126, 215, 35, 67, 151

43 084, 18, 221, 37, 67, 151

44 078, 124, 23, 315, 46, 101, 191

45 083, 122, 310, 410, 62, 241
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TABLE V. Invariants for the eight-qubit graph states. Notation: valuemultiplicity. The numeration of the classes is the one in �12�.

No. Invariants No. Invariants

46 0128, 1127, 1291 97 0163, 144, 217, 314, 45, 54, 72, 106, 221

47 0158, 163, 232, 322, 651 98 0157, 155, 217, 39, 44, 53, 63, 71, 94, 122, 241

48 0173, 164, 415, 163, 841 99 0165, 140, 218, 317, 44, 52, 62, 71, 94, 122, 241

49 0158, 162, 231, 161, 172, 321, 501 100 0152, 159, 216, 38, 412, 98, 211

50 0176, 163, 816, 651 101 0168, 158, 418, 83, 96, 122, 241

51 0176, 156, 47, 58, 87, 321, 441 102 0177, 126, 226, 34, 411, 52, 62, 86, 201, 321

52 0192, 124, 216, 48, 57, 84, 164, 371 103 0174, 120, 240, 39, 64, 72, 82, 124, 271

53 0180, 130, 230, 48, 82, 102, 162, 171, 491 104 0200, 121, 424, 56, 134, 571

54 0163, 154, 222, 38, 84, 92, 181, 241, 421 105 0159, 158, 215, 34, 412, 92, 104, 161, 341

55 0185, 132, 216, 413, 87, 202, 441 106 0193, 119, 215, 312, 612, 91, 123, 541

56 0181, 130, 223, 46, 67, 83, 92, 122, 181, 301 107 0196, 19, 224, 412, 54, 88, 132, 411

57 0191, 132, 29, 416, 106, 161, 661 108 0180, 126, 226, 34, 44, 610, 92, 123, 361

58 0176, 149, 414, 514, 202, 411 109 0164, 140, 228, 32, 48, 54, 61, 72, 106, 221

59 0183, 128, 225, 46, 52, 63, 82, 102, 132, 141, 161, 341 110 0174, 132, 222, 313, 44, 71, 82, 106, 111, 311

60 0179, 132, 225, 49, 63, 83, 101, 142, 201, 381 111 0166, 140, 222, 39, 49, 51, 61, 74, 101, 131, 161, 311

61 0186, 124, 220, 410, 58, 82, 104, 161, 401 112 0168, 131, 232, 39, 48, 51, 72, 134, 311

62 0169, 146, 215, 37, 45, 57, 81, 92, 121, 151, 181, 331 113 0161, 146, 221, 310, 44, 56, 61, 83, 112, 141, 261

63 0175, 127, 231, 34, 46, 62, 87, 91, 142, 261 114 0158, 151, 220, 312, 42, 53, 61, 72, 82, 114, 261

64 0200, 18, 214, 418, 56, 86, 131, 142, 291 115 0164, 140, 228, 32, 47, 56, 87, 141, 261

65 0188, 228, 416, 64, 92, 124, 331 116 0161, 138, 237, 37, 42, 61, 73, 106, 281

66 0181, 120, 226, 38, 48, 63, 74, 81, 103, 161, 281 117 0161, 143, 223, 314, 44, 53, 61, 72, 102, 132, 281

67 0179, 124, 226, 34, 48, 52, 68, 92, 121, 181, 301 118 0155, 155, 212, 316, 49, 98, 211

68 0170, 135, 220, 312, 47, 52, 74, 81, 102, 132, 251 119 0152, 159, 216, 310, 49, 61, 86, 112, 231

69 0180, 154, 48, 57, 164, 172, 371 120 0160, 142, 229, 33, 412, 61, 86, 112, 231

70 0176, 162, 814, 161, 172, 321 121 0192, 125, 424, 56, 88, 411

71 0188, 122, 232, 57, 84, 172, 691 122 0176, 124, 224, 36, 416, 61, 72, 106, 221

72 0148, 184, 28, 37, 84, 174, 351 123 0190, 128, 212, 31, 516, 86, 112, 511

73 0185, 132, 215, 412, 810, 161, 501 124 0200, 15, 232, 56, 88, 134, 411

74 0178, 130, 226, 49, 66, 83, 92, 241, 361 125 0169, 135, 228, 34, 44, 56, 64, 81, 92, 122, 331

75 0166, 154, 214, 46, 57, 84, 91, 142, 171, 291 126 0170, 144, 214, 36, 512, 86, 101, 112, 261

76 0188, 126, 214, 414, 52, 86, 92, 131, 142, 291 127 0161, 148, 219, 36, 49, 54, 76, 101, 161, 281

77 0186, 128, 218, 412, 54, 104, 142, 161, 401 128 0161, 142, 233, 33, 46, 61, 73, 106, 281

78 0191, 124, 222, 41, 58, 87, 142, 601 129 0160, 150, 218, 38, 49, 63, 72, 94, 121, 301

79 0178, 132, 225, 47, 66, 84, 123, 421 130 0156, 152, 219, 39, 410, 61, 86, 112, 231

80 0166, 149, 215, 36, 48, 56, 81, 91, 111, 141, 201, 351 131 0152, 159, 216, 312, 46, 62, 74, 104, 251

81 0156, 170, 23, 34, 415, 92, 101, 134, 281 132 0156, 152, 216, 313, 410, 75, 102, 131, 251

82 0179, 127, 227, 34, 46, 64, 82, 91, 125, 301 133 0148, 169, 212, 32, 416, 98, 211

83 0179, 124, 226, 34, 410, 52, 64, 82, 92, 121, 181, 301 134 0188, 134, 320, 63, 910, 541

84 0165, 149, 214, 36, 410, 76, 81, 102, 132, 251 135 0166, 144, 220, 33, 412, 810, 351

85 0160, 156, 216, 34, 410, 54, 81, 144, 321 136 0191, 130, 23, 33, 412, 715, 101, 481

86 0190, 110, 230, 416, 53, 92, 102, 162, 371 137 0154, 151, 226, 38, 46, 62, 74, 104, 251

87 0200, 19, 216, 424, 52, 134, 571 138 0154, 151, 224, 314, 41, 65, 96, 271

88 0176, 128, 216, 314, 412, 71, 84, 114, 231 139 0183, 112, 231, 310, 510, 66, 123, 301

89 0174, 130, 232, 44, 52, 66, 85, 142, 321 140 0160, 136, 234, 39, 48, 64, 92, 122, 271

90 0175, 124, 233, 34, 410, 62, 74, 81, 162, 341 141 0212, 11, 314, 628, 451

91 0168, 128, 244, 31, 42, 64, 72, 82, 124, 271, 142 0184, 143, 628, 451

92 0175, 127, 231, 34, 48, 62, 81, 91, 106, 341 143 0179, 114, 235, 315, 73, 88, 101, 321

93 0170, 133, 226, 39, 44, 52, 66, 71, 91, 122, 151, 271 144 0172, 19, 256, 36, 64, 88, 291

94 0182, 120, 226, 38, 410, 52, 83, 101, 132, 161, 341 145 0188, 137, 32, 628, 451

95 0164, 141, 228, 36, 44, 54, 62, 72, 112, 142, 291 146 0164, 121, 256, 32, 64, 88, 291

96 0167, 140, 223, 37, 45, 55, 71, 84, 112, 141, 291
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E. Invariants of Van den Nest, Dehaene, and De Moor

The following theorem is a key result obtained by VDD in
�14� that presents a finite set of invariants which character-
izes the LC equivalence class of any stabilizer state �i.e.,
functions that remain invariant under the action of all local
Clifford transformations�. We have chosen an adapted formu-
lation of the theorem to group multiplication involving Pauli
operators �see Eq. �3��, slightly different from VDD’s origi-
nal notation, which is based on the well-known equivalent
formulation of the stabilizer formalism in terms of algebra
over the field F2=GF�2�, where arithmetic is performed
modulo 2 and each stabilizing operator is identified with a
2n-dimensional binary index operator.

Theorem 1. Let �	� be a stabilizer state on n qubits corre-
sponding to a stabilizer S�	�. Let r�N0 and consider subsets
�k ,�kl� �1, . . . ,n� for every k , l� �1, . . . ,r�, with k� l. De-
note �ª ��1 ,�2 , . . . ,�12,�13, . . .� and let Tn,r

� ��	�� be the set
consisting of all tuples �s1 , . . . ,sr��S�	�¯S�	� satisfying

supp�sk� = �k, supp�sksl� = �kl. �3�

Then, �i� �Tn,r
� ��	��� is LC invariant and �ii� the LC equiva-

lence class of �	� is completely determined by the values of
all invariants �Tn,n

� ��	��� �i.e., where r=n�.
VDD provide another family of support-related invari-

ants, based on a second theorem with the same formulation
than the one above, except for the substitution of conditions
�3� by new constraints

supp�sk� � �k, supp�sksl� � �kl. �4�

These new LC invariants are the dimensions of certain vector
spaces and, in principle, are more manageable from a com-
putational point of view because they involve the generator
matrix of the stabilizer and rank calculation. Nevertheless,
we will focus our attention on the first family of invariants,
since they suffice to solve the problem we address in this
paper with no extra computational effort. To resort to the
second family would be justified in case we had to use in-
variants with a high r value to achieve LC discrimination
among graph states up to eight qubits. We refer the reader to
Ref. �14� for a proof of Theorem 1 and the extension to the
second family of LC invariants.

The invariants of Theorem 1 are the cardinalities of cer-
tain subsets Tn,r

� ��	�� of S�	�¯S�	�, which are defined in
terms of simple constraints �3� on the supports of the stabi-
lizing operators. VDD pointed out that, for r=1, these invari-
ants count the number of operators in the stabilizer with a
prescribed support. Therefore, fixing r=1, for every possible
support �k� �1, . . . ,n�, there is an invariant

��s � S�	��supp�s� = �k�� . �5�

That is, the invariants for r=1 are the A�k
��	��, i.e., the car-

dinalities of the equivalence classes ��k� of the stabilizer.
The number of possible supports in a stabilizer of an n-qubit
state is equal to 2n and, therefore, there are 2n VDD’s invari-
ants for r=1. Many of them could be equal to zero. In fact,
when dealing specifically with graph states, it can be easily
seen that A�k

��	��=0 when referred to supports fulfilling
��k�=1 because stabilizing operators of weight 1 are not

present in the stabilizer of a graph state due to the inherent
connectivity of the graphs associated to the states that rules
out isolated vertices.

On the other hand, VDD consider the invariants A�k
��	��

as “local versions” of the so-called weight distribution of a
stabilizer, a concept frequently used in classical and quantum
coding theory. For r�2, the new series of invariants involve
r-tuples of stabilizing operators and their corresponding sup-
ports and constitute a generalization of the weight distribu-
tion. Let us denote

Ad��	�� = 

�,���=d

A���	�� , �6�

the number of stabilizing operators with weight equal to d.
According to this notation, the weight distribution of a sta-
bilizer is the �n+1�-tuple

W�	� = �Ad��	���d=0
n . �7�

In principle, W�	� could be a compact way to present the
whole information about the invariants A���	��, i.e., VDD’s
invariants with r=1. This question will be addressed later.

In order to clarify the content of VDD’s theorem, let us
briefly discuss the way it works when applied to a particular
graph state. We have chosen the three-qubit linear cluster
state, �LC3�, because of its simplicity, combined with a suf-
ficient richness in the stabilizer structure. Table I shows the
stabilizer of �LC3� with its eight stabilizing operators,
�s1 , . . . ,s8�. Three of them �s1=g1, s2=g2, and s3=g3� consti-
tute a generator. �LC3� is a three-qubit graph state, so there
are 23=8 possible supports �8 being the number of subsets in
the set �1,2,3��:

�0”�,�1�,�2�,�3�,�1,2�,�1,3�,�2,3�,�1,2,3� . �8�

VDD’s invariants for r=1. In this case, �= ��1�. By �,
we denote each of all the possible ways to choose a single
support �1, so there are eight choices for �, which are those
listed in Eq. �8�. Given a particular choice of �= ��1�, the set
Tn,1

� ��LC3�� contains all stabilizing operators s1 for the �LC3�
fulfilling

supp�s1� = �1, �9�

so, as a matter of fact, Tn,1
� ��LC3�� is the equivalence class

��1� associated to the support �1. Only five out of the eight
possible supports are in fact present in the stabilizer of the
�LC3� �see the column “Support” in Table I� and, therefore,
we can distinguish between five nonempty equivalence
classes ���. According to VDD’s theorem, the LC invariants
for r=1, �Tn,1

� ��LC3���, are the cardinalities A���LC3�� of such
equivalence classes ���, namely,

A�0”���LC3�� = 1, �10a�

A�1���LC3�� = 0, �10b�

A�2���LC3�� = 0, �10c�

A�3���LC3�� = 0, �10d�
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A�1,2���LC3�� = 1, �10e�

A�1,3���LC3�� = 1, �10f�

A�2,3���LC3�� = 1, �10g�

A�1,2,3���LC3�� = 4. �10h�

VDD’s invariants for r=2. In this case, �= ��1 ,�2 ;�12�.
By � we denote each of all the possible different ways to
choose two supports �1, �2, and then a third support �12. Let
M =2n be the number of possible supports and n being the
number of qubits. On one hand, there are � M

2 � different com-
binations of two supports ��1 ,�2�, plus M couples of the
form ��1 ,�2=�1�. On the other hand, there are M possible
choices for �12. As a consequence, there are M�M + � M

2 ��
ways to choose �. For n=3, this number is 288. Given a
particular choice of �= ��1 ,�2 ;�12�, the set Tn,2

� ��LC3�� con-
tains all the two-tuples of the stabilizing operators �s1 ,s2� of
the �LC3� fulfilling

supp�s1� = �1, supp�s2� = �2, supp�s1s2� = �12. �11�

Many of these sets Tn,2
� ��LC3�� could be empty because the

stabilizer fails to fulfill any of the conditions �11�. The car-
dinalities of the 288 sets, �Tn,2

� ��LC3���, are the VDD’s invari-
ants that we are interested in. For instance, if we choose
�= ��1 ,�2 ;�12� such that

�1 = �1,2�, �2 = �1,2,3�, �12 = �1,2,3� , �12�

then, according to the information in Table I, there is only
one operator with support �1, namely, s1, and four
operators with support �2: s2, s5, s7, and s8. We obtain
Tn,2

� ��LC3��= ��s1 ,s2� , �s1 ,s5� , �s1 ,s7� , �s1 ,s8�� because these
four two-tuples verify conditions �11� and the value of the
corresponding VDD’s invariant is the cardinality of the set,
�Tn,2

� ��LC3���=4.
Another example. If we choose � such that �1= �1,2�,

�2= �2,3�, and �12= �1,2 ,3�, then the VDD’s invariant is
�Tn,2

� ��LC3���=0 because the two-tuple �s1 ,s3� defined by the
supports �1 and �2 fulfills s1s3=s6 and s6 does not match
with support �12.

III. RESULTS

The number of VDD’s invariants for an n-qubit graph
state grows very rapidly with r �and, of course, with n�. If
n=3, there are eight invariants for r=1 and 288 invariants
for r=2. For an eight-qubit graph state, there are 256 invari-
ants for r=1 and 8 421 376 for r=2. Obviously, the problem
of calculating all the VDD’s invariants for graph states up to
eight qubits becomes completely unfeasible if there are no
restrictions on r. The total number of VDD’s invariants for a
given n-qubit graph state, and all possible values of r, is
M +
r=2

n C��M ,r�C��M , P�, where M =2n, P= � r
2 �, and

C��M ,r� denotes the combinations with repetition of M ele-
ments choose r. For n=7, this formula gives 2.18�1036; for
n=8, it gives 1.88�1053.

How many of them are needed to distinguish between all
LC equivalence classes? VDD stated that “the LC equiva-
lence class of �	� is completely determined by the values of
all invariants �Tn,n

� ��	��� �i.e., where r=n�” �14�. However,
this number �i.e., C��M ,r�C��M , P� with r=n� is still too
large to be practical. For n=7 is 2.18�1036 and for n=8 is
1.88�1053 �i.e., most of the invariants correspond to the
case r=n�. We are interested in the minimum value of r that
yields a series of invariants sufficient to distinguish between
all the 146 LC equivalence classes of graph states up to n
=8 qubits. In Ref. �14�, the authors point out that there are
examples of equivalence classes in stabilizer states which are
characterized by invariants of small r; for instance, those
equivalent to GHZ states. In addition, they remark that a
characterization based on small r values could be feasible, at
least for some interesting subclasses or subsets of stabilizer
states. We have calculated the VDD’s invariants for r=1 for
the 146 LC equivalence classes of graph states with up to
n=8 qubits. This implies calculating the cardinalities A���	��
of the corresponding equivalence classes ��� of the 146 rep-
resentatives of the LC-equivalence classes, 30 060 invariants
in total �since there are 1, 1, 2, 4, 11, 26, and 101 classes of
two-, three-, four-, five-, six-, seven-, and eight-qubit graph
states, respectively, and the number of VDD’s invariants with
r=1 is 2n for each class�. Our results confirm the conjecture
that invariants with r=1 are enough for distinguishing be-
tween the 146 LC equivalence classes for graph states up to
eight qubits. It is therefore unnecessary to resort to families
of VDD’s invariants �Tn,r

� ��	��� with r�2.
Our goal is not to show the values of these 30 060 invari-

ants but to compress all this information and construct
simple invariants from it. However, in order to do it properly,
some requirements should be fulfilled. �I� The compacted
information must be unambiguous and easily readable. �II�
The compacted information must be LC invariant. �III� The
compacted information concerning different LC equivalence
classes must still distinguish between any of them.

Following the comments of VDD in Ref. �14� about con-
sidering the invariants A���	�� as “local versions” of the
weight distribution W�	� of a stabilizer, we have calculated
W�	� for the 146 LC classes of equivalence, according to
definition �7�. It can easily be seen that, if A���	�� is LC
invariant, then W�	� is also LC invariant and permits a com-
pact way to compress the information of the invariants
A���	��. Unfortunately, W�	� is not able to distinguish be-
tween any two LC classes of equivalence. Table II shows that
the weight distribution fails to distinguish between LC
classes starting from n=6. Graph states with labels 13 and 15
in Refs. �1,2� have the same weight distribution and this
degeneration increases as the number of qubits grows, as we
have checked out calculating W�	� for all graph states up to
eight qubits.

Therefore, we must look for a way to compress the infor-
mation about the invariants A���	��, which satisfies �I�–�III�.
The fact that the stabilizing operators of a stabilizer can be
classified into equivalence classes according to their supports
�equivalence classes ����, and that the cardinalities of such
classes ��� are the invariants A���	��, leads us to introduce
two definitions. Two classes ��1� and ��2� are equipotent if
and only if both have the same cardinality, i.e., A�1

��	��
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=A�2
��	��, regardless of whether their stabilizing operators

have different weights ��1�� ��2� or not. It is clear that the
number of equipotent equivalence classes ��� for a given
cardinality A���	�� is LC invariant. We will call it the A�

multiplicity �or A� potency� and denote it by M�A��. For
instance, if we take a look at the list of invariants A���LC3��
�see Eqs. �10a�–�10h�� we find that the value 0 appears three
times �so there are three equivalence classes ��� with that
cardinality� and then M�0�=3. Using this criterion, M�1�
=4 and
M�4�=1 for the �LC3�.

If we tabulate the values of A���	�� together with the
corresponding values of M�A��, we obtain a two-index com-
pact information, which is LC invariant and, more impor-
tantly, LC discriminant, as required. The results are shown in
Tables III–V.

In Table V we can see that four numbers are enough to
distinguish between all classes of graph states with n=8 qu-
bits: the multiplicities of the values 0, 1, 3, and 4. Indeed, in
Tables III and IV we see that these four numbers are enough
to distinguish between all classes of graph states with n�8
qubits.

IV. CONCLUSIONS

We have shown that, to decide which entanglement class
a graph state of n�8 qubits belongs to, it is enough to cal-

culate four quantities. These four LC invariants characterize
any LC class of n�8 qubits.

This result solves a problem raised in the classification of
graph states of n�8 qubits developed in Refs. �1,2,12�. A
compact set of invariants that characterize all inequivalent
classes of graph states with a higher number of qubits can be
obtained by applying the same strategy. This can be done
numerically up to n=12, a number of qubits beyond the
present experimental capability in the preparation of graph
states �17�.

We have also shown that the conjecture �18� that the list
of LC invariants given in Eq. �4� is sufficient to characterize
the LC equivalence classes of all stabilizer states, which is
not true in general �1�, is indeed true for graph states of
n�8 qubits. Moreover, we have shown that, for graph states
of n�8 qubits, the list of LC invariants given in Eq. �5�,
which is more restrictive than the list given in Eq. �4�, is
enough. This solves a problem suggested in �14�, regarding
the possibility of characterizing special subclasses of stabi-
lizer states using subfamilies of invariants.

ACKNOWLEDGMENTS

The authors thank H. J. Briegel, O. Gühne, M. Hein, and
M. Van den Nest for their help. A.C., A.J.L., and P.M. ac-
knowledge support from Projects No. P06-FQM-02243, No.
FIS2008-05596, and No. PAI-FQM-0239. J.R.P. acknowl-
edges support from Projects No. P06-FQM-01649, No.
MTM2008-05866-C03-01, and No. PAI-FQM-0164.

�1� M. Hein, J. Eisert, and H. J. Briegel, Phys. Rev. A 69, 062311
�2004�.

�2� M. Hein, W. Dür, J. Eisert, R. Raussendorf, M. Van den Nest,
and H. J. Briegel, in Quantum Computers, Algorithms and
Chaos, edited by G. Casati, D. L. Shepelyansky, P. Zoller, and
G. Benenti �IOS Press, Amsterdam, 2006�.

�3� D. Gottesman, Phys. Rev. A 54, 1862 �1996�.
�4� D. Schlingemann and R. F. Werner, Phys. Rev. A 65, 012308

�2001�.
�5� D. Schlingemann, Quantum Inf. Comput. 2, 307 �2002�.
�6� R. Raussendorf and H. J. Briegel, Phys. Rev. Lett. 86, 5188

�2001�.
�7� W. Dür, G. Vidal, and J. I. Cirac, Phys. Rev. A 62, 062314

�2000�.
�8� M. Van den Nest, J. Dehaene, and B. De Moor, Proceedings of

the 16th International Symposium on Mathematical Theory of
Networks and Systems, Katholieke Universiteit Leuven, Bel-
gium, 2004.

�9� Z. Ji, J. Chen, Z. Wei, and M. Ying, e-print arXiv:0709.1266.

�10� M. Van den Nest, J. Dehaene, and B. De Moor, Phys. Rev. A
71, 062323 �2005�.

�11� B. Zeng, H. Chung, A. W. Cross, and I. L. Chuang, Phys. Rev.
A 75, 032325 �2007�.

�12� A. Cabello, A. J. López-Tarrida, P. Moreno, and J. R. Portillo,
Phys. Lett. A 373, 2219 �2009�.

�13� J. Eisert and H. J. Briegel, Phys. Rev. A 64, 022306 �2001�.
�14� M. Van den Nest, J. Dehaene, and B. De Moor, Phys. Rev. A

72, 014307 �2005�.
�15� M. A. Nielsen and I. L. Chuang, Quantum Computation and

Quantum Information �Cambridge University Press, Cam-
bridge, England, 2000�.

�16� M. Van den Nest, J. Dehaene, and B. De Moor, Phys. Rev. A
69, 022316 �2004�.

�17� W.-B. Gao, C.-Y. Lu, X.-C. Yao, P. Xu, O. Gühne, A. Goebel,
Y.-A. Chen, C.-Z. Peng, Z.-B. Chen, and J.-W. Pan, e-print
arXiv:0809.4277.

�18� A. Bouchet, Discrete Math. 114, 75 �1993�.

COMPACT SET OF INVARIANTS CHARACTERIZING… PHYSICAL REVIEW A 80, 012102 �2009�

012102-7



PHYSICAL REVIEW A 81, 042110 (2010)

All-versus-nothing proofs with n qubits distributed between m parties

Adán Cabello* and Pilar Moreno†

Departamento de Fı́sica Aplicada II, Universidad de Sevilla, E-41012 Sevilla, Spain
(Received 30 September 2009; revised manuscript received 28 February 2010; published 27 April 2010)

All-versus-nothing (AVN) proofs show the conflict between Einstein, Podolsky, and Rosen’s elements of reality
and the perfect correlations of some quantum states. Given an n-qubit state distributed between m parties, we
provide a method with which to decide whether this distribution allows an m-partite AVN proof specific for this
state using only single-qubit measurements. We apply this method to some recently obtained n-qubit m-particle
states. In addition, we provide all inequivalent AVN proofs with less than nine qubits and a minimum number of
parties.
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I. INTRODUCTION

Einstein, Podolsky, and Rosen (EPR) showed that quantum
mechanics is incomplete in the sense that not every element of
reality has a counterpart inside the theory [1]. EPR proposed
the following criterion to identify an element of reality: “If,
without in any way disturbing a system, we can predict with
certainty (i.e., with probability equal to unity) the value of
a physical quantity, then there exists an element of physical
reality corresponding to this physical quantity” [1]. In practice,
nondisturbance can be guaranteed when the measurements
are performed on distant systems. Predictions with certainty
are possible for states having perfect correlations. A quantum
state ρ has p perfect correlations when there are p different
observables Oi such that 〈Oi〉ρ = 1.

Thirty years after EPR’s paper, Bell proved that there is
a irresoluble conflict between EPR’s elements of reality and
quantum mechanics [2]. All-versus-nothing (AVN) proofs are
the most direct way to reveal this conflict. An AVN proof is
based on a set of s perfect correlations of a specific quantum
state. The name “all-versus-nothing” [3] reflects one particular
feature of these proofs: If one assumes EPR elements of reality,
then s − q of these perfect correlations lead to a conclusion
that is the opposite of the one obtained from a subset of the
other q perfect correlations. If all s correlations are essential to
obtain a contradiction (i.e., if the contradiction vanishes when
we remove one of them), then the AVN proof is said to be
critical.

The first AVN proof was obtained by Heywood and
Redhead [4]. However, the most famous AVN proof is
Greenberger, Horne, and Zeilinger’s (GHZ) [5–7]. The first
bipartite AVN proof with qubits is in Refs. [8,9]. The first
bipartite AVN proof with qubits and using only single-qubit
measurements is in Refs. [10,11]. The interest of the case
in which the parties are restricted to perform single-qubit
measurements is motivated by the practical difficulty of
making general N -qubit measurements (N � 2) when the
qubits are encoded in different degrees of freedom of the same
particle.

*adan@us.es
†mpmoreno@us.es

Recently, several n-qubit m-particle states (n > m) having
perfect correlations have been experimentally prepared, for
instance, 4-qubit two-photon [12], 6-qubit two-photon [13,14],
6-qubit four-photon [15], 8-qubit four-photon [16], and
10-qubit five-photon graph states [16].

For these n-qubit m-particle states, a natural problem is
the following: Consider m distant parties; party i can perform
single-qubit measurements on particle i, and particle i contains
ni � 1 qubits (

∑m
i=1 ni = n); which n-qubit m-particle states

allow m-partite AVN proofs? This problem has been solved
for the case of m = 2 particles or parties [17]. In this article,
we address the problem for an arbitrary number m of particles
or parties.

The article is organized as follows: In Sec. II, we show
that there is an equivalence between pure states allowing AVN
proofs and graph states. This will simplify the task of finding
all inequivalent n-qubit m-partite AVN proofs.

An m-partite AVN proof is specific for an n-qubit m-particle
graph state when there is no graph state with fewer qubits
satisfying the same correlations. In Sec. III, we discuss the
requirements of an m-partite AVN proof to be specific for
an n-qubit m-particle graph state and describe a method to
decide whether a given n-qubit m-particle graph state allows
a specific m-partite AVN proof. We apply this method to
decide whether some n-qubit m-particle graph states recently
prepared in the laboratory allow m-partite AVN proofs. As
supplementary material [18], we provide a computer program
to decide whether a given n-qubit m-particle graph state allows
a specific m-partite AVN proof.

In Sec. IV we solve the following problem: Given an
n-qubit graph state, what is the minimum number m of parties
that allows a specific m-partite AVN proof. As supplementary
material [18], we provide a computer program to obtain, given
an n-qubit graph state, all distributions between m parties and
all distributions between a minimum number of parties which
allow AVN proofs.

The solution of the previous problem allows us to obtain
all inequivalent distributions allowing AVN proofs since any
distribution obtained from one allowing a specific AVN proof
by giving qubits that originally belong to the same party to
new parties will also allow an AVN proof. As supplementary
material, we provide all inequivalent distributions between
a minimum number m of parties allowing specific m-partite
AVN proofs for all n-qubit graph states of n � 8 qubits [19].

1050-2947/2010/81(4)/042110(6) 042110-1 ©2010 The American Physical Society
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II. AVN PROOFS AND GRAPH STATES

A. AVN proofs and stabilizer states

An AVN proof requires an n-qubit quantum state distributed
between m parties. This state has a set of perfect correlations
between the results of single-qubit measurements. These
correlations must satisfy two requirements. First, they must
allow us to define m-partite EPR’s elements of reality. This
means that every single-qubit observable involved in the AVN
proof must satisfy EPR’s criterion of elements of reality (i.e.,
its value can be predicted with certainty using only the results
of single-qubit measurements on distant particles). Second,
they must lead to a contradiction when EPR’s criterion of
elements of reality is assumed. Therefore the conclusion
of an AVN proof is that if the quantum predictions are
correct, observables which satisfy EPR’s condition cannot
have predefined results since it is impossible to assign them
values which simultaneously satisfy the perfect correlations
predicted by quantum mechanics.

Perfect correlations are necessary to establish elements of
reality and to prove that they are incompatible with quantum
mechanics. Therefore the states which allow AVN proofs
must be simultaneous eigenstates of a sufficient number of
commuting n-fold tensor products of single-qubit operators.
Indeed, the following observations lead us to the conclusion
that without loss of generality, we can restrict our attention to
a particular family of states.

Two different single-qubit operators A and B on the same
qubit cannot commute. A necessary condition to make n-fold
tensor products be commuting operators is to choose A and B

to be anticommuting operators. Therefore, in an AVN proof,
all single-qubit operators corresponding to the same qubit
must be anticommuting operators. The maximum number
of anticommuting single-qubit operators is three. Therefore,
without loss of generality, we can restrict our attention to a
specific set of three single-qubit anticommuting operators on
each qubit, for example, the Pauli matrices X = σx , Y = σy ,
and Z = σz. This leads us to the concept of stabilizer state.
An n-qubit stabilizer state is the simultaneous eigenstate with
eigenvalue 1 of a set of n independent commuting elements of
the Pauli group (i.e., the group, under matrix multiplication, of
all n-fold tensor products of X, Y , Z and the identity 1). The
n independent elements are called stabilizer generators and
generate a maximally Abelian subgroup, the stabilizer group
of the state [20]. The 2n elements of the stabilizer group are the
stabilizing operators and provide all the perfect correlations of
the stabilizer state.

A further simplification is possible since any stabilizer state
is local Clifford equivalent (i.e., equivalent under the local
unitary operations that map the Pauli group to itself under
conjugation) to a graph state [21]. Therefore the problem of
which n-qubit pure states and distributions of qubits between
the parties allow m-partite AVN proofs is reduced to the
problem of which n-qubit graph states and distributions allow
m-partite AVN proofs.

B. Graph states

A graph state [22] is a stabilizer state whose generators
can be written with the help of a graph. |G〉 is the n-qubit

state associated with the graph G, which gives a recipe both
for preparing |G〉 and for obtaining n stabilizer generators
that uniquely determine |G〉. On one hand, G is a set of
n vertices (each representing a qubit) connected by edges
(each representing an Ising interaction between the connected
qubits). On the other hand, the stabilizer generator gi is
obtained by looking at the vertex i of G and the set N (i)
of vertices which are connected to i and is defined by

gi = Xi ⊗j∈N(i) Zj , (1)

where Xi , Yi , and Zi denote the Pauli matrices acting on the
ith qubit. |G〉 is the only n-qubit state that fulfills

gi |G〉 = |G〉 for i = 1, . . . , n. (2)

Therefore the stabilizer group is

S(|G〉) = {sj , j = 1, . . . , 2n}, sj =
∏

i∈Ij (G)

gi, (3)

where Ij (G) denotes a subset of {gi}Ni=1. The stabilizing
operators provide all the perfect correlations of |G〉:

〈G|sj |G〉 = 1. (4)

Graph states associated with connected graphs have been
exhaustively classified. There is only 1 two-qubit graph
state (equivalent to a Bell state), only 1 three-qubit
graph state (equivalent to a GHZ state), and 2 four-qubit graph
states (equivalent to a GHZ and a cluster state), 4 five-qubit
graph states, 11 six-qubit graph states, 26 seven-qubit graph
states [22], and 101 eight-qubit graph states [23].

III. n-QUBIT m-PARTITE AVN PROOFS

A. Specific m-partite AVN proofs

The perfect correlations of any graph state associated
with a connected graph of three or more vertices lead to
contradictions with the concept of elements of reality when
each qubit is distributed to a different party [17,24–26].
However, the first problem consists of finding whether these
contradictions are specific to a given distribution of a graph
state or, on the contrary, they can be obtained with a graph
state of fewer qubits.

For example, take the four-party AVN proof based on the
following four perfect correlations of the distribution of the
four-qubit fully connected graph state |FC4〉 (a four-qubit GHZ
state) in which each qubit belongs to a different party:

X1Z2Z3Z4 = 1, (5a)

Z1X2Z3Z4 = 1, (5b)

Z1Z2X3Z4 = 1, (5c)

−X1X2X3Z4 = 1. (5d)

This is an example of an AVN proof which is nonspecific for
the state |FC4〉, the reason being that neither the contradiction
nor the definition of the elements of reality involved in this
contradiction requires any choice from the party which has the
fourth qubit. This party only has to measure Z4 and broadcast
the result. The only role of the result of Z4 is to guarantee
that X1, Z1, X2, Z2, X3, and Z3 are elements of reality in a
four-party scenario. However, the contradiction occurs for any
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result of Z4. It occurs because the following equations cannot
be simultaneously satisfied:

X1Z2Z3 = Z1X2Z3 = Z1Z2X3 = −X1X2X3. (6)

The particular value of Z4 is irrelevant. The same contradiction
can be obtained using the perfect correlations of a three-qubit
fully connected graph state |FC3〉 (a three-qubit GHZ state)
distributed between three parties.

The next example illustrates that whether an AVN proof
is specific can depend on the way in which the qubits are
distributed between the parties. Consider the AVN proof based
on the following four correlations of the four-qubit linear
cluster state |LC4〉 associated with the graph where qubit 1
is connected to qubit 2, which is connected to qubit 3, which
is connected to qubit 4:

Y1Y2Z3 = 1, (7a)

Z1X2Z3 = 1, (7b)

Z1Y2Y3Z4 = 1, (7c)

−Y1X2Y3Z4 = 1. (7d)

If the qubits are distributed so that each qubit goes to a
different party, then the AVN proof is not specific since the
party who has the fourth qubit does not need to make any
choice, neither for the contradiction nor for the definition of
the elements of reality. The contradiction

Y1Y2Z3 = Z1X2Z3 = Z1Y2Y3 = −Y1X2Y3 (8)

can be obtained from the perfect correlations of a three-qubit
linear cluster state |LC3〉 associated with the graph where
qubit 1 is connected to qubit 2, which is connected to qubit 3.

However, if qubits 1 and 4 belong to Alice, and qubits 2
and 3 belong to Bob, then the only way to guarantee that, for
example, X2 is an element of reality in this scenario (i.e., that its
result can be predicted using only the results of measurements
on Alice’s side) is by using the following perfect correlation
of the |LC4〉:

Z1X2X4 = 1. (9)

Therefore the party who has qubit 4 must choose between at
least two measurements. To sum up, an AVN proof is specific
for a given distribution of a graph state when at least two
observables of all the qubits are involved.

Since the additional correlations needed to define the
elements of reality can (together with those already used
for the contradiction) involve additional contradictions, it is
appropriate that the observables needed to guarantee that
other observables are elements of reality (like X4 and Z4

in the previous example) are themselves elements of reality.
Therefore hereinafter we will focus on AVN proofs in which
at least two of the observables of all the qubits are elements of
reality. It can be easily seen that when two Pauli observables,
for example, Xi and Yi , are elements of reality, then the third
Pauli observable, Zi , is also an element of reality. Therefore
we shall focus only on those graph states and distributions in
which the three Pauli observables of each and every one of the
qubits are elements of reality.

B. When does a distribution allow a specific AVN proof ?

The next problem is, given a distribution of an n-qubit
graph state between m parties, how to decide whether it is
one in which all single-qubit Pauli observables are elements of
reality. For that purpose, it is useful to note that the 2n perfect
correlations (i.e., stabilizing operators) of an n-qubit graph
state can be classified in four classes:

1. There are 2n−2 stabilizing operators (i.e., a quarter of the
stabilizing operators of the graph state) that allow us to predict
Xi from the results of measurements on other qubits: those that
are products of the stabilizer generator gi [defined in Eq. (1)],
an even number (hereinafter “even” includes zero) of gj

with j ∈ N (i), and an arbitrary number (hereinafter “arbitrary
number” includes zero) of gk with k �= i and k �∈ N (i).

2. There are 2n−2 stabilizing operators that allow us to
predict Yi from the results of measurements on other qubits:
those that are products of gi , an odd number of gj with j ∈
N (i), and an arbitrary number of gk with k �= i and k �∈ N (i).

3. There are 2n−2 stabilizing operators that allow us to
predict Zi from the results of measurements on other qubits:
those that are products of an odd number of gj with j ∈ N (i)
and an arbitrary number of gk with k �= i and k �∈ N (i).

4. There are 2n−2 stabilizing operators that contain1i : those
that are products of an even number of gj with j ∈ N (i) and
an arbitrary number of gk with k �= i and k �∈ N (i).

Each particle can carry more than one qubit. It is therefore
convenient to denote as P (i) the set of qubits which are
in the same particle as qubit i. The previous classification
of the stabilizing operators is useful in the following sense:
Given the distribution of an n-qubit graph state between
m parties, Xi is an element of reality if and only if there
exists a stabilizing operator of the graph state which satisfies
the following two requirements: (1) It does not contain gj for
all j ∈ P (i) but contains an even number of gk with k ∈ N (j )
and (2) it contains gi and an even number of gl with l ∈ N (i).
For instance, consider the four-qubit linear cluster state |LC4〉
associated with the graph where qubit 1 is connected to qubit 2,
which is connected to qubit 3, which is connected to qubit 4,
distributed such that Alice has qubits 1 and 4 and Bob has
qubits 2 and 3. The question is, is X1 an element of reality?
This is equivalent to the question, is there a stabilizing operator
such that it does not contain g4 [since P (1) = {4}] but contains
an even number (necessarily zero) of g3 [since N (4) = {3}]
and g1 and an even number (necessarily zero) of g2 [since
N (1) = {2}]? The answer is yes; the only stabilizing operator
with these properties is g1 = X1Z2.

Similarly, Yi is an element of reality if and only if there is a
stabilizing operator satisfying (1) and the following condition:
(3) It contains gi and an odd number of gl with l ∈ N (i).

Finally, Zi is an element of reality if and only if there is a
stabilizing operator satisfying (1) and the following condition:
(4) It does not contain gi but contains an odd number of gl

with l ∈ N (i).
To decide whether a specific distribution allows a specific

AVN proof, we first focus on qubit i and test whether Xi and
Yi are elements of reality. If either is not an element of reality,
then the distribution does not allow a specific AVN proof. If
both are elements of reality, then we test whether Xj and Yj

of qubit j are elements of reality, and so on for all the qubits.
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If all Xi and Yi are elements of reality, then the distribution
allows a specific AVN proof.

Indeed, there are simple cases where it can easily be seen
that a distribution does not allow an AVN proof. For example, if
more than n/2 qubits are carried by the same particle, for qubits
of the particle with more than n/2 qubits, either requirement
(1) is incompatible with (2), or (1) is incompatible with (3)
and (4). An alternative proof will be provided in Sec. IV. If
there is a qubit i such that N (i) ∈ P (i) (i.e., if in the graph
representing the state, qubit i is connected only to qubits
of the same particle), requirement (1) is incompatible with
requirements (3) and (4). As supplementary material [18],
we provide a computer program to decide whether a given
n-qubit m-particle graph state allows a specific m-partite
AVN proof.

C. Examples

As an example of the application of these rules, it is
interesting to discuss whether some recently prepared 6-qubit
two- and four-particle states allow specific AVN proofs,
assuming the natural scenario in which each party has one
particle.

Figure 1 contains several possible distributions of a six-
qubit linear cluster state |LC6〉. Figure 1(a) represents the four-
photon |LC6〉 prepared in Ref. [15]. This distribution does not
allow a specific AVN proof since qubit 1 is connected only to
qubit 2 and qubit 6 is connected only to qubit 5.

Figure 1(b) represents the two-photon |LC6〉 prepared in
Ref. [14]. This distribution satisfies all the requirements
and thus allows a specific AVN proof. Indeed, Fig. 1(b)

(b)

(c)

(a)
1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

FIG. 1. Different distributions of a six-qubit linear cluster state
|LC6〉 between two and four particles. Each gray area represents a
particle. (a) Corresponds to the four-photon state prepared in Ref.
[15]. (b) Corresponds to the two-photon state prepared in Ref. [14].
In (a), not all single-qubit Pauli observables are EPR elements of
reality, and therefore no AVN proof is possible. (b) and (c) Allow
AVN proofs.

represents the only bipartite distribution of the six-qubit linear
cluster state which allows a specific AVN proof [17]. Some
distributions of |LC6〉 in four particles allowing AVN proofs
can be trivially obtained from Fig. 1(b) by splitting qubits that
belong to the same particle into several particles. For instance,
a distribution allowing a specific AVN proof is illustrated in
Fig. 1(c). It can be easily seen that there is no distribution in
four particles which allows a specific AVN proof which cannot
be obtained from the distribution in Fig. 1(b).

Figure 2 contains several possible distributions of a six-
qubit Y -graph state |Y6〉. Figure 2(a) represents the four-photon
|Y6〉 prepared in Ref. [15]. This distribution does not allow a
specific AVN proof since qubit 1 is connected only to qubit 2
and qubit 5 is connected only to qubit 4. Figures 2(b)–2(d)
represent distributions of |Y6〉 between four particles allowing
specific AVN proofs.

1 2 3 4

5

6

1 2 3 4

5

6

1 2 3 4

5

6

1 2 3 4

5

6

(b)

(c)

(a)

(d) 5

FIG. 2. Different distributions of the six-qubit Y -graph state
between four particles. (a) Corresponds to the state prepared in
Ref. [15] and does not allow a specific AVN proof. (b)–(d) Allow
specific AVN proofs.
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IV. AVN PROOFS WITH A MINIMUM NUMBER m
OF PARTIES

A. Possible distributions between a minimum number of parties

In the previous section, we have seen that |Y6〉 admits
specific AVN proofs when their qubits are suitably distributed
between four particles. The question is whether |Y6〉 admits
specific AVN proofs when it is distributed between three
particles or less, or more generally speaking, the question is,
given an n-qubit graph state, what is the minimum number of
parties m which allows m-partite AVN proofs specific for this
state?

The following definition will be useful for solving this
problem. Let us define the reduced stabilizer of particle A’s
qubits as the one obtained from the stabilizer of the original
state by replacing the observables on all other particles’ qubits
with identity matrices.

Lemma: A distribution of n = nmax + nB + · · · + nm

qubits between m parties such that nmax � nB � · · · � nm

allows m-partite elements of reality if and only if nmax �
nB + · · · + nm.

Proof: Suppose that particle mi carries qubits 1, . . . , nmax,
where nmax is the maximum number of qubits carried by
any particle, and that particle mj carries qubits nmax +
1, . . . , nmax + nj . If X1, Y1, Z1, X2, . . . , Znmax are elements
of reality, then the reduced stabilizer of mi’s qubits must
contain

X1 ⊗ 12 ⊗ · · · ⊗ 1nmax , (10a)

Y1 ⊗ 12 ⊗ · · · ⊗ 1nmax , (10b)

Z1 ⊗ 12 ⊗ · · · ⊗ 1nmax , (10c)

11 ⊗ X2 ⊗ . . . ⊗ 1nmax , . . . , (10d)

11 ⊗ 12 ⊗ . . . ⊗ Znmax . (10e)

Moreover, the reduced stabilizer of mi’s qubits must contain
all possible products of Eqs. (10a)–(10e), that is, all possible
variations with repetition of the four elements 1, X, Y , and
Z, choosing ni , which are 4nmax = 22nmax . A similar reasoning
applies to the three Pauli matrices of each and every one of
mj ’s qubits. Therefore the reduced stabilizer of mj ’s qubits
must also contain all possible products of

Xnmax+1 ⊗ 1nmax+2 ⊗ · · · ⊗ 1nmax+nj
, . . . , (11a)

1nmax+1 ⊗ 1nmax+2 ⊗ · · · ⊗ Zni+nj
, (11b)

which are 4nj = 22nj . However, the reduced stabilizer of the
sum of the parties mi and mj has only 2nmax+nj terms; therefore
the only possibility is that nmax = nj . �

Given an n-qubit graph state, nmax restricts the possible
minimum numbers of particles and the possible numbers of
qubits per particle. Given n, Table I presents the possible
minimum numbers of particles and the corresponding pos-
sible distributions. Other possible distributions are already
contained between those in Table I, but in those cases, the
number of particles is not the minimum.

A corollary of the lemma is that there are no specific AVN
proofs in which one particle has more than n/2 qubits (this
result was used in Sec. III).

TABLE I. Possible distributions of an n-qubit graph state between
a minimum number m of particles. For instance, (2,2,1) denotes
a distribution of n = 5 qubits between m = 3 particles such that
particles 1 and 2 have two qubits each and particle 3 has one qubit.

n m Distribution

2 2 (1,1)
3 3 (1,1,1)
4 2 (2,2)

4 (1,1,1,1)
5 3 (2,2,1)

5 (1,1,1,1,1)
6 2 (3,3)

3 (2,2,2)
4 (2,2,1,1)
6 (1,1,1,1,1,1)

7 3 (3,3,1), (3,2,2)
4 (2,2,2,1)
5 (2,2,1,1,1)
7 (1,1,1,1,1,1,1)

8 2 (4,4)
3 (3,3,2)
4 (3,3,1,1), (3,2,2,1), (2,2,2,2)
5 (2,2,2,1,1)
6 (2,2,1,1,1,1)
8 (1,1,1,1,1,1,1,1)

B. AVN proofs with a minimum number of parties
for any graph state

Equipped with these tools, we can obtain all possible
distributions with a minimum number of particles allowing
specific AVN proofs for any graph state. We have obtained all
which are inequivalent under single-qubit unitary operations
for all graph states up to n = 8 qubits. For this purpose, we used
the classification of graph states up to n = 7 qubits proposed
in Ref. [22] and the classification of eight-qubit graph states
proposed in Ref. [23]. Given an n-qubit graph state, to obtain
all the distributions between a minimum number of parties
allowing specific AVN proofs, we can use Table I in the
following way. Suppose that n = 6. We first test whether AVN
proofs are possible for the simplest distributions permitted by
Table I, that is, m = 2 parties with three qubits each. If no
AVN proof is possible, then we test whether there are AVN
proofs for the next possible distributions permitted by Table I,
that is, m = 3 parties with two qubits each, and so on.

Applying this method, we have obtained all inequivalent
distributions between a minimum number of particles for
all graph states with up to eight qubits. In the supple-
mentary material [19], we show all distributions between a
minimum number of particles for the 19 classes of graph
states with up to six qubits, the 26 classes of graph states
with seven qubits, and the 101 classes of graph states
with eight qubits. In addition, we provide as supplemen-
tary material [18] a computer program to obtain, given an
n-qubit graph state, all distributions between m parties and
all distributions between a minimum number of parties which
allow AVN proofs.
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V. CONCLUSIONS

We have developed tools with which to decide whether a
distribution of n qubits between m parties allows an m-partite
AVN proof specific for this distribution (i.e., which cannot be
obtained using a state with fewer qubits). As a result, we have
obtained all inequivalent m-partite AVN proofs using n-qubit
m-particle quantum states with n < 9 qubits and a minimum
number m of parties. This enables us to obtain all inequivalent
m-partite AVN proofs using n-qubit m-particle quantum states
with n < 9 qubits with an arbitrary number of parties.

The motivation of this work was to answer some natural
questions raised by recent experimental developments allow-
ing the preparation in the laboratory of graph states of several
particles, each carrying several qubits. The results presented

in this article provide tools to help experimentalists to design
tests of new AVN proofs and new Bell inequalities based
on these AVN proofs [7,10,27], similar to those reported in
Refs. [12,14] for specific states but exploiting the possibility
of experimentally preparing new classes of graph states.
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Resumen: Si distribuimos n qubits entre dos observadores, ¿qué estados puros y qué 
formas de distribuir los qubits permiten hacer demostraciones “todo o nada” (o de tipo 
Greenberger-Horne-Zeilinger) del teorema de Bell, usando sólo medidas sobre qubits 
individuales? Mostramos una condición necesaria y suficiente para que tales 
demostraciones sean posibles, y la aplicamos para obtener todas las demostraciones con 
menos de ocho qubits. Curiosamente, salvo transformaciones unitarias de un solo qubit, 
sólo existen un estado de cuatro qubits (distribuidos de una determinada manera) y seis 
estados de seis qubits (con una determinada distribución de qubits para cada estado) que 
permiten estas demostraciones. 

1. Introducción 

La demostración de Greenberger, Horne, y Zeilinger (GHZ) [1] es la primera 
demostración del teorema de Bell basada en las correlaciones perfectas que predice la 
Mecánica Cuántica para estados de n qubits. Estas demostraciones reciben el nombre de 
demostraciones “todo o nada” (TON) [2]. Sin embargo, mientras que la demostración de 
Bell necesitaba sólo dos observadores, la de GHZ necesita tres. La razón por la que un 
estado de GHZ de tres qubits no permite una demostración TON bipartita es que, si 
repartimos los tres qubits entre dos observadores, no existe ninguna razón física que 
justifique que los observables involucrados en la demostración de GHZ deban tener 
valores -1 ó 1 en una teoría de variables ocultas locales, ya que dichos observables no 
satisfacen la condición de elemento de realidad de Einstein, Podolsky, y Rosen (EPR) 
[3] (i.e., su resultado no se puede predecir con certeza a partir de medidas hechas por el 
observador que no posee dicho qubit). 

La primera demostración TON bipartita fue introducida en [4] y necesitaba cuatro 
qubits. Los cuatro qubits pueden codificarse en la polarización y el momento lineal de 
dos fotones [5]. De esta manera se ha verificado experimentalmente [6,7]. Una de las 
dificultades experimentales de la demostración [4] es que requiere medidas colectivas 
sobre dos qubits [8]. La primera demostración TON bipartita usando sólo medidas sobre 
qubits individuales fue introducida en [9] y ha sido recientemente verificada en el 
laboratorio usando la polarización y el momento lineal de dos fotones [10]. 

La posibilidad de codificar tres qubits en dos fotones [11] y la posibilidad de 
preparar estados de seis fotones entrelazados en polarización [12,13] lleva, de forma 
natural, al siguiente problema: Si distribuimos n qubits entre dos observadores (nA para 
Alicia y nB = n-nA para Bob), ¿qué estados puros y qué formas de distribuir los qubits 
permiten hacer demostraciones TON bipartitas usando sólo medidas sobre qubits 
individuales? 



2. Resultados 

Cualquier demostración TON bipartita usando sólo medidas sobre qubits 
individuales necesita cumplir dos requisitos: 

(a) Tienen que existir correlaciones perfectas que permitan predecir con certeza el 
resultado de las medidas de las tres matrices de Pauli de Alicia (Bob), a partir de 
medidas sobre los qubits de Bob (Alicia) [3]. 

(b) Tienen que existir correlaciones perfectas que no puedan satisfacerse si se 
supone que los observables de un qubit tienen valores definidos -1 o 1. 

Por tanto, buscamos estados que sean autoestados de un número suficiente de 
operadores que sean producto tensorial de operadores de un solo qubit. Si nos 
restringimos al conjunto de operadores de un solo qubit formado por la identidad y las 
tres matrices de Pauli, entonces los estados que nos interesan son los estados 
estabilizadores [14]. Como cualquier estado estabilizador es equivalente bajo 
transformaciones Clifford locales a un estado grafo [15] (los estados grafo son un tipo 
particular de estados estabilizador cuyo generador se obtiene con ayuda de un grafo 
[16,17]), nuestro problema se reduce al de encontrar qué estados grafo de n qubits y qué 
formas de distribuir los qubits permiten hacer demostraciones TON bipartitas usando 
sólo medidas sobre qubits individuales. 

 En principio es un problema complicado, puesto que existen 45 clases distintas 
de estados grafo asociados a grafos conexos de menos de 8 qubits [16,17], y centenares 
de posibles distribuciones de los qubits entre Alicia y Bob. Además, todos los estados 
grafo de tres o más qubits satisfacen (b), puesto que cualquiera de ellos contiene 
subgrafos conexos de tres vértices que representan estados GHZ de tres qubits [17]. Por 
lo tanto, el problema es averiguar para qué estados y distribuciones de qubits se 
satisface (a).  

Nuestro principal resultado (que no demostraremos aquí) es que (a) se satisface 
si y sólo si nA = nB y el grupo estabilizador de los qubits de Alicia (Bob) contiene todas 
las variaciones con repetición de la identidad y las tres matrices de Pauli tomados de nA 
en nA (de nB en nB), y ninguna de ellas repetida. 

 Aplicando este resultado hemos obtenido que, con menos de ocho qubits, sólo 
existen un estado grafo de cuatro qubits (distribuidos de una determinada manera) y seis 
estados grafo de seis qubits (con una determinada distribución de qubits para cada 
estado) que permiten demostraciones TON bipartitas. La demostración con cuatro 
qubits era ya conocida [9], las otras seis son nuevas. En la tabla se presentan los grafos 
asociados a los estados grafo y las distribuciones de qubits que permiten demostraciones 
TON bipartitas. Además, se indican las correlaciones perfectas que hacen que se 
satisfaga el requisito (a). 



 
Grafo y distribución de qubits Elementos de realidad de Alicia Elementos de realidad de Bob 

 

X1 = Z3X4  
Y1 = Y3X4 

 Z1 = X3  
 

X2 = X3Z4  
Y2 = X3Y4  

Z2 = X4  

X3 = Z1 
 Y3 = Y1Z2  
Z3 = X1Z2  

 
X4 = Z2  

Y4 = Z1Y2  
Z4 = Z1X2  

 

 
X1 = Z4X5  
Y1 = Y4X5  

Z1 = X4  
 

X2 = X4Z5X6  
Y2 = X4Y5X6 

 Z2 = X5  
 

X3 = X5Z6  
Y3 = X5Y6 

 Z3 = X6  
 

 
X4 = Z1  

Y4 = Y1Z2  
Z4 = X1Z2  

 
X5 = Z2  

Y5 = Z1Y2Z3  
Z5 = Z1X2Z3  

 
X6 = Z3  

Y6 = Z2Y3  
Z6 = Z2X3  

 

 
X1 = Z4X5Z6  
Y1 = Y4X5Z6  

Z1 = X4  
 

X2 = X4Z5  
Y2 = X4Y5Z6  

Z2 = X5Z6  
 

X3 = Z6  
Y3 = Z5Y6  
Z3 = X6  

 

 
X4 = Z1  

Y4 = Y1Z2  
Z4 = X1Z2  

 
X5 = Z2X3  

Y5 = Z1Y2X3  
Z5 = Z1X2  

 
X6 = Z1X2Z3  
Y6 = Z1X2Y3  

Z6 = X3  

 

 
X1 = Z4X5X6  
Y1 = Y4X5X6  

Z1 = X4  
 

X2 = X4Z5X6  
Y2 = X4Y5X6  

Z2 = X5  
 

X3 = X4X5Z6  
Y3 = X4X5Y6  

Z3 = X6 
  

 
X4 = Z1  

Y4 = Y1Z2Z3  
Z4 = X1Z2Z3  

 
X5 = Z2  

Y5 = Z1Y2Z3  
Z5 = Z1X2Z3  

 
X6 = Z3  

Y6 = Z1Z2Y3  
Z6 = Z1Z2X3  



 

 
X1 = Z4X5  

Y1 = Y4X5Z6  
Z1 = X4Z6  

 
X2 = Y4Z5Y6  
Y2 = Y4Y5Y6  

Z2 = X5  
 

X3 = X5Z6  
Y3 = Z4X5Y6  

Z3 = Z4X6 
  

 
X4 = Z1Z2X3  
Y4 = Y1X3  
Z4 = X1Z2  

 
X5 = Z2  

Y5 = Z1Y2Z3  
Z5 = Z1X2Z3  

 
X6 = X1Z2Z3  
Y6 = X1Y3  
Z6 = Z2X3  

 

 
X1 = X5X6  

Y1 = −X4X5Y6  
Z1 = X4Z6  

 
X2 = X4Z5Z6  
Y2 = Y4Y5Y6  
Z2 = Z4X5X6  

 
X3 = Z5Z6  

Y3 = Z4Z5Y6  
Z3 = Z4X6  

 

 
X4 = X2X3  

Y4 = −X1Y2X3  
Z4 = X1Z2  

 
X5 = Z2Z3  

Y5 = Z1Y2Z3  
Z5 = Z1X2  

 
X6 = X1Z2Z3  
Y6 = Y1Y2Y3  
Z6 = Z1X2X3  

 

 
X1 = Z4Y5Y6  

Y1 = −Y4X5X6  
Z1 = X4Z5Z6  

 
X2 = Y4Z5Y6  

Y2 = −X4Y5X6  
Z2 = Z4X5Z6  

 
X3 = Y4Y5Z6  

Y3 = −X4X5Y6  
Z3 = Z4Z5X6  

 

 
X4 = Z1Y2Y3  

Y4 = −Y1X2X3  
Z4 = X1Z2Z3  

 
X5 = Y1Z2Y3  

Y5 = −X1Y2X3  
Z5 = Z1X2Z3  

 
X6 = Y1Y2Z3  

Y6 = −X1X2Y3  
Z6 = Z1Z2X3  

 
Tabla 1. Grafos asociados a los estados grafo y distribuciones de qubits que permiten 

demostraciones TON bipartitas. Para cada uno de estos estados grafo se indican las correlaciones 
perfectas que hacen que se satisfaga el requisito (a). La nomenclatura de los grafos es la de [16,17]. 
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Einstein, Podolsky, and Rosen’s (EPR’s) criterion of
elements of reality states that “if, without in any way dis-
turbing a system, we can predict with certainty (i.e., with
probability equal to unity) the value of a physical quan-
tity, then there exists an element of physical reality corre-
sponding to this physical quantity” [1]. Non-disturbance
is guaranteed when the measurements required for a pre-
diction with certainty are performed on distant systems.
Predictions with certainty are possible for states with per-
fect correlations.

All-versus-nothing (AVN) proofs of Bell’s theorem show
the impossibility of reproducing the perfect correlations of
a specific quantum state by means of EPR’s elements of
reality. The name AVN [2] reflects one particular feature
of these proofs: If one assumes elements of reality, then
p− 1 of the perfect correlations of the state lead to a pre-
diction that is the opposite of the one given by the pth
perfect correlation.

The first AVN proof is due to Heywood and Redhead
[3]. However, the most famous AVN proof is due to Green-
berger, Horne, and Zeilinger (GHZ) [4, 5, 6]. The first
bipartite AVN proof with qubits is in [7, 8]. The first bi-
partite AVN proof using only single-qubit measurements is
in [9, 10]. The interest of using only single-qubit measure-
ments is motivated by recent developments where several
qubits are carried by the same particle, encoded in differ-
ent degrees of freedom. If one is restricted to single-qubit
measurements, then measurements that entangle different
degrees of freedom are not needed.

Several n-qubit m-particle sates, with m < n, have
been demonstrated so far: 4-qubit 2-photon [11], 6-qubit
2-photon [12, 13], 6-qubit 4-photon [14], 8-qubit 4-photon
[15], and 10-qubit 5-photon graph states [15]. More states
are expected in the near future.

These possibilities naturally lead to the problem of
which n-qubitm-particle states allow m-party AVN proofs
using only single-qubit measurements. Recently, the prob-
lem has been solved for m = 2 parties [16]. Here we ad-
dress the problem for arbitrary m.

We first provide a criterion to decide whether or not
an n-qubit state distributed between m parties allows an
AVN proof using only single-qubit measurements. We
then characterize all AVN proofs using only single-qubit
measurements that are non-equivalent under single-qubit
unitary operations and have a minimum number of ob-
servers for n ≤ 8 qubits.
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Graph states [1, 2] are fundamental in quantum in-
formation, specially in quantum error-correction [3, 4, 5]
and measurement-based quantum computation [6]. Graph
states also play a fundamental role in the study of entan-
glement. Two quantum states have the same entangle-
ment if and only if they are equivalent under local unitary
(LU) operations. For n ≥ 4 there is an infinite amount
of different entanglement (i.e., LU-inequivalent) classes.
However, if we focus on graph states, then the discussion
becomes simpler. Previous results suggest that for graph
states of n < 27 qubits, the notion of LU-equivalence and
LC-equivalence coincide [7].

The aim of our work is to solve the following problem:
given an n-qubit graph state with n < 9 qubits, deciding
which entanglement class it belongs to just by examining
some of the state’s intrinsic properties (i.e., without gen-
erating the whole LC-class). The solution to this problem
is of practical importance: if one needs to prepare a graph
state |G〉 and knows that it belongs to one specific class,
then one can prepare |G〉 by preparing the LC-equivalent
state |G′〉 requiring the minimum number of entangling
gates and the minimum preparation depth of that class
(see [1, 2, 8]), and then transform |G′〉 into |G〉 by means of
simple one-qubit unitary operations. The problem is that,
so far, no simple set of invariants which distinguishes be-
tween all classes of entanglement is known, even for graph
states with n ≤ 7 qubits.

The set of entanglement measures proposed in [1, 2]
fails to distinguish between inequivalent classes (i.e., be-
tween different types of entanglement). Therefore, we can-
not use these invariants for deciding which entanglement
class a given state belongs to.

Van den Nest, Dehaene, and De Moor (VDD) have
proposed a finite set of invariants that characterizes all
classes [9]. However, already for n = 7, this set has more
than 2×1036 invariants which are not explicitly calculated
anywhere, so this set is not useful for classifying a given
graph state. In our work we show that, if n ≤ 8, then 4
invariants related to those of VDD are enough to recognise
the type of entanglement.

We introduce a new type of LC-invariant, the multi-
plicity M(Aω), that counts the number of support-related
classes with the same cardinality. We have shown that
only 4 of these multiplicities are enough to decide which
entanglement class a graph state of n ≤ 8 qubits belongs
to: the multiplicities of some of the VDD’s invariants of
values 0, 1, 3, and 4. Therefore, these 4 LC-invariants
characterize any LC-class of n ≤ 8 qubits. A compact set
of invariants that characterize all inequivalent classes of
graph states with a higher number of qubits can be ob-
tained by applying the same strategy. This can be done
numerically up to n = 12, a number of qubits beyond
the present experimental capability in the preparation of
graph states [10].
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All-versus-nothing (AVN) proofs [1–6] show the con-
flict between Einstein, Podolsky, and Rosen’s (EPR) el-
ements of reality [7] and the perfect correlations of some
quantum states. The name of “all-versus-nothing” [8] re-
flects a particular feature of these proofs: If one consider
a set of perfect correlations and asumes EPR elements
of reality, then a subset of these correlations leads to a
conclusion that is opposite of the one obtained from the
complementary subset of correlations.

The perfect correlations among single qubit measure-
ments required for AVN proofs are given by the 2n stabi-
lizer operators of an n-qubit graph state. The possibility
of experimentally preparing new classes of graph states
[9–11] naturally leads to the following problem: Does a
distribution of an n-qubit graph state between m par-
ties allow an AVN proof? This problem has been solved
for m = 2 [12]. Here we describe a method to decide
whether a given n-qubit m-particle graph state allows an
m-partite AVN proof specific for this state (i.e., which
cannot be obtained using a graph state with fewer qubits)
[13]. This method requires that two observables of each
qubit are EPR elements of reality. This forces a series
of constraints that are only satisfied by a reduced group
of the graph state’s stabilizer operators. We detail these
requirements and apply them to decide whether some n-
qubit m-particle graph states recently prepared in the
laboratory [9–11] allow m-partite AVN proofs.

We also address the following problem: Given an n-
qubit graph state, what is the minimum number m of
parties that allows a specific m-partite AVN proof? The
solution of this problem enables us to obtain all inequiva-
lent distributions allowing AVN proofs with n < 9 qubits
and an arbitrary number m of parties [13].

These results provide the tools to help experimentalists

to design tests of new AVN proofs and new Bell inequal-
ities based on these proofs [14].
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Project FIS2008-05596, and the Junta de Andalućıa Ex-
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